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Predmluva

Tento ucebni text je uréen k predndskam ,,Linedrni algebra I” (v zimnim semestru) a ,, Linearn{
algebra II a optimalizace” (v letnim semestru) 1. ro¢niku bakalaiského studia informatiky na
matematicko-fyzikalni fakulté Univerzity Karlovy. Kromé latky predepsané syllabem obsahuje
fadu nadstavbovych ¢asti, které se vztahuji k latce probirané ve vyssich roénicich: jde zejména
o pseudoinverzni matice a metodu nejmensich ¢tverci v kapitole 1, ortogondlni matice a SVD
rozklad v kapitole 5, hlubsi vlastnosti vlastnich ¢isel v kapitole 7, dualitu a teorii her v kapitole 8.
Oproti jinym texttim o linedrni algebie, které jsou k dispozici na MFF UK, akcentuje tento
ucebni text maticovy piistup a algoritmickou stranku problematiky s ohledem na aplikace, napi-.
v pocitacové grafice.

K dosazeni co nejvétsi srozumitelnosti je text ¢lenén do malych celku (subsekci), vétsinou
kratsich nez jedna strana a se samostatnymi nazvy, které co nejvystiznéji charakterizuji jejich
obsah. Text je opatfen fadou poznamek, majicich za cil podat blizsi vysvétleni resp. upozornit na
souvislosti, klicova nebo obtizna mista, kterd ¢tendr, setkavajici se poprvé s matematickym tex-
tem tohoto typu, muze snadno prehlédnout. Casto je pozndmka vlozena mezi znéni véty a dikaz,
aby tak ¢tenaf mohl 1épe pochopit smysl véty jesté pred studiem jejiho dukazu. Dukazy vét jsou
provedeny podrobné s ohledem na posluchace 1. ro¢niku a na piipadnou moznost samostu-
dia (kombinované studium). Popis algoritmu neni vazén na znalost zddného konkrétniho pro-
gramovaciho jazyka, predpoklddéd pouze elementérni znalost programovani (cykly a podminky).
Cely text jsem psal sam v LaTeXu a jsem proto odpovédny za veskeré pripadné chyby, vcetné
typografickych. Budu vdéény za jakékoliv pripominky k obsahu i formé textu.

Zavérem bych chtél vyjadiit podékovani vem studentim matematicko-fyzikalni fakulty UK,
které jsem ucil v letech 2001-2004 linearni algebru a linearni programovani, za jejich zdjem
a pozitivni pfistup, které mé piimély k sepsani tohoto textu.

Praha, cerven 2004 Jiri Rohn
(rohn@cs.cas.cz)
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Kapitola 1

Matice a soustavy rovnic

1.1 Uvod

Prectéte si laskavé nejprve predmluvu, ve které je vysvétlen specificky styl tohoto textu.

Zakladnimi pojmy linedrni algebry jsou matice a vektorové prostory. Tato kapitola je vénovana
maticim a jejich aplikacim na feSeni soustav linedrnich rovnic.

1.2 Zakladni maticové operace

1.2.1 Definice matice

Znaceni. Mnozinu realnych ¢isel zna¢ime R, komplexnich C.

Definice. Obdélnikové schéma sestavené z realnych ¢isel

air a2 a1n

az1 a2 a2n
A= .

Gml Om2 --- Gmn

nazyvame (redlnou) matici typu m x n. Prvek a;; se nazyva ij-ty koeficient matice A. Mnozinu
vSech redlnych matic typu m x n znac¢ime R™*"™. Je-li m = n, fikdme, Ze matice je ¢tvercova
Ffddu n. Podobné definujeme mnozinu komplexnich matic typu m X n a znac¢ime ji C™*™,

1.2.2 Poznamky

matice je matematickou formalizaci tabulky,

vzdy predpokladame m > 1, n > 1, tj. neuvazujeme prazdné matice,

matice znac¢ime velkymi latinskymi pismeny,

v protikladu k maticim se ¢isla z R resp. C nazyvaji skalary a obvykle je zna¢ime malymi
feckymi pismeny,

koeficienty matice A znacime a;; nebo A;;,
e v dalsim se budeme vétsinou zabyvat redlnymi maticemi,
e pojem matice zavedl anglicky matematik J. J. Sylvester r. 1850.

17



18 1 Matice a soustavy rovnic

1.2.3 Rovnost matic

Definice. Matice A, B se rovnaji, coZ zapisujeme A = B, jestlize jsou stejného typu m x n
a plati
Aij = Bij

provSechnai=1,...,m,j=1,...,n.

Poznamka. A # B tedy znamend, Ze bud'to matice jsou ruznych typiu, nebo jsou stejného typu
a plati A;; # B;j pro jisté! 4, j.
1.2.4 Secitani matic

Definice. Necht A, B jsou matice typu m x n. Potom jejich sou¢tem A + B nazyvame matici

typu m x n s koeficienty
(A+ B)ij = Aij + Bij

prot=1,....m,j=1,...,n.

Poznamka. Jsou-li A, B ruznych typl, potom soucet A + B neni definovan.

Piiklad.
12\ (56)_( 6 8
3 4 78) \10 12 )

1.2.5 Nasobeni matice skaldrem

Definice. Necht A je matice typu m x n, a skaldr. Potom a- A je matice typu m x n s koeficienty

(- A)ij = - Ajj

9. 12\ (24
3 4) \6 8)°
Upozornéni. Nikdy nepiseme A - «.

1.2.6 Poznamky

e podobné jako u ndsobeni redlnych ¢isel tecku vétsinou vynechdvame a piseme oA misto

a-A,
e definujeme nulovou matici typu m x n jako
00 ... 0
00 ... 0
Omn = A
00 ... 0

e misto 0,,, piSeme pouze 0, je-li typ z kontextu zfejmy,
e ve vyrazu typu 0 - 0 je vlevo skalar, vpravo nulovd matice.

'Slovem ,,jisté” opisujeme existenéni kvantifikdtory; myslime tim tedy ,existuji indexy i,j, pro které
Aij # Bij”.
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1.2.7 Vlastnosti sec¢itani matic a nasobeni matice skalarem

Véta 1. Necht A, B, C jsou matice typu m X n a «, 3 skaldry. Potom plati:

1)A+B=B+ A (komutativnost),
2)(A+B)+C=A+(B+C) (asociativnost),
3)A+0=A4 (existence nulového prvku),
4) A+ (-1)-A=0 (existence opacného prvku),
5) a(BA) = (ap)A,

6)1-A=A,

7) a(A+ B) = aA + aB (distributivnost),

8) (a+ B)A=aA+ A (distributivnost).

Poznamka. Znéni matematickych vét je zvykem psat kurzivou.

Dikaz. Ve vSech osmi pripadech se jedna o rovnost matic, musime proto podle definice rovnosti
dokazat, ze pro kazdé ¢ = 1,...,m, j = 1,...,n se ij-ty koeficient matice na levé strané rovna
1j-tému koeficientu matice na pravé strané.

1) Prokazdé i =1,...,m, j =1,...,n je (A+ B);; = A;j + Bj; podle definice souc¢tu matic;
A;j + Bij = By; + Ai; podle komutativnosti souctu redlnych (komplexnich) ¢isel; nakonec B;j +
A;j = (B+ A);; podle definice sou¢tu matic. Spojenim vsech tif rovnosti dostdavame (A+ B);; =
(B+ A);; pro kazdé i, j, tedy A+ B = B+ A podle definice rovnosti matic. V dalsim vypisujeme
vzdy cely fetézec rovnosti aniz bychom zduvodiiovali jednotlivé kroky, ¢tenaf ma v8ak mit na
mysli, ze stale postupujeme podle stejného schématu.

2) Pro kazdé 4,j (minime tim ovéem ¢ = 1,...,m, j =1,...,n) je (A+ B)+C);; = (A+
B)ij +Ci; = (Aij + Bij) + G = Aij + (Bij + Cij) = Aij + (B + C)ij =(A+(B+ C))ij, tedy
(A+B)+C=A+(B+C).

3) Pro kazdé i,7 je (A + O)ij = Aij +0; = Aij +0= Aij, takze A+ 0= A.

4) Pro kazdé ’i,j je (A + (—1) . A)U = Aij + ((—1) . A)” = Ai]’ + (—1) . Aij =0= Oija coz dava
A+(-1)-A=0.

5) Pro kazdé i, j je (a(BA))i; = a(BA)ij = a(BAij) = (afB)A;j = ((f)A);j, coz znamend, ze
a(BA) = (ap)A.

6) Pro kazdé i,j je (1-A);; =1-A;; = Ajj, ¢cimz dostavame 1- A = A.

7) Pro kazdé i, j je (Oé(A—{—B))U = Oé(A—}—B)U = OZ(A”—}—BU) = OéAij—}—OéBij = (OzA)”—}—(OéB)” =
(A + aB);j, coz dokazuje, ze a(A+ B) = aA + aB.

8) Nakonec, pro kazdé i,j je (o + B)A)ij = (o + B)Aij = adij + BAi; = (al)ij + (BA)i; =
(A + BA);j, z cehoz plyne posledni rovnost (o + 3)A = oA + BA. O

Pozndmka. Ctverecek ,,0” oznacuje konec dukazu.

1.2.8 Nasobeni matic

Definice. Je-li A matice typu m X p a B matice typu p X n, potom A - B je matice typu m X n
definovana predpisem

P
(A-B)ij =Y AiBy,
k=1
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proi=1,....m,5=1,...,n.
Poznamka. Nemuze-li dojit k nedorozuméni, piSeme AB misto A - B.

Upozornéni. Maticovému soucinu vzhledem k jeho dulezitosti je tfeba vénovat zvlastni po-
zornost. Budeme se s nim setkavat az do konce tohoto textu.

1.2.9 Poznamky k maticovému soucinu
e k proveditelnosti vyrazu
P
> AuBy
k=1
je tieba, aby pocet sloupcu matice A se rovnal poc¢tu fadki matice B; z toho plyne

predpoklad, ze A je typu m X p, B typu p X n,
e je-li A typu m X p, B typu r x n, kde p # r, potom souc¢in A - B neni definovén,

e piiklady:
L2\ (56 7\ _ (21 24 27
3 4 8 9 10 ) \ 47 54 61 )’

1 2 , .
( 3 4 ) . ( 5 6 ) neni definovan.

1.2.10 Jednotkova matice

Ctvercova matice radu n

10 0

0 1 0
I, =

00 ... 1

(s jednickami na diagondle a nulami mimo ni) se nazyvé jednotkovd matice. Je-li fad zfejmy
z kontextu, piSeme misto I,, pouze I.

Poznamka. Jak uvidime, hraje jednotkovd matice u maticového soucinu podobnou roli jako
¢islo 1 u redlnych ¢isel (véta 2, tvrzeni 5)).

1.2.11 Vlastnosti souc¢inu matic

Véta 2. Necht A, B,C jsou matice, o skaldr. Potom:

1) Jestlize soucin (AB)C' je definovdn, potom i soucin A(BC) je definovdn a plati
(AB)C = A(BCQC),

2)  jestlize A(B + C) je definovdn, potom i AB + AC' je definovan a plati
A(B+C)=AB+ AC,

3)  jestlize (A+ B)C je definovdn, potom i AC' + BC je definovdn a plati
(A+ B)C = AC + BC,

4) je-li AB definovdn, je a(AB) = («¢A)B = A(aB),

5) je-li A typu m x n, potom I, A= Al, = A.

Dikaz. 1) Jestlize soucin (AB)C je definovén, potom A je typu mxp, B typu pxr a C typurxn
pro jista m, p, r, n. Potom sou¢in BC' je definovén a je typu p x n, takze A(BC) je definovan a je
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typu m x n stejné jako (AB)C. Pro kazdé i = 1,...,m, j =1,...,n potom plati ((AB)C);; =
Z£=1<AB)ikaj = 22:1 25:1 AitBouCrj = ?:1 2221 AieBoCrj = 25:1 Aie 22:1 B Cj =
Z;Z:l Az‘g(BC)[j = (A(BC))ZJ, takze (AB)C = A(BC)

2) Jestlize A(B + C) je definovéan, potom A je typu m X p a B+ C typu p X n pro jistd m, p,
n, z ¢ehoz plyne, ze B i C jsou typu p X n, takze soutiny AB i AC' jsou definované a jsou oba
typu m X n stejné tak jako matice A(B + C). Pro kazdé i = 1,...,m, j = 1,...,n je potom
(A(B+C))ij = 25— Ain(B + Oy = 34—y Aik(Brj + Crj) = 3oy AeBrj + 252y AinCry =
3) Rozborem typu bychom dokéazali tak jako v ¢asti 2) ze je-li (A+ B)C' definovéan, je i AC'+ BC
definovan a je stejného typu. Je-li p pocet sloupcti matice A, potom pro kazdé i = 1,...,m,
j=1,...;nplati (A+B)C)y = >3} (A+ B)irCrj = 37 _ (Air + Bi)Crj = 21—y AixCyj +
22:1 Bikaj = (AC)Z] + (BC),] == (AC + BC)U, takze (A + B)C = AC + BC.

4) Je-li sou¢in AB definovan, potom A je typu m X p a B typu p X n pro jistd m, p, n. Potom
aA je stejného typu jako A a aB stejného typu jako B, takze souciny (aA)B i A(aB) jsou
definované a piislusnd matice je typu m x n tak jako AB. Pro kazdéi=1,...,m,j=1,...,n
potom dostdvame (w(AB));; = a(AB)ij = ay h_ AiBrj = > h_1(@A)iBrj = ((eA)B)i; =
S Ai(aB)j = (A(aB));j, coz dokazuje, ze a(AB) = (wA)B = A(aB).

5) Prokazdéi=1,...,m,j=1,...,nje (ImA)” = Z?zl(lm)zkAk] = Zk;ﬁz OA]CJ—FlA” = Aija
takze I,,A = A. Podobné (Afn)ij = 22:1 Az’k(In)kj = Zk:?éj A -0+ Ai]’ -1 = Aij, tedy
Al, = A. O

1.2.12 Nekomutativnost soucinu matic
Nésobeni matic neni komutativni, tj. obecné neplati AB = BA. Jsou k tomu tyto duvody:

e je-li Atypum xpa B typu p x n, kde m # n, potom soucin AB je definovan, kdezto BA
neni definovén,

e je-li m = n, potom AB je ¢tvercovd matice fadu m a BA je Ctvercova radu p, takze
AB # BA je-li m # p,

e je-li m = p=mn, potom AB i BA jsou ¢tvercové matice fddu m, ale muze byt AB # BA:

(o) (o a)=(r ).
(ca)(e )=t ).

takze staci volit bg # fc aby souciny byly ruzné.

Uvadi se, Ze nejcastéjsi chybou pii maticovych vypoctech je nerespektovani nekomutativnosti
maticového sou¢inu. Napi. pro A, B € R™*" je

(A+ B)?=A*+ AB + BA + B,

nikoliv ,,... = A% + 2AB + B?”, jak by napovidala analogie s redlnymi ¢&isly.
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1.2.13 Transponovana matice

Definice. Pro matici A € R™*" definujeme transponovanou matici A7 € R"*™ piedpisem

(AT>jZ‘:AZ‘j (izl,...,m,jzl,...,n).

Poznamka. Slovné, i-ty fadek matice A se stavd i-tym sloupcem matice AT (i = 1,...,m)
a j-ty sloupec matice A se stavd j-tym fadkem matice AT (j =1,...,n).
Priklad.
ERF o
A:5678,AT_3711
9 10 11 12 48 19

1.2.14 Vlastnosti transpozice

Véta 3. Plati:
1) (AN)T =4,
2) jsou-li A, B stejného typu, je (A + B)T = AT + BT,
3) (aA)l = aAT pro kazdé a € R,
4) je-li AB definovdn, je i BT AT definovdn a plati (AB)T = BT AT,

Poznamka. 4) je dulezita a ¢asto pouzivand vlastnost.

Diikaz. 1) Je-li A typu m x n, potom AT je typu n x m a (AT)T je opét typu m x n. Pro kazdé
i=1,...,m,j=1,...,n potom plati ((AT)T);; = (AT);i = A;j, takze (AT)T = A.

2) Jsou-li A, B stejného typu m x n, potom AT, BT jsou stejného typu n x m, takze soucet
AT + BT je definovan a je stejného typu jako (A+ B)T aprokazdéi=1,...,m,j=1,...,nje
((A+B)")ji = (A+B)ij = Ayj+Bij = (AT)i+(BT) i = (AT+B") ;, takze (A+B)" = AT+B".
3) Je-li A typu m x n, potom (aA)” i aAT jsou typun xmaproi=1,....,m, j=1,...,n
plat! ((aA)T);i = (aA)ij = aAij = a(AT)j; = (aAT) 4, coz dokazuje, ze (A)T = aAT.

4) Je-li soucin AB definovan, potom A je typu m X p a B je typu p X n pro jistd m, p, n. Potom
BT je typu n x p a AT je typu p x m, takze souc¢in BT AT je definovén a je typu n x m stejné
tak jako (AB)T. Pro kazdé i = 1,...,m, j = 1,...,n dostavdme potom ((AB)T);; = (AB);; =
S AiBrj =Y 0 _ (BT (AT = (BT AT)j;, éimz je dokdzéno, ze (AB)T = BT AT. O

1.2.15 Symetricka matice

Definice. Matice A se nazyvé symetrickd, jestlize? AT = A.

Poznamky. Symetrickd matice je nutné ¢tvercovd. Jsou-li A, B € R™*" symetrické a o € R,
potom A + B i @A jsou symetrické (AB obecné ne).

Véta 4. Pro kazdou matici A € R™*" je AT A symetricka.

?Definice md vidy charakter ekvivalence. Konvenci (tj. vieobecnou dohodou) je viak zvykem psét ji ve tvaru
implikace (v nasem piipadé pouzitim ,jestlize” misto ,prdvé kdyz”) s tim, ze se j{ rozumi ekvivalence. Pouzit{
»pravé kdyz” v definici je zndmkou nepochopeni této konvence.
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Diikaz. Podle tvrzeni 4) a 1) véty 3 plati (AT A)T = AT(AT)T = AT A, takze matice AT A se
transpozici neméni a je tedy symetricka. O

1.2.16 Vektory

Definice. Matici typu n x 1 nazyvdme n-rozmérnym (aritmetickym, sloupcovym) vektorem
a znacime ho

1 11
) ) x91

r = ) (misto . )
T Tnl

resp. = (z;). Koeficienty x; se nazyvaji slozky (soufadnice) vektoru z. Mnozinu vsech realnych
(resp. komplexnich) n-rozmérnych vektoru znac¢ime R™ (resp. C").

Shrnuti znaéeni. Vektory znacime malymi latinskymi pismeny, matice velkymi latinskymi,
skalary malymi feckymi.

1.2.17 Operace s vektory
e protoze vektory jsou specialnim ptripadem matic, vztahuji se na né diive definované ope-
race: pro x = (x;) ER™, y = (y;) ER", a € Rje x +y = (v; + yi), ax = (ax;),
e nésobeni matic nelze jednoduse prenést, protoze z € R™*! a y € R"*! Ize nésobit jen pro
n = 1; lze v8ak zavést skaldrni soucin

1 n
aly = (z1,...,20) : :(inyi)a
i=1

Yn

coz je matice 1 x 1, kterou ztotoziiujeme s timto éislem?,
e pro z = (z;) € R™, y = (y;) € R" definujeme vnéjsi soucin

- T1Yr  T1Y2 ... TilYn
r2yr X2Y2 ... T2Yn

':L‘yT: (y1>"'7yn): . . . . 5
m Tl Tm¥Y2 - Tmln

e pro Ae R"™ ™ aie{l,...,m}, j€{l,...,n} definujeme
Aio = (ail’- . -aain)

(i-ty Fadek A) a
alj

(j-ty sloupec A).

*Pro z,y € C" se skaldrnf sou¢in definuje jako 3" | z;%i, kde pruh znaéf komplexné sdruzené éfslo (bude
probrano pozdéji).
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1.2.18 Eukleidovska norma

Definice. Cislo

m
|zl = VaTz = v
=1

(2

nazyvame eukleidovskou normou vektoru z € R™.

Poznamky. Pro odliseni od jinych norem se eukleidovskd norma nékdy oznacuje ||z||2. Vlast-
nosti normy probereme pozdéji v obecnéjsim pojeti (kap. 3). Zatim budeme vyuzivat pouze
evidentniho faktu, ze ||z|| > 0 pro kazdé = € R™ a ||z|| = 0 prave kdyz = = 0.

1.2.19 ,,Metamechanika” maticového soucinu

Znaéeni. Definujeme e; = I,; = (0,...,0,1,0,...,0)T (j-ty sloupec jednotkové matice)?. Potom
je Aej = Aej pro kazdé j a Aje = el A pro kazdé i.

Véta 5. Necht A € R™*P, B € RP*", x € RP a y € R™. Potom plati:
1) (AB)ej=A-Bsjproj=1,...,n,
2) (AB)ie =Aje-Bproi=1,...,m,
3) Ax = ilxjA.j,
j=

4) yTA = E_:lyzAzo

Poznamka. Jde o shrnuti vlastnosti ¢asto pouzivanych v odvozenich a dukazech. Specidlné,
tvrzeni 1) 7k, ze k vypocteni j-tého sloupce souc¢inu AB neni nutno nésobit obé matice, staci
matici A zndsobit j-tym sloupcem matice B; analogicky tvrzeni 2) pro fadky.

Dikaz. Necht A je typu m x p a B typu p x n. Potom:
1) Prokazdé j =1,...,n je (AB)sj = (AB)e; = A(Bej) = A - B.j.
2) Podobné pro kazdé i = 1,...,m je (AB);e = el (AB) = (el A)B = A;q - B.

3) Kazdé x € R? lze psit ve tvaru o = Y°F_ wje;, takze Ax = A(XE_ wje;) = D8 wjde; =
D oi1 T A
4) Podobné pro kazdé y € R™ je y?T A= (11 yie) TA= 3" yi(el A) = Y1 yiAje. O

1.3 Elementarni operace a Gauss(-Jordan)ova eliminace

1.3.1 Maticovy zapis soustavy rovnic
Necht A € R™*" x € R", b € R™. Potom maticovy zapis

Axr =10

4Povsimnéte si, ze sloupcovy vektor e; zde zapisujeme jako transponovany fadkovy vektor. Tohoto zpiisobu
se Casto pouziva z typografickych duvodu jednak pro dsporu mista, jednak pro lepsi vzhled textu.
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rozepsanim ve slozkach znamena

a1121 + a12x2 + ...+ apxr, = by,
a21x1 + a2 + ...+ aypxr, = b,
Am1T1 + Gmax2 + ... + QmnTn = b,

je to tedy zapis soustavy m linearnich rovnic o n nezndmgych.

1.3.2 Regularita

Definice. Ctvercovd matice A se nazyva regularni, jestlize soustava
Axr =0

m4 jediné feseni x = 0 (tzv. trividlni), a nazyva se singuldrni v opacném piipadé, tj. plati-li
Az = 0 pro jisty vektor x # 0.

Upozornéni.  # 0 znamend, ze x; 7% 0 pro jisté 4, nikoliv pro vSechna i.
Véta 6. Jsou-li Ay, As,..., Ay € R™" reguldrni, ¢ > 1, potom A1 As - ...- Ay je reguldrn.

Poznamka. Dukaz této véty je klasickou ukdzkou matematické indukce v jeji krystalicky Cisté
podobé. Dikaz indukei je zaloZen na axiomu aritmetiky pfirozenych ¢isel, ktery iikd, ze je-li M
podmnozina mnozZiny prirozenych éisel N takovd, zZe 1) 1 € M a 2) pro kazdé ¢ — 1 € M [tzv.
indukcnd predpoklad] je i ¢ € M, potom M = N. Dukaz indukei musi vzdy obsahovat kroky 1)
a 2). Mnozina M se vétsinou explicitné nevypisuje a je zfejma z kontextu. V nasem piipadé je
M = {q € N; tvrzeni véty plati pro ¢}.

Dikaz. Dukaz se provadi matematickou indukei podle ¢. 1) Je-li ¢ = 1, je matice A; regularni

podle piedpokladu. 2) Necht tedy tvrzeni plati pro jisté ¢ — 1 > 1 a necht A,..., A, € R™*"
jsou regularni matice. Uvazujme soustavu

(Al Cees? Aq—lAq)-f = 0, (11)
kterou vzhledem k asociativnosti maticového sou¢inu muzeme psat ve tvaru

(A1 Callt Aqfl)AqZL‘ =0. (12)
Podle indukéniho predpokladu je matice Ag - ... - Ag—1 reguldrni, takze z rovnosti (1.2) plyne
Ayx = 0 a regularita matice A, davd z = 0. Tedy soustava (1.1) m4 jediné feseni z = 0, takze
matice Ay -...- Ay_1A4, je reguldrni, ¢imz je indukéni krok proveden. O

1.3.3 Elementarni operace

Definice. Nasledujici tii operace nazyvame elementdrnimi operacemi s matici A:
1. vynésobeni i-tého fadku ¢islem « # 0 (tj. Aje := Ajs),
2. vynasoben{ i-tého Fadku ¢islem « a pricteni k j-tému Fadku, j # i (tj. Aje := Aje +dja),
3. vymeéna i-tého a j-tého fadku, i # j (znacime Ajq < Ajo).

Pozndmka. Podminky ,,a # 0”7 u operace 1 a ,,j # ¢’ u operace 2 jsou nezbytné, jinak by bylo
mozno kterykoliv fadek kdykoliv vynulovat a operace by ztratily smysl (z reguldrni matice by
se stala singuldrni apod.).
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1.3.4 Treti elementarni operaci lze slozit z prvnich dvou

Aio Aio _A]o _Ajo A]o

Ajo Aio + Ajo Aio + Ajo Aio Aio

Poznamka. Teoreticky bychom tedy vystacili jen s prvnimi dvéma operacemi, to by vsak
zbyteéné komplikovalo dalsi text, proto budeme v dalsim vyménu fadku povazovat za plno-
pravnou samostatnou operaci.

1.3.5 Maticova reprezentace elementarnich operaci

RmXTL

Véta 7. Pro matici A vzniklou z matice A € provedenim

1) elementdrni operace Aje := Ao platz’g = (I + (a—1)ee]) A,
2) elementdrni operace Aje = Aje + aAje plati A= (I + aejez.T)A,
3) elementdrni operace Aje < Aje platz’g =+ (e; —ej)(ej — e)) 1A,

ve vsech trech pripadech je tedy A tvard®
A=(I+b")A

pro jisté b,c € R™, pricems matice I + beT je requldrnd.

Dikaz. 1) Matice A vznikl4 z matice A provedenim elementarni operace A;e := @vA;e ma tvar

Alo Alo OT
A = aAie = Ao + (a — 1) Ao =A-+ (a — 1)61‘Ai.
A A 07

= A+ (a—1ejel A= T+ (a—1)eel)A.

2) Matice A vznikla z matice A provedenim elementarni operace Ajq := Ajo + @ Aje mé tvar

Alo Alo OT
A = A]’. + ;e = A]’. + « Ao = A+ ozein.
Arme Anne 07

= A+aeje] A= (I+ aeje])A.

5bcT je vnéjsi souéin, viz 1.2.17.
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3) Nakonec matice A vznikld z matice A provedenim elementérn{ operace A;e < Aje je tvaru

Al- Alo OT OT
Aj. Ai. Aj. — Ai. OT

A = o= |t : + :
Aje Aje 0T Aije — Aje
Amo Amo OT OT

= A+ei(Ajo— Aie) +ej(Aie — Ajo) = A+ (ei — ;) (Ajo — Aje)
= A+ (e — ej)(ejTA —elA)=A+ (e; —ej)(ej —e))TA
= (I+(ei—ej)(ej —er))A.
Vidime tedy, Ze ve viech pifpadech je A tvaru A = (I4+bc")A, kde b, ¢ jsou jisté vektory z R™.

Pro dikaz zbyvajici ¢dsti dokdzeme nejprve, ze je-li matice tvaru I + bc! singularni, potom
c'b = —1. Necht tedy existuje vektor = # 0 takovy, ze

(I +bch)x =0,
potom rozndsobenim
= —(clz)b (1.3)
a prenasobenim rovnosti (1.3) vektorem ¢! dochédzime k
e =—(c"x)c .

Kdyby bylo ¢’z = 0, potom by z (1.3) plynulo 2 = 0 ve sporu s piedpokladem z # 0. Tedy
ez # 0 a vydélenim dostdvame

Ty

cb=-1.
Dokézali jsme tedy, Ze singularita matice I +bc! implikuje ¢'b = —1. Obréacenim této implikace®
dostavame, ze je-li ¢Tb # —1, je I + be! regularni. Tento vysledek nyni aplikujeme na matice
vyskytujici se v tvrzenich 1)-3).
1) Pro matici I + (av—1)e;el plati ¢¥'b = el ((a—1)e;) = a—1 # —1 (nebot « # 0 podle definice
prvni elementérn{ operace), takze matice I + (o — 1)ezel je regularni.
2) Pro matici I + aejel plati c'b = el (aej) = aele; = 0 # —1 jelikoz el'e; = 0 vzhledem
k i # j (podle definice druhé elementdrni operace), takze matice I + ozeje;fp je regularni.

3) Nakonec pro matici I + (e; —e;)(e; —e;)T je cT'b = erTei—e?ej —ele; = —2 # —1 (nebot i # j
podle definice tfeti elementarni operace a tedy eJTei = 0), takze matice I + (e; —e;)(e; — ;)T je
opét regulérni. O

1.3.6 Maticova reprezentace posloupnosti elementarnich operaci

Véta 8. Matice A vznikld z matice A provedenim konecné posloupnosti elementdrnich operaci
je tvaru

A= QA,

SObréceni implikace je zalozeno na formuli vyrokové logiky (p = q) < (—q = —p).
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kde Q) je jistd ¢tvercovd regquldrni matice.

Dikaz. Provedenim jedné elementarni operace s matici A dostdvame podle véty 7 matici (I +
b,cl)A pro jisté vektory by, c; € R™, provedeni dalsi elementdrni operace davéa matici (I +
bocl)(I + bycf)A a pokracovanim tohoto postupu zjistime, ze matice A vznikld provedenim
q elementarnich operaci je tvaru

A= (I—I—chqT) (T4 bHA,

tedy }
A=QA,
kde matice
Q=T +bel) ...-(I+byc])
je soucinem matic, které jsou podle véty 7 vesmés reguldrni, a je tedy rovnéz regularni (véta 6).
(Jak vidime, jde o neformalné provedeny dukaz indukei podle g.) a

1.3.7 Elementarni operace zachovavaji mnozinu resSeni

~

Véta 9. Jestlize matice (A b) vznikne z matice (A b) provedenim koneéné posloupnosti ele-
mentdrnich operact, potom soustavy

=5
Ax =10
maji stejnou mnozinu resent.

Diukaz. Dukaz je snadny a pienechdva se ¢tendii za cviceni. Provadi se indukei podle poctu
elementarnich operaci. a

Definice. Matice (A b), kterd vznikne pfiddnim sloupce pravych stran b k matici A, se nazyva
rozsifend matice soustavy Ax = b.

Poznamka. Puvodni soustavu zde zna¢ime Ax = b, abychom znaceni Ax = b rezervovali pro
soustavy vznikajici v prubéhu algoritmu.

1.3.8 Myslenka feSeni soustavy linearnich rovnic

Prevedeme-li soustavu
Axr =10

se Ctvercovou matici A s pouzitim elementarnich operaci do tvaru

1+ ai9x2 + ...+ aipxry, = by,

To+ ...+ aspr, = bo,

Tn = by
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(s nulovymi prvky pod diagondlou a jednotkovymi na diagondle), potom feSeni muzeme piimo
vypocitat tzv. zpétnou substituct

n
kabk— Zakja:j (k:n,n—l,...,l)
Jj=k+1

pii pouziti konvence ) = 0 (diky které vzorec plati i pro k = n).
0

1.3.9 Gaussova eliminace

Nulovén{ prvki pod diagonalou provddime Gaussovou eliminaci (Gauss 1810)":

~

0. Déna: soustava Az = b se ¢tvercovou matici A. Sestav rozsifenou matici soustavy A := (A b)
a poloz k := 1.

. Je-li a;; = 0 pro vSechna ¢ > k, ukon¢i: A je singularni.
. Jinak nalezni a;; # 0, ¢ > k, a vymeén tadky Aje & Age-

. Ape := ﬁAk..

. Pro kazdé i > k poloz a := a; a Aje := Aje — AA}e.

. Poloz k :=k + 1. Je-li k < n, jdi na krok 1, jinak na krok 6.

. Poloz xj, := aj 41— Z?:k+l ag;zj (k=mn,n—1,...,1) aukonéi: x = () je jedinym FeSenim

S Ot s W N~

soustavy Az =b.

1.3.10 Tvar matice v bézném kroku (na pocatku kroku 1)

1 ... al k—1 alk N QA1n a1n+1
0 ... 1 ag-1k - Qk—1n Gk—1n+1
0 ... 0 Al PN Qlen, Qkn+1
0o ... 0 ik e Qin Qi n41
0 ... 0 Ak .e.  Qpn Qnnt1
1.3.11 Priklad
41 +8x0 — 1223 = 44
3r1+6x0 —8xr3 = 32
—2.7,'1 — T2 = —7
4 8§ —12 44 1 2 -3 11 1 2 -3 11
3 6 -8 32 | — 3 6 -8 32| —[00 1 -1
-2 -1 0 —7 -2 -1 0 -7 03 -6 15

"Moderni véda piisuzuje autorstvi Gaussovi; metoda je véak popsand uz ve staro¢inském traktétu ,, Matematika
v deviti knihdch” z r. 263 (prvni tisténé vydani r. 1084).
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1 2 -3 11 1 2 -3 11

— 1 0 3 -6 15 ] — | 0 1 -2 5

0 0 1 -1 0 0 1 -1
r3=—-1,290=3, 21 =2.

1.3.12 Gauss-Jordanova eliminace

Na rozdil od Gaussovy eliminace nuluje Gauss-Jordanova eliminace (Jordan 1888) i prvky nad
diagonalou:

4. Pro kazdé i # k poloz « := a;; & Aje := Aje — 0 Ape.

6. Poloz zj, := agpt1 (K =1,...,n) a ukonéi: x = (z) je jedinym feSenim soustavy Az =b.

(Ostatnd kroky jako v Gaussové eliminaci.)

1.3.13 Tvar matice v bézném kroku (na pocatku kroku 1)

1 ... 0 a1k “en A1n a1n+1
0o ... 1 -1,k -+ Ok—1n Qak—1n+1
0 ... 0 Akl e Qlen Ok.n+1
0 ... 0 ik ‘e Qin, Qi n41
0 ... 0 an .o Qpn Qnnt1

1.3.14 Zastaveni algoritmu I

Véta 10. Jestlize Gaussova nebo Gauss-Jordanova eliminace projde aZ do konce (tj. do kroku 6),
potom A je requldrni a vypoctené teSeni je jedinym reSenim soustavy Az =Db.

Dukaz. Jestlize Gaussova eliminace pii feSeni soustavy

Ax =D (1.4)
projde az do konce, potom vysledna soustava ma tvar

r1+apre+ ... +apr, = b,
To+ ...+ asmr, = bo, (1.5)

Ty, = by
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a zpétnou substituci zjistime snadno, ze tato soustava ma jediné feSeni

n
xp = b — Z ;T (k=n,n—1,...,1). (1.6)
Jj=k+1

Protoze podle véty 9 maji soustavy (1.4) a (1.5) stejnou mnozinu feSeni, je feseni (1.6) rovnéz
jedinym FeSenim soustavy (1.4).
Pro dikaz regularity predpokladejme, ze bychom fesili soustavu

Az =0 (1.7)

S pouzmm steJne posloupnosti elementarnich operaci, kterou jsme pouzili pfedtim k feSeni sou-
stavy Az = b. Protoze vSechny elementarni operace se provadéji po fadcich, nemuze zména v po-
slednim sloupci ovlivnit prubéh eliminace v prvnich n sloupcich, takze po provedeni eliminace
bychom dostali soustavu

1 +apxre+ ... +ax, = 0,
To+ ...+ asmxr, = 0,
rn = 0,

jejiz matice je identickd s matici soustavy (1.5) a mé jediné feseni z = 0. Tim jsme dokdazali, ze
soustava (1.7) mé jediné feseni = = 0, a tedy Ze matice A je reguldrni.

Diikaz pro Gauss-Jordanovu eliminaci je jesté jednodussi, nebof v tom pifpadé m4 soustava
(1.5) tvar

T = b17

Z2 = b27

Tn = by,

z néhoz je ihned vidét, ze ma jediné feseni x = b a ze soustava Ax = 0 m4 jediné feSeni x = 0. O

1.3.15 Zastaveni algoritmu II

Véta 11. Jestlize se Gaussova nebo Gauss-Jordanova eliminace zastavi v kroku 1, potom matice
A je singuldrni a soustava Az = b bud nemd zddné resent, nebo jich md nekonecéné mnoho.

Dikaz. Piredpokladejme, ze Gaussova eliminace se zastavi v kroku 1 pro jisté k > 1. To znamena,
Ze soustava v okamziku zastaveni algoritmu ma tvar

1+ F a1 g 1Tk-1 + Tk + a1 gp1Tk1 + oo+ 1Ty = b1,
Tp—1 + A1k Tk + Q1 k4 1Th41 + -+ Q10T = bp_1,
Ukt 1Tht1 + oov +appzn = by,

An k+1Tk+1 + o T QpnTn = bn
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(jelikoz a;; = 0 pro vSechna ¢ > k). Protoze (jak vime z dukazu véty 10) tvar matice této

soustavy nezavisi na pravé strané b, dostali bychom pfi feSeni soustavy
Ax =0

pfi pouziti stejné posloupnosti elementdrnich operaci soustavu

r1+.. .t a1k 12Tk-1 + auTr + G g1Tk1t+ -0 F T, = 0,
Th—1 + A1k Tk + Q1 1Tkl + - F A1 0Tp = O, (1.8)
Akt 1Tht1 + - + Ty = 0,
p k41Tk41 + .. +apprp = 0.
Polozime-li v ni x, = 1 a 441 = ... = x, = 0, muzeme prvnich k — 1 slozek vektoru x vypocitat

pfimo fesenim soustavy

T+ ...+ a1 k-1Tk—1 = —Q1k;

Tp—1 = —Qkg—-1k,
¢imz dostavame
Ty = —Qik — Zaijxj (iZk—l,k—Q,...,D,
j=i+1

coz spolu s xp, = 1, z;, = 0 (i = k+1,...,n) davd explicitni feSeni soustavy (1.8), které
je nenulové (nebot zx = 1) a je podle véty 9 feSenim soustavy Az = 0. Tedy A je singuldrni.
Analogicky (a dokonce jednoduseji) dokdzeme singularitu v piipadé Gauss-Jordanovy eliminace.
K dokonéeni dukazu zbyva dokézat, ze soustava Az = b v tomto pifpadé bud nem4 zadné fesent,
nebo jich méa nekone¢né mnoho. Nema-li soustava Az = b 74dné ¥ feSeni, jsme hotovi. M4-li feSeni
z’, potom pro kazdé o € R je A(ac + azx) = Az + Az = b+a-0 = b, takze ' + ax je
fesen{ soustavy Az = b pro kazdé o € R, pricemz (' + a:c)k = LL’k + a1 =1z + «, takze k-td
slozka feSeni x’ +ax muze nabyvat libovolnych hodnot, tj. Az = b m4 nekoneéné mnoho feseni. O

1.3.16 Soustavy s regularni matici

Véta 12. Je-li A € R reguldrni, potom pro libovolnou pravou stranu b e R" md soustava
Az =0

prdve jedno tesent.

Ditkaz. Je-li A regularni, potom pfi libovolné pravé strané b se Gaussova eliminace nemize

zastavit v kroku 1 (potom by A byla singuldrni podle véty 11), tedy projde az do kroku 6
a soustava ma podle véty 10 jediné feseni. O
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1.4 Inverzni matice

1.4.1 Existence a jednoznacnost inverzni matice

Véta 13. Ke kazdé requldrni matici A € R™ ™ existuje prdavé jedna matice A~' € R™" s vlast-

nosti
AAT =A1A=1T. (1.9)

Naopak, existuje-li k A € R™™ matice A~' s vlastnosti (1.9), potom A je requldrni.

Definice. Matici A~! s vlastnost{ (1.9) nazyvdme inverzni matici k matici A.
Poznamka. Inverzni matici maji tedy praveé regularni matice.

Dikaz. 1. Existence. Protoze matice A je regularni, mé pro kazdé j = 1,...,n soustava Az = ¢;
jediné feseni 2/ (véta 12). Necht A~! je matice o sloupcich z!,...,2". Potom pro kazdé j je
(AA™Y)e; = A(A™Y)ej = A2d = e; = I.j, takze AA~! = 1. Dale, A(A7'A—1) = (AA"H)A-A =
A — A =0 az regularity A plyne A=A — T =0, tj. A=A = I. Dokézali jsme, Ze matice A~!
spliiuje AA™t = A"1A=1.

2. Jednoznacnost. Necht pro jistou matici X plati AX = XA = I. Potom je
X=XI=X(AAH)=XA)A =141 =471

To znamend, 7Ze matice A~! je vlastnost{ (1.9) uréena jednoznaéné.

3. Emistence inverze implikuje reqularitu. Jestlize k A existuje matice A~! s vlastnost{ (1.9),
potom z Ax = 0 plyne
x=1Ir=(A"A)r=A""(Az) =0,

takze matice A je regularni. O

Disledek. Je-li A requldrni, je i AT reguldrnd.

Dikaz. Je-li A reguldrni, potom m4 inverzni matici spliujici (1.9). Z toho transpozici dostavame
AT(A—I)T _ (A—I)TAT — I,

coz znamend, ze matice AT m4 inverzni matici (A~1)7 a tedy je reguldrni. O

1.4.2 Jedna rovnost staci

Inverzni matici k A jsme definovali jako matici X, kterd splauje jak AX = I, tak XA = I.
Ukazuje se vSak, ze k jednoznac¢nému urceni inverzni matice sta¢i jen jedna z obou rovnosti:

Veéta 14. Jestlize pro A, X € R™*" plati
XA=1,

potom A je requldrni a

X=A"
Analogicky, jestlize AX = I, potom A je requldrni a X = A~L.
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Diikaz. Jestlize pro matice X, A € R™*" plat{ XA = I, potom A je reguldrni, nebot z Az = 0
plyne z = Iz = (XA)x = X(Az) = 0. Tedy podle véty 13 ma A inverzn{ matici A~! a prendso-
benim rovnice X A = I touto matici zprava dostavame

X=XI=X(AAH)=XA)A =141 =471

Podobné, je-li AX = I, potom XTAT = I a matice AT je podle predchozi ¢asti reguldrni a tedy
podle dusledku véty 13 je i matice A reguldrni, takze mé inverzni matici a plati

X=IX=A"1"AX=4A"14AxX)=A"T=4"" O

1.4.3 Pripad n =2

Véta 15. Matice
a b
a=(% )

je requldrni prdavé kdyz ad # be. V tom pripadé je
1 d —b
A7l = .
ad — be < —c a )
Dikaz. Snadno ovérime, ze pro libovolna a, b, ¢, d plati

(Z db><—ccl 2>:<adobc ado_bc>=(ad—l>0)l- (1.10)

Je-1i® ad # be, potom podle véty 14 je

. 1 d —b
A _ad—bc<—c a>’
takze A je regularni. Je-li ad — bc = 0, potom bud A = 0, v tom piipadé je A singuldrni,
nebo A # 0, v tom piipadé (1.10) déva, ze Az = 0 pro jisté x # 0 (bud = = (d, —c)”, nebo
r = (—=b,a)T), takze A je opét singuldrni. Dokazali jsme, ze ad — bc = 0 implikuje singularitu A.
Obracenim této implikace dostdvame, ze pro A regularni je ad # be. V prvni ¢asti dikazu jsme
dokézali opa¢nou implikaci, takze A je reguldrni pravé kdyz ad # be. O

1.4.4 Vypocet inverzni matice

Véta 16. Necht matice (A I) je Gauss-Jordanovou eliminaci prevedena na tvar (I X). Po-
tom X = A1, Jestlize Gauss-Jordanova eliminace neni proveditelnd aZ do konce, potom A je
singuldrni a nemd inverzni matici.

Diikaz. Necht matice (A I) € R"*?" je Gauss-Jordanovou eliminaci prevedena na tvar (I X).
Potom podle véty 8 plati (I X) = Q(A I) pro jistou reguldrni matici Q). Odtud podle véty 5
dostavame, ze pro kazdé j =1,...,n je

(I X)oj = lej = (Q(A I))ej = Q(A I)ej = QAsj = (QA)4j,

8Ekvivalence se témér vzdy dokazuje jako konjunkce dvou implikaci na zékladé formule vyrokové logiky
pea) e (p=a9A(a=Dp).
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tedy I = QA a podle véty 14 je Q = A~L. Déle analogicky pro j =1,...,n je

(I X)entj = Xoj = (Q(AI))entj = Q- Loj = (QI)ej = Qs

takze X = Q = A~L. Jestlize Gauss-Jordanova eliminace s matici (A I) selhavd, potom selh&va,
uz v bloku matice A a tedy A je singularni. O

1.4.5 Algoritmus pro vypocet inverzni matice

0. Déna: ¢tvercova matice A.

1. Sestav matici (A I).

2. Pouzij Gauss-Jordanovu eliminaci k ptevedeni na tvar (I X).

3. Dojde-li k pfed¢asnému zastaveni, ukonéi: A je singularni a nem4 inverzni matici.

4. Jinak ukonci: X = A~1L.

1.4.6 Priklad

1 -1 =2
A= 2 -3 -5
-1 3 5
1 -1 =210 0 100 0 1 1
3 5010 —...—~|l010 5 -3 —
-1 3 5001 001 -3 2 1
0o 1 1
Al = 5 —3 —1
-3 2 1

1.4.7 Vlastnosti inverzni matice

Véta 17. Necht A, B € R™" jsou requldrni matice. Potom plati:

1) (A= 4,

2) (AT) = (AT,

3) (@A)~ =141 pro a #0,
1) (AB)~ = B1a-!

Diikaz. Vétu dokdzeme s pomoci véty 14, podle které z XA = I plyne X = A"1. 1) Z AA™' =1
1

plyne A = (A=1)71. 2) Z AA™! = I plyne (A"HTAT = I a tedy (A~1)T = (4AT)~L. 3)
Z (AN (@A) = A7'A =1 plyne 2A71 = (@A)™'. 4) Z B 'A71AB = B7'B = I plyne
B~lA ' = (AB)~L. O

Poznamka. Povsimnéte si formalni analogie tvrzeni 1), 4) s tvrzenimi 1), 4) véty 3.
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1.4.8 Sherman-Morrisonova formule
Neexistuje obecny vzorec pro (A+ B)™!, existuje v8ak v pifpadé, ze B m4 tvar vnéjstho soucinu:

Véta 18. Necht A € R™ ™ je regquldrni a necht b,c € R™. Potom plati:
1) je-li c"A71b # —1, je
1

A+b)y =4t - — ATl A! 1.11
(4 +bc7) Tr A AT (L.11)
2) je-li " A7 = —1, je A+ bc” singuldrn.
Dikaz. 1) Vyndsobenim dostavame
(A + bCT)(A_l — ﬁA_leTA_l)
= I — ﬁbCTAil + bCTAil — ﬁb(CTAilb)CTAil

T A—1 _
= I+(= 1+cT1A*1b +1- 1ic74Afblb)bCTA b=
nebot vyraz v posledni zévorce je roven nule. Z toho podle véty 14 plyne, zZe

A7t AT AT = (A + beh) 7L

1+ cTAD
2) Je-li T A71b = —1, potom (A + bcT)A70 = b+ b(cl A71b) = b — b = 0, pFicemz A~1b # 0
vzhledem k tomu ze ¢/ A7'b = —1, ¢ili A + be! je singuldrni. O

1.4.9 Dasledek: vliv zmény jednoho koeficientu na inverzi

Necht A m4 inverzi A~! a necht k/-ty koeficient A se zméni o o. Potom pro inverzi pozménéné
matice plati podle Sherman-Morrisonovy formule
a(AD)i(A™ )y

(A +aegeg) i = (A7 — — +a(A )

prod,j =1,...,n (za predpokladu (A=) # —1).

Obecné se tedy zména v jednom koeficientu matice A promitne do wvsech koeficientl inverzni
matice, a tato zavislost neni linearni.

1.4.10 Dodatek k soustavam s regularni matici

Véta 19. Je-li A € R™™ reguldrni, potom pro kazdé b € R™ je jediné teSeni soustavy
Axr =b
ddno vzorcem

x=A"1b.

Dikaz. Je-li A regularni, potom mé inverzni matici a z rovnosti Ax = b prendsobenim inverzni
matici zleva dostavame

v=1Ir=(A"A)r=A""(Az) = A" m
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1.5 Intermezzo

1.5.1 Pocitace nepocitaji presné

Pocitace zobrazuji realna ¢isla v pohyblivé fadové ¢arce s pevnou délkou mantisy, kterda napf.
v ,IEEE floating-point standard” ¢ini 23 biti u jednoduché presnosti a 52 biti u dvojnasobné
piesnosti (272 ~ 1077, 2752 ~ 10716).

Tato presnost se zdd byt pro bézné ucely postacujici. Ukazuje se vsak, ze chyby vzniklé zaokrou-
hlovanim mohou pii numerickych vypocétech uz u prikladu malych rozméru zpusobit katastrofické
selhani algoritmi.

1.5.2 Hilbertovy matice

Pro kazdé n > 1 definujme Hilbertovu matici H,, € R"*" pfedpisem

1
= —— g =1,...
(Hn)l] Z +] . 1 (27] ) ,TL),
napr.
1 1/2 1/3 1/4
1/2 1/3 1/4 1/5
Hy =

1/3 1/4 1/5 1/6
1/4 1/5 1/6 1/7

1.5.3 Soustavy H,r = H,e

Pro zvolené n reSme soustavu
H,x = H,e,

ktera vzhledem k regularité H,, mé jediné feseni z = e = (1,1,...,1)T.

Vypocty byly provedeny v programu MATLAB 6.0 v dvojndsobné pfesnosti jednak Gaussovou
eliminaci (n = 12,13, 14), jednak zabudovanou MATLABovskou procedurou (n = 14).

1.5.4 Reseni soustavy H,r = H,e pro n = 12, 13 Gaussovou eliminaci

n=12;H=hilb(n) ; b=H*ones(n, 1) ;gauss
soustava ma jedine reseni
x =
Columns 1 through 7
1.0000 1.0000 0.9999 1.0009 0.9932 1.0298 0.9176
Columns 8 through 12
1.1481 0.8273 1.1258 0.9479 1.0094

n=13;H=hilb(n) ;b=H*ones(n, 1) ;gauss
soustava ma jedine reseni
x =
Columns 1 through 7
1.0000 1.0000 1.0012 0.9804 1.1771 0.0332 4.3909
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Columns 8 through 13
-6.8988 13.3496 -11.8095 9.4534 -2.2127 1.5352

1.5.5 Reseni soustavy H,r = H,e pro n = 14 (2 metody)

n=14;H=hilb(n) ;b=H*ones(n, 1) ; gauss
H singularni

n=14;H=hilb(n) ;b=H*ones(n,1) ; (H\b)’
Warning: Matrix is close to singular or badly scaled.
Results may be inaccurate. RCOND = 1.408541e-019.
x =
Columns 1 through 7
1.0000 0.9999 1.0021 0.9714 1.2008 0.2596 2.1136
Columns 8 through 14
2.7604 -10.9133 27.2272 -31.2902 24.5310 -8.5114 2.6489

1.5.6 Zavér intermezza
Vidime, Ze vypoctend feseni se drasticky lisi od spravného feseni = (1,1,...,1)T: napf. pro
n = 14 dostavame x1; = —31.2902 misto x1; = 1.

Vysledky nejsou Spatné proto, ze by byl Spatny algoritmus nebo pocitac, ale proto, ze ,,Spatnd”
je sama soustava: matice H,, jsou totiz ,blizké singularnim”.

1.6 Odstupnovany tvar a pseudoinverzni matice

1.6.1 Co délat v pripadé singularni nebo obdélnikové matice?

V piipadé, ze se Gauss-Jordanova eliminace zastavi z duvodu singularity (a;z = 0 pro vSechna
i > k), muzeme formalné pokracovat tak, ze budeme hledat pivota v nésledujicim sloupci a stej-
ném fadku. Timto zpusobem muzeme pokracovat i u obecné obdélnikové matice.

Matici, kterou takto vypocteme, nazyvame matici v odstupfiovaném tvaru.

1.6.2 Odstupnovany tvar matice: definice

Definice. Matice A € R™*" je v odstupiiovaném (RREF?Y) tvaru jestlize existuji 0 < r < m
al<k <ky<...<k.<n tak, ze plati:

1. Ail :'”:Ai,ki—l :()aA.ki =€ pl"OZ':l,...,T7

2. Ajg=0"proi=r+1,...,m.

Pozndmka. Slovné, matice ma prvnich r fadka nenulovych a zbyvajicich m —r nulovych. V ka-
zdém nenulovém fadku ¢ je prvnim nenulovym ¢éislem jednicka v k;-tém sloupci, a vSechny ostatni
prvky tohoto sloupce jsou nulové. Indexy téchto sloupcu spliuji k1 < ko < ... < k.

Poznamka. Slova ,odstupnovany tvar” a ,RREF (tvar)” pouzivame jako synonyma.

97 angl. ,reduced row-echelon form”.
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1.6.3 Odstupnovany tvar matice: priklad

OO OO O
O O OO O *
OO O O+~ O
O OO = OO
O O O ¥ ¥ ¥
OO O * % ¥
OO = O OO
O O ¥ % X ¥

Zdejer =4,k =1, ky = 3, ks = 4, ky = 7 (hvézdicky oznacuji mista, kde mohou stét libovolna
¢isla).

1.6.4 Pomocné tvrzeni
Nésledujici tvrzeni mé pomocny charakter a pouzivd se pouze v dukazu véty 21.

Véta 20. Necht A, B € R™*" jsou matice v odstupriovaném tvaru a necht plati
A=QB (1.12)

pro jistou requldrni matici Q). Potom

A=B.

Diikaz. Dikaz provedeme indukei podle poétu sloupcti n. Necht n = 1, takie A = a € R™

a B =0b € R™. ProtoZe b je v odstupiiovaném tvaru, je bud b = 0, nebo b = e;; podobné pro a.

Je-lib=0,jea=Qb=0=0b;jeli b =eq, potom vzhledem k regularité Q je a = Qe # 0, tedy

a=e, =b.

Necht tedy tvrzen{ plati pro n —1 > 1 a necht A, B € R™*". Potom muzeme psat A = (A a),

B = (B b), kde A, B e R™*(n=1) 3 q b € R™, pricemz A, B jsou v odstupfiovaném tvaru. Potom
z (1.12) plyne

A = QB, (1.13)
a = Qb, (1.14)

a tedy podle indukénfho predpokladu je A = B. K dokonceni dukazu zbyvé proto dokazat, ze
a = b. Necht 7 je pocet nenulovych fddkt matice A (resp. B) a necht ki,..., k. jsou indexy
jednotkovych sloupcu v A (a tedy i v B). Potom pro kazdé i =1,...,r je

ei = Aak; = QBar, = Qe; = Qu,

tedy prvnich r sloupci matice ) je tvofeno prvnimi r sloupci jednotkové matice. Protoze A

je v odstupfiovaném tvaru, je bud a,11 = ... = a,, = 0, nebo a = e, 1, podobné pro b. Je-li
Ury1 = ... = G = 0, potom a = Y7 aze; = Y i1 aiQei + Y v, 10 Qei = Qa, tedy podle
(1.14) je Qa = Qb a z regularity @ plyne a = b. Je-li a = e,41, potom kdyby bylo b1 = 0,
potom by =...=by, =0anplatilo by a = Qb= 37 | b;Qei =D, bie;, pricemz (e;),41 =0

pro kazdé i =1,...,r, tedy by bylo a,+1 = 0, spor. Tedy b,11 # 0, takze b = e,11 = a. Dokazali
jsme tedy, ze v obou pifpadech je a = b, a jelikoz podle indukéniho predpokladu je A = B,
dostavame tak A = B, ¢imz je ditkkaz indukei proveden. O
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1.6.5 Algoritmus pro vypocet odstupnovaného tvaru

. Déna: matice A € R™*™.

.Polozi:=1,k:=1.

. Je-li agj = 0 pro kazdé £ > i a j > k, poloz AR = A a ukonéi.
. Jinak ur¢i k := min{j; j > k, agj # 0 pro jisté £ > i}.

. Nalezni ag # 0, £ > i a vymeén Ffadky A;e a Ays.

. Poloz A;e :== iA“‘

. Pro kazdé £ # i poloz o := ayr & Ape := Ape — QtAje.

N O Ot s W NN = O

Jellii <mak <n,polozi:=i+1,k:=k+1ajdinakrok 2. Jinak poloz A% := A a ukonéi.

1.6.6 Vysledna matice je v RREF a je jednoznacné urcena

Véta 21. Matice AR vypoctend algoritmem je v odstupriovaném tvaru a vysledek nezavisi na
vybéru pivotd v kroku 4 a je tedy jednoznacné urcen matici A.

Poznamka. To ospravedliiuje pouziti symbolu A%,

Diikaz. Dokédzeme Ze matice AT vypocétend algoritmem je v RREF tvaru. Je-li A = 0, je
matice v RREF tvaru (s r = 0) a algoritmus koné¢i v kroku 2. Necht tedy A # 0. Oznacme r
posledni hodnotu indexu 7, se kterou se provadi eliminace v kroku 6 algoritmu, a necht pro kazdé
1 <4 < r je k; rovno hodnoté k vypoctené v kroku 3. Dokézeme indukei podle 4, ze pro kazdé
1 <4 <7 po provedeni eliminace s pivotem a;;, v kroku 6 je podmatice sestavajici z prvnich &;
sloupct matice v RREF tvaru, pficemz jeji fddky pocinaje (i 4+ 1)-nim jsou nulové. To je ziejmé
pro i = 1, nebot k; je index prvnfho nenulového sloupce piivodni matice, takze po provedeni
eliminace je podmatice sestavajici z prvnich k; sloupcu evidentné v RREF tvaru a v8echny jeji
tfadky pocinaje druhym jsou nulové.

Necht tedy tvrzeni plati pro 1 < i —1 < r, takze po proveden{ eliminace s pivotem a;_1, , je
podmatice sestavajici z prvnich k;_; sloupctt v RREF tvaru a vSechny jeji fadky pocinaje i-tym
jsou nulové. To znamend, ze pro index k; vypocteny v kroku 3 plati k;_1 < k; a pfi eliminaci
s pivotem a;, se prvnich k;_; sloupct neméni a navic se vytvoii i-ty rfddek a k;-ty sloupec
v RREF tvaru. To ukazuje, Ze v podmatici sestavajici z prvnich k; sloupcu je prvnich ¢ fadku
v RREF tvaru a jeji zbyvajici fadky jsou vzhledem k vybéru k; v kroku 3 a k eliminaci nulové,
takze celd podmatice je v RREF tvaru. Tim je tvrzeni indukci dokazéno. Po provedeni posledni
eliminace s hodnotou i = r je bud’ i = m, nebo vsechny fddky poc¢inaje (i + 1)-nfm jsou nulové,
takze vysledna matice A® je v RREF tvaru.

Protoze matice se v prubéhu algoritmu upravuje pouze elementdrnimi operacemi (v krocich 4,
5, 6), plati pro vyslednou matici A¥ podle véty 8 A% = QA, kde Q je jistd reguldrni matice.
Pouzijeme-li libovolny jiny vybér pivotii v kroku 4, dojdeme na konci algoritmu k matici A?,
kterd je v odstupiiovaném tvaru a plati pro ni opét A' = Q1 A4, kde Q1 je jistd reguldrni matice.
7 toho plyne, ze
A= QflAl — QAR
a tedy
Al = Ql Q_IAR’

kde A', A" jsou matice v odstupiiovaném tvaru a Q1 Q"' je reguldrni, z ¢ehoz podle pomocného
tvrzeni 20 dostavame A' = AR, Tedy vysledna matice vypoctend algoritmem nezévisi na vybéru
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pivotu v kroku 3 a je jednoznaéné urcena. a

1.6.7 Linearni nezavislost sloupct resp. radkt matice

Rm)(n

Definice. Rikame, ze matice A € ma linedrné nezavislé sloupce, jestlize soustava

Az =0

mé pouze trividlni feseni x = 0, a ze m4 linedrné nezavislé radky, jestlize AT m4 linedrné
nezavislé sloupce.

1.6.8 Linearni nezavislost a regularita

Véta 22. Pro kazdou matici A € R™*™ plati:
1) A md linedrné nezdvislé sloupce pravé kdyz AT A je requldrni,
2) A md linedrné nezdvislé vadky prdvé kdyz AAT je requldrni.

Diikaz. 1) Necht A m4 linedrné nezdvislé sloupce a necht AT Az = 0 pro jisté z. Potom || Az||? =
2T AT Az = 0, tedy Az = 0 a z linedrni nezévislosti sloupcti matice A plyne x = 0, tedy AT A
je regularni. Naopak, necht AT A je reguldrni a necht Az = 0 pro jisté x. Potom AT Az = 0
a z regularity AT A plyne x = 0, coz dokazuje, ze A mé linedrné nezavislé sloupce.

2) A m4 linedrné nezavislé radky préave kdyz AT ma4 linedrné nezvislé sloupce a to podle édsti 1)
plati pravé kdyz (AT)T AT = AAT je regularni. O

1.6.9 Hodnostni rozklad
Véta 23. Necht AR je odstupriovany tvar matice 0 # A € R™*™. Potom plati
A= BC,

kde B € R™*" je matice o sloupcich Aek,, ..., Aek, a matice C € R"™"™ sestdvd z prunich r radki
matice A%, Pritom B md linedrné nezdvislé sloupce a C md linedrné nezdvislé rddky.

Pozndmka. Kazdy rozklad tvaru A = BC, ve kterém matice B m4 linedrné nezavislé sloupce
a C' ma linedrné nezavislé fadky, se nazyva hodnostnim rozkladem matice A. Véta tedy ukazuje,
jak z odstupiiovaného tvaru AT matice A sestrojit jeji hodnostni rozklad. K hodnostnimu roz-
kladu se vratime v ¢asti 5.2.4.

Diikaz. Protoze AT vznikd z A posloupnosti elementérnich operaci, je podle véty 8 A% = QA
pro jistou regularni matici @, tj.
A= PAE, (1.15)

kde P = Q~'. Potom pro i = 1,...,r dostavame

Bai = Aag; = (PAM)ap, = P(AT)ay, = Pe; = Py
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a z (1.15) plyne pro kazdé j =1,...,n

Aej = P(AM)e; =Y Pui(AM)y; =Y Pui(AR)y; = BaiCij = B- Coj = (BC).;,
=1 i=1 =1

takze A = BC. Kdyby B neméla linedrné nezavislé sloupce, potom by platilo 0 = Bz =
Yoiiq Beiwi = > ;_; Pejz; pro jisté z # 0. Definujeme-li vektor &’ pfedpisem z} = x; pro i =
I,...,raz,=0proi=r+1,...,m,je 0=Bx =Y. | Pya, => ", Pz = P2/, kde 2’ # 0,
coz je spor s regularitou matice P. Proto sloupce B jsou linedrné nezavislé. Piedpokladejme déle,
ze CTy = 0 pro jisté y € R”, tj. 47 C = 07. Protoze C je sestavend z prvnich r fadkii matice
AR a v k;-tém sloupci A% a tedy i O, stoji vektor e;, je 0 = (yTC)g, = yT Cor, = yle; = y;
proi=1,...,r, tj. y = 0. Z toho dostiavame, ze CT m4 linedrné nezavislé sloupce, takze C' ma
linedrné nezavislé radky. a

1.6.10 Priklad

Protoze R
1 2 2 3 4 1 2 01 2
AF=|( 2 41 3 5 =(oo0o 11 1],
36 1 4 7 00 000
mé matice A hodnostni rozklad
1 2 2 3 4 1 2
A:24135:21<(1)(2](1)1?>:BC,
36 1 47 31

coz lze ptimo ovérit vynasobenim.

1.6.11 Moore-Penroseova inverze

Véta 24. Pro kaZdou matici A € R™ " existuje prdvé jedna matice AT € R™™ s témito
vlastnostmai:

1) AATA=A,

2) ATAAT = AT,

3) (AAT)T = AAT,

4) (ATA)T = AT A,

Definice. Matici AT nazyvdme Moore-Penroseovou inverz{ matice A (autorstvi: Moore v ter-
minech ortogonélnich projekeci 1920, Penrose v dnesni podobé 1955).

Poznamka. Vlastnosti 3), 4) ifkaji, Ze obé matice AAT a AT A jsou symetrické.

Diikaz. 1. Ezistence. Je-li A = 0 € R™*", potom AT = 07 spliiuje 1)-4). Necht tedy A # 0
anecht A = BC je hodnostni rozklad matice A (véta 23), potom B mé linedrné nezdvislé sloupce
a C ma linedrné nezavislé fadky, takze matice BT B a CCT jsou regularni podle véty 22 a jejich
inverze existuji. Polozme

AT =cT(ccty~Y(BTB)"'BT.
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Ukézeme, ze A spliuje 1)-4).
1) AATA = BooT(ccT)~Y(BTB)™'BTBC = BC = A,
2) ATAAT = cT(cety-Y(BTB)-'BTBCcCcT(cct)y-Y(BTB)~'1BT = cT(cct)~Y(BTB)'BT
=At,
3) AAT = BccT(cct)"Y(BTB)"'BT = B(B'B)™'BT = (B(BTB)"'BT)T = (AA")T,
4) ATA=cT(cony-Y(BTB)"'BTBC =CcT(cc™)~lc = (cT(ccT)~tC)T = (At A)T.
2. Jednoznacnost. Pro diitkaz jednoznacnosti predpokladejme, Ze jistd matice A% spliiuje 1)-4).
Polozme D = At — A% . 7. AATA = A plyne (AATA)T = (AT A)TAT = AT AAT = AT podobné
A7 AAT = AT odectenim DAAT = 0, tudiz

DA(DA)T = DAATDT =0
a odtud DA = 0 (viz pozndmku nize). Dale z AT AAT = A% plyne (AT AAT)T = (AAT)T(AT)T
= AAT(AD)T = (AT)T a podobne AAT (A7)T = (A)T | tedy

DDT = D((AN)T — (A%)T) = D(AAT(AT)T — AA% (A%)T)
= DA(AT(AT)T — A#(4F)T) =0

(nebot DA = 0) a odtud D =0, tj. AT = A%, O

Poznamka. V ditkazu jednoznacnosti jsme pouzili dvakrat faktu, ze z FFT = 0 plyne F = 0
(pro kazdé i je totiz 0 = (FFT)y; = Zj Fij(FT); = Z]‘ Ffj, takze cely i-ty fadek F' je nulovy).

1.6.12 Algoritmus pro vypocet Moore-Penroseovy inverze

0. Dana: matice 0 # A € R™*",
1. Vypoéti odstupniovany tvar A% matice A.

2. Sestav matici B € R™*" o sloupcich Aeg,, ..., Aek, & matici C € R"™*™ z prvnich r fadka
matice AR,

3. Poloz AT = CT(BTACT)~'BT.

1.6.13 Poznamky

Poznamka. Podle véty o hodnostnim rozkladu ma B linedrné nezavislé sloupce a C' ma linearné
nezavislé fadky, takze BTB i CCT jsou regularni podle véty 22, proto i BTACT = BTBCCT
je reguldrni a méa inverzni matici.

Poznamka. Misto ,,Moore-Penroseova inverze” fikdame rovnéz synonymné , pseudoinverzni ma-
tice”.

1.6.14 Grevillav rekurentni vzorec

Greville dokazal r. 1960 rekurentni vzorec pro vypocet pseudoinverzni matice (pfidavanim
sloupctt). Jeho pomérné slozity dukaz tsti v elegantni algoritmus (¢dst 1.6.15).
Véta 25. (Greville) Necht A € R™*" a € R™. Potom je

(Aa)+:(A+l)_Tde),
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kde
d = Ata,
c = a— Ad,
o {TT je—1 ¢ #0,
L4 je—lic=0.

Diukaz. Nejprve dokazeme nékteré pomocné vztahy. Predevsim je
A= (a—AATa)TA=a" (I — AAT)A = aT(A - AATA) =0T (1.16)
podle vlastnosti 1) pseudoinverzni matice, a déle
c—a)=c'(—Ad) = —(cT'A)d =0 (1.17)

podle (1.16). Nyni dokézeme, ze

WA — 0: je—lic#0, (1.18)
%je—liczo, '
a
1 je—1lic#0,
Va—{ g, 1707 (1.19)
TrdTd je—lic=0.

Skutecné, je-li ¢ # 0, potom

plA—cA_ T

cT'e

podle (1.16), a pro ¢ =0 je

bTA _ dTAtA _ aT(ANH)TATA  oaT(ATAANT T (AH)T aT

1+dTd — 1+dTd - 1+dT'd T 14dTd T 14dTa’

¢imz je (1.18) dokézano. Déle pro ¢ # 0 je

podle (1.17), a pro ¢ =0 je
o — d"Ate _ d%d
T 1+dTd T 1+dTd’

coz dokazuje (1.19). Polozme nyni

At — dbT
Dokézeme, Ze matice (A a) a A” maji vlastnosti 1)-4) z véty 24. Ditkaz rozdélime do dvou ésti.
(a) Necht ¢ # 0, tj. a # Ad = AA%a. Potom

ATA—adbTA Ata—dbTa ATA 0
A#(A“):< b A bTa ):< 07 1)

podle (1.18), (1.19), takze matice je symetrickd, coz dokazuje vlastnost 4) z véty 24. Odtud
dostdvame

+ + _ At AA+apT
ataaar = (Gt D ar = (4TTAM ) o
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coz dokazuje vlastnost 2). Déle

ATA 0O

(A a)A#(Aa) = (A a) < o1

> — (AATA a) = (A a),

coz je vlastnost 1), a nakonec
(A a)A* = AAT + T = AAT + &

tedy matice je symetrickd, coz dokazuje vlastnost 3).
(b) Necht ¢ =0, tj. a = Ad = AA*a. Potom

(A a)A* = AAY — Adb" + ab” = AAT,
takze matice je symetrickd, coz dokazuje vlastnost 3). Odtud
(A a)A*(A a) = AAT(A a) = (A Ad) = (A a),

coz je vlastnost 1), dale

At — dbT AAF At — ddTATAAT
A#(Aa)A#:A#AA+=< T AA+ >—< dTA-&-}:;‘dfd
1+dTd
A+ _ ddTA*
) ( o) = A%,
1+dTd

coz je vlastnost 2), a nakonec

ATA—db'A Ata—dbvla At A ddt  _d
A = ( b7 A ba > B ( a

1+dTd 1+dTd

podle (1.18), (1.19), tedy matice je symetrickd, coz dokazuje vlastnost 4).

V obou pifpadech (a), (b) jsme ukazali, Ze matice (A a) a A% splitujf vlastnosti 1)-4) z véty 24,
tedy A" = (A a)t, ¢imz je tvrzeni véty dokazano. O

Véta 26. Je-li a € R™, potom

Qa =
al je—lia=0.

+_{ % je—lia#0,
Dukaz. Tvrzeni véty plyne piimym ovéfenim vlastnosti 1)-4) z véty 24. O

1.6.15 Grevillav algoritmus

Z poslednich dvou vét plyne nésledujici Grevilliv algoritmus pro vypoéet AT. V jeho popisu
poprvé pouzijeme MATLABovské , dvojteckové znageni” 0. V MATLABu i : j znaéi (fddkovy)

10 Angl. , colon notation”.
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vektor o celo¢iselnych slozkach i,i41, ..., 7. V souvislosti s tim A(7 : j, k : £) znamend podmatici
sestdvajici z prvka v fadcich i,i+1,...,j asloupcich k,k+1, ..., . Specidlné A(i,:) resp. A(:,7)
znamena i-ty fadek resp. j-ty sloupec, tedy v naSem znaceni A;e resp. A,;.

% Déana: matice A € R™*™,

c=A(:;,1);
ifc=0, X =cT; elseX:CcTTc;end
for j=2:n
d=XA(,j);
c= A(?]) - A(:al : (.7 - 1))d7
ifc=0,b" = lfl:;l)T(d; else b1 = CCTTC; end
X —dv”
()
end
% X = AT,

1.6.16 Priklad

Matice
1 2 3
A=| 4 5 6
7 8 9
je singularni jelikoz
1 2 3 1 0
4 5 6 -2 =101,
7T 8 9 1 0

a nema tedy inverzni matici. S pouzitim Grevillova algoritmu dostavame jeji pseudoinverzi

—-0.6389 —0.1667  0.3056
AT = —0.0556  0.0000  0.0556
0.5278  0.1667 —0.1944

(zaokrouhleno na 4 desetinnd mista).

1.6.17 Zvlastni pripady

Plati:

1) AT = (AT A)71 AT ma-li A linedrné nezavislé sloupce,
2) AT = AT(AAT)™! ma-li A linedrné nezavislé adky,
3) AT = A1 je-li A ¢tvercové reguldrni.

Dikaz se provede pifmym ovérenim, Ze ve vSech tiech pifpadech mé matice AT vlastnosti 1)-4)
z véty 24 (je téz proveden ve vété 111, ktera shrnuje vlastnosti pseudoinverzni matice).
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1.7 ResSeni obecnych soustav linearnich rovnic

1.7.1 Pouziti RREF tvaru k feSeni obecnych soustav linearnich rovnic

Véta 27. K dané soustave linedrnich rovnic
Ax =1 (1.20)
(kde A € R™* ™ b e R™) vypoctéme odstupriovany tvar rozs§irené matice soustavy
(4 ) = (4 D).
Potom plati:

1) je-li ky =n+ 1, potom soustava (1.20) nemd reSent,

2) je-li ky < n a1 =n, potom soustava (1.20) md prdvé jedno teseni x = (by, ..., bn)7,

3) je-li k, < m ar < n, potom soustava (1.20) md nekoneéné mnoho tesent, jejichZ para-
metricky popis dostaneme, vyjadrime-li ,zdvislé” proménné xy, , ..., T, pomoci ostatnich
,nezavislych” proménnych.

Diikaz. Jelikoz (A b) = (A b), vznikla matice (A b) z matice (A b) provedenim konecné
posloupnosti elementarnich operaci a proto soustavy

Az =b (1.21)

Ax =D (1.22)
maji podle véty 9 stejnou mnozinu reseni.

1) Je-li k, = n + 1, potom 7-ta rovnice soustavy (1.22) mé tvar
Ox1+...4+0x, =1,

tedy nemd feSeni a proto ani soustava (1.22) resp. (1.21) nem4 feSeni.

2) Necht k. <nar =mn. Potom 1 <k < kg < ... <k, < n, takze musi platit k; = i pro
i=1,...,n asoustava (1.22) m& tvar

I = b17

SRR

Tpn = On,

Ox1+...4+0x, = 0,

Oz1+...40x, = 0

a tedy ma jediné feSeni v = (51, ... ,l;n)T, které je rovnéz jedinym feSenim soustavy (1.21).
3) Necht k. <mal<r<n.Polozme K = {ky,...,k.}. Potom pro kazdé i = 1,...,7 m4 i-ty
fadek soustavy (1.22) tvar
LTk, + Z Aijl’j == bl',
JEK
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tedy
T, =bi— Y Ayz;  (i=1,...,7), (1.23)

¢imz dostavame vyjadieni ,,zavislych proménnych” z;, 7 € K, pomoci ,,nezavislych proménnych”
xj, j ¢ K, pficemz mnozina {j; j ¢ K} obsahuje pravé n —r > 1 prvku. Zvolme k ¢ K. Potom
pro kazdé a. € R je vektor

Ty = «
zj = 0 (¢ K, j#Fk)
Ty, = bi—Apa (i=1,...,7)
fesenim (1.20), takze tato soustava ma nekone¢né mnoho feseni. O

1.7.2 Priklad

1 + 229 + 223 + 324
2x1 +4xo +x3+ 324 =
3rx1 +6x0 + 23 +424 =

Prevod na odstupnovany tvar:

1 2 2 3 4 1 2 01 2
2 41 3 5 — ... — 001 11
3 6 1 4 7 000 00O
Soustava (1.23):
rT = 2—2:172—.%4
r3 = 1—304.

Doplnime-li soustavu rovnostmi xo = x2 a x4 = x4 a preznatime-li proménné zs, x4 na pravé
strané jako parametry v, y2, dostavame parametricky popis vSech feSeni soustavy

T 2 -9 -1
X2 N 0 1 0
e | 1|7 o |0t 1 |2 (upeR)
T4 0 0 1

1.7.3 Homogenni soustavy

Necht A € R™*™, Soustavu
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(tj. s nulovou pravou stranou) nazyvame homogenni soustavou. Je zfejmé, ze homogenni soustava
m4é aspon jedno feSeni z = 0 (tzv. trividlni).

Dusledek. Je-li A € R™*™ a m < n, potom soustava Ax = 0 md netrividlni Tesend.

Dukaz. Ve vété 27 nenastava pripad 1), protoze x = 0 je FeSeni. Kdyby nastal piipad 2), bylo by
n =r < m ve sporu s predpokladem m < n. Tedy nastava piipad 3) a soustava m& netrividlni
feSeni. a

1.7.4 Tvar mnoziny feSeni

7 véty 27 a z ptikladu 1.7.2 je ziejmé, ze je-li k, < n ar < n, potom mnozina X feSeni soustavy
Ar = b ma tvar
X ={zo+By;yeR""},

a pridanim 7 nulovych sloupcu k B miizeme psat
X ={zo+ By;ycR"}.
V tomto tvaru pak plati i pro pfipad jediného feseni (s B = 0). Néasledujici véta uvadi explicitni
tvar g a B s pouzitim pseudoinverzni matice.
1.7.5 Popis mnoziny resSeni
Véta 28. (Penrose 1956) Necht A € R™*" b € R™ a necht mnozina X reseni soustavy
Ax =10
je neprazdnd. Potom plati
X ={ATb+ (I - ATA)y; ycR"},

pricemz

IATb]| = min{]|z]; = € X}

a AYb je jediné Fesend, ve kterém se tohoto minima nabyvd.

Poznidmka. ATb je tedy jakési ,vyznacné feseni”. Povsimnéte si analogie se vzorcem A~
u soustav se ¢tvercovou regularni matici.

Duikaz. Necht X # (), takze o € X pro jisté xg. S vyuzitim vlastnosti 1) z véty 24 dostdvdme
AATY = AAT Axg = Azg = b,
takze ATb € X. Nechf x € X; polozme y = x — A'h, potom Ay = Az — AATb =b—b = 0, takze
r=ATb+y=ATb+ (I - ATA)y.

Dokézali jsme tim, ze

X C{ATh+ (I - ATA)y; y € R"}.
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Naopak, nechf z je tvaru x = ATb + (I — AT A)y pro jisté y € R™. Potom Az = AATH + (A —
AAT A)y = b (pouzili jsme opét vlastnost 1) z véty 24), takze z € X. Tim jsme dokdzali opa¢nou
inkluzi a tedy i rovnost!!

X={ATb+(I-ATA)y;yecR"}. (1.24)

Pro dikaz zbyvajiciho tvrzeni zvolme libovolné feseni x € X, potom z je tvaru z = At + (I —
At A)y pro jisté y € R™, a pocitejme ||z||%:

lz)* = 2T = [JATD|* +2((1 — ATA)y)T AT+ ||(I - AT Ay
= [ ATD|? +2y" (1 - ATA) AT+ |[(1 - AT A)y|?
AT + (1 — AT A)yl* > [ A7), (1.25)

kde jsme pouzili vlastnost ATAAT = AT z véty 24. Pro kazdé z € X je tedy |z| > || ATb],
pficéemz ATb rovnéz patii do X, coz znamend, ze

|ATb|| = min{||z||; * € X}. (1.26)
Jestlize ||z|| = ||ATb]| pro jisté x = ATb+ (I — AT A)y € X, potom z (1.25) dostdvdme
l]]* = [[A*BI* + (1 — AT A)y||* > | AT0|* = |||]?,

takze nerovnost se nabyva jako rovnost, coz dava ||(I — ATA)y|| = 0, tedy (I — ATA)y = 0
a x = ATh. To znamen4, Ze minimum v rovnosti (1.26) se nabyvd pravé jen pro x = Ath. O

1.7.6 Dusledky Penroseovy véty
Véta 29. Necht A € R™*" b e R™. Potom pro soustavu
Az =1b (1.27)

plati:
1) soustava (1.27) md Fesent pravé kdyz AATH =1b,
2)  soustava (1.27) md jediné veseni prdvé kdyz AATb=0ba ATA=1,
3) mnozina N(A) = {x; Az = 0} reseni homogenni soustavy Ax = 0 je popsand vztahem
N(A) ={I - AT A)y; y eR"},
4) prokazdé zo € X je X ={zg+x; 2 € N(A)}.

Poznamka k 4). Jinymi slovy, obecné Feseni soustavy Ax = b lze popsat jako soucet jejiho
,partikularniho” feseni xg a obecného feSeni homogenni soustavy Ax = 0; tato véta se pouziva
mj. k popisu obecného feseni linedrnich diferencidlnich rovnic.

Ditikaz. 1) V dikazu véty 28 jsme dokdzali, ze je-li X # (), potom AATH = b. Naopak, plati-li
AATH =b, potom ATbh € X a tedy X # 0.

2) Mé-li soustava Az = b jediné feSeni, potom podle bodu 1) je AATb = b a z popisu (1.24)
vyplyva, ze musi byt I — AT A = 0. Naopak, je-li AATb=ba ATA = I, potom ATb je FeSenim
a z (1.24) vyplyva, ze jedinym.

3) Aplikaci vzorce (1.24) na soustavu Az = 0 dostavame N (A) = {(I — AT A)y; y € R"}.

HRovnost mnozin Y = Z se v naprosté vétsiné pripadt dokazuje jako konjunkce dvou inkluzi Y C Z, Z C Y.
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4) Je-li zyp € X, potom podle (1.24) je zg = ATb+ (I — At A)yp pro jisté yo, takze
X={A"0+ (I - AT Ay yeR"} = {zo+ (I - ATA)(y —yo); y € R"}

={zog+ (I - ATA)G; JeR"} = {20 +2; 2 € N(A)}. O

1.8 Metoda nejmensich ¢tverci

1.8.1 Jak resit soustavy, které reSeni nemaji?

Tato otazka vypada jako zjevny protimluv: nalézt feSeni soustav, které reseni nemaji, samoziejmé
nelze. Lze si vSak polozit otazku, zda neexistuje néco, co by bylo mozno povazovat v jistém smyslu
za adekvatni ndhrazku neexistujiciho feseni.

Tato tvaha vede k tzv. metodé nejmensich ¢tvercu.

1.8.2 Idea metody nejmensich ¢tverca
Ma4-1i soustava Az = b, kde A € R™*™ a b € R™, feSeni x, potom pro néj plati
| Az —b] =0,

pricemz 0 je nejmensi moznd hodnota normy. To vede k myslence hledat x, pro které plati

| Az — bl = min{ || Ay — b]|; y € R"}.
Je-li [|[Ax —b]| = 0, je x fesenim Az = b; je-li ||Az — b|| > 0, je = ,feSeni” nalezené metodou
nejmensich étvercu (angl. ,least squares solution”).
1.8.3 Proc¢ ,,nejmensich ¢tverca”?

Rovnost
| Az — bl = min{]| Ay — b|; y € R}

Ize umocnénim a rozepsanim do slozek pievést na tvar

Z(Aa: — b)? = min{Z(Ay — b)?; y € R”},

i=1 i=1

jde tedy o minimalizaci sou¢tu druhych mocnin (,,é¢tvercu”).

1.8.4 Charakterizace reSeni
Véta 30. Vektor x € R" splnugje
[Az — b]| = min{|| Ay —b]|; y € R"}

pravé kdyz je resenim soustavy
AT Az = ATb. (1.28)
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Definice. Soustava (1.28) se nazyvé soustavou normalnich rovnic pfifazenou k soustavé Ax = b.

Dukaz. Pii dikazu obou implikaci pouzijeme pomocnou rovnost
|A(z + 2) —b||> = ||[Az — b+ Az|? = ||Az — b||> + 22T AT (Az — b) + || Az|?, (1.29)

platnou pro libovolné vektory x, z € R”™.

Necht z je fesenim soustavy AT Az = ATh. Potom AT (Ax —b) = 0, takze pro libovolné y € R™,
piseme-li ho ve tvaru y = x + 2, kde z = y — z, dostdvame podle (1.29) || Ay —b||?> = || Az —b||* +
|Az||? > ||Az — b||?, coz znamen4, ze

|Az — b]| = min{||Ay — b||; y € R"}. (1.30)

Naopak, necht vektor € R"™ spliuje (1.30). Piedpokladdejme sporem!?, ze AT (Azx —b) # 0,
a polozme z = —e AT (Ax — b), kde € > 0. Potom z (1.29) plyne
|A(z + 2) = b||* = || Az — b]|* — 2¢]| AT (Az — b)[|* + *| AAT (Az — b) >, (1.31)

Ukézeme, ze £ > 0 lze volit tak, aby soucet poslednich dvou ¢lent na pravé strané byl zaporny.
K tomu je treba, aby platilo

e|| AAT (Az — b)||? < 2| AT (Az —b)||% (1.32)

Je-li ||AAT (Az — b)|| = 0, lze € > 0 volit libovolné (nebot AT(Ax —b) # 0 podle predpokladu
a proto || AT (Az —b)|| > 0); je-li |AAT (Az — b)|| > 0, je (1.32) splnéno napi. pro

e = AT (Az - b)[*/||AAT (Az — b)||*.
Pii této volbé e pak z (1.31) dostdvame
1A(z + 2) = bl|* < || Az — b]|?,

tedy pro y = = + z mame
Ay — o]l < [[Az — ]|

ve sporu s (1.30). Dokézali jsme, ze plati-li (1.30), potom piedpoklad, ze AT (Azx — b) # 0, vede
ke sporu. Tedy AT (Az—b) = 0, takze z je fesenim soustavy AT Az = ATb, coz dokazuje opacnou
implikaci. O

1.8.5 Resitelnost soustavy norméalnich rovnic

Véta 31. Mnozina X teSent soustavy normdlnich rovnic
AT Az = AT (1.33)

je popsand vzorcem

X ={ATb+ (I - ATA)y; y € R"}.
Z toho plyne, Ze soustava (1.33) mé vzdy teSeni a md-li soustava
Az =10 (1.34)

resent, potom obé soustavy (1.54), (1.33) maji stejnou mnozinu reseni X .

2Diikaz sporem je zalozen na formuli vyrokové logiky (p = q) & ((pA—q) = (r A—7)).
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Poznamka. Reseni metodou nejmensich étverct tedy vidy existuje. To dévé této metodé smysl.

Diukaz. Podle vlastnosti 1), 3) z véty 24 plati
ATAAT = AT(AATT = (AATA)T = AT
a tedy
ATAATH = AT,

z ¢ehoz plyne, ze soustava AT Ax = ATb m4 feseni ATb. Pro mnozinu feseni X této soustavy
plati tedy podle tvrzeni 4) véty 29

X ={ATb+z;2cNATA)}. (1.35)
Dokézeme, ze
N(ATA) = N (A). (1.36)

Skuteéné, je-li x € N'(A), potom Az = 0 a tedy i AT Az = 0, coz dava € N (AT A). Naopak,
je-li ¥ € N (AT A), potom AT Az = 0 a tedy i ||Az||? = 2T AT Az = 0, coz znamen4, ze Az = 0
ax € N(A). Tim je rovnost (1.36) dokdzéna a dosazenim do (1.35) dostdvame

X ={ATb+ (I - ATA)y;ycR"}, (1.37)

kde jsme pouzili popisu mnoziny N (A) z tvrzeni 3) véty 29. Ve vété 28 jsme dokézali, ze je-li
mnozina Feseni soustavy Az = b neprazdnd, potom je popsand vzorcem (1.37). Z toho plyne, ze
v tomto pifpadé maji obé soustavy Az = b a AT Az = AT stejnou mnozinu feseni. O

1.8.6 Algoritmus metody nejmensich ¢tverca

0. Dana: soustava Ax = b.

1. Sestav soustavu normalnich rovnic AT Az = ATb a nalezni popis mnoziny jejich feseni'?

tvaru X = {zo + By; y € R"} pfevodem na odstupiiovany tvar nebo podle Penroseovy véty.

ve

2. Je-li Axg = b, ukonéi: X je mnozina feSeni soustavy Az = b.

3. Je-li Axg # b, ukonéi: soustava Ax = b nem4 feSeni a X je mnozina vektorti x splnujicich
||Az — b|| = min{||Ay — b||; y € R"}, tj. je to mnozina Feseni metodou nejmensich ¢tvercu.
1.8.7 Ddlezity zvlastni pripad
Véta 32. Md-li matice A € R™*"™ linedrné nezdvislé sloupce, potom soustava
Ax =10
ma jediné Teseni metodou nejmengich ctverci, a to

z=ATh=(ATA)"1ATp. (1.38)

BKters je vady neprizdné podle véty 31.
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Diikaz. Skuteéné, v tomto pifpadé je AT = (AT A)71AT (viz 1.6.17), tedy ATA = (ATA)1ATA
= I a podle Penroseovy véty je

X={ATW+(I-ATA)y; ycR"} ={ATb+0-y;y € R"} = {ATb},
takze mnozina feSeni metodou nejmensich ¢tvercu obsahuje jediny prvek
z=ATh=(ATA)"1ATp. O

Pozndmka. V praktickych tlohich vedoucich na metodu nejmensich étverct je linedrni nezé-
vislost sloupcu castym jevem a explicitni vzorec (1.38) tak nabyva zvlastni dulezitosti.

1.8.8 Zpét k RREF; vyhled

Jestlize, jak vime, je odstupnovany tvar A jednoznaéné uréen matici A, jaky vyznam potom
maji ¢isla r a ki, ..., k, z hlediska matice A?

Na tuto a dalsi otdzky lze sndze odpovédét, abstrahujeme-li od struktury matic a zaméiime-li se
pouze na vlastnosti operaci s nimi. To vede k pojmu abstraktnich vektorovych prostoru, které
budeme probirat v dalsi kapitole.



Kapitola 2

Vektorové prostory

2.1 Zakladni pojmy

2.1.1 Definice vektorového prostoru

Definice. Vektorovym prostorem nad télesem redlnych ¢isel R nazyvame mnozinu V', na které
jsou definovany operace ,,+”, ktera kazdé dvojici prvka x € V, y € V prifazuje prvek x +y € V,
a operace ,,-”, ktera kazdé dvojici a« € R, x € V pritazuje prvek a - x € V tak, ze plati:

)

~ W N

(=)

-~ t
S’ S e N N N

co

r+y=y+ x pro kazdé x,y € V,

(x+y)+z=2+ (y+z2) pro kazdé z,y,z € V,

existuje prvek 0 € V takovy, ze x + 0 = x pro kazdé x € V,
ke kazdému x € V existuje prvek y € V takovy, ze z +y = 0,
a-(B-x)=(af) xprokazdé a,f e Rax eV,
1-z=2xprokazdé x € V,
a-(x4+y)=a-z+a-yprokazdé a e Rax,y eV,
(a+pB)- z=a-x+ [ -xzprokazdé o, ERaxeV.

2.1.2 Poznamky

e podobné jako u matic piseme vétsinou ax misto a-z (nikdy nepiseme za). S touto konvenci
a s vynechdnim kvantifikdtoru lze psat vlastnosti 1)-8) v jednodussi, ale méné presné

podobé:

1) z24+y=y+u=z,

2) (z4y)+z=z+(y+2),
3) +0=uz,

4) z4+y=0,

5) a(fz) = (ab)z,

6) lz =z,

7) a(r+y) =ax+ ay,

8)

(a + B)x = ax + Sz,

e je 0 € V (nulovy vektor), takze vektorovy prostor je vzdy neprézdny,
e prvky z R nazyvame skalary, prvky z V vektory,

o struktura prvku z V neni bliZe urcena; zajimaji nds vlastnosti operaci s nimi, nikoliv jejich
podstata,

55
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e podobné definujeme vektorovy prostor nad télesem komplexnich ¢éisel C,
e nebude-li fe¢eno jinak, budeme se v dalsim zabyvat redlnymi vektorovymi prostory (nad R)
a misto ,,vektorovy prostor” budeme rikat jednoduse , prostor”.

2.1.3 Priklady vektorovych prostori

e jednobodova mnozina V = {0} s definovanymi operacemi 0 + 0 = 0, a- 0 = 0 pro kazdé
a € R je vektorovy prostor (tzv. nulovy),

e prostor R™*™ s operacemi sec¢itani matic a ndsobeni matice skaldrem, viz vétu 1 (pro nas

ystandardni” prostor),

prostory C™*"™ R™ C™,

mnozina P, vSech polynomu stupné < n s redlnymi koeficienty (nikoliv ,=n” 1),

mnozina P,, polynomu vSech stupnu s realnymi koeficienty,

mnozina C(a,b) vsech funkei spojitych na intervalu [a, b],

mnozina vSech konvergentnich posloupnosti redlnych &isel,

atd.

2.1.4 Zakladni vlastnosti vektorového prostoru

Véta 33. Pro kazdy vektorovy prostor plati:

1) existuje prdavé jeden prvek a € V' s vlastnosti x +a = x pro kazdé x € V, a to a =0,
2) ke kazdému x € V existuje prdavé jeden prvek y € V' s vlastnosti x +y =0, a to

Yy = (—1)ZE,
3) «-0=0 pro kazdy skaldr «,
4) 0-2=0 prokazdé x €V,
5) jelia-x =0, je bud o =0, nebo x = 0.

Dikaz. Dokazeme vlastnosti v pofadi 3), 4), 1), 2), 5), protoze 4), 3) se pouzivaji v dukazu
2), 5).

3) Podle vlastnosti 4) z definice vektorového prostoru existuje prvek y € V takovy, ze a-0+y = 0.
7 toho dostavame

a-0=a-0+(a-0+y)=(a-0+a-0)+y=a-0+0)+y=a-0+y =0,
takze o - 0 = 0.
4) K vektoru 0 - z existuje vektor y s vlastnosti 0 -z + y = 0, a odtud dostdvame
0-2=0-2+0-24+y)=0-24+0-2)+y=(0+0)-2=0-2+y =0,
takze 0 -z = 0.

1) Aspon jeden prvek s touto vlastnost{ existuje, a to 0 (podle vlastnosti 3) z definice). Necht
plati  + a = z pro kazdé x; potom to specidlné plati i pro x = 0, z ¢ehoz dostavame

a=a+0=04+a=0,

tedy a = 0 a 0 je jediny prvek s touto vlastnosti.

2) Definice zarucuje, ze ke kazdému x € V existuje y € V takové, ze x + y = 0. Necht rovnéz
x4+ z = 0. Potom

y=y+0=y+(@+z)=(y+a)+z=(z+y)+2=0+z2=240=z
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takze y = z a prvek y s vlastnosti z + y = 0 je jediny. Protoze plati
z+(-1)-z=1-24+(-1)-z=(1+(-1)-2=0-2=0

podle 4), jey = (—1) - z.

5) Necht a -z = 0. Je-li @ = 0, neni co dokazovat. Je-li a # 0, je podle 3)

r=1-2=(2a) z2=L1 - (a-2)=1.0=0. O

2.1.5 Podprostory

Definice. Podmnozinu W vektorového prostoru V nazyvame jeho podprostorem jestlize ma
tyto vlastnosti:

1) 0ew,
2) prokazdé z,y e Wijeax+yeW,
3) prokazdé a e R,z € W je ax € W,

jinymi slovy jestlize mnozina W je sama vektorovym prostorem vzhledem k operacim secitani
a nasobeni skaldrem definovanym na V.

2.1.6 Priklad

Pro kazdy vektorovy prostor V a libovolny jeho prvek z € V je
W ={azx; a € R}
podprostor prostoru V', nebot:

e 0=0xeW,
e ar+ fr=(a+ )z e W,
e a(fz) = (af)x € W.

2.1.7 Systém vektori

Systémem vektoru ve vektorovém prostoru V nazyvame libovolnou koneénou posloupnost jeho
prvku zy,...,x,, n > 0 (tj. pfipoustime i prazdné systémy).

Dulezité je, ze vektory jsou usporddané, takze stejny vektor se muze vyskytnout vicekrat (tj.
muze byt x; = z; pro i # j); viz napf. systém sloupct dané matice.

V obecné neusporadané mnoziné se kazdy jeji prvek muze vyskytnout jen jednou.
2.1.8 Linearni kombinace

Definice. Rikdme, Ze vektor z € V je linedrni kombinaci vektort z1, ..., z, € V, n > 1, jestlize
existugi skalary aq, ..., a, takové, ze plati

n
r=a1T1 + 0Ty + ...+ apr, = Zajmj
j=1
(jinymi slovy, jestlize = se d4 vyjadfit ve tvaru 2?21 a;xj).

Poznamka. 7 hlediska teorie vektorovych prostort je to zakladni pojem. Linearni kombinaci
s . , , n
nazyvame i samotny vyraz » i1y
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2.1.9 Linearni obal

Definice. Je-li z1,...,x, systém vektoru z V, n > 1, potom definujeme jeho linedrni obal
predpisem

n
[T1,...,2n] = {x; T = Zaja:j pro jisté skaldry a; € R, ..., «p € R},
j=1

je to tedy mnozina vSech moznych linedrnich kombinaci vektora 1, ..., z,. Pro prazdny systém
definujeme [] = {0}.

Véta 34. Pro libovolné vektory x1,...,xy, € V je [x1,...,xy,] podprostor prostoru V.

Dukaz. Polozme W = [z1,...,2,). Je-lin = 0, je W = [0] = {0} podle definice, tedy W je
podprostor V. Necht tedy n > 1. DokaZeme, Ze W m4 tii vlastnosti z definice podprostoru.

1) Je 0 € W, protoze 0 = >0, 0 x;.

2) Necht a,b € W, takze a = 37 ayxj, b= 37, Bjx; pro jistd oy, B;, j = 1,...,n. Potom
a+b=73"_ (o + Bj)zj, takze a +b € W.

3) Necht o € R a b € W, takze b = Y7, Bjz; pro jistd Bj, j = 1,...,n. Potom ab =
Z?:l(aﬁj)xj cew.

Podle definice podprostoru je tedy W podprostorem V. a

2.1.10 Inkluze a rovnost linearnich obalu

Pozndmka. Jsou-li x1,...,2, & y1,...,Ymn dva systémy vektori z V', potom:

1) [z1,...,20] C[Y1,...,Ym| prave kdyz ; € [y1,...,ym] pro kazdé j =1,...,n,
2) [z1,...,2n) = [Y1,...,Ym) pravé kdyz z; € [y1,...,ym] prokazdé j=1,...,n
ay; €xy,...,zy] prokazdéi=1,...,m.

Vlastnost 1) plyne z definice linedrniho obalu, a 2) dostaneme dvojim pouzitim 1).

2.2 Systém generatoru a linearni nezavislost

2.2.1 Systém generatora

Definice. Systém vektoru 1, ..., x, nazyvame systémem generatoru prostoru V' (nebo fikdme,
ze generuje prostor V'), jestlize plati

V= [xl,...,xn],

jinymi slovy jestlize kazdy vektor x € V lze vyjadiit jako linedrni kombinaci vektora x1, ..., Zy.

Definice. Vektorovy prostor V, ve kterém existuje aspon jeden systém generatoru, nazyvame
konec¢né generovany.

Poznamka. V dalsim budeme studovat jen kone¢né generované prostory.



2.2 Systém generatora a linearni nezavislost 59

2.2.2 Piiklady

Ran

° je konecné generovany, nebot kazdou matici A = (a;;) € R™*" lze pséit ve tvaru A =

Sy Z;'l:1 aijeie;fr (kde el-e;f je matice s jednickou na ij-tém misté a nulami na ostatnich
mistech), takze mn matic eie]T, i=1,...,m,j=1,...,n, tvoif systém generdtoru R™*",
e podobné R™ je konetné generovany, protoze kazdy vektor x € R™ lze psat ve tvaru x =
m
Zi:l Li€q,
e prostor P, polynomu stupné < n je koneéné generovany, protoze kazdy polynom p(z) =
Z}l:o a;2? je linedrni kombinaci polynomi 1, z, 2, ... 2",
e prostor Py, polynomu v8ech stupnii neni koneéné generovany,

e prostor C(a,b) funkei spojitych na [a, b] neni koneéné generovany.

2.2.3 Co vede k pojmu linearni nezavislosti vektori

Jestlize x1, ..., T, je systém generdtoru prostoru V, potom kazdy vektor x € V lze vyjadiit ve
tvaru
n
xr = Z Q;T5.
j=1
Na koeficienty a1, ..., a, mizeme pohlizet jako na soutadnice vektoru x. Kdy jsou tyto sourad-

nice jednoznacéné uréeny? Jestlize jednoznacné urceny nejsou, potom lze psat

n n
z=) ajz;= B,
j=1 j=1

kde a; # B; pro aspon jedno j, takze

3

(aj — Bj)zj =0,
j=1

kde aspoii jedno a;j — B # 0. Vyloucenim této moznosti zaruc¢ime jednoznacnost.

2.2.4 Linearni (ne)zavislost vektoru

Definice. Systém vektoru z1,...,x, € V nazyvame linedrné zavisly, jestlize ewistuji Gisla
ai, ..., 0n, z nichz aspon jedno je nenulové, takova, ze plati

a1z + ...+ apx, =0, (2.1)
a linedrné nezavisly v opacném piipadé (tj. jestlize rovnost (2.1) plati jen proa; = ... = ay, = 0).

2.2.5 Poznamky

e linedrné zavisly systém je podle definice neprazdny; z toho plyne, Ze prazdny systém je
linedrné nezavisly,

e je-li z; = 0 pro jisté i, je systém linedrné zavisly (volime o; = 1, ag = 0 jinak),

e je-li z; = x; pro jisté i # j, je systém linedrné zavisly (volime o; =1, o = —1, a; = 0
jinak),

e podsystém linedrné nezavislého systému je linedrné nezavisly,

e nadsystém linearné zavislého systému je linearné zavisly.
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2.2.6 Redukce linearné zavislého systému generatoru

Véta 35. Je-li x1,...,x, linedrné zdvisly systém generdtori prostoru V, potom ezistuje k €
{1,...,n} takové, Ze x1,...,Tp—1,Tkt1,--.,Tn je 0pét systém generdtoru prostoru V.

Poznamka. Vysledny systém z1,...,25_1,Tk+1, - - -, Tn, vSak uz nemusi byt linedrné zavisly.

Diikaz. Necht z1,...,, je linedrné zavisly systém generdtorit prostoru V. Potom plat{
n
> Bz =0 (2.2)
j=1

pro jistd (1,...,0, € R, pricemz existuje k, pro které [ # 0. Rovnost (2.2) muzeme psat ve
tvaru

Brwk + Z Bjx; =0

J=1,j#k

a odtud vypocitat zy prictenim » 7, ; 21(=B;)z;j k obéma strandm a vydélenim [y
n
3
T = Z <_ﬂ] Zj. (2.3)
j=Lizk N ¥

Necht z je libovolny prvek V. Protoze z1,...,x, je systém generdtort prostoru V, existujf

ai, ..., a, € R tak, ze
n
Tr = E Q;T5.
Jj=1

S vyuzitim (2.3) muzeme nyni psat

n n
B
xr = Z QjTj + QT = Z <aj — ﬁ—iak Tj.

J=1,j#k J=1,j#k
To znamena, ze x lze vyjadfit jako linearni kombinaci vektort
Tlyeey L1y Thtls -« Tp (2.4)

a protoze x byl libovolny vektor z V| je (2.4) systém generdtoru prostoru V. O

2.2.7 Steinitzova véta o vymeéneé

Nasledujici véta hraje v této kapitole centralni roli:

Véta 36. Necht x1,...,2, je linedrné nezdvisly systém a yi,...,yn Systém generdtori pro-
storu' V. (m >0, n > 0). Potom plati:

1) m<mn,

2)  existuji vzdjemné ruzné indexy ki, ..., kn—m takové, Ze x1,..., Ty Ypeys- - s Yp,_, J€ OPEL

systém gemerdtoru prostoru V.
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Poznamka. Ceské terminologie zde kopiruje némeckou (,Steinitzer Austauschsatz”); v anglicky
psané literatuie se pouzivd ndzvu ,replacement theorem”. Cést 2) se nékdy pro zjednoduseni
formuluje jako ,po vhodném piecislovani tvoii x1, ..., Tm, Ym+1,-- -, Yn OPEL Systém generdtoru
prostoru V7.

Dikaz. Dikaz provedeme indukci podle m. Je-li m = 0, potom ziejmé m < n a y1,...,Yn
tvoif hledany systém. Nechf tedy tvrzeni plati pro m — 1 > 0 a necht z1,...,x,, je linedrné
nezavisly systém a yi,...,y, je systém generatoru prostoru V. Jelikoz systém z1,...,x,, je
linedrné nezavisly, je i jeho podsystém x1, ..., xmy,—1 linedrné nezavisly a tedy podle indukéniho
predpokladu je

m—1<n (2.5)

a existuji vzdjemné ruzné indexy ¢1,...ly—my1 € {1,...,n} takové, ze

a:l,...,xm_l,ygl,...,ygn7m+l (26)

tvori systém generatoru prostoru V. Kdyby bylo m — 1 = n, potom by to znamenalo, ze
Z1,-..,Tm—1 je Systém generitori V a tedy by bylo mozno vyjadfit x,, jako jejich linedrni

kombinaci
m—1
Tm = E Q;Tj,
i=1

z ¢ehoz by plynulo, Ze systém 1, ...,z je linedrné zavisly ve sporu s predpokladem. Z (2.5)
tedy plyne m — 1 < n, tj. m < n, ¢&imz je prvni tvrzeni dokdzano. Pro dikaz druhého tvrzeni
vyjdéme z toho, ze jelikoz vektory (2.6) tvoif systém generatoru V', lze x,, vyjadrit jako jejich

linearni kombinaci
n—m-+1

Tm = Z a;x; + Z ﬁzyf (27)

a aspon jeden z koeficientu §; je ruzny od nuly, protoze jinak by vektor x,, byl linedrni kombinaci
vektora x1,...,Zm_1 a tedy systém x1, ..., x,, by byl linedrné z4visly ve sporu s predpokladem.
Tedy 0k # 0 pro jisté k a z (2.7) dostdvame

1 m—1 n—m-+1
Yo, = ﬁ*(l‘m =D ami— Y Biyw)- (2.8)
k =1 i=1, itk

Jelikoz (2.6) tvoii systém generdtoru podle indukéniho predpokladu, existuji ke kazdému = € V'
koeficienty ;, 6; tak, ze
n—m-+1

x = Z*yja:] + Z diYe, .

Dosadime-li sem vyjadieni y, z (2.8), dostavame

m—1 n—m-+1 n—m-+1
ro= vieg+ Y, S, + Z azi— > Biye,)
j=1 i=1,1#k i=1,1#k

m—1 S n—m-41
k
= (v — 3% 7)) :L‘m+ > Bi)ye,
j=1 k i=1,i#k

takze z je linedrni kombinaci vektort

Llyeoo s Tm—1Tmy Ylyy o s Yl Ylpgrr o+ s Yl —gr (29)



62 2 Vektorové prostory

Protoze = byl libovolny vektor z V, dokdzali jsme tim, ze (2.9) je systém generdtoru pro-

storu V. Precislujeme-li nyni n —m vektort ye,, -+ Yo, 1> Yoo+ Yn—mis JAKO Ykys ooy Uk
dostdvame tvrzeni véty pro m. Tim je dukaz indukei ukoncen. O
2.3 Baze

2.3.1 Baze a jeji existence

Definice. Linearné nezavisly systém generatoru konetné generovaného prostoru V nazyvame
jeho bazi.

Poznamka. Povsimnéte si, Ze jde o konjunkei dvou vlastnosti: baze je systém generatoru, ktery
je navic linedrné nezavisly.

Veéta 37. Kazdy konecné generovany prostor V. md bdzi.

Dikaz. Protoze V' je koneéné generovany, ma aspon jeden systém generdtoru. Polozme

M = {m > 0; V m4 systém generatoru o m prvcich}.
Potom M je neprazdnd mnozina piirozenych &isel a jako takovad md nejmensi prvek mg. Necht
Z1,...,%m, je jemu odpovidajici systém generatoriu. Kdyby tento systém byl linedrné zavisly,
potom podle véty 35 by z ného bylo mozno vytadit jisty vektor xj tak, ze

Llyeeo s Th—1,Lh+1y -+ Lmyg

by byl opét systém generatort s poc¢tem prvki mo—1 € M ve sporu s tim, ze mg je nejmensi prvek

mnoziny M. Predpoklad linedrni zavislosti systému 1, . .., Z,,, vede tedy ke sporu. To znamen4,
ze systém x1,..., Ty, je linedrné nezavisly, a jelikoz je to systém generdtoru, dostavame tak, ze
tvoii bazi prostoru V. O

2.3.2 Smysl zavedeni baze: souradnice

Véta 38. Je-li x1,...,2,, n > 1, bdze prostoru V, potom ke kaZdému x € V existuje pravé
jedna n-tice skaldri o, ..., an takovd, Ze plati

n
xr = E Oéjd?j.
Jj=1

Definice. Cisla aq, ..., a, nazyvame soufadnicemi vektoru x v bazi x1, ..., Ty.
Diikaz. Necht x € V. Protoze x1,...,x, tvoil bazi, je to systém generdtort a tedy existuji
at,...,an € R tak, ze

n
x = Zajxj. (2.10)
j=1
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Jestlize plati rovnéz
n
v=2 B
j=1

pro jista Bi,...,Bn € R, potom odettenim dostavame

n

Z(ﬂj—aj)xj:x—x:O

j=1
a jelikoz systém x1,...,, je linedrné nezavisly, musi platit
5]' = Qj (j: 1,...,n),

tedy vyjadfeni (2.10) vektoru z v bazi x1, ..., z, je jednoznacéné. (Jak vidime, jde vlastné o opa-
kovani postupu, ktery néas v ¢asti 2.2.3 dovedl k pojmu linedrni nezavislosti.) a

2.3.3 Shrnuti

Prvek x € V lze vyjadrit jako linedrni kombinaci prvkua systému z1,...,x, € V

e aspoil jednim zpusobem, je-li to systém generdtoru,
e pravé jednim zpusobem, je-li to baze,
e nejvyse jednim zpusobem, je-li linedrné nezavisly.

2.4 Dimenze

2.4.1 Dimenze vektorového prostoru

Véta 39. Vsechny bdze koneéné generovaného prostoru V. maji stejnij pocet prvku.

Dikaz. Necht x1,..., Ty a y1,...,Yn jsou libovolné dvé baze V. Potom:

(a) x1,..., Ty je linedrné nezdvisly systém a y1,...,y, je systém generatoru, takze podle Stei-
nitzovy véty je m < n,

(b) y1,...,yn je linedrné nezavisly systém a x1,...,z,, je systém generatoru, takze podle téze
véty je n < m.

Dokézali jsme, ze plati jak m < n, tak n < m, celkem tedy m = n a obé baze maji stejny pocet
prvku. a

Definice. Pocet prvkil baze' nazgvame dimenzi prostoru V a znaéime ji dim V.

2.4.2 Piiklady

e pro V = {0} je prdzdny systém () linedrné nezavisly a [)] = {0}, tedy prazdny systém tvori
bézi prostoru {0} a proto dim {0} = 0,

LUvédomte si, Ze tuto definici mtizeme vyslovit teprve poté, co jsme dokézali vétu 39.
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e systém vektoru eie;fp (i=1,....,m,j=1,...,n) tvoif systém generatoru prostoru R"*"

(viz ¢ast 2.2.2) a je linedrné nezéavisly: je-li
m n
33w =0
i=1 j=1

potom nalevo je matice A = (w;), tedy z A = 0 plyne «;; = 0 pro vSechna i, j. Zaveér:

R™*" m4 dimenzi mn,

e podobné systém vektoru e;, i = 1,...,m, tvori bazi prostoru R™, tedy R™ mé dimenzi m.

2.4.3 Vztah poctu prvki systému k dimenzi

Véta 40. V konecéné generovaném prostoru V' plati:

1) je-li xy,..., 2y linedrné nezdvisly systém ve V', potom m < dimV a je-li m = dim V,
potom x1,..., %y je bdze V,
2)  je-liyy,...,yn systém generdtori prostoru V, potom dimV <n a je-li dimV = n,

potom Y1, ...,y je bize V.

Poznamka. D4 se tedy rovnéz fici, ze baze je maximalni (z hlediska poctu prvku) linedrné
nezavisly systém a minimélni (z hlediska po¢tu prvku) systém generatoru.

Duikaz. Necht z1,...,24 je bdze V (kterd existuje podle véty 37), takze d = dim V.

1) Je-li z1,...,xy, linedrné nezavisly systém, potom vzhledem k tomu, ze z1,...,z4 je systém
generatoru, plati podle Steinitzovy véty m < d = dimV. Je-li m = dimV, potom systém
Z1,-..,Tm 1ze podle téze véty doplnit o d — m = 0 vektoru na systém generatoru prostoru V.
Z toho plyne, ze x1, ..., Ty je uz systém generatoru a proto je to baze V.

2) Je-li y1,...,yn Systém generatoru, potom opét podle Steinitzovy véty s ohledem na to, ze
systém z1, ..., 24 je linearné nezavisly, plati dimV = d < n. Je-li dim V' = n, potom v piipadé,

ze by y1,...,yn byl linedrné zavisly, bylo by mozno z néj podle véty 35 vylouéit jeden vektor
a systém by zustal systémem generatori o d — 1 prvcich, pficemz linedrné nezavisly systém
Z1,...,2q9 ma d prvki. To by protifecilo prvni ¢dsti Steinitzovy véty, proto systém yi,...,y, je
linedrné nezavisly a tedy tvoii bazi V. O

2.4.4 Linearné nezavisly systém lze rozsirit na bazi

Veéta 41. Kazdy linedrné nezavisly systém v koneéné generovaném prostoru V lze roz8irit na
bazi.

Diukaz. Necht z1,...,2,, je linedirné nezavisly systém a necht z1,..., z4 je libovolna béze V.
Potom podle Steinitzovy véty existuji k1,. .., kq—pm, tak, ze z1,...,Tm, 25, ..., 2k, ,, je systém
generatoru ktery sestdva z d prvku, kde d = dim V, a proto podle druhé ¢asti véty 40 je to baze
prostoru V', kterd je rozsifenim systému xy, ..., Ty,. a
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2.4.5 Dimenze podprostoru

Veéta 42. Kazdy podprostor W konecéné generovaného prostoru V' je konecéné generovany a plati
pro néj
dimW < dimV.

Navic, je-li dimW = dim V', potom W = V.
Dikaz. Polozme
M = {m > 0; W obsahuje linedrné nezavisly systém o m prvcich}.

Potom 0 € M (prazdny systém je linedrné nezavisly, viz 2.2.5), takze M # 0. Je-li x1,...,xpy,
linedarné nezavisly systém ve W, potom je linearné nezavisly i ve V a tedy podle véty 40 je
m < dimV. To ukazuje, ze mnozina M je shora omezend a proto obsahuje nejvétsi prvek
my; necht x1,...,%,, je jemu odpovidajici linedrné nezavisly systém ve W. Dokédzeme, Ze
Z1,...,%m, je baze W. Kdyby ne, potom by systém zi,...,x,,, nebyl systémem generatoru
W a tedy by existoval prvek x € W — [z1,...,Zm,]| jehoz pfidanim k systému zi,...,Zm,
bychom dostali linedrné nezavisly systém ve W o my + 1 prvcich, coz je spor s definici my
jakozto nejvétstho prvku mnoziny M. Tedy z1,...,Tny, je systém generdtoru W, takze je to
baze W a plati dimW =m; < dim V. Je-li dim W = dim V', potom podle prvni ¢asti véty 40 je
Tl,...,Tm, baze V atedy W = [z1,...,2pm,] = V. O

2.4.6 Tvar podprostoru

Vime, ze je-li x1,...,2, € V, potom [z1,...,2y] je podprostor V' (véta 34). Plati i opak:

Véta 43. Pro kaZdy podprostor W konecné generovaného prostoru V plati
W = [xl,...,acm]

pro jisté vektory x1,...,xm, které lze volit tak, aby m < dim V.

Dikaz. Je-li W podprostor koneéné generovaného prostoru V', potom podle véty 42 ma bézi
Tlye.o T, kde m < dim V', a plati W = [z1,..., 2] a

2.4.7 Spojeni a prunik podprostoria
Véta 44. Jsou-li Wy, Wa podprostory prostoru V', potom ¢« Wi N Wy a
Wi+ Wy :={z; x = x1 + x2 pro jisté 1 € Wy, xo € W}

jsou podprostory prostoru V.

Definice. Podprostor W7 + W5 nazyvdme spojenim podprostoru Wy a Wa.

Diikaz. Necht Wy, W5 jsou podprostory prostoru V.
(a) Dokézeme, ze W1 N Wy je podprostor V' (podle definice 2.1.5). Je 0 € W a 0 € Who,
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takze 0 € W1 N Way. Jsou-li z,y € Wy N Ws, potom z,y € Wy, takze x + y € W1, a analogicky
x,y € Wy, takie x +y € Wa, celkem tedy x +y € W1 N Wa. Je-li a € R a z € W1 N Wa, potom
x € Wy, takze ax € W1, a © € Wo, takze ax € Wy, celkem ax € Wi N Ws. Dokazali jsme, ze
W1 N Wy ma tii vlastnosti z definice podprostoru a je to tedy podprostor V.

(b) Dokazeme, ze W1 4+ Ws je podprostor V. Ziejmé 0 € Wi + Wy, protoze 0 € Wy a 0 € Wha.
Necht z,y € Wi + Ws. Potom z je tvaru z = x1 + 29, kde 1 € Wi a x5 € Wh, a y je tvaru
y=1uy1+y2 kde y; € Wi a yo € Wy. Potom = +y = (z1 +11) + (z2 + y2), kde z1 +y1 € W3
a X2+ Yy € Wy s ohledem na to, ze W1, W5 jsou podprostory, tedy = +y € Wy + Ws. Je-li « € R
ax € Wi+ Wy, potom z = x1+x2, kde x1 € Wy a xo € Wy, tedy ax = axy +axo, kde ax; € Wi
a azxy € Wo, coz dava ax € Wy + Ws. Dokéazali jsme, ze i Wi + Wy ma tii vlastnosti z definice
podprostoru a je to tedy opét podprostor V. O

Poznamka. Sjednoceni podprostora W7 U W5 obecné neni podprostor; proto zavadime spojeni
W1 + Wy, které je nejmensim (ve smyslu inkluze) podprostorem obsahujicim mnozinu Wy U Ws.

2.4.8 Véta o dimenzi spojeni a pruniku
Véta 45. Pro libovolné podprostory Wy, Wa konecné generovaného prostoru V' plati

dim (W7 + Ws) 4+ dim (W1 N Ws) = dim Wy 4 dim Ws.

Diukaz. Necht Wi, W5 jsou podprostory koneéné generovaného prostoru V. Potom Wi N Wa
je podprostor V' (véta 44) a ma bazi z1,..., %, kde p < dimV (véta 42). Protoze z1,...,2p je
linedrné nezavisly systém ve W1, lze ho podle véty 41 rozsitit na bazi

21y Zpy Tlyen ey T (2.11)
podprostoru Wi a analogicky ho lze rozsifit na bazi

Zlyees ZpsYls -5 Un (2.12)
podprostoru Ws. Dokazeme, ze

Rlye+ 9 2py Ly v s Tmy Y1y - -5 Yn (213)

je baze Wi + Wy. Predeviim dokdzeme, ze (2.13) je systém generdtoru podprostoru Wy + Wh.
Je-li t € W1 + Wy, potom t = t; + to, kde t; € Wy a to € Wa. Protoze (2.11), (2.12) jsou baze

W1 resp. Wy, lze psét
p m
ty = Z Ve2k + Z QT
k=1 i=1

P n
ta = Orzu+ Y By
k=1 j=1
pro jistd oy, Bj, Vi, Ok, takze

p

m n
t=1 +1t= Z(’)’k + 5k)zk + Zaixi + Zﬁjyj,

k=1 i=1 j=1
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coz ukazuje, ze t je linedrni kombinaci systému (2.13) a protoze t byl libovolny prvek podprostoru
W1 + Wa, znamend to, ze (2.13) je systém generatoru Wi + Wa.

Dale dokézeme, ze systém (2.13) je linedrné nezdvisly. Predpoklddejme, ze plati

p m n
Z’ykzk + Z o,z + Z 5jyj =0 (2.14)
k=1 i=1 j=1
pro jista o, 3;, ;. Potom
p m n
> ezt i ==Y By (2.15)
k=1 i=1 j=1

Oznacme t vektor stojici na levé (resp. pravé) strané (2.15). Potom podle (2.11), (2.15) je t € Wy
a podle (2.12), (2.15) je t € Wa, tedy t € W1 NW> a protoze 21, ..., z, je baze W1 N Wa, lze psat

n P
== By =2 e
j=1 k=1
pro jista €. Z toho dostavame
p n
> ewz+ Y By =0,
k=1 j=1
a jelikoz (2.12) je baze Wy, plyne odsud
e1=..=gp=f1=...= P =0, (2.16)
a dosazenim do (2.15) dostavame
M=...=Y%p=01=...=0y =0 (2.17)

vzhledem k tomu, ze (2.11) je baze Wi. Z (2.16), (2.17) plyne, ze vSechny koeficienty v (2.14)
jsou nulové, takze systém (2.13) je linedrné nezavisly a protoze jsme jiz diive dokazali, Ze je to
systém generatort podprostoru Wi + Ws, dostavame tak, ze je to baze Wi + Ws. Z toho nyni
podle (2.11), (2.12), (2.13) plyne, ze

dim(Wy +Wa) =p+m+n=(p+m)+ (p+n)—p=dimW; + dim Wy — dim(W; N W3),

coz je tvrzeni véty. a

Veéta 46. Jsou-li Wy, Wa podprostory V' a je-li dim Wy + dim Ws > dim V', potom

dim (Wl N Wg) > 1.

Dikaz. V tomto piipadé je dim (W) N Wy) = dim W; + dim Wy — dim (W7 + W) > dimV —
dim (W1 + Wz) > 0, takze dim (Wl N WQ) > 1. O

Pozndmka. Jak uvidime pozdéji, tento jednoduchy dusledek véty o dimenzi spojeni a pruniku
je podstatnou slozkou nékterych komplikovanych dukazu (napt. Courant-Fischerovy véty 160

aj.).
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2.4.9 Direktni soucet podprostori

Definice. Plati-li V.= W; + Wa, kde Wi N Wa = {0}, potom V nazyvame direktnim souc¢tem
podprostorua Wy, W a zapisujeme V = W; @& Wo.

Véta 47. Je-li V. = Wy & Ws, potom kazdy vektor x € V lze psdt pravé jednim zpusobem ve
tvaru
T =T + T2,

kde x1 € W1 a x92 € Ws.
Dikaz. Necht V = W7 @ Ws. Protoze V = Wi + Wa, lze kazdy vektor x € V psat ve tvaru
x = x1 + T2, (2.18)
kde 21 € Wi a x9 € Wa. Necht plat{ rovnéz
T =1y + Y2,
kde y; € W1 a yo € Ws. Potom z rovnosti
T+ T2 =Y+ Y2

plyne
L1 — Y1 = Y2 — 22,

kde z1 —y1 € W1 a y2 — x9 € Wo, takze x1 — y1 = yo — x2 € Wi N Wa. Protoze Wi N Wy = {0}
podle definice, je x1 —y1 = yo — x2 = 0, tedy x1 = y1 a xo = yo, takze vyjadieni x ve tvaru
(2.18), kde x1 € W7 a x5 € Wa, je jednoznacné. O

Piiklad. Je-li z1,...,x, bdze V, potom pro kazdé k € {1,...,n} plati

V=lz1,...,25] ® [Tkt1,- -, Tn).

2.4.10 Dimenze direktniho souctu
Véta 48. Je-li V konecné generovany a V= W1 & Wa, potom

dim V = dim W7 + dim W5.

Dikaz. Je-li V konetné generovany a plati-li V.= Wy @ Ws, potom V = Wi + Wy a WiNW, =
{0}, takze z véty 45 piimo plyne

dimV = dim(W; + Wa) 4+ dim(W; N Wa) = dim W) + dim Whs. O



Kapitola 3

Vektorové prostory se skalarnim
soucinem

3.1 Skalarni sou¢in a norma

3.1.1 Vektorovy prostor se skalarnim soucinem

Definice. Vektorovy prostor nad télesem R se nazyva vektorovym prostorem se skaldrnim
souCinem, jestlize je na ném navic definovand operace, kterd kazdé dvojici x,y € V prifazuje
skalar (x,y) € R tak, ze plati:

1) (x,x) >0 pro kazdé = € V, pricemz (x,x) = 0 pravé kdyz z = 0,

2) (x+vy,z) = (x,2)+ (y, z) pro kazdé z,y,z € V,

3) (azx,y) = alz,y) pro kazdé x,y € V a kazdé a € R,

4) (x,y) = (y,z) pro kazdé z,y € V.

Je-li V' vektorovy prostor nad C, potom (x,y) € C a vlastnost 4) se nahrazuje vlastnosti

4) (z,y) = (y,z) pro kazdé z,y € V,

kde pruh znaci komplexné sdruzené cislo.

3.1.2 Dasledky

Jako dusledky definice dostavame tyto vlastnosti:

z,y+z2)=(y+zz) = (y,x)+ (2,2) = (x,y) + (z, 2) nad R,
z,y+2)=(y+zz) = (y,2)+ (2,2) = (z,y) + (z,2) nad C,
z,ay) = (ay,x) = aly,x) = alzr,y) nad R,

(
z,ay) = (ay,z) = a(y,z) = a(y,z) = a(z,y) nad C,
= (y,0) =0nad RiC.

[ J
o~ o~~~

3.1.3 Priklady
Drive definované vektorové prostory se stanou prostory se skalarnim sou¢inem, zavedeme-li

69
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m
v Rmxn: <A, B> = Z Zl AijBij7

v men: <A, B> = z Z AijBij7

m
v R™: (z,y) = >z,
=

m
v C™: <:an> = Z ZiYi,
i=1

v C(a,b): (f.g) = [P f(z)g(x) da.

3.1.4 Norma

A7z do konce této kapitoly predpokladdme, ze V je vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem
a nebudeme uz vétsinou tento predpoklad explicitné uvadét.

Definice. Pro kazdé z € V definujeme normu vektoru x predpisem
]| = v/ {=, z).

Poznamka. To je mozné diky vlastnosti 1), podle které (z,z) > 0. Norma je tedy nezdporné
realné ¢islo i pro prostory nad C a predstavuje ,délku” vektoru z.

3.1.5 Ortogonalni vektory
Definice. Vektory =,y € V se nazyvaji ortogonalni (kolmé), jestlize (x,y) = 0.

Véta 49. (Pythagorova véta) Jsou-li x,y € V ortogondlni, potom

lz +yl* = ll=1* + llylI*.

Dukaz. Plati

lz +yl* = (& +y, 2 +y) = (x,2) + (2,9) + {y2) + {y,9) = [l=[* + [yll*,

protoze (z,y) =0 a (y,z) = (z,y) =0 =0. O
Poznamka. V prostoru nad R plati i opa¢na implikace, v prostoru nad C obecné ne.

3.1.6 Cauchy-Schwarzova nerovnost

Véta 50. Ve vektorovém prostoru V' se skaldrnim soucinem nad R nebo C pro kazZdé x,y € V
plati

[z, o) < =]l - llyll-

Poznamka. U prostoru nad C jde vlevo o absolutni hodnotu komplexniho ¢isla, tj. |a + i =
Va2 + 32

Autorstvi. Cauchy 1821 pro R™, Schwarz ~1880 pro C(a,b).
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Dtikaz. Nerovnost jisté plati pro (z,y) = 0 nebo x = 0. Necht tedy (x,y) # 0 a = # 0.
Potom existuje o € C tak, ze ay — z a x jsou ortogonélni: skuteéné, rovnost (ay — z,x) =
a(y, ) — (z,z) = 0 je splnéna pro a = (z,x)/(y,z) = ||=||*/(y, x). Z ortogonality vektort ay —
a x plyne potom podle Pythagorovy véty

loyll* = ll(ay — @) + 2[* = llay — =||* + l]* > [|=]]?,

tedy
eyl = [|]]
a dosazenim za «
=1yl o
[y, )77 —
tj.
[z, )| = Ky, 2)| < [l - lyll- O

Instruktivni je elementarni dukaz Cauchy-Schwarzovy nerovnosti pro V = R™:
Dukaz. Plati

m m m
0 < DY (wmiyy — )’ =YY (@Fy] — 2miyjaiyi + 25y
i=1 j=1 i=1 j=1
m m m m m m
= O_x)O ) -2 zw)O_zy) + O 2O wd)
=1 7j=1 =1 7j=1 7j=1 i=1
= 2llz|?|lyl® - 2(2"y)?,
tedy
2"y < ] - llyll- =

3.1.7 Vlastnosti normy

Véta 51. Ve vektorovém prostoru V nad R nebo C pro kazdé x,y € V a kazdy skaldr o plati:
1) |lz|| > 0 a ||z|| = 0 prdvé kdyz x = 0,
2) Nz +yll < =l + llyl,
3) ezl = l|af - [[=].

Poznamka. Vlastnosti 2) se iika trojuhelnikova nerovnost.

Dikaz. Tvrzeni 1) a 3) plynou piimo z definice normy. S pouzitim Cauchy-Schwarzovy nero-
vnosti dostavame

|z + yl|? (x+y,z+y) = (x,2) + (,9) + (y,2) + (¥, 1)
[z]|? + 2Re (z, y) + [lyl1* < ||z]1* + 2/(z, y)| + |yl?

]I + 2llz [l - lyll + Ilyl* = el + llyl)?,

IN

coz ddva po odmocnéni tvrzeni 2). O
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3.1.8 Specidlni normy a jejich znaceni

Normy indukované diive zavedenymi skaldrnimi souciny:

m n
o vR™™: Al =3 3 A% = || Alp,
i=1j5=1
m n
o vCM Al = 130 > |4y = | Allp,
1=175=1
m
o vR™: [lzf| = \/,lei = [[z]]2,
1=
m
o vC™ |zl =/ X [il* = [lzl2,

—_

v O, b): | fll = /[, e

(|A||F se nazyvéa Frobeniova norma, ||z||2 eukleidovskd norma).

m
Pozndmka. Az dosud jsme eukleidovskou normu [ Y~ 22 v R™ znagili ||z||; ddle ji budeme pro
i=1

odliseni od jinych norem dusledné znagcit ||z||2.

3.2 Ortonormalni baze

3.2.1 Ortonormalni systém

Definice. Systém vektoru z1,..., 2, € V se nazyva ortonormalni, jestlize plati (z;, z;) = 0 pro
i#jalzl=1(75=1,...,m). Prazdny systém povazujeme definitoricky za ortonormélni.
Poznamka. Systém ve kterém plati pouze (z;,2;) = 0 pro i # j (bez pozadavku jednotkové
normy vektoru) se nazyva ortogondlni. Takové systémy zde nebudeme uvazovat, uvddime jen
pro tplnost.

Poznamka. Pro kazdy vektor z # 0 je H ﬁx“ = 1. Tohoto obratu se ¢asto pouziva pii upravé
vektoru na jednotkovou normu.

Veéta 52. KazZdy ortonormdlni systém je linedrné nezdvisly.

Dikaz. Je-li z1, . .., 2y, ortonormélni systém a je-li E;”Zl ajzj = 0, potom prokazdés=1,...,m
dostavame 0 = (0,z;) = (30 ajzj, 2i) = D10y ajlzj,2i) = @iz, 2i) = i, takze systém je
linedrné nezavisly podle definice. O

3.2.2 Gram-Schmidtitv ortogonaliza¢ni proces

Véta 53. Necht x1,...,x, je linedrné nezdvisly systém ve V. PoloZime-li
k—1
vk = wk— Y {Tk )%, (3.1)
j=1
I PRTEL (3.2)

IkaI
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pro k = 1,...,m, potom tyto vektory jsou dobie definované', zi,...,zm tvori ortonormdin{
systém a plati

(215 ey 2m] = [®T1,. .., T
Pozndmka. Gram-Schmidtuv proces tedy z linedrné nezavislého systému x1,..., T, vytvorl
ortonormalni systém zi, ..., zn,, ktery generuje stejny podprostor (specidlné, z baze vytvoii
ortonormaln{ bazi).
Dikaz. Dokazeme indukci pro k = 1,...,m ze yr # 0, z1,..., 2, je ortonormalni systém
alz1,...,2k = [z1,...,2K]. Pro k = m pak dostdvame tvrzeni véty.
1. Pro k = 1 je y1 = x1 # 0 z linedrni nezdvislosti, ||z1|| = 1 a [z1] = [z1] protoze z; je

nasobkem x1.

2. Necht tvrzeni plati pro K — 1 < m. Kdyby bylo yx = 0, bylo by x; € [z1,...,2k-1] =

[1,...,2k_1] ve sporu s linedrni nezavislosti; proto yx # 0. Jelikoz z1,...,zx_1 tvofi ortonor-
malnf systém, je (21, 2i) = g (urs 1) = ey ((ors 200 — S50 (T, 25)(25,20)) = oy (s 20) —
(xg,2i)) = 0 pro kazdé ¢ < k —1 a ||z]| = 1, takze z1,...,2, tvoil ortonormalni systém.
Daéle, z (3.1), (3.2) plyne 2 € [21,...,2k-1,2k] C [x1,...,2k], tedy [z1,...,2k] C [x1,...,2k],
a podobné z zy € [z1,...,2k| plyne [z1,...,2%] C [21,...,2k], celkem tedy [z1,...,2x] =
[xl,...,xk]. ]

3.2.3 Gram-Schmidtiv proces (algoritmus)

0. Dany: x1,...,x;, € V, linedrné nezavislé.

1. Prok=1,...,m proved

k—1
Uk = mp— Y (k)7
J=1
. 1 .
T Tl YR
2. Ukonéi: z1,. .., zy, je ortonormdlni systém ve V' a [z1,..., 2m] = [T1,...,Zm].

3.2.4 Besselova nerovnost, Parsevalova rovnost a Fouriertiv rozvoj

Véta 54. Necht z1,...,zm je ortonormdlni systém ve V a necht x € V. Potom plati:
1) (Besselova nerovnost) |z|* > > iy [, zi)|?,
2) (Parsevalova rovnost) z € [z1,. .., zy] prdvé kdy? ||z|? = > Iz, zi) %,
3) (Fourieritv rozvoj) je-li x € [z1,..., 2], potom x = 377" | (x, 2;)2;.

Poznamka. Vlastnosti 2) a 3) umoznuji rozhodnout, zda dany vektor patii do podprostoru
generovaného z1, ..., 2, a v kladném ptipadé jednodusSe vypocitat jeho souradnice.

Dukaz. Pro kazdé x € V rozndsobenim dostavame

m m

(2= (@, 2)z,0 = Y (w,2))%) = ll* = Y I, 2)I” (3.3)
j=1

j=1 j=1

LTj. nedochézi k délen nulou.
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Jelikoz prvni ¢len v (3.3) je nezaporny, dostavame Besselovu nerovnost ||z||? > > [z, zj)|2.
Nastdva-li v této nerovnosti rovnost, potom skaldrni soucin na levé strané (3.3) je roven 0 a tedy
=3 (2, 25)2 € [21,. .., 2m]. Naopak, je-li @ € [21,...,2m], potom z x = Y 7"° | a;z; pro
kazdé i dostdvame prendsobenim z; zprava (z,z;) = > 10 (), 2i) = ay, tedy x = 37" | oz =

i, zj)zj aodsud [lz||* = (307 (x, zi)2i, DT (3, 25) 25) = D000 DTy (s zi) (@, 25) (23, 25) =
Z;ﬁ:l |(x, 2j)|?. Tim jsme dokdzali Fourieriv rozvoj a sou¢asné i opaénou implikaci v Parsevalove
rovnosti. O

3.2.5 Ortonormalni baze

V dalsim predpokladdame, ze V je konecné generovany prostor nad R se skaldrnim soucinem.
Definice. Bazi prostoru V', kterad tvoti ortonormélni systém, nazyvame ortonormalni bazi.

Pi#iklad. Vektory e; = (0,...,0,1,0,...,0)7, 4 = 1,...,n, tvoii ortonormalni bazi R" (tzv.
standardni).

3.2.6 Existence ortonormalni baze

Véta 55. Kazdy konecné generovany prostor se skaldrnim soucinem md ortonormdlni bdzi.

Dikaz. Konecné generovany prostor mé bazi (véta 37) a tu lze Gram-Schmidtovym procesem
prevést na ortonormalni systém ktery je linedrné nezavisly podle véty 52 a generuje cely prostor
podle véty 53, takze tvoii ortonormalni bazi. a

Véta 56. Kazdy ortonormdlni systém vektori lze roz8iTit na ortonormdlni bdzi.

Dikaz. Ortonormélni systém 21, . .., z,, rozsifime podle véty 41 na bazi z1, ..., Zm, Tm+1,- - -, Tn
a tu prevedeme Gram-Schmidtovym procesem na ortonormalni bazi zi,...,2Zm,2Zm+1,---,2n
(z (3.1) plyne, Ze z1,. .., 2y, se béhem procesu nezméni). O

3.2.7 Smysl zavedeni ortonormalni baze: vzorce pro souradnice
Nasledujici tvrzeni je pfimym dusledkem véty 54, vzhledem k jeho zdsadnimu vyznamu ho vsak

uvadime jako samostatnou vétu:

Véta 57. Necht z1,...,z, je ortonormdlni bdze V. Potom pro kazdé x € V plati

n

x = Z(w, 2)%;. (3.4)

Jj=1

Poznamka. Soutadnicim (z, 2;), j = 1,...,n, se fika Fourierovy koeficienty.



3.3 Intermezzo 75

3.3 Intermezzo

3.3.1 Fourierovy rady

Uvazujme Vektorovy prostor spojitych realnych funkei C'(—m, 7) na intervalu [—m, 7] se skaldrnim
soucinem (f,g) = [7_f(2)g(x) dx. J. B. Fourier (1768-1830) byl prvni, kdo si v&iml, Ze funkce

1 cosz sinz cos2x sin2x cos3x sindx

/727_(_7 ﬁ J \/7_7_ ? \/7_7_ Y ﬁ Y \/77_ Y ﬁ Y
tvoii spocetny ortonormalni systém v C(—m, 7). Sestrojime-li formalni analogii vzorce (3.4) pro
tento pripad, dostavame fadu

f:<f \/7 2W+Z<f’cosp: cosgw Z sm]m $

o0
= %ao + Z(aj cos jx + bjsin jz),
j=1
kde
™ ™
f(x)cosjrdr, b= % f(z)sinjz dz.
—Tr —T

Fourier dokazal, ze skutecné plati

o)
f(z) =tao+ Z((lj cos jx + bjsin jx)
j=1

pro kazdé z € (—m, 7). Pozoruhodné na tomto vysledku je, ze obecnd spojitda funkce f(x) je
vyjadrena Fadou sestévajici z periodickych funkei (,kmitu”; cos jx resp. sin jo mé periodu 27/ ).
Proto jsou Fourierovy fady zdkladnim nastrojem pro zpracovani signalu (specidlné zvuku).

3.4 Ortogonalni doplnék a ortogonalni projekce

3.4.1 Ortogonalni doplnék

Definice. Ortogonélnim doplitkem podprostoru W prostoru V nazyvame mnozinu

— {z € V; (z,y) =0 pro kazdé y € W}.
Véta 58. W je podprostor prostoru V.

Diuikaz. Dokézeme, ze W+ ma tii vlastnosti z definice podprostoru 2.1.5.

1) Pro kazdé y € W je (0,y) = 0, takze 0 € W+,

2) Jsou-li z1, 20 € W, potom pro kazdé y € W je (x1 + x2,9) = (x1,9) + (x2,y) =0+ 0 =0,
tedy x1 + 22 € W

3) Je-li z € W' a a je skaldr, potom pro kazdé y € W je (az,y) = alz,y) = a-0 = 0, tj.
ar € Wt. a
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3.4.2 Vlastnosti ortogonalniho dopliku

Véta 59. Necht W je podprostor V. Potom plati:

1) je-li zi,...,zy ortonormalni baze W a je-li z1,. .., Zm, Zm+1, - - -, 2n jeji rozsireni na
ortonormdlng bdzi V., potom zmi1, ..., zn je ortonormdlni baze W,

2) (WJ_)J_ - W7

3) V=WwWaew,

4) dimV =dim W + dim W+.

Diikaz. 1) Kazdé » € V ma Fourieriv rozvoj = = 377" ((z,2j)2; + D7 1 (%, 2)25. Je-li
z €Wt je(x,z)) =0proj=1,...,m, tedy x = Z?:m+1(x,zj>zj € [#Zm+1,- - -, 2n). Naopak,
je-i € [zZm41,-- -, 2n], potom z = Z;L:m+1<$, zj)zj (véta 54, 3)) a z jednoznacnosti vyjadieni
x v bazi z1,...,2, plyne, ze (x,2z;) =0proj=1,...,m, tj. ze z € W, Tim jsme dokézali,
7e WL = [Zmit, ..., 2] a jelikoz ortonormalni systém 2,1, .., 2, je linedrné nezavisly, je to
ortonormélni baze W+. Souc¢asné dim W+ =n —m = dim V — dim W, coz dokazuje 4).

2) Rozsitime-li ortonormélni bézi zp, 41, . . . , 2, podprostoru WL nabazi z1,. .., Zms Zmals - - - Zns
dostavame podle 1), ze (W)L = [z1,..., 2] = W.

3) Prokazdé x € V je w = 3770 (. 2j)25 + D0, 11 (w, 7)) € W + W, takze V. =W + W+,
Jeliz e WN W je (x,2) =0, tj. © = 0, coz dava W N W+ = {0} aproto V=W e W+. O

3.4.3 Ortogonalni projekce na podprostor

Véta 60. Necht W je podprostor V. Potom ke kazdému x € V existuje pravé jeden wvektor
zw € W s vlastnosti
|2 — 2wl = min{|lz —y[|; y € W}.

Poznamka. xyy je tedy vektor z W, ktery ma ze vsech vektoru ve W nejmensi vzdalenost od x.

Diikaz. Necht z1,. .., 2, je ortonormalni bdze W a z1,. .., 2, jeji rozsifeni na ortonormalni bazi
V. Polozme zyw = > (x,2;)z; € W, potom & —xw = 30 (2, 2)2; € W podle véty
59 a pro kazdé y € W je xyw —y € W, tedy (v — xzw,zw — y) = 0, a podle Pythagorovy véty
|z =yl = I(z — 2w) + (zw — y)|I* = |z — 2w l® + [lzw — y|I* > [lz — 2w ||, pficemz rovnost
se nabyva pravé kdyz ||lxw — y|| =0, tj. pro y = zw. O

Definice. Vektor xyy se nazyva ortogondlni projekci vektoru x na podprostor W.

3.4.4 Vypocet ortogonalni projekce

Véta 61. Necht z1,...,2m je ortonormdlni bdze podprostoru W . Potom pro kaZdé x € V je
m
Tw = Z(w, 25)%;.
j=1

(Dokézano v dukazu véty 60.)

Poznamka. PovSimnéte si pozoruhodného faktu, ze pii libovolné volbé ortonormdlni béze
Z1,-- -, 2m podprostoru W dava Z;"’:l@;, zj)zj vzdy stejny vysledek, totiz xyy.
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7T

Véta 62. Necht W je podprostor prostoru V. Potom pro kazdé x € V je

T =W + TyL.

(Plyne ihned z véty 59, tvrzeni 1), a z véty 61.)
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Kapitola 4

Linearni zobrazeni

Tato kapitola tvoii samostatnou ¢ast, na kterou uz dalsi kapitoly v zdsadé nenavazuji. Uvadime
proto nékteré dukazy v zestruénéné podobé.

4.1 Zakladni pojmy a vlastnosti

4.1.1 Linearni zobrazeni

Definice. Necht V, W jsou vektorové prostory nad stejnym télesem (R nebo C). Zobrazeni
f:V — W nazyvame linearnim zobrazenim, jestlize

1) flz+y) = f(z)+ f(y) pro kazdé =,y €V,
2) fla-z)=a- f(r) pro kazdé x € V a kazdy skalar a.

Poznamka. V 1), 2) jsou na levé strané vzdy operace ve V', na pravé strané operace ve W (to
je nutno rozlisovat, i kdyz jsou znaceny stejné).

Definice. Linedrni zobrazeni f : V. — V (tj. do stejného prostoru) se nazyva linedrni operator.

4.1.2 Poznamky

e vlastnosti 1), 2) se daji shrnout jedinou vlastnosti

flarz+p-y)=a-f(z)+5-f(y)

pro kazdé z,y € V a kazdé skalary «, (3,
e piedchozi vlastnost lze indukei rozsitit na libovolny koneény pocet s¢itanciu:

FO ayz) = a;- flxy),
j=1 j=1
e jako diive, obvykle piseme f(ax) misto f(a - x).

4.1.3 Piiklady

e zobrazeni fy: V — W definované predpisem

fo(z) =0 pro kazdé x € V

79
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je linedrni (tzv. nulové zobrazeni); to znamend, ze asponi jedno linedrni zobrazeni V- do W
vzdy existuje,
e zobrazeni iy : V — V definované predpisem

iv(z) =x prokazdé z € V

je linedrni operator (tzv. identicky),

e je-li W podprostor koneéné generovaného prostoru V' se skaldrnim soucinem, potom orto-
gonalni projekce x — xy je linearni zobrazeni V do W,

e pro libovolnou matici A € R™*" je f(x) = Az linearni zobrazeni R"” do R™.

4.1.4 Zakladni vlastnosti linearniho zobrazeni

Véta 63. Necht f:V — W je linedrni zobrazeni. Potom plati:
1) f(0) =0,
2) f(V)={f(x); z € V} je podprostor W,
3) N(f):={z€V; f(x) =0} je podprostor V,
4) f je prosté prdavé kdyz N'(f) = {0}.

Dikaz je jednoduchou aplikaci definice linedrniho zobrazeni resp. definice podprostoru a pie-
nechéva se ¢tenaii za cviceni.

4.1.5 Linearni zobrazeni je jednoznacné urceno hodnotami v bazi

Véta 64. Necht V., W jsou vektorové prostory a necht x1,...,z, je baze V. Potom pro libovolné
vektory yi,...,yn € W existuje prdvé jedno linedrni zobrazeni f : V. — W takové, Ze

flxg)=y;  (G=1....n) (4.1)

Ditkaz. Pro kazdé x € V, které lze jednoznacéné zapsat ve tvaru x = > 7, ajx; (véta 38),

definujme f(z) = 22}21 a;y;. Potom f je linedrni zobrazeni s vlastnosti (4.1). M&-li rovnéz

linedrni zobrazeni g : V. — W vlastnost (4.1), potom pro kazdé x = 2?21 ajz; € V je
fla) =30 o f () = 200 oy = 307 ajg(ay) = g(), takze f = g. O

Poznamka. Zde i dale, mluvime-li o dimenzi nebo bazi, rozumime tim, Ze prostor je kone¢né
generovany, aniz to budeme explicitné uvadeét.

4.1.6 Souradnicovy vektor

Necht B = (1, ..., %) je bdze V (pripomeiime, Ze baze je systém vektori a je to tedy uspoifddana
mnozina). Potom, jak vime (véta 38), lze kazdy vektor x € V vyjadiit pravé jednim zpusobem

ve tvaru
n
xr = E Oéj.?Uj.
Jj=1

Aritmeticky vektor
a1
[z]s =

Qp
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nazyvame souradnicovym vektorem vektoru x v bazi B. Povsimnéte si, ze
[x] B € an

kde n = dim V, a ze soutadnicovy vektor zdvisi na vybéru bdze.

4.2 Izomorfismus

4.2.1 Definice izomorfismu

Definice. Vzajemné jednoznacéné linedrni zobrazeni (bijekce) prostoru V na prostor W se nazyva
izomorfismem téchto prostoru. Prostory, mezi nimiz existuje izomorfismus, se nazyvaji izomorfni.

Poznamka. Izomorfni prostory maji ,,stejnou strukturu”, protoze jejich prvky i vysledky operaci
s nimi si vzajemné jednozna¢né odpovidaji. Izomorfni struktury se v matematice povazuji za
»stejné” v tom smyslu, ze se lisi pouze podstatou svych prvkiu, nikoliv povahou operaci s nimi
(srv. 2.1.2). D4 se fFici, ze se lis{ jenom ,,pojmenovanim” svych prvku.

4.2.2 Vsechny n-rozmérné prostory maji ,,stejnou strukturu”

Véta 65. KazZdy n-rozmérny vektorovy prostor V' je izomorfni prostoru R™.

Dukaz. Pii libovolné zvolené bazi B prostoru V' je zobrazeni x — [z]|p hledany izomorfismus. O

Poznamka. Vsechny n-rozmérné vektorové prostory maji tedy ,stejnou strukturu” jako pros-
tor R™. Je-li f:V — R" izomorfismus, potom z definice linedrniho zobrazeni plyne

z+y=fTH(f(@)+ fy),
a-x=f"Yaf(z)),

takze operace ve V jsou jednoznaéné urcéeny operacemi v R™ a zobrazenim f.

4.2.3 Matice linearniho zobrazeni

Necht B = (x1,...,2,) je bdze V, B’ = (y1,...,Ym) je bdze W a necht f:V — W je linedrni
zobrazeni. Potom pro kazdé j =1,...,n lze f(x;) zapsat pravé jednim zpusobem ve tvaru

f(zj) = Zaijyi- (4.2)

Matice A = (a;;) € R™ ™ se nazyva matici linedrntho zobrazeni f vzhledem k bazim B, B’
a znaci se [f]gp-

Poznamka. [f|gp je tedy matice sestavend ze sloupcu

(F)lss- - [f(@a)ls),

které jsou soufadnicovymi vektory vektoru f(x1),..., f(z,) v bazi B’. PovSimnéme si poradi
indexu v (4.2): Y| iy, nikoliv Y " aviys, jak jsme zvykli z definice maticového soucinu.
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4.2.4 Prostor linearnich zobrazeni

Véta 66. Necht f, g jsou linedrni zobrazeni V do W, « skaldr. Potom zobrazeni f+g:V — W
aaf:V — W definovand predpisem

(f +9)(x) = f(x) +g(x), =€V,
(af)(x) = af(z), z€V,

jsou linedrni zobrazeni V do W.

Diikaz. Necht z,y € V a necht 3 je skalar. Potom
(f+9)@+y)=flet+y) +9(@+y)=[f@)+ fy)+9@)+9) =(f+9)(@)+(f+9) ),

(f +9)(Bz) = f(Bz) + g(Bz) = Bf(z) + By(x) = B(f + 9)(=).
Tedy f + g je linedrni zobrazeni. Podobné pro af. a

Véta 67. MnozZina linedrnich zobrazeni prostoru V. do prostoru W s operacemi secitani a nd-
sobent skaldrem, definovanymi ve vété 66, tvori vektorovy prostor, ktery znacime L(V, W).

Dukaz. Piimym ovéfenim, Ze zavedené operace sec¢itani a nasobeni skalarem maji osm vlast-
nosti z definice vektorového prostoru (str. 55). O

Poznamka. To ukazuje, ze ze dvou vektorovych prostori V', W mutzeme vytvorit novy vektorovy
prostor L(V, W).

4.2.5 Prostor linearnich zobrazeni je izomorfni prostoru matic

Véta 68. Necht dimV = n a dim W = m. Potom prostor L(V, W) je izomorfni prostoru R™*".
V dusledku toho je dim L(V, W) = mn.

Diuikaz. Pii libovolné zvolenych bézich B, B’ prostoru V, W je zobrazeni f — [f]ps hledany
izomorfismus. O

Poznamka. Prostor L(V, W) ma4 tedy ,stejnou strukturu” jako R™*"™. Z toho vyplyva dulezity
fakt, Ze linedrni zobrazeni koneéné generovanych prostoru lze vzdjemné jednoznaéné reprezen-
tovat maticemi.

4.3 Maticova reprezentace linearniho zobrazeni

4.3.1 Reprezentace linearniho zobrazeni

Véta 69. Necht B je baze V., B' bdze W, a necht f:V — W je linedrni zobrazeni. Potom pro
kazdé x € V plati

[f(@)s = [flss - 7],

kde napravo stoji maticovy soucin.



4.3 Maticova reprezentace linearniho zobrazeni 83

Poznamka. Tato véta ukazuje, Ze pii zadanych bazich B, B’ lze linearni zobrazeni f reprezen-
tovat matici [f]gp v tom smyslu, ze pomoci ni lze ze souradnic vektoru x vypoéitat soufadnice
vektoru f(z) pouze pouzitim maticovych operaci. Vypocet hodnot linedrniho zobrazeni lze tedy
,prenést” do pocitani s maticemi a aritmetickymi vektory.

Dukaz. Necht B = (z1,...,2,), B = (y1,.--,ym) a A = [f]gs. Potom pro kazdé z =
2jm1 i €V je

fl@) = ajf(z) = a;> Ayyi=> O Ayajyi=> ([flss - [2]8)iys,
=1 - =1 j=1 i=1
z ¢ehoz plyne
[f(@)]s = [flBs - [2]B- O

4.3.2 Skladani linearnich zobrazeni

Véta 70. Necht f : U — V, g : V. — W jsou linedrni zobrazeni. Potom sloZené zobrazeni
go f:U — W definované predpisem

(go f)x) =g(f(z), xeU,

je rovnéz linedrnim zobrazenim.

Dikaz. Necht z,y € U a necht « je skaldr. Potom

(goNx+y)=g(f(z+y)=9(f(x)+ f(y) =9(f(@)) +9(f(y) = (g0 f)(z) + (g° f)y),
(go f)lax) = g(f(ar)) = glaf(zx)) = ag(f(x)) = a(go f)(z),

coz dokazuje, ze g o f je linearni zobrazeni. a

4.3.3 Slozené zobrazeni a maticovy souéin

Véta 71. Necht f:U — V, g: V — W jsou linedrni zobrazeni a necht B, B', B" jsou bdze
U, V,W. Potom plati

lgo flssr = [9lzs - [f]s5

kde napravo stoji maticovy soucin.

Diukaz. Pro kazdé = € U je podle véty 69

[(go f)(@)]sr = [go flss - [z]s

a soucasné

[(go f)(@)]pr = [g(f (@) = lglpp - [f(x)] = [9lzs" - [flBB - []8B)

takze porovnanim dostavame

g0 flss - [zl = (g9l - [flBr - [2]8
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pro kazdé x € U, z ¢ehoz plyne rovnost obou matic. a

Poznamka. Na konci dikazu jsme vyuzili faktu, ze jsou-li A, B € R™*™ a plati-i Ax = Bz
pro kazdé x € R", potom A = B. Pro kazdé j = 1,...,n staci totiz vzit v = e; a z Ae; = Be;
dostdvame rovnost j-tych sloupcu.

Historicka poznamka. Maticovy souéin tedy koresponduje skladani linearnich zobrazeni. Uva-
di se, ze zakladatel teorie matic A. Cayley (1821-1895) byl kolem r. 1855 inspirovéan pravé touto
vlastnosti k definici maticového souéinu.

4.3.4 Matice inverzniho zobrazeni

Véta 72. Je-li f : V — W izomorfismus, potom inverzni zobrazeni f~' : W — V je rovnéz
izomorfismus a vzhledem k libovolnym bdzim B, B’ prostoru V., W plati

F es = [flgs

kde napravo stoji inverzni matice.

Ditkaz. f~!o f =iy je identicky operdtor (str. 80), takze podle véty o matici slozeného zo-
brazenf je [f g5 - [flss = [f ' o flos = livlss = I a podle véty 14 je [f "z = [flgp. O
Poznimka. Timto zptisobem lze v principu zavést inverzni matici A~! jakozto matici inverzniho
zobrazeni f~! k zobrazeni f(x) = Az : R® — R" ve standardni bazi B = (ey, ..., e,) (nékdy se

to tak deld). Takova definice viak nenf prilis stastnd, protoze maticovou podstatu definovaného
objektu spise zatemnuje.

4.4 Zména baze
Véta 73. Necht B, B' jsou bdze prostoru V. Potom pro kazdé x € V plati
[z]g = [iv]ss - [2]B.
Dikaz. Podle véty 69 je [x]p = [iv(2)]|p = [iv]ss - [*]B- O
Poznamka. Tato véta uvddi, jak vypocitat souradnice vektoru v jiné bézi. Matice [iy|gp nemusi

byt jednotkové (to by byla pii B = B). Je-li B = (x1,...,x,) a B = (y1,-..,yn), potom podle
definice je j-ty sloupec matice [iyv|pp je tvofen koeficienty cy; linedrni kombinace

n
Ly = E Qi Yi-
i=1

Matice [iv]pp se nazyva matici prechodu od baze B k bazi B'. Vzorec z predchozi véty ma jednu
nevyhodu: vyzaduje totiz znalost vyjadieni staré béze B v nové bazi B'. Typick4 situace ovsem
je, ze mame k dispozici jen starou bazi B a pomoci ni vyjadiime novou béazi B’. V tom piipadé
muzeme pouzit vzorec
|
[zlg = [iv]gp - 25
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(véta 72). Zde je j-ty sloupec matice [iy]p g tvofen koeficienty [;; vyjadieni

n
yi =Y Bii
i—1

(tj. nové baze ve staré bézi).

4.5 Adjungovany operator

4.5.1 Reprezentace linearnich forem

Definice. Linearni zobrazeni vektorového prostoru nad R do R se nazyva linearni forma na V.

Véta 74. Necht V je koneéné generovany prostor nad R se skaldrnim soucinem. Potom ke
kazdé linedrni forme f :V — R existuje prdvé jeden prvek a € V' takovy, Ze

f(x> = <x7 a>

pro kaZdé x € V.

Dukaz. Ve zvolené ortonormélni bézi z1, ..., z, polozme a = Z?:l f(zj)z;. Potom pro kazdé

zeVije f(x) = f(jo1(m, 25)25) = 251 (@, 25) f(25) = (2,225, f(25)%) = (z,a). Je-li rovnéz
f(x) = (x,b) pro kazdé = € V, potom dostdavame (a — b,a — b) = (a — b,a) — (a — b,b) =
fla=b)— fla—b)=0atedy a—b=0,tj. a =b. 0

4.5.2 Adjungovany operator

Véta 75. Necht V je konecné generovany prostor nad R se skaldrnim soucinem a necht f je
linedrni operdtor na V. Potom existuje prdavé jeden linedrni operdtor f* na V s vlastnosti

(f(x),y) = (z, f*(¥))
pro kazdé x,y € V.

Dukaz. Pro kazdé y € V definujme f*(y) nésledovné: jelikoz hy(z) = (f(x),y) je linearni forma
na V, existuje podle véty 74 prave jeden prvek a, € V' s vlastnosti hy(z) = (z,a,) pro kazdé
x € V. Polozme f*(y) = a,. Potom takto definovany operator f* je linearni, plati

(f(2),y) = hy(2) = (z,ay) = (z, [*(y))

pro kazdé x,y € V, a z véty 74 plyne, ze f* je urcen jednoznacne. a

Definice. Operator f*, ktery je podle véty jednoznaéné uréen, nazyvame adjungovanym ope-
ratorem k operdtoru f.

Priklad. Pro matici A € R™*" je v prostoru R adjungovanym operatorem k operatoru f(x) =
Az operator f*(y) = ATy, nebot pro kazdé z,y € R™ plati

(f(z),y) = (Az,y) = (Ax)Ty = 2T (ATy) = (x, ATy) = (2, f*(y)).
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Kapitola 5

Matice

Na matici A € R™*" lze pohlizet

e bud jako na systém sloupcovych vektorii A1, ..., Aen v prostoru R™,
e nebo jako na systém fadkovych vektoru A, ..., Ame v prostoru R™,
e nebo jako na linedrni zobrazeni f(z) = Az : R" — R™.

Na tyto objekty lze tedy aplikovat pojmy z vektorovych prostoru.

5.1 Vektorové a maticové normy

5.1.1 Vektorové normy

Definice. Funkci || - || : R" — R nazyvame vektorovou normou v R, jestlize pro kazdé x,y € R"
a pro kazdé a € R plati:

1) |lz|| > 0a || =0 prave kdyz « = 0,

2) Nz 4yl < llzll + llyll,

3) o]l = laf - ]

Poznamka. Jde tedy o zobecnéni normy, definované pomoci skaldrniho sou¢inu (viz vétu 51).

Véta 76. (Holder) Pro kazdé redlné p > 1 je

n 1
lally = (D lail?)”
=1

norma v R".

Dukaz. Vlastnosti 1) a 3) jsou zfejmé. Dukaz vlastnosti 2) lze nejsndze provést na zdklade
faktu, ze funkce ||z, je prop > 1 konvexni' v R", jak plyne z pravidel pro skladéni konvexnich
funkci. Z konV(ixity 1plyne7 z7e I;ro kziidé z,y € R" je |32 + Syllp 'g Hlzll, + Ayl a tedy
Iz +yllp = 1122 + 39)llp = 2ll52 + 39llp < llzllp + [Yllp, coz dokazuje vlastnost 2). O

Lf:R™ — R se nazyva konvexni v R", jestlize f(az + (1 — a)y) < af(z) + (1 — @) f(y) pro kazdé z,y € R™
a kazdé a € [0,1]. V dukazu je pouzito o = 1/2.

87
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Ackoliv Holderova véta zavadi nekoneénou tiidu norem, v praxi se takika vyluéné pouzivaji
pouze normy

n
lely = e,
=1

2
xs,
i=1

[2lloo = max |z,

i=1,...,

]2

pficemz znaceni posledni normy je ddno tim, ze ||z|/c = lim |z|,.
p—00

Poznamka. Norma ||z||2 je identicka s eukleidovskou normou (viz ¢ést 1.2.18).

5.1.2 Maticové normy

Definice. Funkei || - || : R™*" — R nazyvame maticovou normou v R™*"

A, B € R™*™ a pro kazdé o € R plati:
1) JJA|l >0a ||A|| =0 pravé kdyz A =0,
2) [[A+ B[ <[Al+ B,
3) Al = [af - [|A]l.

Poznamka. Jde tedy o stejné tii vlastnosti jako u vektorové normy. Ukazeme, ze pro kazdé
p € [1,00] 1ze pomoci vektorové normy ||z||, definovat maticovou normu ||A||,.

, jestlize pro kazdé

Véta 77. Pro kazdé redlné p € [1,00] je

[A[lp = max || Az, (5.1)

llzllp=1
maticovd norma v R™*™. Navic pro kaZdé matice A, B, pro které je soucin AB definovdn, je

IABllp < [[Allp]l Bllp- (5.2)

Dukaz. Uvazujme mnozinu S, = {z € R"; ||z||, = 1}. Pro p € [1,00) je
n
Sp={z eR"; ) |mi|f =1}
i=1

a pro p = oo je
Seo = {x € R"; |z;| <1 pro kazdé i a |z;| =1 pro jisté j},

v obou piipadech je S, kompaktni (tj. omezend a uzaviend) mnozina v R™ a proto podle Weier-
strassovy véty na ni spojitd funkce f(z) = ||Az||, nabyva svého maxima. Tim je dokdzano, ze
maximum v (5.1) se nabyvé a ze hodnota || Al|, je koneénd. Dokdzeme vlastnosti 1)-3) z definice
maticové normy:

1) Z (5.1) plyne, ze ||Al[, > 0. Je-li A # 0, potom A;; # 0 pro jisté i, j a tedy Ae; # 0; polozime-li
2 = (Ullejlp)es. je lzlly = 1 a 4l = (1/lle; )l Ae;l > 0, takze [|All, > 0. Dokizali jsme,
ze pro A # 0 je ||Al|, > 0. Obrécenim této implikace dostdvéame, ze ||Al|, = 0 implikuje A = 0.
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2) Pro kazdé x € R", ||z]|, =1, je

I(A+ B)a|lp < [[Az|lp + [| Bz[l, < Tax, 1Ayl + e, 1Bzllp = 1 Allp + I Bllp-
p— P_

Z toho plyne, 7e A+ Bl = max (4 + B)all, < | Al + 1Bl

3) aA|p = max [adz|, = max [af - [|Az|, = |a| - max [[Az|, = |af - [|A]/.
llzllp=1 llzllp=1 llzllp=

Nakonec dokdzeme vlastnost (5.2). Necht ||z[|, = 1. Je-li Bx # 0, muZzeme psat
JABaly Dol _ (1

- 5o), | (g,
1Ball, Tl [Ball, [,

x [ Ayllp - max [ Bz|l, = [|Allp[[Bllp-
Ivllp=1 Izllp=1

|ABz|,

Je-li Bx =0, je ||ABz||, = 0. V obou piipadech tak dostavame ||ABz||, < ||A|l,||B|l, pro kazdé
z, |z, = 1, a tedy [[AB||, = max,|,—1 [|ABz|[, < [|Allp[|Bllp, coz dokazuje (5.2). O

Normy [|A|l1, || Al 1ze explicitné vyjadrit:
Véta 78. Pro kaidou matici A € R™*" je
m
Al = Ajij
141 ﬂ?ﬂ;' il
=

n

Al = max > |Ayl.
i=1,...,m 4 1
]:

Dukaz. Necht ||z| = 1. Potom pro kazdé i = 1,...,m plati

(Az) r—\ZAuwjk il lag| < (30141 ) maxcla] = 37 |A5] < max 37 |4y,
] j J

J J J

tedy
[ Az |0 = max [(Az);| < max ) |Ajj]. (5.3)
J

Dokézeme, Ze tato hornf mez se nabyvd. Existuje k, pro které max; 3 _; [A;;| = >, |A;|. Polozme
x; =1pro A;; >0a x; = —1 pro Ai; <0, potom |[|2'||oc = 1 a plati

maxz |Aij| = Z | Ay, = ZA,W (Az'), < max (A2 = || Az’ || oo, (5.4)

takze spojenim (5.3) a (5.4) dostdvame

[4lloc = max [[Az]lo < max ) | Aij| < [[42”]loo < [[Alloo,
j

z ¢ehoz plyne, Ze [|All = max; ), [A;;]. Dikaz vzorce pro ||Al|; je obdobny. O

Diisledek. Pro kazdou matici A je ||Al|oo = ||AT||1.
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Pro p € {1,2,00} tak dostavdme tyto nejpouzivanéjsi normy:

m
JAl = max 314yl
J=1,... =1

[Allz = max [[Az[s,
[lfl2=1
n
IAloe = max Y |Ayl.
i=1,....m % 7
]:

K nim piistupuje tzv. Frobeniova norma

1AllF =

zavedend v ¢asti 3.1.8, ktera, jak 1ze snadno dokéazat z Cauchy-Schwarzovy nerovnosti, ma rovnéz
vlastnost (5.2). Tato norma nenf identickd s zddnou z norem |[|Al|,, p € [1, o0]: pro kazdé takové
p je totiz || In|lp, = max),,—1 [|z]l, = 1, kdezto ||I,[|F = \/n. Explicitn{ vyjadfeni normy [[A[l2 je
jak uvidime, dtlezité vlastnosti, které ji v teoretickych tvahéch ¢ini nezastupitelnou. Uvedeme
jesté jednu vétu, kterou pouzijeme v dalSim:

Véta 79. Je-li A € R™*™ diagondlni matice, potom
1ALl = [ All2 = [[Alloo = max|Az].
Dukaz. Pro |A||1 a ||Al plyne vysledek ihned z explicitnich vzorcu pro tyto normy (véta

78), zbyvé proto dikaz pro ||Al|2. Necht ¢ = min{m,n} a nechf max; |A;| = |Agg| pro jisté
ke {l,...,q}. Potom pro kazdé x € R™, ||x|2 = 1, plati

q q n
|Az|5 = ZA%»T% < Ajy fo < A3 Zl‘? = A%,
i=1 i=1 i=1
tedy ||Az||2 < |Agg|. Pritom pro x = ey je ||z]|2 = 1 a ||Az|2 = | Akk|. Z toho plyne, ze
|All2 = max [[Az||2 = [Ag| = max|Az;|. O
llzll2=1 i

5.2 Hodnost matice

5.2.1 Fundamentalni podprostory

Jak vime, pro kazdou matici A € R™*" je

R(A) :={Azx; z € R"}
podprostor prostoru R™ a

N(A) :={z; Az =0}
je podprostor prostoru R".

Definice. R(A) nazyvame sloupcovym prostorem matice A, N(A) jejim nulovym prostorem
nebo jadrem. R(AT) nazyvame fddkovym prostorem matice A.
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5.2.2 Matice jako reprezentace podprostoru

Povsimnéte si, ze

R(A) = {Az; 2 e R"} = { ) zjdej; 21,20 €R} = [Aar,..., Aun,
j=1

je to tedy podprostor generovany sloupci matice A. Z véty 40 vime, ze kazdy podprostor lze psat
jako linedarni obal kone¢ného poc¢tu vektoru. Z toho plyne, ze kazdy podprostor W prostoru R™
lze psat jako

W =TR(A)

pro jistou matici A.

5.2.3 Hodnost matice

Definice. Cislo
rank (A) = dimR(A)
nazyvame hodnosti matice A.

Poznamka. Je to tedy maximalni pocet linedrné nezavislych sloupcii matice A. Pro A = 0 je
rank (A) = dim {0} = 0, pro A # 0 je rank (4) > 1.

5.2.4 Hodnostni rozklad, hodnost a baze

Véta 80. Nech?
A=BC

kde B € R™*" q C € R™", je libovolng hodnostni rozklad® matice A. Potom:
1) r=rank(A),
2)  sloupce B tvori bazi R(A),
3) Fddky C tvori bdzi R(AT).

Diikaz. Z A = BC piensobenim dostavdame ACT = BCCT apodle véty 22 B = ACT(CCT)~L.
To znamena, ze sloupce matice B patii do R(A); z A = BC plyne, zZe tyto sloupce generuji R(A),
a protoze jsou podle predpokladu linedrné nezavislé, tvoii bazi R(A). To dokazuje 1), 2); tvrzeni
3) se z nich dostane aplikaci na hodnostni rozklad AT = CT BT, O

5.2.5 Vypocet hodnosti a baze

Véta 23 uvadi, jak sestrojit hodnostni rozklad A = BC'. To znamena, ze

e hodnost matice A je po¢et nenulovych fadku jejtho odstupnovaného tvaru A%,
e sloupce Aoy, - .-, Aek, tvoii bazi R(A),
e nenulové iddky A tvoif bazi R(AT).

2Viz str. 41.
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Vidime, ze vSechny tyto veli¢iny miizeme snadno spocitat z odstupiiovaného tvaru A® matice
A. Navic plati

e ki =min{j; dim[A,1,..., Aej] =i} proi=1,...,7,
® Aoy Aek; je baze [Ae1, Ae2, ..., Aeg,] Proi=1,...,7,
o Agj =31 1 (AT);jAer, pro j =1,...,n (vyjddieni Ae; v bazi Aek,,. .., Aok, )-

To zodpovida otazky polozené na konci kapitoly 1.

5.2.6 Priklad

7 hodnostniho rozkladu
1 2 2 3 4 1 2
A= 2 41 3 5 = 2 1 ( (1) 3 (1) 1 f > = BC
36 1 47 3 1

(viz 1.6.10) vidime, Ze matice A ma hodnost 2, jeji prvni a tieti sloupec tvoii bazi R(A) a dva
fadky matice C' tvoif bazi R(AT).

5.2.7 Veéta o hodnosti transponované matice
Véta 81. Pro kazdou matici A € R™*™ plati

rank (A7) = rank (A).

Pozndmka. Slovné, fadkovy a sloupcovy prostor matice A maji stejnou dimenzi. To neni
trividlni fakt, protoze sloupcovy prostor je podprostorem R™ a fadkovy prostor je podpros-
torem R".

Dikaz. Tvrzeni je ziejmé pro A = 0. Je-li A # 0, potom A ma podle véty 23 hodnostni
rozklad A = BC (B € R™", C € R™"), a tedy plati i AT = CTBT. Z toho plyne, ze
kazdy sloupec matice A7 je linedrni kombinaci sloupcti matice CT, tedy R(AT) C R(CT)
a rank (A7) = dimR(AT) < dimR(CT) = rank (CT) < r = rank(A). Dokézali jsme, 7e
rank (A7) < rank (A); aplikaci tohoto vysledku na matici A := A7 dostdvame opaénou nerovnost
rank (A) < rank (A7), coz dohromady davé rank (A7) = rank (A). O

Dusledek. Pro kazdou matici A € R™*" je rank (A) < min{m,n}.

5.2.8 Invariantnost hodnosti viéi regularni transformaci
Véta 82. Je-li A € R™*™ g jsou-li D € R™*™ F € R™" reguldrni matice, potom
rank (DAF') = rank (A).

Poznamka. Jinymi slovy, pfenasobeni reguldrni matici zleva nebo zprava neméni hodnost.

Dukaz. Je-li A = 0, potom rank (DAF) = 0 = rank (A4). Je-li A # 0, potom A ma hod-
nostni rozklad A = BC (véta 23) a DAF = (DB)(CF) je hodnostni rozklad matice DAF": je-li
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totiz DBx = 0, potom z regularity D plyne Bx = 0 a z linedrni nezévislosti sloupcu B plyne
x = 0, takze DB ma4 linearné nezavislé sloupce, a podobné bychom dokézali, ze CF m4 linearné
nezavislé radky, pricemz DB € R"™*", takze podle véty 80 je rank (DAF) = r =rank (4). O

Poznamka. Pro D = I resp. F' = I dostdvame invariantnost hodnosti pii pfendsobeni pouze
jednou matici zprava resp. zleva.

5.3 Ortogonalni doplnék a ortogonalni projekce

5.3.1 Ortogonalni doplnék a souvisejici vlastnosti

Pro kazdou matici jsou R(A), N(A) podprostory, muzeme proto mluvit o jejich ortogonalnim
doplnku.

Véta 83. Pro kazdou matici A € R™*"™ plati:
1) R(A)T=N(AD),
2) N(A)" =R(A"),
3) R(ATA) = R(AT),
4) N(ATA) = N(4),
5) dimN(A) =n —rank (A).

Dikaz. 1) Protoze R(A) = [Ae1, ..., Aen], jex € R(A)J‘ prave kdyz 7 Aej = 0proj=1,...,n,
tj. 27 A = 0T, coz plati pravé kdyz ATz = 0, tj. z € N(AT).
2) Aplikaci 1) na matici A7 dostdvame R(AT)L = N(A) a tedy N'(A)" = R(AT).

4) Je-li z € N(A), potom Az = 0, takze AT Az = 0 a 2 € N(AT A). Naopak, je-li x € N (AT A),
potom AT Az = 0, tedy 2T AT Az = ||Ax||3 = 0, z éehoz plyne Az = 0 a z € N(A). (Dokézali
jsme uz v dukazu véty 31; zde uvadime pro tplnost.)

3) Podle tvrzeni 2), 4) je R(ATA) = N((ATA)T)+ = N(ATA)*+ = N(A)+ = R(AT).

5) Podle véty 59, 4), tvrzeni 2) a véty 81 je n = dimAN(A4) + dimAN(4)t = dimAN(A) +
dim R(AT) = dim N (A) + rank (A). O

5.3.2 Vypocet ortogonalni projekce na podprostor

Je-li ddn podprostor W prostoru R™, existuje podle véty 60 ke kazdému x pravé jeden vektor
zy € W s nejmensi vzdalenosti od x. Protoze v R™ lze kazdy podprostor W reprezentovat jako
R(A) (viz 5.2.2), jde o vypocet TR(4)-

Véta 84. Necht je ddna matice A € R™* ™, Potom pro kazdé x € R™ je

TR(a) = AA*Tx.

Poznamka. Uz sam fakt, Zze projekci lze vypocitat pouhym prendsobenim jistou matici, neni na
prvni pohled ziejmy. Matici AA™T se ika projekéni matice (AT je Moore-Penroseova inverze).
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Dikaz. = lze psit ve tvaru o = AATx + (I — AA)z, kde AATz = A(ATz) € R(A) a (I —
AAN)z € R(A) (pro kazdé y = Az € R(A) je totiz yT(I — AAT )z = 2T (AT — ATAA)z =
2T(AT — (AAT ATz = 2T(A — AAT A)Tx = 0 podle definice pseudoinverzni matice). Protoze
R™ = R(A) @& R(A)" (véta 59, tvrzeni 3)), je AATz = TR (A) (véta 62). 0

5.3.3 Specialni pripad
Veéta 85. Jsou-li sloupce matice A linedrné nezdvislé, potom pro kazdé x je

Try = A(ATA) T AT,

Poznamka. V ucebnicich se ¢asto uvadi pouze tento jednodussi, ale méné obecny vzorec, ktery
nevyzaduje znalost pseudoinverzni matice.

Dukaz. Vysledek plyne ihned z pfedchozi véty vyuzijeme-li toho, Ze pro matici A s linedrné
nezévislymi sloupci je AT = (AT A)71AT (str. 46). O

5.4 Pozitivné (semi)definitni matice a Choleského rozklad

5.4.1 Terminologie

Definice. Matici A € R™*" nazyvame horni trojihelnikovou, jestlize A;; = 0 jakmile j < 4, tj.
jestlize vSechny prvky lezici pod hlavni diagondlou jsou nulové, a nazyvame ji dolni trojuhel-
nikovou, jestlize AT je horni trojuhelnikova. Matici A € R™*™ nazyvame diagonalni, jestlize

5.4.2 Pozitivné (semi)definitni matice

Definice. Symetrickd matice A € R™*" se nazyvé pozitivné semidefinitni, jestlize 27 Az > 0
pro kazdé x € R™, a pozitivné definitni, jestlize 7 Az > 0 pro kazdé 0 # x € R™.

Poznamka. Povsimnéte si, ze pozitivni (semi)definitnost definujeme jen pro symetrickou matici.
Matice A je tedy pozitivné definitni, jestlize je pozitivné semidefinitni a z 7 Az = 0 plyne z = 0.
Tento obrat je pouzit v dikazech nasledujicich ¢tyt vét.

Véta 86. Pro kazdou matici A € R™" je AT A pozitivné semidefinitni. Jsou-li sloupce A
linedrné nezdvislé, je AT A pozitivné definitni.

Ditkaz. AT A je symetrickd podle véty 4. Pro kazdé z € R" je 7 AT Az = (Az)T (Az) = ||Ax|3 >
0, tedy A je pozitivné semidefinitni. Jsou-li sloupce A linedrné nezavislé, potom z 7 AT Az = 0
plyne ||Az||2 = 0 a tedy Az = 0, coz znamend, ze x = 0, tj. AT A je pozitivné definitni. O

Véta 87. Je-li A pozitivné definitni, potom je requldrni a A~ je opét pozitivné definitnd.
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Dtkaz. Z Az = 0 plyne 27 Az = 0 a tedy z = 0, coz dava regularitu, A~ je symetricka
protoze (A~1)T = (AT)~! = A~! a nakonec pro kazdé = # 0 je 2T A~z = 2TA7TAA 2 =
(A1) T A(A 1 2) = yT Ay > 0, nebot y = A1z £ 0. O

5.4.3 Rekurentni vlastnost pozitivni definitnosti

(2 %)

je pozitivné definitnd prdavé kdyz o >0 a A — éaaT je pozitivné definitni.

Véta 88. Matice

Poznamka. Véta ukazuje, jak 1ze pti vySetfovani pozitivni definitnosti snizit fa4d matice a tak
postupovat az k n = 1. Dumyslnym vyuzitim této myslenky lze viak dojit k jesté efektivnéjsi
metodé (viz dale).

Diikaz. Je-li A pozitivné definitni, potom o = ef Ae; > 0 a pro kazdé 0 # z € R"~! plati

_ - 1.7 T T 1T
wT(A—iaaT)x—a:TAm—i(aTa:)Q—< aa:v) <a Ck)( a£x>>0,

xr a

takze A — éaaT je pozitivné definitni. Naopak, je-li &« > 0 a A — éaaT je pozitivné definitni,

potom pro kazdé x € R™, piseme-li ho ve tvaru z = (£, 2'7)T, kde 2’ € R*~!, plati

T
el Az = < §, ) < @ Cﬁ ) < f, > = at? 4+ 26" + 2T Aa’

x a

a

= (Vat+ ﬁaT:z:')2 +2T(A = Laa")' >0,

takze A je pozitivné semidefinitni a 27 Az = 0 implikuje 2/ = 0 a £ = 0, tedy A je pozitivné
definitni. 0

5.4.4 Choleského rozklad

Veéta 89. Ke kazdé pozitivné definitni matici A existuje prdavé jedna dolni trojuhelnikovd matice
L s kladnymi diagondlnimi proky takovd, Ze plati

A=LL"

(Choleského rozklad). Naopak, existuje-li k matici A matice L téchto vlastnosti, potom A je
pozitivné definitni.

Diikaz. Je-li A = LLT, potom pro kazdé z je 27 Ax = o7 LLTx = (LT2)T(LTx) = ||LTz|3 >
0, piicemz z7 Az = 0 implikuje L7z = 0 a vzhledem ke kladnosti diagonalnich koeficientii
dostavame zpétnou substituci x = 0, takze A je pozitivné definitni. Dikaz opaéné implikace
provedeme indukef podle fadu matice n. Pro n = 1 je a1y > 0, takze L = (\/a11). Necht tedy
tvrzeni plati az do fadu n — 1 > 1 a necht

aaT nxn
A(a A)ER
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je pozitivné definitni. Potom podle véty 88 je a > 0 a matice A — éaaT e R(—Dx(n=1) je
pozitivne definitni, proto podle indukéniho pfedpokladu existuje dolni trojuhelnikovd matice
L € R(=Dx(=1) g kKladnymi diagonalnimi prvky takovs, ze A — éaaT = LL"T. Polozme nyni

Va oT
L= La L ’
Vo

potom L je dolni trojihelnikova s kladnymi diagonalnimi prvky a plati

(6 9)(F )

NG L 0 L
coz je hledany rozklad. Pro ditkaz jednoznacnosti piedpoklddejme, ze A = L, LT pro jistou dolni

trojuhelnikovou matici
A 0of
L — .

s kladnymi diagonalnimi prvky. Potom z rovnosti

a a’ T A2 AT
A_(a i >_L1L1_()\£ ££T+E£T>

plyne A = a, £ = ﬁa a LLT = A— 0" = A~ Laa” = LL7, takze podle indukéntho

predpokladu je L=La tedy Ly = L. Tim je dukaz indukei proveden. O

5.4.5 Algoritmus (Choleského rozklad)

Vypocet Choleského rozkladu symetrické matice A = (a;j) provadime porovndvanim k-tych
sloupcii obou stran v rovnosti A = LLT pro k =1, ...,n. Dostdviame tak tento algoritmus:

0. Déana: symetrickd matice A.
1. Poloz L = (¢;5) :==0a k := 1.

k—1
2. Je-li agr, — > Ezj < 0, ukoné¢i: A neni pozitivné definitni.
j=1

h—1

— 2

bk = | ak — 220
J=1

1 k-1 )
gik = T(Gik— Z&']‘Ek]‘) (le:-l—l,...,n).
kk j=1

3. Jinak vypocti

4. Poloz k := k + 1. Je-li £ < n, jdi na krok 2. Jinak ukonci: A je pozitivné definitni a plati
A=LL".
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5.4.6 Priklad

4 -2 4 2 2 00 0 2 -1 2 1

|l -2 10 2 7| [ -1 300 0 30 -2 |

A=1 4 9 8 4|7 2 020 0 02 1 LL™.
2 -7 4 7 1 -2 11 0 00 1

5.4.7 Choleského metoda pro feSeni Ar = b s pozitivné definitni matici A

0. Déna: soustava Ax = b s pozitivné definitni matici A.

1. Nalezni Choleského rozklad A = LL” pfedchozim algoritmem.

2. Vyies soustavu Ly = b (s dolni trojihelnikovou matici L) zpétnou substituci.

3. Vyies soustavu LTz = y (s horni trojihelnikovou matici LT) zpétnou substituci.
4. Ukonéi: x je feSenim Az = b.

Poznamka. Tato metoda se pouziva v praktickych lohach, které vyzaduji feseni vétsiho poctu
soustav Ax = b se stejnou pozitivné definitni matici A a s riznymi pravymi stranami b. Rozklad
A = LL" je tieba najit pouze jednou, a kazdou soustavu pak vyfesime snadno dvéma zpétnymi
substitucemi.

5.4.8 Choleského rozklad pro pozitivné semidefinitni matice

Choleského rozklad existuje i pro obecné pozitivné semidefinitni matice, avsak v tomto ptipadé
uz neni zarucena jeho jednoznacnost ani kladnost diagonalnich prvkia. Navic dikaz jeho exis-
tence, ackoliv kratky, se opird o dvé netrividlni véty a probereme ho proto pozdéji (¢ast 7.6.10).

Veéta 90. Symetrickd matice A je pozitivné semidefinitni pravé kdyz existuje dolni trojihelnikovad
matice L s nezdpornymi diagondlnimi proky takovd, e A = LLT.
5.4.9 Energetické normy
Véta 91. Zobrazeni (z,y) : R® x R® — R je skaldrni soucin® v R™ prdvé kdyZ md tvar
(r,y) =a"Ay  (z,y €eR")

pro jistou pozitivné definitni matici A.

Duikaz. (a) Necht (x,y) je skaldrn{ soucin v R". Potom pro kazdé x,y € R" plati
n n n n n n
(wy) = (D mien, » yje) =YY miyilenes) = > > wiyiAy =" Ay, (5.5)
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

kde jsme oznacili A = ((e;, €;));';—;- Matice A je symetrickd vzhledem ke komutativnosti skaldr-
niho soucinu a pro kazdé x € R" je podle (5.5) #7 Az = (x,x) > 0, pricemz x” Az = 0 implikuje
(x,z) =0 a tedy = = 0, takze A je pozitivné definitni.

3Ve smyslu definice na str. 69.
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(b) Naopak, necht A je pozitivné definitni a necht (z,y) = x7 Ay pro z,y € R™. Potom (z,%)
je skaldrni sou¢in podle definice (str. 69): vlastnost 1) skaldrniho sou¢inu plyne z pozitivni
definitnosti A, vlastnosti 2) a 3) z linearity vyrazu ' Ay v z, a nakonec

(z,y) = 2T Ay = (a7 Ay)" = y" Az = (y, )

dava komutativnost, tj. vlastnost 4). O

Veéta 92. Pro kaZdou pozitivné definitni matici A € R™*" je
|z||a = VaT Az (5.6)

vektorovd norma v R™.

Poznamka. V souvislosti s aplikacemi, v nichz se normy typu (5.6) vyskytuji, se jim iika
energetické. Pro A = I dostavame ||z|; = VaTz = ||z||2, tj. eukleidovskou normu v R™.

Diikaz. Podle véty 91 je (z,y) = 27 Ay skaldrni soucin v R” a ||z||4 = VaT Az = \/(z,z) je
jim indukovand norma, kterd mé podle véty 51 tii vlastnosti, kterymi je definovana vektorové
norma v R" (viz ¢ast 5.1.1). 0

5.5 Metoda sdruzenych gradientu

5.5.1 Metoda sdruzenych gradienti: tvod

Hestenes a Stiefel publikovali v r. 1952 algoritmus zcela nového typu pro feseni soustavy Ax = b
s pozitivné definitni matici A. Pfedevsim je to algoritmus itera¢ni, ktery konstruuje vektorové
iterace x;, 1 = 0,1,.... Z jeho popisu v ¢asti 5.5.2 neni nijak patrné, ze pocet iteraci je konecny
a nepfevySuje fad matice; to je dokdzdno pomérné slozitou indukei v ¢dsti 5.5.3. Ze vzorcu
odvozenych k tomuto ucelu je pak v ¢asti 5.5.4 dokézano, ze algoritmus v kazdém kroku voli
iteraci optimalné ve smyslu normy || - || 4. Findlni uzivatelské verze algoritmu je potom uvedena
v casti 5.5.5.

5.5.2 Algoritmus metody sdruzenych gradientt I

0. Déana: soustava Ax = b s pozitivné definitni matici A. Zvol xg libovolné a poloz gg := Axg —b,
do = —4o, 1:=0.

1. Je-li g; = 0, ukonéi: x; je feSenim Ax = b.

2. Jinak vypocti

— diTgi
o = — T 5
d; Ad,
Tip1 = T+ aud;,
giv1 = Awip1—b,
T
941911
Bi = —F
9; 9;

div1 = —git1+ Pidi.
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3. Poloz i := i+ 1 a jdi na krok 1.

5.5.3 Konvergence v konecné mnoha iteracich

Véta 93. Necht A je pozitivné definitni. Potom pro kazdé i > 0 takové, Ze g; # 0, je krok 2
proveditelny (tj. nedochdzi k délent nulou) a plati

ghidi = 0, (5.7)
9 (div1 +gis1) = 0, (5.8)
ghigy = 0 (0<j<i+]), (5.9)
b, Ad; = 0 (0<j<i+1). (5.10)

Dukaz. Vyuzijeme ¢astéji faktu, ze z kroku 2 algoritmu vyplyva g;11—¢9; = A(zit1—x;) = o Ad;,
tedy
gi+1 = gi + a;Ad; (5.11)

pro kazdé i > 0.

Ditkaz se provadi indukei podle i. Pro ¢ = 0 mame dokazat

gl dy 0, (5.12)
gi(di+g1) = 0, (5.13)
gigo = 0, (5.14)
dtAdy = 0. (5.15)

Je-li go # 0, potom dy = —go # 0, takze di Ady > 0, ¢ili ve vztazich pro ag, By je jmenovatel
rizny od nuly a krok 2 je proveditelny.

_ _dgg _ T _ T, _ T -
1. Z ag = Tado plyne ag > 0 a 0 = djj (90 + aAdy) = dy g1 = g1 do podle (5.11), coz je
0
(5.12).
2. Vztah (5.13) plyne z toho, ze g7 (d1 + g1) = g% Bodo = 0 podle definice d; a (5.12).
. Déle je g7 g0 = g7 (—do) = 0 podle (5.12), coz je (5.14).
4. df Ady = (=g1 + Podo)" 3= (91 = 90) = (=91 91 — Bod{ 90) = o (=91 91 + Bogs go) = O
podle definice dy, (5.11), (5.12), (5.14) a definice fy, coz je (5.15).

w

Necht tedy vzorce (5.7)—(5.10) plati pro i — 1 > 0, tj.

gidiy = 0, (5.16)
gl (di+g) = 0, (5.17)
gi9; = 0  (0<j<i), (5.18)
dfAd; = 0 (0<j<i), (5.19)

a necht g; # 0. Potom pro d; = 0 by z d; = —¢g; + Bi—1d;—1 (definice d;) plynulo g; = (;_1d;—1
a glgi = Bi—1gl di-1 = 0 podle (5.16), tedy g; = 0, spor. Proto d; # 0, takze krok 2 je
proveditelny.
o dfa St v o T — oTo. T A, ;
1. Za; = —— 5 plyneopét a; > 0 (nebot —d; g; = g; g; > 0 podle (5.17) ad; Ad; > 0z pozi-
tivni definitnosti) a prendsobenim 0 = dZ-Tgi —i—aileAdZ- = dZT(gi +a;Ad;) = dZTgiH = gﬁldi
podle (5.11), coz je (5.7).
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2. Dale gi:il(diﬂ + giv1) = galﬁidi = 0 podle definice d; 1 a (5.7), coz dava (5.8).
3. Dokéazeme (5.9) rozborem ti{ pripadu:
a) Je-li j = 0, potom z (5.11) plyne g/, 90 = (9; + 2 Adi) g0 = g 90 + cid! Ago =
gl g0 — cidl Ady = 0 podle (5.18), (5.19).
b) Je-li 0 < g <14, je giTng = (gi + az‘Adi)ng = OzidZTAgj = OéidZTA(—dj + ﬁj_ldj_l) =
—a;d!I Adj + ci3j—1d} Ad;—1 = 0 podle (5.11), (5.18), definice d; a (5.19).
¢) Nakonec pro j = i je %101 = (gi + i Ads)Tg; = g7 gi + wdT A(—di + B 1di_1) =
—d;-rgi - Oéld;rAdl + Oéiﬁi_leTAdi_l = Oéiﬁi_leTAdi_l =0 podle (511), definice di,
(5.17), definice «; a (5.19), ¢imz jsme indukei dokézali (5.9).
4. Dokéazeme (5.10) rozborem dvou moznych piipadu:
a) Pro0 < j <ijedl  Adj = (—giy1+Bidi)" Adj = —gl, | Adj = gz+1a (9j4+1—9j) =0
podle definice d;;1, (5.19), (5.11) a (5.9).
b) Pro j =i je dj\;Ad; = (=git1 + Bidi)" (g1 — 61) = (=gl 19i01 + 9l19i +
Gid! giv1 — Bid} 9:) = - (=g{19i41 + Big} 9i) = 0 podle definice diy1, (5.11), (5.9),
(5.7), (5.17) a definice 3;, coz dava (5.10). O

Véta 94. Necht A € R™" je pozitivné definitni. Potom pri libovolné volbé x¢ v kroku 0 existuje
m <n tak, Ze gy, =0, tj. T,y je TeSenim Az = b.

Dukaz. Jestlize g, = 0 pro jisté 0 < m < n — 1, je tvrzeni dokazano. Predpokladejme tedy,

7e go #0,...,gn—1 # 0. Dokédzeme, ze potom g, = 0. Vektory go, ..., gn—1 jsou nenulové orto-
(1.7 . . oy /e 12 . RN . n—1

gonalni a tedy jsou linedrné nezavislé, takze tvoii bazi a g, lze psat ve tvaru g, = Ej:() Vi 9j

a odtud podle (5.9) je gl g, = Z}Z& vi (gL g;) = 0, tedy g, = 0. a

5.5.4 Optimalita iteraci
Véta 95. V prabéhu algoritmu pro kazdé k > 1 plati
|2 = zx]la = minf{lz — (zo +y)llas y € [do, . .., dp—1]},

kde x je Tesent soustavy Az =b a || - ||a je energetickd norma definovand v (5.6).

Dikaz. Ze vzorce (5.11) indukel dostdvame g;+1 = go + Z; 0 @;Ad; a odtud ze vztahu (5.10)
dl 1giv1 = di 190 + Z] 0 idl 1 Ady = dl,go. Diky tomu muzeme vzorec pro a; upravit do
tvaru

d;fpgi L dfgo B _d;fF(Axo -b) _d?A(a:o —r)  (x— x)T Ad; ~ (z—20,di)a
dfAd; ~  dTAd,  dTAd,  dTAd;,  dPAd, |l

oy — —

Ze vzorce x;41 = x; + ayd; potom indukci plyne

1 k—

k—1
=3 ad; = Z — o, d Z 1 gN_ 1 g
T — Xy — Oézdz Hd ||A — X0, mdz> ”dillAdZ. (520)
=0

=

Podle (5.10) tvoii vektory (1/||d;||a)di, i = 0,...,k — 1, ve skalarnim soucinu (z,y) = 2T Ay
ortonormalni systém. Ve svétle véty 61 potom vzorec (5.20) nefika nic jiného, nez ze zj —
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je ortogonalni projekce vektoru x — xy na podprostor generovany témito vektory. Podle definice
ortogondlni projekce (str. 76) je potom

lz — 2o — (21 — z0)lla = min{l|z — 20 — ylla; ¥ € [y dos -+ gy -1}
a tedy
|z — 2k||la = min{||z — (zo + y)||a; ¥y € [do, ..., dk—1]}- O

Poznamka. Tato véta tika dulezity fakt, ze totiz iterace xp nejsou ,,nahodné”, nybrz optima-
lizované: v k-té iteraci voli algoritmus za xj, vektor, ktery je nejblizsi (v normé || - || 4) TeSeni x
v mnoziné vsech vektoru tvaru xg + Zf:_ol aidi, ; ER (1=0,...,k—1), kde do,...,dr_1 jsou
uz nalezené ,;sméry hledani”. Ve skute¢nosti toto byla puvodni myslenka, ktera vedla autory ke
konstrukci algoritmu. Neobycejné pozoruhodné ovSem je, ze slozity optimaliza¢ni proces je skryt
za jednoduchymi vzorci vysledné formulace.

5.5.5 Algoritmus metody sdruzenych gradientt 11

Prepiseme-li algoritmus bez pouziti indexu a s vyuzitim vztahu (5.11) pro aktualizaci g, dosté-
vame tuto kone¢nou verzi, ve které se v bézném kroku algoritmu provadi pouze jedno nasobeni
matice vektorem a dédle vesmés jen ,levné” operace. V této verzi je algoritmus vhodny pro feseni
uloh velkych dimenzi:

% Déna: soustava Ax = b s pozitivné definitni matici A.

zvol x;
= Ax — b;
d=—g;
§=g"g;
while g # 0
[ = Ad;
v =9;
a=~/(d"f);
r=2x+ ad,;
g=g+af;
§=g"y;
B =0/
d=—g+ (d;
end

% x je FeSenim Ax = b.

5.6 Ortogonalni matice

5.6.1 Ortogondalni matice
Definice. Matice @ € R™*"™ se nazyvé ortogonélni, jestlize
QTQ=1

Poznamka. Tato jednoducha formulace, jejiz vektorovou podstatu odkryva nésledujici véta,
popisuje velmi dulezitou tfidu matic.
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5.6.2 Ekvivalentni vyjadieni

Véta 96. Ndsledujici tvrzend pro matici Q € R™*" jsou ekvivalentni:
(i) Q je ortogondlni,
(ii) Q je requldrni a Q' = QT
(i) QQT =1,
(iv) QT je ortogondini,
(v) Tadky Q tvori ortonormdlni bdzi R™,
(vi) sloupce Q tvori ortonormdlnd bazi R™.

Poznamka. Tvrzeni (v), (vi) ukazuji, ze mnohem vhodnéjsi by bylo fikat ,,ortonormalni matice”.
Pridrzujeme se vSak historicky vzniklého a bézné pouzivaného nazvu.

Poznamka. Povsimnéte si odlisného ¢islovani (malymi fimskymi ¢islicemi), charakteristického
pro anglicky psanou literaturu.

Diikaz. Dokdzeme?* (i)=(ii)=(iii)=(iv)=(i), (vi)&({i)e(v).
i)=(ii): Z QTQ = I plyne Q7' = Q" a tedy Q je regulérni.
ii)=(iii): Protoze Q7' = Q7. je QQT = QQ~' = I.

i)=(iv): Protoze (QT)TQT = QQT = I, je QT ortogonalni.
iv)=(i): Z QQT =1 plyne QT = Q' atedy QTQ =Q'Q = I.

i) (vi): Q je ortogondlni pravé kdyz (QTQ)i; = (Qei)T Qej = (Qei, Qej) = I;j pro viechna
1,7, coz je ekvivalentni tomu, ze sloupce @ tvori ortonormalni systém; protoze je jich n, tvofi
ortonormalni bazi R".

iii)

=
=

(
(
(
(
(

()& (v) je prepisem ekvivalence (i)« (vi) pro matici Q7. O
5.6.3 Vlastnosti ortogonalnich matic

Veéta 97. Je-li Q € R™™"™ ortogondlng, potom:
(1) ||Qiell2 = ||Qeill2 = 1 pro kazdé i,
(ii) |Qij] <1 a[(Q7")ij| <1 pro kazdé i, j,
(117) ||Qx||2 = ||x||2 pro kazdé x € R™,
T

. 10 . .y
(i) 0 0 > Jje ortogondlnd.

Diikaz. Z QTQ = I plyne, ze pro kazdé z € R" je ||Qz|3 = 27QTQx = 2Tz = ||z|3, coz
dokazuje tvrzeni (iii). Pro 7,57 = 1,...,n odsud plyne |Q;;| < [|Qeill2 = [|Qeill2 = |leill2 = 1,
a aplikaci tohoto vysledku na QT = Q~! dostdvame zbyvajici dvé tvrzeni v (i), (ii). (iv) plyne
pfimo z toho, ze

LOoT\T ot (1 of N (10T -
(0 @) (0 @)(0 @T@)(o In>”“'

Poznamka. Z numerického hlediska je dulezita vlastnost (ii), kterd zarucuje, ze prvky inverzni
matice nemohou béhem vypoétu nekontrolovatelné narustat. To je jeden z duvodu, pro¢ maji
ortogondlni matice rozsahlé aplikace v numerické linedrni algebie. Tvrzeni (iv) se ¢asto pouziva
v dikazech indukei.

47 tetézce implikaci (i)=(ii)=(iii)=(iv)=(i) vyplyva, ze kazdé z tvrzeni (i), (i), (iii), (iv) implikuje kazdé
jiné a ze tedy jsou vS8echna navzdjem ekvivalentni.



5.6 Ortogonalni matice 103

Veéta 98. Jsou-li Q1,...,Qq € R™™ ortogondlni, g > 1, je i Q1 - ... - Qg ortogondlni.
q q

Diikaz. Jsou-li Q1, Q2 ortogondlni, potom (Q1Q2)" (Q1Q2) = Q7 QT Q1Q2 = Q7 Q2 = I, takze
@1Q2 je ortogonalni. Dale indukef. O

Poznamka. Pov§imnéte si analogie s vétou 6 pro regularni matice.

5.6.4 Givensovy matice

Pro kazdé i < j a kazdé c, s spliiujici ¢ + s? = 1 je matice

r ... 0 ... 0 ... 0
0 c s 0
G(i,j, ¢, s) = :
0 —s c 0
O ... 0 ... 0 ... 1
(kterd vznikne z jednotkové matice I posloupnosti pitkazi Ij; := ¢, Ij; == ¢, I;; == s, Ij; == —s)

ortogondlni, protoze jeji sloupce (resp. fadky) tvoif ortonormélni systém. Rikd se ji Givensova
matice nebo Givensova rotace. Tyto matice pouzijeme pozdéji v Jacobiho metodé 7.6.5-7.6.6.

5.6.5 Invariantnost norem vuci ortogonalni transformaci

Véta 99. Je-li A € R™*"™ g jsou-li P € R™*™ Q€ R™ "™ ortogondlni matice, potom
I[PAQ[lz = A2, (5.21)
IPAQIF = [lAllF. (5.22)
Dukaz. V dukazu obou tvrzeni pouzijeme vlastnost (iii) z véty 97. Pro normu || A||2 plati

[PAQ[l2 = max [[PAQz|2 = max [|AQz[ls = max [AQzls= max [[Ayll2 = [Al-,
Jell2=1 lell2=1 |Qall=1 lyll2=1

coz je (5.21). Déle s vyuzitim toho, ze pro normu || A||r plati ||A||r = Z?Zl | Aejll2 a ||AT||F =

|Al| 7, dostavdame

IPAQI: = D IIP(AQ)s;l5 =D (AQ)s;lI3 = IAQ|F = QT AT I3

j=1 j=1
= > 1QT(AN)wl3 =D 1Al = 14T |15 = 1Al
j=1 j=1
coz je (5.22). O

Poznamka. Pov§imnéte si analogie s vétou 82 o invariantnosti hodnosti vaéi regularni trans-
formaci.
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5.7 Householderova transformace a jeji pouziti

5.7.1 Householderova transformace

Nésledujici véta ukazuje, ze je mozno se proslavit i jednoduchou vétou s jednoduchym dukazem
(jeji vyznam se projevuje v jejich aplikacich):

Véta 100. (Householder 1958) Pro kazdy vektor 0 # x € R™ je matice

symetrickd a ortogondlni.

Ditkaz. H(z) je symetrickd protoze H(z)T = I — 2% = H(x). Dile je

H(z)TH(x) = (I -2

takze H(x) je ortogondlni. 0

5.7.2 Pouziti Householderovy transformace I
Véta 101. Pro kazdé dva vektory y,z € R™ takové, Ze y # z a ||ly|l2 = ||2|l2 platd

y=H(y - 2)z

jingmi slovy kaZdé dva ruzné vektory o stejné normeé lze prevést jeden na druhy Householderovou
transformact.

Dikaz. Plati

o=y . 2wTelE1d)
H(y—z)z = (I-290 ) =2 - “ 5o —2)
21 0512—247 2
= a I - = s R -2 =

O

Dusledek. Jsou-li y, z dva vektory o stejné normé, potom existuje ortogondlni matice Q takovd,
Zey=Qz (proy # z staci vzit Q = H(y — z), jinak Q = 1).

5.7.3 Pouziti Householderovy transformace 11

Véta 102. Pro kazdé x € R" je

g - | H@—llzlze1) prozi # |2,
I pro z1 = ||z||2

ortogondlni matice s vlastnosti
Hx = ||z||2e1.
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Diikaz. Je-li 21 = ||z[|2, potom z 2% = 22 + 22+ ... + 22 plyne 23 = ... = 2, = 0 a tedy
x = mey = ||zleer = Iz = Hzx. Jeli 1 # ||z||2, potom x — ||z]2e1 # 0, takze vektory
y = ||z||2€1 a z = z jsou ruzné a plati pro né ||y||2 = ||z|l2 = ||z||2, tedy podle véty 101 je

y = llzllser = H(y — 2)z = H(z —y)z = H(x — [Jz]2e1). O

Komentai. Véta 102 ukazuje mozna piekvapujici fakt, ze totiz nulovani prvkia pod diagondlou
lze provést i jinak nez Gaussovou eliminaci. Navic tato metoda je numericky stabilnéjsi a nevy-
zaduje vybér pivota. Je pouzita dale v algoritmu 5.8.2 a jeji aplikace na feSeni soustav rovnic
a metodu nejmensich ¢tverci jsou uvedeny v ¢astech 5.8.6 a 5.8.7.

5.7.4 Pouziti Householderovy transformace III
Véta 103. Pro kazdé z, ||z||2 = 1, je

{ H(x —e1) proz # e,
H =
1 pro x = e;

ortogondlni matice, jejimzZ pronim sloupcem je x.

Dukaz. Piipad x = e; je zfejmy. Necht x # e;. Protoze |z||2 = 1 = ||e1]]2, je podle véty 101
x = H(x —e1)e; = Hey = Hq1, coOZ je tvrzeni véty. O

Poznamka. Podle véty 56 1ze vektor o jednotkové normé rozsitit na ortonormalni bazi. Véta
103 uvadi konstruktivni postup, jak toto rozsifeni provést.

5.8 QR rozklad

5.8.1 Obecny QR rozklad

Véta 104. (QR rozklad) Pro kazdou matici A € R™*" existuje ortogondlni matice @ € R™*™
a horni trojihelnikovd matice R € R™*™ s nezdporngmi diagondlnimi proky tak, Ze plati

A=QR. (5.23)

Diukaz. Dukaz provedeme indukci podle n. Je-li n = 1, potom podle véty 102 existuje orto-
gonalni matice H takovd, ze HA = HAq1 = ge1, kde 0 = || Aa1]]2 > 0. Potom A = HT ey, takize
sta¢f polozit @ = H” a R = pe;. Necht tedy tvrzeni plati az do n — 1 > 1 a nechf A € R™*",
Podle téze vety 102 existuje ortogondlni matice H takovd, ze (HA)e1 = HAe1 = ||Ae1l|2€1, tj.

HA je tvaru
T
(¢ "
HA_(O A)’

kde A € RM=Dx(=1) 5 5 = || Ae1]|2 > 0. Podle indukéniho predpokladu existuje ortogondlni
matice () € ]@(infl)x(mfl) a horni trojihelnikova matice R s nezapornymi diagondlnimi prvky
tak, ze A = QR. Potom

1 of _ 1 of o rT (o rT _ o 1’
(o ar)ma=(o o) (8 4) = (0 aa )= (5 & )
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1 of
_yT 5
=1y )
je podle vét 96, (iv), 97, (iv) a 98 ortogonalni,
T
N
(0 %)

je horni trojihelnikovd matice s nezdpornymi diagondlnimi prvky, a plati A = QR, ¢imz je
tvrzeni indukei dokézano. O

takZze matice

5.8.2 Householdertv algoritmus pro obecny QR rozklad

Konstruktivni verzi dukazu (nulovéni prvku pod diagonélou zalozené na vété 102) podéva tento
algoritmus (ohledné ,,dvojteckového znaceni” viz ¢ast 1.6.15):

% Déana: matice A € R™*™,
Q=1In; R=A;
for j = 1: min{m,n}
= R(j:m,j);
if z1 # |22
z1 =1 — |zl
H(x) = m—j+1 — 2%5

w= (5 i )

R = HR,;
Q=HQ;
end
end
Q=QT;

% A= QR, kde Q je ortogonédlni a R horni trojihelnikové
% matice s nezdpornymi diagonélnimi prvky.

5.8.3 Priklad

1 2 0.1690  0.8971 —0.4082 5.9161 7.4374
A=| 3 4 | = 05071 0.2760 0.8165 0 08281 | =QR.
5 6 0.8452 —0.3450 —0.4082 0 0

5.8.4 QR rozklad matice s linearné nezavislymi sloupci

Véta 105. Jsou-li sloupce matice A € R"™*™ linedrné nezdvislé, potom v rozkladu (5.23) jsou
matice R a prunich n sloupct matice QQ uréeny jednoznacné, pricemz véechny diagondlni prvky
R jsou kladné.
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Diukaz. Protoze sloupce A jsou linedrné nezavislé, je m > n. Vzhledem k tomu, ze R je horni
trojuhelnikova, musi byt jeji fadky pocinaje (n+ 1)-nim nulové, takze ozna¢ime-li R ¢tvercovou
matici sestdvajici z prvnich n fddka R a @ matici sestavajici z prvnich n sloupcu @, plati opét

A=QR. (5.24)
Pritom Q obecné neni ¢tvercovd, ale stéle splituje Q7Q = I, takze z (5.24) plyne
ATA=R'Q"QR=R"R.
Jelikoz A mé linedrné nezavislé sloupce, je AT A pozitivné definitni (véta 86) a tedy regularni,

z ¢ehoz plyne ze Rj je regularni, takze jeji diagonalni prvky jsou kladné. Polozime-li nyni L = RT,
potom L je dolni trojihelnikova s kladnymi diagonalnimi prvky a spliiuje

ATA=1LL",

coz je Choleského rozklad matice AT A, takze podle vety 89 je matice L urcena jednoznacné,
tedy i R j je urcena jednoznacné stejné tak jako Q=R1'A a

Poznamka. Matice Q v rozkladu (5.24) tedy spliuje QTQ = 1, ale v obecné to neni orto-
gonalni matice, protoze nemusi byt ¢tvercova. Jednoznac¢nost je zarucena pozadavkem kladnosti
diagonalnich prvki R (jinak by napi. A = (—Q)(—R) byl rovnéz rozklad toho typu). Dostavame
tak tuto reformulaci véty 105:

Véta 106. Kazdou matici A € R™*"™ s linedrné nezavislymi sloupci lze rozloZit prdvé jednim
zpusobem ve tvaru

A=QR,
kde Q € R™*™ md ortonormdlni sloupce a R e R je horni trojihelnikovd s kladnymi diago-
ndlnimsi proky.

5.8.5 Priklad

Pro ptiklad z ¢ésti 5.8.3 dostavame

1 2 0.1690  0.8971
A= 3 4 | =1 05071 0.2760 (
5 6 0.8452 —0.3450

9161 7.4374 A
5.9161 7.437 >:QR'

0 0.8281

5.8.6 Pouziti QR rozkladu k reSeni soustav linearnich rovnic

Méjme soustavu
Axr =b

s regularni (tj. ¢tvercovou) matici A. Je-li
A=QR

jejl QR rozklad vypoéteny Householderovym algoritmem 5.8.2, potom soustavu je mozno piepsat
ve tvaru

QRx=b
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resp.
Rz = Q"b,

kde R je horni trojihelnikovad matice s kladnou diagondlou, a jeji feseni lze nalézt zpétnou
substituci. To ukazuje zpusob, jak fesit soustavy rovnic bez pouziti Gaussovy eliminace.

5.8.7 Pouziti QR rozkladu pro metodu nejmensich ¢ctverca
Méjme soustavu
Az =b, (5.25)

kde A € R™*"™ m4 linedrné nezavislé sloupce. Je-li
A=QR

jeji QR rozklad podle véty 106, potom soustava (5.25) mé jediné Feseni metodou nejmensich
¢tvercu (véta 32)

= (ATA) ATy = (RTQTQR)'RTQ"b = R7'Q™,
které je tedy FeSenim soustavy
Rz =Q%b

se ¢tvercovou horni trojihelnikovou matici R s kladnymi diagonalnimi prvky a da se z ni snadno
vypodist zpétnou substituci. Tim se vyhneme vypoétu jak matice AT A, tak i jejf inverze.

5.9 SVD rozklad

5.9.1 SVD rozklad: ivod

vvvvvv

algebry, k tzv. SVD rozkladu® matice. Vzhledem k jejim teoretickym i praktickym disledkiim by
bylo zadouci probirat ji co nejdiive, to vSak nardzi na problém jejiho ditkkazu, ktery je netrivialni.
Autorstvi. SVD rozklad byl objeven nezavisle na sobé nékolika autory, ktefi podali ruzné for-
mulace i dukazy: Beltrami 1873, Jordan 1874 (!), Sylvester 1889, Autonne 1915, Eckart a Young
1939. Vyznam SVD rozkladu pro numerickou matematiku byl rozpoznan a od 50. let 20. stoleti
Siroce popularizovan Golubem.

5.9.2 SVD rozklad: formulace

Véta 107. Necht A € R™™ q ¢ = min{m,n}. Potom ezistuje diagondini matice ¥ = (0;;) €
R™*™ spliiugici 011 > 022 > ... > 04q > 0 a ortogondlni matice X € R™*™, Y € R™" takové,
Ze plati

A=X%Y"T

Pozniamka. Piepiseme-li rovnost A = XYY7T ve tvaru XTAY = ¥, vidime, ze véta ks,
ze kazZdou matici lze vyndsobenim zleva a zprava vhodnymi ortogondlnimi maticemi prevést na
diagondlni matict stejného typu, na jejiz diagondle stoji sestupné serazend nezdpornd cisla.

°7Z angl. ,singular value decomposition” — rozklad na singuldrni ¢isla.
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Poznamka. Kdybychom polozili Y := YT, mohli bychom psat A = XXY, kde Y je opét orto-
gonalni. Tradi¢né se vSak davé prednost uvedenému tvaru kvili jednodussi formulaci dusledki.

Pro lepsi pochopeni dikazu uvddime nejprve jeho myslenku.
Myslenka ditkazu SVD rozkladu (podle Jordana). Cislo

o=[Alz2= hax, [Ay|2

se podle Weierstrassovy véty (o nabyvani maxima funkce spojité na kompaktni mnoziné) nabyva
pro jisté g, tj. o = || 472, |7]l = 1. Polozme & = 1 Ag, potom [|#||; = 1, takze & lze rozsifit
na ortogonalni matici X; = (& X) a podobné § lze rozsifit na ortogonalni matici ¥ = (§ Y).

Potom plati
T
T . g N 0 ~
XlAYl_(o XTAY>'

Tim jsme provedli prvni krok diagonalizace. Déle pokracujeme stejnym zpusobem s matici
XTAY (jde tedy o ditkaz indukef). Jednotlivé kroky je nutno podrobnéji zdiivodnit; zejména jde
o nulovost pravého horniho bloku a o to, ze takto definovand o tvoii nerostouci posloupnost.

Diukaz. Dukaz provedeme indukci podle n, pficemz navic dokdzeme, ze X lze volit tak, aby
o1 = [ All2.

Pro n = 1 sestdvd A z jediného sloupce a podle véty 104 ma QR rozklad A = Qr. Polozme
X =Q,%2=r,Y =1 (matice 1 x1). Potom A = XXY7 XY jsou ortogonalni, r je diagonalni
a podle véty 97, tvrzeni (iii), je [[All2 = |72 = |r1] = ™1, takze o113 = r1 = [|A]|2.
Necht tvrzeni plati pro n —1 > 1 a nechf A € R™*". Je-li A = 0, potom tvrzeni plati pro ¥ = 0,
X =1I,,, Y = I,,. Necht tedy A # 0; polozme

o= |[|A]l2 = max, [ Ayll2,
potom o > 0 a podle Weierstrassovy véty o nabyvani maxima spojité funkce na kompaktni
mnoZiné existuje vektor g, [|7]l2 = 1, pro ktery o = ||Ag|2. Polozme & = 1 Aj. Potom ||Z||s =
|7l = 1, takze & lze doplnit na ortogondlni matici X; = (& X) a podobné § lze doplnit na
ortogonalni matici Y7 = (7 Y') (véta 103). Potom plati

=T ST A~ 2T AV

z . Tt Ay x' AY

XTAavi=( 2o JA@G V)= = it
1 1 <XT> (y ) <XTAQ XTAY>7
pricemz
Ay = 1| Agl3 = ;0* =0

a z ortogonality X plyne XTAj = o XT# = 0, takze XTAY; mé tvar

T
xtan=(7 5, ).

kde 2T = ZTAY a A; = XTAY. Dokézeme, ze z = 0. Volme z = ( Z >, potom podle véty 99

o invariantnosti normy || - |2 vaéi ortogondlni transformaci dostdvame
1P
2 T
i =wxranig=| (5 3 =) (5 ) el
LNl | 2
’ = (lzll2 + [1A12]3) = |23 = o + |23 = o,
13 < Az > >zl
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takze vsude plati rovnost a tedy ||z||2 =0 a z = 0, coz ddva

T
X{Ai/l:(g 211)

Protoze matice A; je typu (m — 1) x (n — 1), plati podle indukéniho predpokladu
A =X2vT,

kde X e Rm=Dx(m=1) 4y ¢ RO=1Dx(n=1) jsou ortogonalni, ¥/ = (oF) € Rim=Dx(n=1) 3¢

ij
diagondlni a splauje o}, > ... > o}

g—1,q—1 > 0, pficemz

o1 = || A1ll2.

1 of 1 of
X2_<0 X> Y2—<o Y)’

potom X5 i Y3 jsou ortogondlni (véta 97, (iv)) a plati

Polozime-li nyni

1 of o 0F 1 of
T 5T _ ) N
Xp XpdhYe = (0 XT><O A1><0 v
(o OF (o "\ _y
- o xT4ay ) \o ¥ ) =
Odtud dostdvame
A=X3YT,

kde X = X;X3 a Y = V1Y, jsou ortogondlni, 3 je diagondlni a plati o3y > ... > o4, 5.
K dokonéen{ ditkazu je proto potieba dokézat, ze o > o7;. Pro kazdé z € R"™ !, ||z||2 = 1, plat{

/o o 0 Mor 0
weta= (55 ) G2, =t (2)

z ¢ehoz plyne
oty = | Aill2 = max [[Aiz]2 < [|All2 = o,
llzll2=1

¢imz je indukéni krok proveden. a

< || XT AYi[l2 = || A2,
2

Pozndmka. Algoritmus pro vypocet SVD rozkladu uvedeme pozdéji v ¢asti 7.7.3.

5.9.3 Priklad

Plati
1 2 3
_ 4 5 6 | T
A= T X¥y*,
10 11 12
kde

—0.1409  0.8247  0.5456 —0.0478
—0.3439 04263 —-0.6919  0.4704
—0.5470  0.0278 —0.2531 —0.7975 |’
—-0.7501 —0.3706  0.3994  0.3748
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25'4623 1 2902 8 —0.5045 —0.7608 —0.4082
3= 0 ' 00 |’ Y =1 05745 —-0.0571  0.8165
0 0 0 —0.6445  0.6465 —0.4082

(zaokrouhleno na 4 desetinna mista).

5.9.4 Singularni cisla, jejich jednoznacnost a vyznam

Véta 108. Necht A = XXY7T je libovolny SVD rozklad matice A € R™ ™ a necht r je pocet
kladnijch koeficientu na diagondle . Potom plati:

r = rank(A),
o = |[lAll,
o;i = min{||A — B||z; rank(B) < i} (1=2,...,7).

Dikaz. 1) Protoze ortogonalni matice X, Y jsou regularni, plyne z véty 82 o invariantnosti
hodnosti viéi regularni transformaci, ze

rank(A) = rank(XXY7T) = rank(%) =,

jelikoz matice ¥ je v odstupniovaném tvaru a jeji hodnost je proto rovna poctu r jejich nenulovych
Fadk.
2) Podobné z véty 99 o invariantnosti normy || - [|2 vuéi ortogondlni transformaci a z véty 79

plyne
[All2 = IXSY T2 = ||S]|2 = max o = o11.

3) Necht 2 < i <r a nechf B € R™*" rank(B) < i. Dokdzeme, ze |A — Bl|s > ;. Podprostor
N(B) = {z € R"; Bx = 0} ma podle véty 83, tvrzeni 5), dimenzi n — rank(B) > n — i a pod-
prostor [Ye1, ..., Ys;] ma dimenzi i, takze soucet dimenzi obou podprostoru je vétsi nez n a proto
podle véty 46 existuje vektor 0 # z € N (B) N [Ye1,. .., Ye;], ktery muzeme rovnou volit tak, aby
|z|l2 = 1. Pro tento vektor z potom plati Bz =0 a z = Yy pro jisté y = (y1,...,¥:,0,...,0)T €
R™, takze ||ly|l2 = ||[Y72||2 = ||z||2 = 1. Dostdvime tak

2
lA-BlE = ( ax, I(A = B)zll2)” > [|(A = B)z|3 = [|42]13 = | XY 2|3
9=
= 2yl = otiyi + ... + o5y} > op(vi + ...+ i) = an|lylls = o,
coz dava
|A = Bll2 = 0. (5.26)
Volme nyni B=X fJYT, kde ¥ vznikne ze . nahrazenfm diagondlnich prvku oy, . . ., o nulami.

Potom rank(B) = rank(X) =i — 1 a plati
4 Bla = XS~ ¥ > = [ - Tl = max o, = o (527
podle véty 79. Z (5.26), (5.27) potom plyne

min{||A — B||z; rank(B) < i} = 0y;. 0
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Dausledek. Je-li A € R"*"™, potom o, = min{||A — Bl|2; B singuldrni}. V tomto piipadé tedy
Onn udéva vzdalenost (v normé || - ||2) matice A od nejblizsi singuldrni matice.

Definice. Cisla oy, i = 1,...,q (diagonalni prvky matice X), kterd jsou podle véty 108 jed-
nozna¢né urcena matici A, nazyvame singuldrnimi ¢isly matice A a zna¢ime je 0;(A),i =1,...,q.

Poznamka. Dulezité je, ze jsou &islovdna podle velikosti v sestupném poradi, tj.

o1(A) > 02(A) > ... > 04(A) > 0.

Naproti tomu matice X, Y nikdy jednoznacné uréeny nejsou: je-li
A=X3y"

SVD rozklad matice A, potom pro ortogonalni matice Xg = —X, Yy = —Y plati opét
A= X,2Y{,

pricemz Xg # X, Yp # Y.

5.9.5 SVD rozklad: pro a proti

Méme-li k dispozici libovolny SVD rozklad matice A, potom, jak ukazeme na dalsich strankach,
lze pomoci ného snadno vyfreSit vSechny zakladni problémy, které jsme dosud fesili pfimo ¢i
zprostiedkované pomoci Gaussovy eliminace, a navic i nékteré jiné, o kterych jsme se zde
nezminili. Vzhledem k pouziti ortogonalnich matic je tento pristup navic numericky stabilnéjsi
(tj. odolnéjsi vuéi vlivu zaokrouhlovacich chyb) nez Gaussova eliminace.

Na druhé strané algoritmy pro vypocet SVD nejsou obecné konecné, nybrz iteraéni (konstruuji
posloupnosti konvergujici k vyslednym X, ¥, Y") a nejsou proto vhodné pro ruéni pociténi.

Pii pocitani na cvicenich pouzivame proto algoritmy zalozené na Gaussové eliminaci, kdezto
na pocita¢i davame ptrednost algoritmum vyuzivajicim SVD rozkladu, které jsou v dnes$ni dobé
neobycejné detailné rozpracované a zarucuji vysokou pfesnost vysledku.

5.9.6 Odvozené veliciny

Je-li A= X¥YT libovolny SVD rozklad matice A, oznacéme

r pocet kladnych prvki na diagondle ¥ (z véty 108 vime, Ze r je rovno hodnosti A),
X matici sestavajici z prvnich r sloupct matice X,
Y matici sestdvajici z poslednich n — r sloupcii matice Y (pozor: nikoliv Y7 ),

Y= ( g 8 >, kde S je matice r x r s kladnymi diagondlnimi prvky.

5.9.7 Pouziti SVD I: hodnost a ortonormalni baze

Véta 109. Je-li
A=xxyT

libovolny SVD rozklad matice A € R™*™, potom:

1) sloupce matice X tvori ortonormdlng bdzi sloupcového prostoru R(A),
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2) sloupce matice Y tvoid ortonormdlni bdzi prostoru N'(A).

Dukaz. Matice ¥ mé v prvnich r fadcich kladné diagondlni prvky a poslednich m — r fadkua
nulovych. Z A = XY 7T plyne, ze pro kazdé j =1,...,7 je

X.j = ﬁAK]‘ € R(A)

i

Aej =D (ZY D)y Xep,
k=1
takze Xe1,. .., Xer generuji R(A) a protoze jsou linedrné nezavislé, tvori jeho ortonormalni bazi.
Protoze AT = YT XT | tvoif podle pravé dokdzaného tvrzeni vektory Yei, ..., Ys, ortonormalni
bazi prostoru R(AT), takze vektory Yeri1,. .., Ye, tvoii ortonormalni bazi jeho ortogonalniho

doplitku R(AT)" = N'(A) (véta 83). 0

5.9.8 Pouziti SVD II: (pseudo)inverze a ortogondlni projekce

Veéta 110. Je-li

0 0

libovolng SVD rozklad matice 0 = A € R™*™ potom:
St o
+_ T
(a) AT = Y( 0 0 )X ,
(b) je-li A ¢tvercovd reguldrni, je A=t = Y S™1XT,
(c) AAT = XXT (projekéni matice, viz str. 93).

A:X(S 0>YT

Duikaz. (a) Dokézeme, Ze matice AT definovand v (a) mé vlastnosti 1)-4) z véty 24. Pritom
pouzijeme nékolikrat faktu, ze X7 X =1, YTY =1 a

(o) o) =% )5 8)-(aa)

Plati
S 0 S—1 0 S 0 S 0
+ _ T T T T
AAA_X<OO)YY<O O)XX<OO>Y _X<OO>Y = A,
Sl 0 S 0 S—1 0 S 0
+ + T T T T _ +
AT AA _Y<O O)XX<OO>YY<O O)X _Y(O O>X = AT,

¢ili AT spliuje 1) a 2), dale

S 0 S~ 0 I 0
+ _ T T T
AA _X<OO>YY<O 0>X _X<OO>X,

tedy AAT je symetrickd a proto (AAT)T = AA*, a nakonec

St 0 S 0 I 0
+ A = 1 T _ 1
ATA Y(O O>XX<OO>Y Y<00>Y,
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tedy A1 A je rovnéz symetrickd a proto (AT A)T = AT A, takie AT ma4 vlastnosti 1)-4) z véty
24 a je to tedy pseudoinverzni matice.

(b) Je-li A &tvercova regularni, potom (YS™1XT)A = YSTIXTXSYT = I, takze YS™1XT =
A~ 1

(c) Je

S 0 St o I 0 5 o
+_ T T _ T _ T O
AA X(00>YY(O 0>X X(00>X XX

5.9.9 Vlastnosti pseudoinverzni matice

Pomoci vzorce pro AT z véty 110 muZeme dokazat fadu vlastnosti pseudoinverzni matice.

Véta 111. Moore-Penroseova inverze AT matice A € R™*™ md tyto vlastnosti:

1) At = A1 je-li A étvercovd requldrn,

2) At = (AT A)7LAT je-li rank(A) =

3) At = AT(AAT)7! je-li rank(A) = m,

4) (AT)T = 4,

5) (AT)* = (AN)T,

6) AT = ATAAT = ATAAT,

7) AT = (ATA)TAT = AT(AAT)*,

8) (ATA)F = AT(AT)*, (AAT)* = (AT)* A%,
9) @U&Q+ATA::A+A,@&45+AAT::AA+,
10) R(AY) = R(AT) = R(A* 4),
11) N(A*) = N(AT) = N(AAT),
12) rank(A™) = rank(A) = rank(ATA) = rank(AAT) = 22:1(144_14)3']' = >t (AA )y

Diikaz. Vlastnosti 1) a 2) dokdzeme spoleéné. Je-li rank(A) = n, potom AT A je regularni a pro
matici AT = (AT A)LAT plati ATA = (ATA)"'AT A = I; odtud dostdvdme AATA = Al = A,
ATAAT = TAT = AT (ATA)T =T = AT A a (AAN)T = (A(ATA)1AT)T = A(ATA)71AT =
AAT, ¢imZ jsme ovérili, ze AT mé ctyii vlastnosti z definice pseudoinverzni matice a proto
plati 2). Je-li A ¢tvercova regularni, je rank(A) = n a pravé dokdzany vysledek ddvd AT =
(ATA)71AT = A~ (AT)1AT = A7 coz je 1).

3) Je-li rank(A) = m, potom AAT je regularni a pro matici AT = AT(AAT)~! plati AAT =
I, odtud AATA = TA = A, ATAATY = AT = AT (AAN)T =T = AAT a (ATA)T =
(AT(AAT)TA)T = AT(AAT)1A = AT A, ¢im7 jsme opét ovérili vlastnosti 1)-4) z definice.
Pted diikazem dalsich tvrzeni 4)-12) si pov§imnéme, Ze viechna jsou splnéna pro A = 0a AT = 0.
Miuzeme proto v dalsim predpokladat, ze A # 0. V tom pripadé ma A SVD rozklad tvaru

B S 0\ or
A_X<OO>Y, (5.28)

kde S € R™", r > 1, je diagonalni matice s kladnymi diagondlnimi prvky a podle véty 110 plati

-1
A%—Y(% 8>X? (5.29)

Tohoto explicitniho tvaru pseudoinverzni matice pouzijeme k dukazu dalsich tvrzeni.
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4) Podle (5.28), (5.29) a véty 110 je
S0
+\+ T _
(A™) _X< 0 O>Y = A.

5) Podle (5.28) je
AT:Y(S O)XT (5.30)

a opét podle véty 110 je

(ATY = X ( 5(51 ’ ) ¥T = (AH)7)

6) Plati ATAAT = AT(AAT)T = (AAYA)T = AT, ATAAT = (At A)TAT = (AATA)T = AT,
7) Podle (5.28), (5.30) je

2
ATA=Y < % 8 > YT (5.31)

a tedy

T T SQ 0 T S 0 T Sl 0 T

Aplikaci tohoto vysledku na transponovanou matici dostavame s pouzitim tvrzeni 5)
AT = (AT = ((AAT)TA)T = AT((AAT) )T = AT((AAT)T)T = AT(AAT)*.
8) S pouzitim (5.29), (5.30), (5.31) dostavame

-1 -1 -2
A+(AT)+:Y< i 8>XTX< %, g)YT:Y< % 8>YT:(ATA>+’

z ¢ehoz dosazenim A := AT plyne druh4 éést tvrzeni (AT)T AT = (4AT) .
9) Podle (5.31), (5.29) je

—2 2
(ATA)+ATA:Y<S O>YTY<S 0>YT:Y<I O>YT,

0 0 0 0 00
S~ 0 S 0 I 0

+ _ T T T

AA_Y< 0 O>X X(O 0>Y _Y<O 0>Y, (5.32)

z ¢ehoz plyne rovnost (AT A)T AT A = At A. Druhd rovnost se dostane opét dosazenim A := AT,
10) Je-li y € R(A™), potom pro jisté x je y = Atw = AT((AAT) 2) € R(AT); je-li /' € R(AT),
potom 3y = ATa' = AT AATZ € R(ATA); je-li vy’ € R(ATA), potom 3" = At Az" € R(AT)
(pouzili jsme tvrzeni 7) a 6)). Dokézali jsme tedy, ze R(AT) C R(AT) C R(ATA) C R(AT),
takze vSude plati rovnost.

11) Je-li x € N(AT), potom Atz = 0 a podle 6) je ATz = 0, coz ddva N(AT) C N(AT),
podobné 7) dava N (AT) C N(A1) C N(AAT), dale opét podle 6) je N(AAT) C N(AT) a podle
7) N(AT) € N(A*). Tim jsme dokdzali N(A') C N(AT) C N(AAY) C N(AT) C N(AT),
takze vSude plati rovnost.
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12) Jelikoz hodnost matice je invariantni vuci reguldrni transformaci, plyne z (5.28), (5.29), ze
rank(A) = r = rank(A") a podobné z (5.32) plyne r = rank(A*A) a aplikaci této rovnosti
na A := A" dostdvame nakonec r = rank((A7)*AT) = rank((AAT)T) = rank(AA"). Protoze
soucet diagondlnich prvku ¢tvercové matice (jeji tzv. stopa) se neméni pii prendsobeni této ma-
tice zleva libovolnou reguldrni matici a zprava jeji inverzi, dostavame z (5.32), Ze stopa AT A je
rovna stopé I, tj. r. Podobné pro stopu AA™. a

Poznamka. Na rozdil od inverzni matice obecné neplati AAT = ATA, (AB)"T = BT A™.
Shrnutim vlastnosti hodnosti z vét 81, 83 a 111 dostavame tento Fetézec rovnosti:
Dusledek. Pro kazdou matici A € R™*"™ platd

rank(A) = rank(AT) = rank(AT A) = rank(AAT) = rank(A") = rank(AT A) = rank(AA™).

5.9.10 Pouziti SVD III: ifeSeni obecnych soustav linearnich rovnic

Véta 112. Necht A = XXY7T je libovolnyg SVD rozklad matice A € R™*™ a necht b € R™.
Potom soustava

Ax =10 (5.33)
md TeSent prdvé kdyz plati
XXTb=b
a je-li tato podminka splnéna, md mnozina tesend soustavy (5.33) popis

{Zr:(bif)jylj +Yy;ye ]R"*T}.
j=1

Dikaz. Vyjadiime A*b a I — AT A pomoci véty 110 a dosadime do prislusnych vzorci vét 28
a 29. O

5.9.11 Pouziti SVD IV: polarni rozklad

Véta 113. (Autonne 1902) Ke kazdé matici A € R™*™ existuji pozitivné semidefinitni matice
P, S a ortogondlni matice Q tak, Ze plati

A=PQ=Qs. (5.34)

Pritom matice P, S jsou urcéeny jednoznacné. Je-li A reguldrni, potom P, S jsou pozitivné
definitni a i QQ je urcena jednoznacneé.

Diikaz. Nechf A = XXY7T je SVD rozklad matice A. Polozme P = XY X7 S = YXY7T,
Q = XYT. Potom vzhledem k ortogonalité X, Y je

PQ=X2XTxy? = xyxv7T = A,

QS =XYTysy?T = xyv7T = 4,
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coz dokazuje (5.34). Déle Q = XY je ortogondlni a pro kazdé z € R" je

2>0

1 9

T Px = Zn: oi(A)(XT2)
i=1

takze P je pozitivné semidefinitni, a stejnym zpusobem se totéz dokéze pro S. Pritom plati
P?=X2XTXeXxT = X22XT = X2yTysx? = AAT,

S?2=yyyTyysy? —y22vyT —yuxTxyyT = AT A.

Pro dukaz jednoznac¢nosti P, S se zde musime odvolat na vétu 164, kterou dokazeme pozdéji, po-
dle které ke kazdé pozitivné semidefinitni matici C' existuje pravé jedna pozitivné semidefinitni
matice B s vlastnosti B2 = C. Aplikujeme-li tuto vétu na rovnosti P2 = AAT, §2 = AT A,
dostavame jednoznacnost P a S. Je-li A reguldrni, potom z (5.34) plyne, ze i P, S jsou reguldrni,
tedy pozitivné definitni, a v tom pifpadé je i Q = P~'A uréena jednoznacné. O

5.9.12 SVD faktorizace

Je-li
A=—xsyT—x (2 Y)yr
0 0
SVD rozklad matice A, kde S € R"™ " je diagondlni matice s kladnou diagondlou, potom
poslednich m — r Fadka matice XY je nulovych, takze poslednich m — r sloupcit matice X
nemd vliv na vysledek sou¢inu. Muzeme proto psat

A=X,8YT, (5.35)

kde X, Y, sestavaji z prvnich r sloupcti matic X, Y (a nejsou to uz obecné ortogonalni matice,
protoze nejsou étvercové, ale stale maji ortonormalni sloupce, takze splinji X/ X, = I, Y'Y, =
I). Rozklad (5.35) se nazyva SVD faktorizace, nékdy i, tenky SVD rozklad” (angl. ,thin SVD”).

5.9.13 Pouziti SVD V: komprese digitalniho obrazu

Digitalni obraz (pro zjednoduseni ¢ernobily) muzeme reprezentovat matici A € R™*™ jejiz ij-ty
koeficient oznacuje stupei Sedi ij-tého pixelu. Necht

A=X,8YT (5.36)

je jejil SVD faktorizace. Zatneme-li ubirat singularni ¢isla po¢inaje nejmensim tak, ze budeme
konstruovat matice

kde X, Y sestavaji z prvnich k sloupcu X,., Y, a S z prvnich k fadku i sloupcu S, dostdvame
postupné se zhorsujici aproximace matice A, které vSak ,zachovavaji jeji strukturu”. Pritom
prava strana (5.36) obsahuje (m + n + 1)r koeficientu, kdezto prava strana (5.37) (m + n +
1)k koeficientu, takze dochazi ke kompresi dat v poméru é V praxi Casto i pro velmi mala k
aproximuje obraz, vytvafeny matici Ay, pozoruhodné vérné jeho original dany matici A.
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5.9.14 Obraz klauna

Obraz klauna je digitalné reprezentovan matici A typu 200 x 320, jejiz vSechna singularni ¢isla
jsou kladné. Z ni jsou postupné vytvofeny a zobrazeny matice

(vzorec (5.37)) pro k = 200, 50, 25,12, 6, 3.

Vypocty byly provedeny v MATLABu (vypocet zékladniho SVD rozkladu matice 200 x 320 trval
asi 2 sec.), odkud pochdzi i obraz clown.mat. Na obrazcich nazorné vidime, jak se s klesajicim k

zakladni obraz rozostiuje.

5.9.15 Original (k = 200)
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5.9.16 £ =150

5.9.17 k=25
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5.9.18 k=12

5.9.19 k=6
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5.9.20 k=3

5.9.21 Slide show: k = 200, 50, 25,12, 6,3
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5.9.22 Pouziti SVD VI: ¢islo podminénosti

Cislo
ra(A) = || All2[| A2
nazyvame ¢islem podminénosti (angl. ,condition number”) reguldrni matice A € R™*"™. Pomoc{
SVD rozkladu miizeme é&islo podminénosti vyjadiit. Je-li A = XSY7T SVD rozklad reguldrni
matice A, potom ||A]|s = o1(A) (véta 108) a jelikoz A~ =Y S™1XT je
1 1

-1 _ -1\ __ _
”A ”2_0-1("4 )_mjaXO'j(A) - O'n(A)’

takze celkem dostavame

Obecné lze tici, ze ¢im vyssi je ¢islo podminénosti, tim hidfe se matice chovd z numerického
hlediska. Hilbertovy matice (str. 37) maji vysokd ¢isla podminénosti; napf.

ro(Hyg) = 4.0746 - 1017,

To vysvétluje neuspokojivé vysledky, dosazené pii feSeni soustav s Hilbertovymi maticemi na
str. 37-38.

Z SVD rozkladu plyne, 7ze ro(ATA) = kZ(A) (nebot z A = XSYT dostavdme ATA = Y S?Y 7,
coz je SVD rozklad AT A, takze AT A m4 singuldrn{ éfsla 02(A), i = 1,...,n). To znamena, Ze
pii piechodu od A k AT A (napi. pii prechodu od soustavy Az = b k soustavé normalnich rovnic
AT Ax = ATb, viz vétu 31) se numerické vlastnosti matice mohou silné zhorsit.
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Determinanty

6.1 Permutace a definice determinantu

6.1.1 Uvod

V této ¢asti ukdzeme, ze kazdé ¢tvercové matici A je mozno pritadit ¢islo det(A) s jistymi
specifickymi vlastnostmi. Pokud nebude feceno jinak, uvazujeme pouze ¢tvercové matice A =
(a;;) € R™" vysledky vSak plati i pro komplexni piipad.

Definici determinantu predchdzeji néktera fakta o permutacich.

6.1.2 Permutace a jeji znaménko

Permutaci mnoziny {1,2,...,n} nazyvame libovolnou uspofddanou n-tici jejich prvku
(p17p27 o 7Pn)
(bez opakovéni). Mnozinu vSech permutaci mnoziny {1,2,...,n} znacime P,. Jak zndmo, P,

m& n! prvka.
Definice. Znaménkem permutace p = (p1, ..., py) nazyvame ¢islo
o(p) = (=1)°,
kde s je pocet prvku mnoziny
{(i,7); 4 <34, pi > pj}
(tzv. inverzi).

Piiklad. 0(4,1,3,2) = (—1)* =1, 0(4,3,1,2) = (-1)° = —1.

6.1.3 Vliv transpozice na znaménko

Véta 114. Pro permutace
p: (pla'”7pka‘°'7p€7"'>pn)7

p/:(p17"'7p‘€7'"7pk7"'7pn)

(z nichZ jedna vznikne z druhé prehozenim dvou prvki, tzv. transpozici) plati

a(p') = —o(p).

123



124 6 Determinanty

Diukaz. Dokazeme vétu nejprve pro piipad ¢ = k + 1 (tzv. elementarni transpozice). Pro i =
1,...,n —1 ozna¢me s; pocet prvku mnoziny {j; i < j, p; > p;}, a podobné s; pro permutaci
p. Potom a(p) = (—1)%, (1) = (—1)*, kde s = S 51, &' = Y] 8!, a ziejmé 5; = 8! pro
i <k—1ai>k+ 2 Rozlisime dva piipady. (a) Je-li px < pri1, potom je s = S?H_l as) =
Sp1+ 1, tedy sp+spp1 = s+, — 1, takie s = s’ —1lao(p) = (—1)° = (=1)(=1)* = —a(p').
(b) Je-li px > pr41, potom je sp = 5,4 + 1,a 8y, = Sk+1, tedy sp + spi1 = sp, + 53, + 1, takze
s=s'+1ao0pst a(p) = (~1)° = (~1)(~1)* = —a(p)).

Je-li £ > k + 2, potom prohodime-li postupné prvky na mistech k,k+ 1;k+1,k+2;...;0—1,¢,
je to celkem ¢ — k elementarnich transpozic a jako vysledek dostaneme permutaci

(ph' -y Pk—1,Pk+15- - - Pl; Pks Pe+15 - - - ’pn)

Posunujeme-li nyni obdobné py zpét tak, aby se dostalo na k-té misto, potfebujeme k tomu
¢ — k — 1 elementarnich transpozic, celkem tedy k provedeni transpozice py a py potiebujeme
2(¢—k)—1, tj. lichy pocet, elementarnich transpozic a dostavéme tak o(p') = (—1)2=F) =15 (p) =
—o(p). O
Dausledek. Prevedeme-li permutaci (p1,...,pn) q transpozicemi na permutaci (1,...,n), potom
a(p) = (—1)4, takze q je bud vidy sudé, nebo vidy liché.

6.1.4 Definice determinantu

Definice. Determinant ¢tvercové matice A = (a;5) € R"*" definujeme piedpisem

det(A) = Z o(p)aip,azps « - - Anp,, -

pPEP,

Poznamka. Soucet se provadi pfes vSechny permutace mnoziny {1,...,n} a sestava tedy z n!
séitancu. Je ziejmé, ze ackoliv ¢islo det(A) je dobie definovéno, nelze ho pro vyssi rady timto
zpusobem pocitat; pozdéji uvedeme efektivni zpusob jeho vypoctu zalozeny na Gaussové elimi-
naci. Misto det(A) piSeme rovnéz |A|, zvlasté vypisujeme-li celou matici.

6.1.5 Priklady

ail a2
a1 a2

= 0(1,2)a11a22 + 0(2,1)ainazr = aj1as — ai2a2
(soucin prvkiu na hlavni diagondle minus sou¢in prvku na vedlejsi diagondle),

ail aiz a3
as1 age azs | =o0(1,2,3)ar1aasz + o(1,3,2)ar1a23a32
asy as2 ass

+0(2,1,3)ai2a21a33 + 0(2, 3, 1)aizaz3as:
+J(3, 1, 2)@136121&32 + 0(3, 2, 1)a13a22a31
= (11022033 — A11023032 — 12021033 + 012023031 + A13021032 — 13022031,

atd.
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6.2 Vlastnosti determinantu

6.2.1 Determinant transponované matice
Veéta 115. Pro kaZdou ctvercovou matici A plati

det(AT) = det(A).
Dukaz. Podle definice je

det(AT) = " o) (AT )1p, - (AT )p, = > o)1 - - apm.

peEP, peEP,

Provedenim ¢ vhodnych transpozic dostavame

apll-...-apnn:alm et Oy, -
Pfitom permutace p = (p1,...,p,) presla na permutaci (1,...,n) a ta naopak piesla na per-
mutaci r = (r1,...,m), takze o(p) = (—=1)9 = o(r) a tedy
det(AT) = Z o(p)ap1 ... ap,n = Z o(r)air, - ... any, = det(A). 0
pEP, repP,

Poznamka. Hlavni smysl této véty spociva v tom, Ze tvrzeni o determinantech dokazand pro
fadky plati analogicky i pro sloupce (aplikujeme-li je na transponovanou matici).

6.2.2 Radkova linearita determinantu

Véta 116. Necht A € R™™ q b € RY™. Potom pro kazdé i € {1,...,n} plati
det(A + eib) = det(A) + det(A + es(b — Ai)). (6.1)

Poznamka. Vzorec (6.1) se stane ndzornéjsim po rozepsani

Alo Alo Alo
Ai—l,o Ai—l,o Ai—l,o
det | Ajo+b | =det Aje + det b
Ait1e Aitle Aitle
An. An. ATL.

Linearita plati pouze v této fadkové (analogicky, sloupcové) formeé; det(A+ B) = det(A)+det(B)
obecné neplati.

Dukaz. Piimo z definice, protoze

det(A + e;b) = Z agp)aip, - (@ip, +bp,) oo Anp, = Z a(p)aip, « - Qip; * .- Anp,
pEP, pePn
+ Z o(p)aip, - bp, - ... anp, = det(A) + det(A + e;(b— Aja)). O

pEP,
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6.2.3 Determinant matice se dvéma stejnymi rfadky

Véta 117. Md-li matice dva stejné Fddky, potom jeji determinant je roven nule.
Diikaz. Nechf A;e = Age pro jisté i # k. Potom

det(A) = Z T(P1y -y Pise s Dhs ey Pr)ipy = o ev s Qipy * v gy~ -+~ O,y
pEP,

= E o(pl,...,pi,...,pk,...,pn)alm-....akpiu..‘aipk-...-anpn
pePn

= g O(P1y- v s Pise s Dhs ey Pr)ipy = oo v Qipy, = oo Qhgpy * - -~ G,y
PEPR

= —E T(P1y s Phy e o3 Dis ey Pn)ipy = oo v Qipy * oo Qgpy = -+ " G,y
pEP,

= —det(A)

a tedy det(A) = 0. O

6.2.4 Elementarni operace a determinant

Véta 118. Pro matici A vzniklou z matice A € R<" provedenim

1) elementdrni operace Aje := A plati det(A) = adet(A),
2) elementdrni operace Aje := Ajo + aAje plati det(A) = det(A),

3) elementdrni operace Aje < Aje plati det(A) = — det(A).

Diikaz. 1) det(A) = > opep, D1, Pr)aip, oo (Qip,) - anp, = @ cp (D1, - Pa)aip, -
oo Qpp, = adet(A).

2) Podle vét 116, 117 a ¢ésti 1) plati

AZ'. Ai. Aio
det(A) = det : = det : + adet : =det(A) + o - 0 = det(A).
Ajo + aAio Ago Aio

3) Podle ¢ésti 1.3.4 lze vyménu dvou Fadku slozit ze tif elementdrnich operaci typu 2) a jedné
elementarni operace typu 1) s @« = —1. S vyuzitim predchozich dvou ¢asti dukazu tak dostdvame

det(A) = —det(A). 0

Dusledek. Pro A € R™*" a a € R je det(aA) = a" det(A).

Dausledek. Obsahuje-li matice nulovy rddek (sloupec), je jeji determinant roven nule.
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6.2.5 Vypocet determinantu

Véta 119. Determinant horni (dolni) trojihelnikové matice je roven soucinu jejich diagondlnich
proki.

Diikaz. Je-li A horni trojihelnikové, potom a,p, = 0 pro p, < n. V defini¢nim souctu staci
tedy uvazovat jen permutace s p, = n. Tim dostavame

det(A) = Z o1, Pn—1,1)Q1p; - Gp—1,p,_ Ann
pEP,
= Qnn Z U(p1, cee ,pn_1)a1p1 Ce..tQp—1p,_q = Onn det(A/),
pEP, 1

kde A’ je matice sestavend z prvnich n — 1 Ffddku a sloupcu matice A a je tedy opét hornf
trojuhelnikova. Opakovanim tohoto postupu (tj. indukei) dostaneme

det(A) = Upnlp—1n—1"--- " G11-

Aplikaci tohoto vysledku na transponovanou matici dostavame tvrzeni pro dolni trojihelnikovou
matici. O

Poznamka. Odsud vyplyva metoda pro vypocet determinantu: Gaussovou eliminaci (s pfihlé-
dnutim k tomu, Ze elementdrni operace 1), 3) méni jeho hodnotu) upravime matici na horni
trojuihelnikovy tvar a determinant vysledné matice vypoc¢teme podle véty 119. V piipadé, ze se
Gaussova eliminace zastavi z duvodu nemoznosti nalezeni pivota (tj. a;z = 0 pro vSechna ¢ > k
v terminech popisu algoritmu v ¢asti 1.3.9), je determinant nulovy a vypocet je mozno ukongéit.

Dusledek. det(I) = 1.

6.2.6 Priklad

3 6 -9 1 2 -3 1 2 -3 1 2 -3
4 8 10(=34 8 10|=3]/0 0 22|=-3|0 3 11 |=-3-66=—198
2.7 5 2.7 5 0 3 11 0 0 22

(povsimnéte si pouziti vsech tii elementarnich operaci).

6.3 Multiplikativnost determinantu

6.3.1 Determinant blokové trojihelnikové matice

Véta 120. Jsou-li A, B ¢tvercové matice (ne nutné stejného rddu), potom

det( o > _ det( a > — det(A) det(B).
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Dikaz. Upravime-li kazdou z matic A, B v matici ( 0 g ) elementarnimi operacemi na

horni trojihelnikovy tvar T resp. T2, dostdvame

1
det(g‘ g) _ (al.....ap)(ﬂl-....ﬁq)det<:’(; zlf;)

= (a-...oap)(Br-... '5q)(T111 el 'Tr}n)(Tfl e Trim)
= (a1 ap) (T T (B - B (T - Ty
= det(A)det(B)

(kde o resp. (; jsou koeficienty vytknuté pfed determinant pfi pouziti elementdrnich operaci 1)
a 3) na matici A resp. B). Déle s vyuzitim préavé dokdzaného vztahu podle véty 115

T

A 0\ A 0 _ AT DT\ . -
det<D B)—det<D B) —det< 0 BT)-det(A )det(B") = det(A) det(B).

O

v o~

Véta 121. Pro kazdé matice A, B € R™*" plat{

det(AB) = det(A) det(B).

Pozndmka. Této vété se rovnéz iika ,,véta o ndsobeni determinantu”.

< P ) (6.2)

typu 2n X 2n a upravujme ji nésledujicim zpusobem. Nejprve vyndsobime (n + 1)-ni fadek
¢islem —Ajy, (n + 2)-hy fadek éislem — Ao, ..., az 2n-ty fadek cislem — Ay, a pricteme takto
vynésobené Fadky k prvnimu fadku. Tim se prvni fadek matice (6.2) upravi do tvaru

Dikaz. Vyjdéme z matice

0,...,0,—(AB)11,...,—(AB)1n.

Opakovéanim tohoto postupu s dalsimi fadky upravime matici (6.2) na tvar

(?. _gB > (6.3)

pricemz jsme vicendsobné pouzili pouze 2. elementarni operaci, takze obé matice (6.2) a (6.3)
maji stejny determinant. Vymeénime-li v matici (6.3) sloupce 1 an+1,2an+2,...,n a 2n,

vznikne matice
—-AB 0
B I )’

jejiz determinant je (—1)"-ndsobkem determinantu matice (6.3). Potom dvojndsobnou aplikaci
véty 120 dostavame

det(A) det(B) = det ( 1;1 g ) — det ( ? _gB ) = (~1)" det< _gB (; ) _

= (—1)"det(—AB) = (—1)"(—1)" det(AB) = det(AB). 0
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6.3.3 Dausledky

Veéta 122. Pro kaZdou requldrni matici A plati

det(A™1) = detl(A)'
Diikaz. det(A)det(A™1) = det(AA™!) = det() = 1. O
Véta 123. Pro kaZdou ortogondlni matici QQ plati
|det(Q)] = 1.
Diikaz. (det(Q))? = det(QT) det(Q) = det(QT Q) = det(I) = 1. 0

6.3.4 Kritérium regularity (singularity)

Véta 124. Ctvercovd matice A je requldrni prdvé kdyz det(A) # 0.

Dikaz. Je-li A reguldrni, potom mé inverzni matici a z véty 122 plyne det(A4) # 0. Je-li A
singuldrni, potom néktery jeji fadek je linedrni kombinaci ostatnich a matici 1ze vicenasobnou
aplikaci 2. elementarni operace, ktera neméni determinant, prevést na matici s nulovym fadkem,
jejiz determinant je roven nule (str. 126). Tedy pro A singuldrni je det(A) = 0. O

Véta 125. Ctvercovd matice A je singuldrni prave kdyz det(A) = 0.

Poznamka. Toto tvrzeni, kterd vznikne jednoduse negaci obou stran ekvivalence ve vété 124, je
hlavnim spojovacim ¢ldankem ke kapitole 7 o vlastnich ¢islech (véta 131), proto ho zde uvadime
jako samostatnou vétu.

6.3.5 Véta Sherman-Morrisonova typu pro determinanty

V ¢ésti 1.4.8 jsme uvedli vzorec pro (A + be?)~!. Ukazuje se, ze podobny vzorec plati i pro
det(A + bcT). Nejprve uvedeme pomocnou vétu:

Véta 126. Necht A € R™*™ ¢ B € R™™™. Potom

det(I, + AB) = det(I,, + BA).

(L. A

-~ 0 L,+BA )’
([ In+AB 0

- -B I, )’

Dukaz. Jelikoz
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plati podle véty o ndsobeni determinantu (s ohledem na to, ze det(I,,) = det(I,) = 1)

det(l, + BA) = det( I A > = det< I 4 >

O
Véta 127. Je-li A € R™ "™ reguldrni a jsou-li b,c € R™, potom
det(A+bel) = (14 " A71b) det(A).
Dukaz. S pouzitim vét 121 a 126 dostavame
det(A+bch) = det((I, + bt A7) A) = det (I, + b(cT A1) det(A)
= det(I; + " A7'b) det(A) = (1 + T A71b) det(A).
O

6.4 Laplacetv rozvoj

6.4.1 Subdeterminant a algebraicky doplnék

Definice. Necht A € R™"™ a necht 7,5 € {1,...,n}. Matici vzniklou vyskrtnutim i-tého fddku
a j-tého sloupce z matice A znacime A%, jeji determinant

det(AY)
nazyvame subdeterminantem ij-tého prvku a ¢islo
(—1)"7 det(AY)

nazyvame algebraickym dopliikem ij-tého prvku v matici A.

36 -9 6 o
Piiklad. Pro A= | 4 8 10 | je A*' = , (—1)2+1 det(A%) = —93.
2 7 5 T

6.4.2 Laplacetv rozvoj

Véta 128. Necht A = (ai;) € R"*™. Potom pro kazdé i € {1,...,n} plati

det(A) = En:(—l)iﬂaij det(AY)
j=1

(Laplaceiv rozvoj determinantu podle i-tého tddku,).
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Pozndmka. Analogicky pii daném j dostavame podle véty o determinantu transponované ma-

tice
n

det(A) =Y (=1)"a;; det(AY)
i=1

(Laplaceuv rozvoj determinantu podle j-tého sloupce).
Diikaz. Je-li A, = el potom stejnou tivahou jako v ditkazu véty 119 dostdvame det(A) =
det(A™).
Je-li A;jq = ejT pro jista i, j, potom prevedeme-li prvek na pozici (i, j) s pouzitim (n—i)+(n—j) =
2n — (i + j) elementdrnich transpozic fadku a sloupcu na pozici (n,n), je podle predchoziho
det(A) = (—1)2=(+9) det (A7) = (—1)"t7 det(AY).
Nakonec pro obecnou matici, piSeme-li i-ty fadek ve tvaru A;e = Z?Zl aijejT, dostavame s pou-

zitim vety 116 a prévé dokazaného tvrzeni, ze det(A) = Y771 (—1)"ay; det(AY). O

6.4.3 Priklad

= &~ =
co Ot N
© O W
Il
L
oo N

= (—4)- (=6) +5-(~12) =6 (=6) = 0

(Laplaceuv rozvoj podle 2. fadku).

6.4.4 Drsledek: jina definice determinantu

Laplacetiv rozvoj ukazuje moznost i jiné, rekurentni definice determinantu matice A = (a;;) €
Rnxn:
1) jelin=1,jedet(A) =an
n

2) jellin>2, jedet(4d) = > (—1)"ay; det(AY)

J=1

(na pravé strané ve 2) jsou vesmeés determinanty matic fadu n — 1, které uz jsou rekurentné
definovany). Tento piistup obchdzi nutnost pouziti permutaci a je snad nézornéjsi, ale nevede
ke zjednoduseni dukazu.

6.5 Cramerovo pravidlo a vzorec pro inverzni matici

6.5.1 Cramerovo pravidlo

Veéta 129. Je-li A requldarni, potom pro TeSeni x soustavy Ax = b platd

det(A+ (b — A.j)ejT)
A det(A)

(j=1,...,n).
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Poznamka. A + (b — A.j)e;fp je jednoduSe matice vznikld nahrazenim j-tého sloupce matice A
sloupcem pravych stran b. Toto ,pravidlo” ma dnes uz jen teoreticky vyznam, v dobé svého
vzniku v 18. stolet{ se vak stalo rézem populdrni a roziifilo se jesté za autorova zivota! do gkol
po celé Evropé (Gaussova eliminace byla objevena az o vice nez pul stoleti pozdéji).

Diikaz. Nechf z je feSenfm Az = b. Oznaéme X matici vzniklou z jednotkové matice I
nahrazenim jejtho j-tého sloupce vektorem x. Potom plati

A+ (b—Adj)el = (Aa1,...,b, ..., Aan) = (Aey, ..., Az, ..., Aey) = AX (6.4)
a podle véty o nasobeni determinantu
det(A+ (b — A.j)ejT) = det(A) det(X) = det(A)z;,

nebot det(X) = (—1)*x; det(I,—1) = z; Laplaceovym rozvojem podle j-tého fadku, coz dava
hledany vzorec pro ;. O

6.5.2 Adjungovani matice

2

Definice. Pro matici A € R"*" definujeme adjungovanou® matici adj (A) predpisem

(adj (A));i = (—1)"17 det(AY) (i,j=1,...,n).

Poznamka. Je to tedy matice sestavena z algebraickych doplikt. Povsimnéte si prehozenych
indexu v definici, coz vede k ¢astym chybdam pii vypoctu. Je proto lepsi pocitat podle vzorce

((adj (4))T)ij = (1) det(AY),
ve kterém jdou indexy ve stejném potadi, a teprve na konec piejit transpozici od (adj(A))T
k adj (A4).
6.5.3 Vzorec pro inverzni matici

Veéta 130. Pro kazdou requldrni matici A plati

1
A7l =
det(A)

adj (A).

Poznamka. Jinymi slovy, pro kazdé j,i je

(—1)"+7 det(AY)
det(A)

(A =

To dava explicitni vzorec pro prvky inverzni matice. Podobné jako Cramerovo pravidlo ma dnes
tento vzorec uz jen teoreticky vyznam, pro prakticky vypocet je vhodnéjsi metoda zalozend na
Gauss-Jordanové eliminaci popsand v ¢asti 1 (str. 35).

1G. Cramer, 1704-1752.
27 angl. ,,adjoint”.
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Diikaz. Pro kazdé j,i je (A™1);; = zj, kde z je feSenfm Az = e;. Podle Cramerova pravidla je
potom
det(A+ (e — Aujle])  (—1)" det(AY) 1

(A = det(A) - det(A) ~ det(A)

(adj (A))ji

(kde jsme pouzili Laplaceuv rozvoj determinantu det(A + (e; — A.j)e?) podle j-tého sloupce),
coz dava

1

~ det(A)

A7t adj (A). 0

Dausledek. Pro kazdou ¢tvercovou matici A plati A - adj (A) = (det(A))I.

Diukaz. Pro det(A) # 0 plyne tato rovnost ihned z véty 130, pro det(A) = 0 plyne nulovost
kazdého prvku matice A - adj (A) z Laplaceova rozvoje. 0
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Kapitola 7

Vlastni cisla

Az dosud vedly vypocty s redlnymi maticemi vzdy k redlnym vysledktim. To vSak pfestava platit
u vlastnich ¢isel, kterd mohou i pro redlné matice byt komplexni. Studium pouze redlnych matic
zde proto ztraci smysl. To je duvod, pro¢ v této kapitole pfechdzime ke komplexnim maticim.

7.1 Definice a zakladni vlastnosti

7.1.1 Definice vlastnich ¢isel

Definice. Necht A € C"*". Jestlize plati
Azr = Az

pro jisté A € C a jisty vektor x € C”, x # 0, potom ¢&islo A nazyvame vlastnim ¢islem matice A
a vektor x vlastnim vektorem piislusnym k tomuto vlastnimu ¢islu.

Poznamka. Podminka ,,x # 0” v definici je nezbytné: kdybychom ptipustili i x = 0, potom by
kazdé A € C bylo vlastnim ¢islem matice A a definice by ztratila smysl.

Poznamka. Vlastni vektory nejsou urc¢eny jednoznaéné: je-li  vlastnim vektorem, potom pro
kazdé oo # 0 je i ar vlastnim vektorem ptislusejicim ke stejnému vlastnimu ¢&islu.

7.1.2 Charakterizace vlastnich ¢éisel
Véta 131. Cislo A € C je vlastnim c¢islem matice A prdavé kdyz plati

det(A — \I) = 0.

Dikaz. \ € C je vlastnim ¢islem matice A pravé kdyz (A — A\I)xz = 0 pro jisté x # 0, tj. pravée
kdyz A — Al je singuldrni, coz je podle véty 125 ekvivalentni tomu, ze det(A — A\I) = 0. O

7.1.3 Konecny pocet vlastnich cisel

7 definice determinantu plyne, ze

det(A —XI) = (=1)"\" + ap, 1 A" L4 ...+ a1\ + ag,

135
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je to tedy polynom n-tého stupné v A, kterému se fika charakteristicky polynom matice A,
a vlastni ¢isla jsou podle predchozi véty jeho kofeny. Podle zdkladni véty algebry' maé tento
polynom pravé n (obecné komplexnich) kofent, pocitame-li kazdy kofen v jeho nédsobnosti.
Dostavame tak tento vysledek:

Véta 132. Kazdd matice A € C™"™ md prdvé n vlastnich cisel, pocitame-li kazdé v jeho
ndsobnosti (jakozto kotenu charakteristického polynomu,).

Definice. Mnozina vSech vlastnich ¢isel matice A se nazyva spektrum matice A.

7.1.4 Priklad

Pro matici
01
a=(4s)
je
= | B
det(A—)\I)—‘ 1 ’—)\ +1

a charakteristicky polynom ma kofeny +i. Vidime tedy, Ze redlnd matice nemusi mit redlna
vlastni ¢isla.

7.1.5 Souvislost determinantu s vlastnimi cisly

Veéta 133. Determinant ctvercové matice je roven soucinu jejich vlastnich cisel.

Dukaz. Pro kazdé A € C plati
det(A— M) = (—=1)"\" 4+ a, A" L+ 4 ad+ao=(—1D"A=A1)-...- (A= \p),
kde A1, ..., A, jsou vlastni ¢isla matice A (tj. kofeny charakteristického polynomu). Dosazenim
A = 0 dostavame
det(A):)\l)\n O

7.1.6 Vlastni ¢isla trojuhelnikové matice

Véta 134. Viastnimi ¢isly horni (dolni) trojihelnikové matice jsou prdvé vsechny jeji diagondlni
proky.

Dukaz. Protoze A — Al je opét horni (dolni) trojihelnikové, plati podle véty 119
det(A—AI) = (a11 — A) ...« (@pn — A),

takze koteny charakteristického polynomu jsou pravé ¢isla ajy, ..., Gnp. O

! Zékladn{ véta algebry (Gauss 1799) ks, ze kazdy polynom p(A) = anA™ + an_1 A" "' + ...+ a1 A+ ao stupné
n > 1 lze psat ve tvaru p(A) = an(A— A1) -...- (A — An) pro jistd komplexni ¢isla A; (j = 1,...,n), coz jsou pravé
v8echny kofeny polynomu p. Polynom stupné n > 1 mé tedy pravé n komplexnich kotfenu, poc¢itame-li kazdy
v jeho nésobnosti.
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7.1.7 Vlastni ¢isla blokové trojihelnikové matice

Veéta 135. Necht B, C jsou étvercové matice (ne nutné stejného radu). Potom X € C je vlastnim
¢islem matice
B 0
=(5e)

prdavé kdyz je bud vlastnim &islem B, nebo vlastnim céislem C.

Dukaz. Podle véty 120 je pro kazdé A € C
det(A — AI) = det(B — AI) det(C — AI),

takze det(A — AI) = 0 pravé kdyz bud det(B — AI) = 0, nebo det(C' — A\I) = 0. O

7.1.8 Podobné matice maji stejna vlastni cisla

Definice. Matice A, B € C™ " se nazyvaji podobné, jestlize plati A = SBS~! pro jistou
reguldrni matici S € C™**",

Véta 136. Podobné matice maji stejnd vlastni ¢isla.

Ditikaz. Je-li A = SBS~!, potom
A—X=SBS ' - X[ =S(B—-\)S™!

a tedy
det(A — XI) = det(S) - det(B — ) - det(S™1) = det(B — \I)

(viz vétu 122), takze matice A a B maji stejny charakteristicky polynom a proto i stejné vlastni
cisla. =

Poznamka. Tato nenapadna véta hraje v teorii vlastnich ¢isel mimotfadné dulezitou tlohu.
Protoze vlastnf ¢isla se pii podobnostni transformaci A — SAS™! neménf, ukazuje tato véta na
moznost redukce matice na jednodusSsi tvar pii zachovani puvodnich vlastnich ¢&isel.

7.1.9 AB a BA maji stejna vlastni cisla

Véta 137. Jsou-li A, B ¢tvercové matice stejného 7ddu, potom AB a BA maji stejnd vlastni
cisla.

Poznamka. To je velmi netrividlni tvrzeni protoze, jak vime, obecné AB # BA.
Dukaz. Plati

AB 0 I A\ ( AB ABA

B 0 o I ) B BA )’

I AN/ 0 0\ [ AB ABA
o 1)\ B BA)~\ B BA )
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kde viechny matice jsou z R?**2"_ Protoze matice

(0 7)

je regularni (jeji determinant je podle véty 120 roven jedné), dostdvame
AB 0\ (I A 0 0 I A\
B 0) \o0 I B BA 0 I
AB 0 0 0
B o) * \ B BA

jsou podobné a proto maji stejnéd vlastni ¢isla. Vlastni ¢isla prvni z nich jsou vlastni ¢isla AB
plus n nul (véta 135), vlastni éisla druhé z nich jsou vlastni ¢isla BA plus n nul. Z toho plyne

takZe matice

tvrzeni véty. a

Pozndmka. Je-li jedna z matic, napf. A, regularni, Ize dikaz provést mnohem jednoduseji:
protoze AB = A(BA)A™!, jsou matice AB a BA podobné a proto maji stejnd vlastni &isla.
7.1.10 Je-li AB = BA, potom A a B maji spoleény vlastni vektor

Véta 138. Necht pro matice A, B € C" " plati AB = BA. Potom ke kaZdému vlastnimu &islu
A existuje vlastni vektor, ktery je rovnéz vlastnim vektorem B (prisluSejicim obecné k jinému
vlastnimu ¢islu).

Dtikaz. Necht Az = Az, A € C, 0 # = € C". Uvazujme posloupnost vektort z, Bz, Bz, .. ..
Jelikoz prostor C" je n-rozmérny, musi existovat nejmensi k < n takové, ze B¥z je linedrni
kombinaci vektort z, Bz, B2z, ..., B¥ 1z, tj.

k—1
BFg = Z ﬁija:.
=0

Potom plati

BX = XC, (7.1)
kde X je matice o sloupcich z, Bz, ..., B* 1z a
000 ... 0 pBo
100 0 B
c=1010 0 P 7
0 00 ... 1 [r_q

tj. X € Rk a C € CF**. Nechf p € C je libovolné vlastni ¢islo matice C' a y € C* jemu
odpovidajici vlastni vektor. Z (7.1) potom plyne

BXy=XCy= Xy = pXy,
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takze z = Xy je vlastni vektor B (sloupce X jsou podle konstrukce k linedrné nezavislé a y # 0,
takze Xy # 0) a plati pro néj

k—1
z = Z yj+1 B .
Jj=0

Nyni, z AB = BA plyne AB? = B/ A pro kazdé j > 1. Pro j = 1 je to predpoklad véty, a dile
indukef: z AB’~! = B/='A plyne AB’ = AB'"'B = B/"'AB = B/"'BA = B/ A. Tedy

k—1 k-1 k—1 k—1
Az = ZyjHABJx = ZijrlB]AfU = ZyjHBJ)\:L‘ = )\ZyjHBjx = \z,
§=0 j=0 §=0 j=0
takze z je vlastnim vektorem jak A, tak B. a

7.1.11 Cayley-Hamiltonova véta
Véta 139. (Cayley-Hamilton) Je-li
det(A— ) = (=1)"A\" + a, 1 A"+ ...+ a1\ +ag
charakteristicky polynom matice A, potom plati
(—1)"A™ + a, A" L+ a1 A+ agl =0.

Jingmi slovy, kaZdd matice je ,korenem” svého charakteristického polynomu.

Dikaz. Podle dusledku véty 130 plati pro kazdé A € C
(A—XI)-adj(A— AI) = (det(A — \I))1. (7.2)

Protoze kazdy prvek matice adj(A — AI) je polynom v A stupné nejvyse n — 1, lze tuto matici
psat ve tvaru

adj(A = XI) = A""'B, 1 +...4+ AB; + By

pro jisté matice B; € R"*", j =0,...,n — 1. Z rovnosti (7.2) potom dostdvame
(A= AXD(A"'B_1 4 ...+ AB1 + By) = (—1)"\" + ap 1 N 1+ ...+ ar A+ ag)]
a rozepsanim
—A"B, 1+ A" Y AB, 1 — By ) + ...+ MAB; — By) + ABy

= (=1)"N'T 4+ ap, A" T+ ...+ a1 A\ + agl.
Jelikoz tato rovnost plati pro kazdé A € C, musi se rovnat matice u stejnych mocnin A na obou
stranach, coz dava
—B,-1 = (-1)"I, (7.3)
AB]'—BJ',1 = CL]'I (j:n—l,...,l), (74)
ABO = CL()I.
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Piendsobenim rovnice (7.3) zleva matici A" a kazdé z rovnic (7.4) zleva matici A7 (j =n —1,
..., 1) a se¢tenim v8ech rovnic dostavame

—A"B,,_1 + (Aan,1 — An_an,Q) + (An_an,Q — An_ZBn,Q,) + ...+ A2Bl — ABy + ABy

= O = (—1)”14” + an_lAnil + . + (llA + aOI,

coz je tvrzeni véty. a

7.1.12 Odhad vlastnich ¢isel pomoci normy

Véta 140. Pro libovolnou normu || - ||p, p € [1,00] U{F'}, plati
Al < (Al

pro kazdé vlastni éislo A matice A € C™*™,

Dukaz. Je-li A € C vlastni ¢islo matice A a x # 0 k nému pfislusejici vlastni vektor, potom
z Ax = Ax dostavame

ALl = Azl = [ Azlly < [|Allpllll,

podle (5.2) a odsud |A| < [|A]fp. O

7.2 Jordanova normalni forma matice

7.2.1 Jordanova normalni forma: tivod

Véta 136 navozuje moznost upravit matici na jednodussi tvar pfi zachovani vlastnich ¢isel.
Ideélné jednoduchou matici by byla diagonédlni matice. Ukazuje se vSak, Ze ne kazdou matici lze
podobnostni transformaci upravit na diagonalni tvar. Kdyby byla matice

11
(o 1)
podobnd diagonalni matici D, tj. A = SDS~!, potom by D musela musela mit stejnd vlastni
isla jako A, tj. Ay = Ay = 1, a byla by proto rovna jednotkové matici /. Z toho by plynulo

(11N ser . (10
A_<01)_SIS _I—<01>,

coz je spor. Tedy A neni podobnd zddné diagonalni matici.

Nejjednodussi tvar, na ktery je mozno podobnostni transformaci prevést kaZdou matici, je tzv.
Jordanova normélni forma.
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7.2.2 Jordanuv blok

Definice. Matici tvaru

Al 0
0 A1 ...0
SN =1 |
000 ... 1
000 ... A

kde A € C a k je fad matice, nazyvame Jordanovym blokem.

Poznamka. Lze rovnéz psat Jy(A\) = Ay +eel +...+¢,_jef.

7.2.3 Jordanova normalni forma

Definice. Rikdme, ze matice J je v Jordanové normaélni formé, jestlize je tvaru

iy (A1) 0 . 0
| e e
0 0 e ()
kde Jy, (X)), i = 1,...,m, jsou Jordanovy bloky. Pfitom ¢isla k; ani \; nemusi byt navzijem

ruznd (tj. néktera se mohou opakovat).

7.2.4 Jordanova véta o normalni formeé

Véta 141. (Jordan?) Kazdd matice A € C™™ je podobnd jisté matici J v Jordanové normdlni
forme, tj. A = SJS™! pro jistou reguldrni matici S € C*™ ™. Pritom matice J je uréena je-
dnoznacné az na poradi diagondlnich bloku, a na jeji diagondle stoji pravé vSechna vlastni ¢isla
matice A. Ma-li A € R™" vsechna vlastni ¢isla redlnd, potom J je redlnd a i S lze volit redlnou.

Definice. Matici J nazyvame Jordanovou normalni formou matice A.

Poznamka. Dukaz této véty neuvadime, protoze je znacné obtizny. Lze ho nalézt napf. v kni-
hach Halmos [11] (dukaz pfes vektorové prostory) nebo Horn a Johnson [12] (dukaz maticovymi
prostiedky).

7.2.5 Zvlastnost Jordanovy normalni formy

Ve formulaci Jordanovy véty je skryt fakt, ktery lze snadno pifehlédnout a ktery je na prvni
pohled tézko pochopitelny: témuz vlastnimu ¢islu A muze v matici J odpovidat nékolik Jor-
danovych bloku (takze fada jednicek na vedlejsi diagondle je ,pietrzena”, viz definici 7.2.3),
z nichz nékteré navic mohou mit stejnou velikost, a nelze je spojit v jediny Jordanuv blok.

2M. E. C. Jordan (1838-1922), francouzsky matematik; neni spoluautorem Gauss-Jordanovy eliminace, tim je
némecky geodet W. Jordan (1842-1899).
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7.2.6 Priklad

Matice
—60 1 42 -3 -10 4

133 0 =92 6 23 -8
-186 3 128 -9 =30 12
252 —4 -—-171 14 41 -16
=310 5 210 —-15 —48 20
372 -6 —252 18 60 —22

mé charakteristicky polynom p(\) = (A — 2)5 a m4 tedy Sestindsobné vlastni ¢islo A = 2. Jeji
Jordanova norméalni forma ma tvar

210000
021000
002000
000210
000020
00 0O0O0 2

a sestava ze tii Jordanovych bloku fadu 3, 2 a 1. Vysvétleni tohoto faktu podava nasledujici
véta.

7.2.7 Jednoznacnost

Véta 142. Necht plati A = SJS™, kde J je v Jordanové normdini formé. Potom pocet dj(\)
Jordanovych blokiu Ji(X) odpovidajicich vlastnimu ¢islu X matice A v matici J je ddn vzorcem

di(\) = rank((A — AX)*™1) — 2rank((A — A)*) + rank((A — M)+, (7.5)
Dukaz. Viz Horn a Johnson [12]. O

Pozndmka. Véta ukazuje, ze velikosti a pocty Jordanovych bloku v Jordanové normalni formé
jsou jednoznaéné ur¢eny matici A (povsimnéte si, ze prava strana (7.5) nezavisi na S). Struktura
Jordanovy normélni formy je proto plné uréena matici A a bloky odpovidajici stejnému vlastnimu
¢islu nelze spojit do jednoho bloku.

7.2.8 Konstrukce Jordanovy normalni formy

7 predchoziho plyne, ze pouhd znalost vlastnich ¢isel matice A nestaci ke konstrukci jeji Jor-
danovy normadlni formy. K vypoctu velikosti a po¢tu Jordanovych bloku je potiebnd dodateéna
znalost éfsel rank((A — A\; D)%), 4,k = 1,2,..., ve smyslu vzorce (7.5).

7.2.9 Nestabilita Jordanovy normalni formy

(01)

Matice
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m3 vlastni ¢isla A\ = Ao = 1 a je rovna svoji normalni formé. Pro libovolné € # 0 m& matice

1 1
0 1+4¢

dvé ruznd vlastni ¢isla A\ = 1, Ay = 1 + € a Jordanovu normélni formu

1 0
0 1+¢ /-

Vidime, Ze pro libovolné malé € # 0 se prvek ajo v Jordanové normélni formé zmeéni z 1 na 0.
Jordanova normalni forma matice je tedy vysoce nestabilni. Vzhledem k tomu se ziidka pouziva
v numerickych vypoctech, je to vsak dulezity teoreticky nastroj.

7.3 Schurova triangularizacni véta

7.3.1 Konjugovana matice

3

Definice. Pro matici A € C™*" definujeme konjugovanou® matici A* € C"*™ piedpisem

A=A

kde A sestavd z komplexné sdruzenych koeficienti matice A.

Pozndmka. To znamend, ze (A*)j; = A;; proi=1,...,m, j =1,...,n. Jeli A € R™*" potom
A* = AT takze konjugovana matice je zobecnénim transponované matice na komplexni pifpad.

7.3.2 Priklady
142 3+4i\" [ 1-2i 5—6i
54+6i T+8 )\ 3-4i 7T-8i )
142 3+4i\ (142 5+6i
5+6i T7+8i S\ 344 T+8 )’
13\ [13\" (15
5 7) " \s7) “\37)

7.3.3 Vlastnosti konjugované matice

Véta 143. Pro komplexni matice plati:
(A7) = A,
2) jsou-li A, B stejného typu, je (A+ B)* = A* + B*,
3) (aA)* =aA* proae€C,
4)  je-li soucin AB definovdn, je i B*A* definovdn a plati (AB)* = B*A*.

Poznamka. Véta je uplnou analogif véty 3 o vlastnostech transpozice a dokazuje se stejnym
zpusobem, proto jeji dukaz vynechavame.

37 angl. ,conjugate transpose” — ,komplexné sdruzend transpozice”.
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7.3.4 Unitarni matice

Definice. Matice U € C™*" se nazyva unitarni, jestlize U*U = 1.
Poznamka. Unitarni matice jsou zobecnénim ortogonalnich matic na komplexni pfipad a maji
1 07
0 U

stejné vlastnosti. Specidlné pro unitarni matici U je U* = U1, < > je rovnéz unitarni

a sou¢in unitarnich matic je unitarni matice.

7.3.5 Schurova triangulariza¢ni véta, obecny tvar

Nasledujici vétu lze povazovat za centralni vysledek o vlastnich ¢&islech, a to jak z teoretického,
tak z praktického hlediska.

Véta 144. (Schurova triangulariza¢ni véta) Ke kazdé matici A € C"*" existuje unitdrni
matice U € C" "™ a hornd trojihelnikovd matice T € C™*" tak, Ze

A=UTU* (7.6)

pricemz diagondlu matice T tvori prdavé vsechna wvlastni ¢isla matice A v libovolném predem
daném poradi. Je-li A € R™™™ a jsou-li vSechna vlastni ¢isla matice A redind, potom U lze zvolit
redlnou ortogondlni a T redlnou.

Poznamka. Zde i u dalsich obdobnych rozkladu je dulezité si uvédomit, ze pro unitarni matici
Uje U* = U~} takze (7.6) ma tvar A = UTU ™!, coz znamen4, Ze matice A a T jsou podobné
a maji stejna vlastni ¢isla (véta 136).

Diikaz. Dikaz provedeme indukei podle n. Pro n = 1 staéf polozit U = I;, T = A. Nechf tedy
tvrzeni plati az don — 1 > 1 a necht A € C™"*". Necht \q,...,\, jsou vlastni ¢fsla matice A ve
zvoleném poradi a necht z je vlastni vektor pifslusny k A1, ||z]|2 = 1. Dopliime z na unitérni
matici Uy = (z X), kde X € C™*(»~1) (véta 56), takze X*x = 0. Potom

N _ x* ([ Az 2FAX
vidtn = ( X+ ) Alw X) = ( X*Ar X*AX
. )\1 z*AX - )\1 z*AX
N MX*r X*AX ) L 0 X*AX )
Protoze U; je unitarni, je vyslednd matice podobnd A, takze ma stejna vlastni ¢isla, proto matice
X*AX musi mit zbyla vlastni ¢isla Mg, ..., A,. K této matici podle indukéntho predpokladu exis-

tuje unitarni matice U € C=Dx(n=1) takovs, ze U*X*AXU = T, kde T je hornf trojihelnikov
matice s diagonalnimi prvky As, ..., A,. Potom

1 0T \" ., 1 o7 1 or AN 2*AX 1 o7
(0 ﬁ)UlAU1<0 0)‘(0 U*)(o X*AX)(O U)
_ (M @AXU O\ _ (M 2rAXU
N 0 U*X*AXU /] \ 0 T ’

1 of
U_U1(0 U)’

takze polozime-li
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je U, jakozto soucin unitarnich matic, unitarni a plati

A=UTU",
kde -
)\1 T*AXU
T = .
(5 7%")
je horni trojuhelnikovd matice s diagondlnimi prvky Aq,..., A,. Je-li A redlnd a ma-li redlnd
vlastni ¢isla, potom matice Uy i U lze zvolit redlné ortogondlni a tedy i vyslednd matice U je
realns ortogondlni a T = UT AU je redlna. O

7.3.6 Simultanni triangularizace

Nasledujici véta hraje pomocnou roli (pouziva se pouze v dukazu véty 164) a lze ji pfi prvnim
¢teni vynechat.

Véta 145. Necht pro A, B € C"*" plati AB = BA. Potom existuje unitdrni matice U a horni
trojuhelnikové matice T, To tak, Ze plati

A=UT\U, (7.7)

B =UT,U*". (7.8)

Jsou-li A, B redlné a jsou-li vSechna jejich vlastni ¢isla redlnd, potom U lze zvolit redlnou orto-
gondlni a T, Ty redlné.

Dikaz. Dikaz provedeme indukei podle n. Pro n = 1 je tvrzeni zfejmé, nebot sta&i polozit
U=1,T = A, Ty = B. Necht tedy tvrzeni plati az do n — 1 > 1 véetné a necht A, B € C"*",
AB = BA. Podle véty 138 maji A a B spoleény vlastni vektor z € C", tj. plati Az = Az,
Bx = pz, ||z|]2 = 1. Pouzijeme nyni tento spoleény vlastni vektor tak, jak jsme to ucinili
v dukazu Schurovy triangulariza¢ni véty 144: dopliime x na unitarni matici U; = (x X), potom,
jak je ukdzano v dukazu véty 144, plati

N (A zrAX

Ur Aty = ( 0 X*AX >
% [ p 2*BX

Ul BUl - < 0 X*BX > )

piicemz (X*AX)(X*BX) = X*"ABX = X*BAX = (X*"BX)(X*AX), takze matice X*AX,
X*BX komutuji a podle indukéniho pfedpokladu existuje unitarni matice U takova, ze

U*X*AXU =T,
U*X*BXU =T,

kde T}, Ty jsou horni trojihelnikové matice. Potom dostdvame

1 0T \". , 1 of A T*AXU
(o) oian(s 5 )=(5 75" )
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1 o7 \" . 1 o7 p x*BXU
(o) vy % )=(6 "5").

takze (7.7), (7.8) plati pro

T * 7 * 7
U:U1<1 0 )7 T1:<)\ :L'ANXU>7 T2:<u :rBXU>.

0 U 0 T 0o T

Zbyvajici tvrzeni pro redlné matice s redlnymi vlastnimi ¢isly je ziejmé, protoze celou konstrukci
l1ze potom provést v realnych ¢islech. a

7.3.7 Schurova triangularizac¢ni véta, realna forma

Urcitou nevyhodou Schurovy triangularizaéni véty je skuteénost, ze pro redlnou matici A mohou
v rozkladu A = UTU* matice T i U byt komplexni. Ukazuje se vSak, ze povolime-li v matici T'
vyskyt nenulovych prvki i na diagonéle bezprostiedné pod hlavni diagonalou, potom lze rozklad
realné matice provést v redlnych cislech.

Véta 146. (Schurova triangularizaéni véta, redlna forma) Ke kazdé matici A € R"*"
existuje ortogondlni matice Q € R™ " takovd, Ze

A=QTQ",

kde T € R™ "™ je blokové diagondlni horni trojihelnikovd matice, na jejiz diagondle stoji bud’
bloky 1 x 1 sestavajici z redlnych vlastnich éisel A, nebo bloky 2 x 2 jejichZ vlastni ¢isla jsou
dvojice komplexné sdruZengjch® vlastnich ¢isel A. Pritom Q je mozno volit tak, Ze diagonding
bloky mohou bijt serazeny v libovolném predem daném poradi.

Dukaz. Dukaz provedeme indukci podle n. Pro n = 1 mé matice pravé jedno redlné vlastni ¢islo
Aq1 a staéf volit Q = I, T = A. Necht tedy tvrzeni plati aZ do n — 1 > 1 a nechf A € R™*".
Jestlize prvni blok ve zvoleném potadi je matice 1 x 1 sestavajici z redlného vlastniho ¢éisla Aq,
postupujeme jako v dikazu véty 144. Jestlize prvni blok odpovidé dvojici komplexné sdruzenych
vlastnich ¢isel A1 4+ Aai, A1, Ao € R, Ao #£ 0, zvolme vlastni vektor x = x1 + x2¢ # 0 odpovidajici
vlastnimu ¢éislu A = A + A2i (21,22 € R™), potom z Az = Az plyne

A:L'l == )\1!E1 - )\21’2, (79)
Axy = Aoxq + Axo. (710)
Pritom plati
1= 3(z+7), (7.11)
Ty = 3(z —T). (7.12)

Vektory z, T jsou linedrné nezavislé: kdyby byly linedrné zdvislé, existovalo by a # 0 tak, ze
T = ax, z ¢ehoz by plynulo alz = adx = A(ax) = AT = A\T = alz a odtud A = X ve sporu
s A2 # 0. Podle (7.11), (7.12) jsou tedy i 1, 2 linedrné nezavislé. Polozme X = (1 x3) € R"*2,

B *Charakteristicky polynom p()) redlné matice A mé s kazdym kofenem A rovnéz komplexné sdruzeny kofen
A stejné nasobnosti. To plyne z toho, Ze je-li p(A) = 0, potom p(\) = p(\) =0 = 0.
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potom podle véty 106 existuje matice Q € R™*2 5 ortonormalnimi sloupci a reguldrni matice
R € R?*2 tak, 7e X = QR. Z (7.9), (7.10) plyne

_ A1 A2
wrox( ),

tedy
A A A1 A
AQR = QR( _A; Af )
a odtud
QTAQ=R ( il 12 > R~ (7.13)

—A2 A1

Doplnime-li nynf matici Q € R"*2 na ortogondln{ matici Q = (Q Q@1), potom
QTAQ=QIOR( ™ 2 VR '=0
—A2 A\

(nebot QTQ = 0 z ortogonality Q) a tedy

76— (QF > 5 oy ( QTAQ QTAQ > _ ( OTAQ OTAQ, >
oA <Q? AQQI={ graq qQraq 0 QT )

piicemz levy horni blok QT AQ je vzhledem k (7.13) podobny matici

A1l A2
X2 A1 )7

jejiz vlastni ¢isla jsou A; & Aoi. Na pravou dolni matici QT AQ; nyni aplikujeme indukéni
predpoklad tak jako v dikazu véty 144, ¢imz je tvrzeni dokdzano. O

7.3.8 Priklad

Nahodné generovand redlnd matice

9.6689 1.3701 7.3491 1.5561
6.6493 8.1876 6.8732 1.9112
8.7038 4.3017 3.4611 4.2245
0.0993 8.9032 1.6603 8.5598

mé Schuruv rozklad A = UTU* (véta 144), kde
20.8938 0.6230 — 1.7592¢ 0.6226 — 2.1307: —0.8148 — 2.0939:

T_ 0 —2.4923 2.6116 — 0.5456¢ 1.2534 — 0.56087
N 0 0 5.7380 4 2.1429;  5.8070 — 4.39907 |’
0 0 0  5.7380 — 2.1429;

—0.4202 — 0.17137 —0.3484 +0.3914¢7 —0.2421 4-0.1038  0.1129 4 0.6613¢
U — —0.5297 — 0.2159¢ —0.1959 4+ 0.2201z  0.0427 4 0.36377 —0.2466 — 0.62531
| —0.4487 —0.1829;  0.5307 — 0.5961¢ —0.1605 + 0.2420; —0.0279 + 0.2079; |’

—0.4462 — 0.1818;  0.0272 — 0.03052  0.3387 — 0.7730¢  0.2145 — 0.0895¢
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a ma tedy vlastni ¢isla Ay = 20.8938, Ao = —2.4923, A3 = 5.7380+2.1429¢, Ay = 5.7380—2.14291.
Jeji redlny Schuriiv rozklad (véta 146) mé tvar A = QTQT, kde

20.8938  1.8662 —2.2490 —2.2177
0 —2.4923 —-1.2109 —2.7454
0 0 57380 —0.5836
0 0 7.8687  5.7380

0.4538  0.5240 —-0.6933 —0.1972

| 05720 0.2947  0.6909 —0.3296
@= 0.4845 —0.7981 —0.2019 —0.2959
0.4818 —0.0408  0.0357  0.8746

Redlna vlastni ¢isla A1, A2 matice A jsou na prvnich dvou mistech diagonédly matice T, a dvo-
jice komplexné sdruzenych vlastnich ¢isel A3, A4 je skryta jako dvojice vlastnich ¢isel matice
T(3:4,3:4) v pravém dolnim rohu (odkud ji 1ze v piipadé potieby vypocitat napi. fesenim
kvadratické rovnice). Je zfejmé, ze redlny Schuruv rozklad je mnohem uspornéjsi, nezobrazuje
v8ak v8echna vlastni ¢isla explicitné. (Vysledky byly zaokrouhleny na 4 desetinnd mista.)

7.3.9 Redukce na horni Hessenbergiiv resp. tiridiagonalni tvar

Definice. Rikdme, ze matice H € R™ ™ je v hornim Hessenbergové tvaru, jestlize plati H;; =0
proj<i—1(,7=1,...,n).

Véta 147. Ke kazdé matici A € R™" existuje ortogondini matice Q) a matice H v hornim
Hessenbergové tvaru tak, Ze plati

A=QHQT. (7.14)

Dikaz. Blokové diagonalni horni trojihelnikova matice T z véty 146 mé na diagondle vesmés
bloky 1 x 1 nebo 2 x 2 a je proto v hornim Hessenbergové tvaru. O

Prevedeni matice na horni Hessenberguv tvar a nalezeni rozkladu (7.14) lze provést pomoci
Householderovy transformace podle véty 102. Z algoritmu navic vyplyvi, ze @ 1ze volit tak, aby
platilo Qe1 = QY, = e1.
% Déna: matice A € R™*",
Q=TIn; A= 4;
forj=1:n-2
x=A(G+1:n,j);
if 21 # ||zl
x1 = x1 — ||lz2;
H(z)=I,_j — 2%

Tz
I; 0
1= (4 i )
A=HAHT,
Q=HQ;
end
end B
H=4;Q=Q"

% Plati A = QHQ", kde H je v hornim Hessenbergové tvaru a @ je ortogonalni.
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Definice. Rikdme, Ze matice H € R™" je tifdiagonalni, jestlize plati H;j =0pro |[i —j| > 1
(i,7=1,...,n).

Véta 148. Ke kazdé symetrické matici A € R™*"™ existuje ortogondlni matice Q a symetrickd
tridiagondlni matice H tak, Ze plati
A=QHQ. (7.15)

Diikaz. Podle véty 147 je A = QHQ", kde H je v hornim Hessenbergové tvaru. Potom H =
QTAQ, takze HT = (QTAQ)T = QTAQ = H, tj. H je symetrickd a proto je tiidiagondlni. O

7 dikazu vyplyva, ze pfedchozi algoritmus aplikovany na symetrickou matici dava jeji rozklad
(7.15) se symetrickou tfidiagonalni matici H.

7.4 Diagonalizovatenost a unitarni diagonalizovatelnost

7.4.1 Diagonalizovatelnost

Definice. Matice A € C"*" se nazyvéa diagonalizovatelnd, jestlize je podobnd diagondlni matici.

Poznamka. Piiklad z ¢édsti 7.2.1 ukazuje, Zze ne kazda matice je diagonalizovatelna.

Véta 149. Matice A € C™*"™ je diagonalizovatelnd prdvé kdyz mda n linedrné nezavislyjch vlast-
nich vektori.

Diikaz. Je-li A diagonalizovatelnd, potom A = SAS™! pro jistou regularni matici S a diagonalni
matici A. Podle véty 136 sestavda diagonala matice A pravé ze vSech vlastnich ¢isel matice A. Ze
vztahu AS = SA dostdvame potom

ASej = AjjSej,
takze So; je vlastni vektor piislusejici vlastnimu éislu Aj; (7 =1,...,n). Protoze S je reguldrni,
jsou jeji sloupce linedrné nezavislé, takze A mé n linedrné nezavislych vlastnich vektort.

Naopak, nechf A m4 n linedrné nezdvislych vlastnich vektort z1, ..., x, piislusejicich vlastnim
cislim A, ..., Ap. Je-li A diagondlni matice s diagonalnimi prvky Ai,..., A, a je-li S matice
sestavajici ze sloupcu z1,...,2,, potom S je reguldrni protoze jeji sloupce jsou podle predpo-
kladu linedrné nezavislé, a pro j = 1,...,n plati

(AS)ej = ASej = Axj = Njzj = (SA)aj,

tedy AS = SA a A = SAS™!, takze A je diagonalizovatelna. a

Véta 150. Jsou-li vSechna vlastni ¢isla matice A navzdjem ruznd, potom A je diagonalizo-
vatelnd.

Dukaz. Kazdému ze vzdjemné riznych vlastnich ¢isel matice A odpovidé Jordanuv blok velikosti
1 x 1, takze Jordanova normdlni forma matice A je diagondlni a matice A je podle véty 141
diagonalizovatelna. a
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Véta 151. Ke kazdé matici A € C™*" a ke kaZdému ¢ > 0 existuje diagonalizovatelnd matice
A’ € C™™ takovd, Ze
||A — A,HF <e.

Poznamka. V topologické terminologii to znamend, Ze mnozina diagonalizovatelnych matic je
hustd v C™*™.

Dikaz. Podle Schurovy triangulariza¢ni véty 144 1ze A rozlozit ve tvaru A = UTU™, kde U je
unitarni a T je horni trojihelnikova. Polozme

5— min{e, K}
22
kde K =1 jsou-li v8echny diagondlni prvky matice T" stejné, a
K =min{|Ts; — Tj;|; Toi # T5}
jinak. Necht A je diagondlni matice s diagonalnimi prvky A;; =i (i = 1,...,n). UkdZeme, Ze

matice

A = U(T + §A)U* (7.16)

ma pozadovanou vlastnost. Pfedev§im vSechny diagondlni prvky horni trojihelnikové matice
T + §A jsou navzijem ruzné. Kdyby totiz platilo Ty + 0k = Ty + 6¢ pro jistd k # £, potom

0 # [Thr — Toe| = |k —£]0 <nd < K = HzljiﬂﬂTii = Tj;1; Tii # Tjj},

coz je spor. Proto A’, kterd je podle (7.16) podobnd matici T + A, mé vSechna vlastn{ ¢isla
vzajemneé ruznd a je tedy podle véty 150 diagonalizovatelnd. Nakonec

|A— A|lp = ||USAU* || = 6| Allp = 6V/12 + ...+ n2 < 6n® < e,

¢imz je dukaz dokoncen. O

7.4.2 Unitarni diagonalizovatelnost

Definice. Matice A € C"*™ se nazyvéd normalni, jestlize A*A = AA*.

Poznamka. Ttida normalnich matic zahrnuje mj. komplexn{ unitdrni (A* = A~!), hermitovské
(A* = A), antihermitovské (A* = —A) a redlné ortogonalni (AT = A~1), symetrické (AT = A)
a antisymetrické (AT = —A) matice.

Véta 152. Normdalni horni trojihelnikovd matice je diagondlni.

Diikaz. Diikaz provedeme indukci podle fadu n matice. Je-li n = 1, je tvrzeni zfejmé. Necht
tedy tvrzeni plati pro n — 1 > 1 a nechf T € C™ " je normaln{ horni trojihelnikové matice.

Potom T lze psat ve tvaru
T
pr— ~ .1
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kde 7 € C, t € C*("=1) a T ¢ C(»=1*x("=1) je horni trojuhelnikové. Z (7.17) dostévame

* T 2 *
(7 0 Tt _ 7] ™ ’
t* T 0 T Tt* "t +T*T

. [Tt ™ 00N\ (TPt T
TT(o T)(t* T>< T TP )

a vzhledem k tomu, Ze obé matice se rovnaji, plati |7|? = |7|2 + ||t||3, z ¢ehoz plyne ¢t = 07,

a rovnéz T*T = TT*, tedy horn{ trojihelnikové matice 7 € C™~D*("=1) je norméln{ a podle
indukéniho predpokladu je proto diagonalni. Z toho plyne, ze i matice 1" ve tvaru (7.17) je dia-
gondlni, ¢imz je tvrzeni indukci dokazano. a

Definice. Matice A € C™*™ se nazyvéd unitdrné diagonalizovatelnd, jestlize existuje unitarni
matice U € C™*" takové, ze U* AU je diagonalni matice.

Véta 153. Matice A € C™*" je unitdrné diagonalizovatelnd prdvé kdyz je normdlni.

Poznamka. Na rozdil od diagonalizovatelnosti (véta 149) lze tedy unitarni diagonalizovatelnost
jednoduse charakterizovat v terminech matice A.

Dikaz. (a) Je-li A unitarné diagonalizovatelnd, potom A = UAU™ pro jistou unitdrni matici U
a diagondlni matici A. Protoze diagonalni matice A je evidentné normalni, plati

A*A = UNUUAU* = UNAU* = UNN*U* = (UAU*)(UANU*) = AA*,

takze A je normalni.

(b) Naopak, necht A je normalni. Podle Schurovy triangulariza¢n{ véty 144 ma A rozklad
A=UTU, (7.18)
kde U je unitarni a T' je horni trojihelnikova matice, takze T'= U* AU a z normality A plyne
T*T =U"A"AU = U*AA*U =TT",

proto 1" je normalni a tedy podle véty 152 je diagonélni. V rozkladu (7.18) je tedy U unitérni
a T diagonalni, takze A je unitdrné diagonalizovatelna. a

7.5 Hermitovské matice a komplexni SVD rozklad

7.5.1 Hermitovské matice

Definice. Matice A € C"*" se nazyvé hermitovska, jestlize A* = A.

Poznamka. Pro reilnou matici se podminka redukuje na AT = A. Hermitovské matice jsou
tedy zobecnénim symetrickych matic na komplexni ptipad.

Véta 154. Hermitovskd matice md vsechna vlastni ¢isla redlnd.
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Diikaz. Necht X € C je libovolné vlastni ¢islo hermitovské matice A € C"*™ a necht z € C" je
k nému piislusny vlastni vektor. Potom z rovnice Ax = Az pfendsobenim vektorem x* dostavame

¥ Az = \z'¥z,

kde (z*Ax)* = 2*A*z = 2% Az, takze ¢islo 2% Az je redlné stejné tak jako z*x = ||z]|3 > 0,
z ¢ehoz plyne, ze A je realné. a
Znaceni. Vlastni ¢isla hermitovské matice A € C™"*" znacime \;(A), i = 1,...,n, a ¢islujeme

je tak, aby platilo
AM(A) > X2(A) > ... >\ (A)

(tj. ve stejném poradi jako singuldrni ¢isla).

7.5.2 Spektralni véta pro hermitovské matice

Véta 155. Ke kazdé hermitovské matici A € C™ ™ existuje unitdrni matice U € C™*"™ takovd,
ze plati

A=UAU*, (7.19)

kde A je diagonalni matice s diagondlnimi proky Ay = N(A), i = 1,...,n, a pro kaZdé i je
Ui vlastni vektor prislusny k vlastnimu ¢éislu N\;(A). Je-li A € R™ ", potom U lze volit redlnou
ortogondind.

Dtikaz. Hermitovskd matice A spliiuje A*A = A2 = AA*, je tedy normélni a podle véty 153
ma4 rozklad tvaru (7.19), kde U je unitarni a A diagondlni. Z dukazu téze véty plyne, ze (7.19)
je Schuruv rozklad matice A, ve kterém podle Schurovy triangularizaéni véty 144 lze dosdhnout
sefazeni vlastnich ¢isel matice A na diagonéale A v libovolném piedepsaném poradi, tedy i v poradi
M(A), ..., \n(A), a v piipadé, ze A je redlnd, lze U volit redlnou ortogondlni. Z (7.19) plyne
AU = UA, tedy AUs; = \i(A)Us,i, takze U,; je vlastni vektor piislusejici k A\;(A4) (i =1,...,n). O

7.5.3 Komplexni SVD rozklad

Véta 156. Pro kaZdou matici A € C™*"™ je matice A* A hermitovskd a vsechna jeji vlastni éisla
jsou nezdpornd.

Dukaz. A*A je hermitovskd nebot (A*A)* = A*A. Je-li A libovolné jeji vlastni ¢islo a z
k nému piislusny vlastni vektor, potom z A*Ax = Az plyne x*A*Ax = \z*z, kde x*A*Ax =
(Az)*(Az) = ||Az||3 > 0 a z*z = ||z]|3 > 0, takze A > 0. O

SVD rozklad (véta 107) lze zobecnit na piipad komplexnich matic. Jediny rozdil je v tom, ze
ortogonalni matice se nahradi unitarnimi, singularni ¢isla ztstavaji redlnd a nezaporna. V dukazu
dvakrét pouzijeme faktu, ze z F*F = 0 plyne F' = 0 (viz pozndmku za dukazem véty 24).

Véta 157. (SVD rozklad pro komplexni matice) Nechi A € C™*" q ¢ = min{m,n}.
Potom ezistuje diagondlni matice ¥ = (045) € R™ " spliujici 011 > 022 > ... > 049 > 0
a unitdrnd matice U € C™*™ 'V € C™*™ takové, Ze plati

A=UXV".
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Je-li A € R™*™ potom U, V lze volit realné ortogondini.

Dukaz. Matice A*A je podle véty 156 hermitovskd s nezdpornymi vlastnimi ¢isly a ma podle
véty 155 spektralni rozklad

A*A=VAV*, (7.20)
kde V' je unitdrni a A je diagondlni s diagonalnimi prvky A;(A*A) > ... > A\ (4%4) > 0 =
Ay1(A*A) = ... = M\ (A*A), kde jsme r oznacili index posledniho kladného vlastniho ¢isla.

Je-li r = 0, potom podle (7.20) je A*A = 0 a tedy A = 0 a sta¢i polozit ¥ = 0, U = I,
V = I,. Necht tedy r > 1. Necht S € R"™™" je diagondlni matice s diagondlnimi prvky

VAL(A*A), ... /A (A*A), potom S je reguldrni a
5% 0
A= 0)-
Piseme-li V ve tvaru V = (V; V), kde V; € C™*" a Vo € C™ (") potom z (7.20) plyne

VA — ( vy Vi A*AV ViA*AVL ) A < S2 0 > '

vy )A AN V2) = ( Vy A*AV, ViA*AV; 0 0
Porovnénim bloku na mistech (2,2) dostdvame
(AVR)*AVy = V5P AT AV, = 0,

z ¢ehoz plyne
AV, =0, (7.21)

a porovnanim bloku (1,1) dostavame
VAT AV, = §?

a odsud

(AViS™H* (A S = s~ lvpA* AV S~ = 1. (7.22)

Tedy matice
U, = AV15_1 e cmxr

mé ortonormalni sloupce. Doplnime-li ji na unitdrni matici U = (U; Uz) € C™*™, potom
UL AV, = USU,S =0 (7.23)

a podle (7.21), (7.22), (7.23) plati

co ([ UAV, UFAV,\ (S 0\ _
UAV_(U;AV1 UsAV, )~ =%

tedy
A=UXV",

coz je hledany rozklad. Je-li A redlné, potom podle véty 155 lze matici V' v rozkladu (7.20) volit
realnou ortogonalni, potom i U; je redlnd a lze ji doplnit na redlnou ortogonalni matici U. O
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7.6 Vlastni ¢isla symetrickych matic

7.6.1 Spektralni véta pro symetrické matice

Véta 158. Symetricka matice A € R™™ ™ md vSechna vlastni éisla redlnd.

Dikaz. Symetrickd matice je hermitovska a proto pro ni plati véta 154. O

vvvvvv

Véta 159. Ke kazdé symetrické matici A € R™*"™ existuje ortogondlni matice X takovd, Ze plati
A=XAXT,

kde A je diagondlni matice s diagondlnimi proky Ay = Ni(A), i =1,...,n, a pro kazdé i je Xo;
vlastni vektor prislusny k vlastnimu éislu \;(A).

Poznamka. Diagondlni prvky matice A tedy spliiuji A1jq; > Age > ... > Ay, (viz str. 152).

Dikaz. Symetricka matice je hermitovskd, takze pro ni plati véta 155 v jeji redlné formé. O

7.6.2 Courant-Fischerova minimaxova véta
Véta 160. (Courant-Fischer) Pro kazdou symetrickou matici A € R™*™ plati

xT Az

M(A)= max min —— = max min ot Az (7.24)
dim W=k 0#zeW x- X dim W=k zew
lzll2=1
(k=1,...,n), kde maximum se bere pres vSechny podprostory R" dimenze k.
Dukaz. Podle véty 159 mé A spektralni rozklad
A=XAXT, (7.25)

kde X je ortogondlni a A je diagondlni s diagonalnimi prvky Aj(A),..., A\, (A). Z (7.25) plyne
AXej = Nj(A) X (7.26)

pro kazdé j. Uvazujme nym libovolné k € {1,...,n}, anecht W j je podprostor generovany sloupci
Xot1, ..., Xo. Potom dim W = k a kazdy vektor 04z € W lze psét ve tvaru o = 2571 a;jXej,
takze s vyuzitim ortogonality X a vztahu (7.26) dostavdme

k k k k
A = Ol Xe)TAQ o Xej) = (O Xep) (Y aj)i(A) Xo)) (7.27)
j=1 j=1 j=1 j=1
= Z a?);(A J:nll}'% Ai(A)) Z a? = \e(A)(27),
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coz dava
T
xt Az
Ax(A
T, = (A4)
pro kazdé 0 # x € W a tedy
TA
min ~ 27 > A\ (A),
0#zeW T
z ¢ehoz plyne
T Az

a0y ~ama = WA 72
Pro dukaz opaéné nerovnosti zvolme libovolny podprostor W prostoru R™ dimenze k. Protoze
podprostor W generovany sloupci Xe, .. ., Xon mé dimenzi n — k + 1, je souéet dimenzi obou
podprostoru roven n + 1 > n, z ¢ehoz podle véty 46 plyne dim(WW N W) > 1 a existuje tedy
vektor 0 # 2 € W N'W pro ktery, piseme-li ho ve tvaru & = Z?:k a;Xej, podobné jako v (7.27)
dostavame

oA = (Z%‘X-j)TA(Zan-j)Z(Zan-j)T(ZaMg(A)XJ)

= Za2)\ ) <( max Aj( Za = \e(A) (2T ),

tedy
xT Ax
(A
Ty k(4)
a proto
zT Ax
< M (A).
ogéxlenW Ty — k(4)

Jelikoz W byl libovolny podprostor dimenze k, dostavame odsud

o 2T Az
max min

< A 2
dim W=k 0£zeW zlx < Ae(4), (7.29)

coz je opacnd nerovnost, takze z (7.28) a (7.29) plyne prvni rovnost v (7.24). Druhou rovnost
v (7.24) dostaneme z toho, ze pro kazdé x # 0 lze psat

2T Az z \7 T
= Al ——. a
zlz 2|2 |2

Dausledek. Pro nejvétsi a nejmensi vlastni ¢islo symetrické matice A € R™ "™ plati

M(A) = max z Az,
lz]l2=1
M(4) = min 27 Az

llzll2=1
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7.6.3 Wielandt-Hoffmanova véta

Véta 161. (Wielandt-Hoffman) Jsou-li A, B € R™" symetrické matice, potom pro kazdé
k=1,...,n plati
[Ae(A) = Ae(B)| < [[A = Bllp

pro libovolnou normu || - ||, p € [1,00] U {F}.

Poznamka. Tato véta ukazuje, ze vlastni ¢isla symetrickych matic jsou ,,perfektné podminéna”:
malé zmény koeficientu (pii zachovani symetrie) vedou k malym zméndm vlastnich ¢éisel.

Dtikaz. Necht k € {1,...,n} a necht W je podprostor R” dimenze k. Potom pro kazdé x € W,
[z]|2 = 1, plati
2T Az = "Bz + 27 (A — B)z > min y'By+ min 27 (A - B)z= min y! By + \,(A — B)
yeEW Hz”g:l yeEW
lyll2=1 llyll2=1
(viz vzorec pro A, v dusledku Courant-Fischerovy véty), takze

min z7 Az > min y? By + \,(A — B)
zeW yeW
llz]l2=1 llyll2=1

a tedy

A(A) = nax i%g/lleA$ > nax ||£1|r|€1ivl‘r/1 yI By + M(A — B) = M\ (B) + M\ (A — B).
Ti2= Yy 2=1

Tim jsme dokazali, ze
Ae(B) — Ak(A) < A (A - B).

Vyménime-li role A a B, dostdvame odsud
Me(A) = A (B) < = (B —A) =\ (A-B),
coz dohromady dava
[Ak(A) = A(B)| < max{|A1(A = B)[, [An(A = B)[} < [[A = B,

pro libovolné p € [1, 00] U {F'} vzhledem k véte 140. 0

7.6.4 Vypocet vlastnich ¢isel symetrické matice: ivod

Jacobiho metoda (z r. 1846) pro vypocet vlastnich ¢isel symetrické matice, uvedend dale, je
zalozena na myslence postupného snizovani veli¢iny

ZZ“?J‘

1 i

(tj. odmocniny ze sou¢tu ¢tvercu nediagondlnich prvku) ortogonélnimi transformacemi typu
A := GTAG, kde G je Givensova matice, které neméni vlastni ¢isla. Konstrukce Givensovych
matic (které se lisi od jednotkové matice jen na ¢tyfech mistech) zarucuje, ze off (A) — 0, takze
po koneéné mnoha krocich off(A) klesne pod stanovenou mez e. Vyslednd matice je ,témér
diagonalni” a jeji diagondlni prvky aproximuji vlastni ¢isla puvodni matice s presnosti < ¢.
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7.6.5 Odvozeni Jacobiho metody

Hledejme Givensovu matici G = G(p, q, ¢, s) (viz ¢ast 5.6.4) takovou, aby pro matici B = GT AG
platilo off(B) < off(A). Podle véty 99 je |B|r = ||GTAG||r = ||A|lr a z toho tpravami
dojdeme k

off?(B) = off?(A) + 2b12)q — 2a127q.
Odsud plyne, ze nejvétsiho poklesu off (B) dosdhneme, bude-li b,; =0 a

|apq| = max |as;| = max |a;| (7.30)
7] 1<y
(Ize volit i < j nebot A je symetrickd). Rovnost (7.30) ddva vzorec pro p a q. Pro uréeni c a s
vyjdeme z toho, ze mé byt

bpg = (GTAG)pq = cs(app — agq) + (C2 - 52)%(1 =0,

tj.
€ _ 5 _ %aa = Opp (7.31)
s ¢ Qpg
Polozime-li
s Agg — @
t=2 5= da PP
c 2apq

prechdzi (7.31) v kvadratickou rovnici
t?+21t—1=0,

kterd mé koteny
_ \/ 2 _ 1
tlQ_{ T V12
—_r — 2 _ -1
T—V14+74= i

Z numerického hlediska se jevi jako vhodné pouziti toho z obou kofenu, pro ktery je jmenovatel
vzdélenéjsi od nuly, tedy prvniho pro 7 > 0 a druhého pro 7 < 0. Pro takto vypoctené ¢ potom

1 t
VIR T Vi
spliiuji ¢ + s> = 1 a plat{ pro né bpg = 0. Tim jsme sestrojili hledanou Givensovu matici
G = G(p,q,c,s) takovou, ze pro B = GT AG je
oft?(B) = off?(A) — 2a2, < off*(A). (7.32)

Pro ucely dukazu kone¢nosti upravime tuto nerovnost jesté do jiného tvaru. Z (7.30) plyne, ze
lapq| > |aij| pro kazdé i # j, tedy

n(n — l)agq > Zagj = off(A).
i#]
Z (7.32) potom dostavame

0&2(.8) S OHQ(A) — ﬁofia(fl) = (1 — ﬁ) . OﬂQ(A)

off(B) < (/1 — ﬁ -off (A). (7.33)

Dochédzime tak k nasledujicimu popisu algoritmu. Prubéznd matice je v ném znacena L (misto A)
a matice P slouZi na konci algoritmu k sefazeni diagonalnich prvku podle velikosti.

a nakonec
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7.6.6 Jacobiho metoda

% Déna: symetrickd matice A.
L=A X=1I;
while off(L)> ¢
nalezni p < ¢, pro které |{,,| = max;<; |¢;;;
7 = (gq — lpp)/ (2lpg);
ifr>0,t=1/(1+V1+732);
elset = —1/(—7+ V14 72);
end
c=1/V1+1t% s =tc
G=1;Gpp=c;Ggg = ¢; Gpg = 8; Ggp = —5;
L=GTLG; X = XG;
end
sefad diagonalni prvky L podle velikosti: g5, > ... > g k.;
necht P je matice pro kterou P; = ey, pro kazdé i;
L =PTLP;
X = XP;
% plati A= XLXT, kde X je ortogonalni a off(L)< e,
% L ma diagondlni prvky £11 > ... >l
% a plati |\;(A) — ;| < € pro kazdé i.

Poznamka. Nerovnost |\;(A) — ¢;;| < € plyne z Wielandt-Hoffmanovy véty (s normou || - || ).

7.6.7 Konecnost algoritmu

Koneénost algoritmu plyne z nasledujici véty:

Véta 162. Pro kazdé € > 0 algoritmus po koneéné mnoha krocich nalezne matici L pro kterou
off(L) < e (a zastavi se).

Diikaz. Nechf L(© = A, LM, L&) jsou matice sestrojené v pritbéhu algoritmu. Podle (7.33)
plati pro kazdé k =1,2,...

of (L)) < g - oft(L*),

kde

a indukei

off(L*)) < ¢* - off (A).

Jelikoz ¢ < 1, je ¢* — 0, takze pro libovolné dané € > 0 existuje k, pro které ¢* - off (A) < e,
tedy off(L®)) < ¢ a algoritmus se zastavi. O

Poznamka. off (L) < € znamens, ze Y., /%, < €% a tedy specidlné |¢;;| < ¢ pro kazdé i # j.
i#£j Vig J
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7.6.8 Priklad

Pro symetrickou matici
4 -2 4 2

-2 10 -2 -7
A= 4 -2 8 4
2 -1 4 7

7 Easti 5.4.6 dostavdme Jacobiho metodou s e = 107%||A|| = 2.0372 - 107> po 16 iteracich

18.6944  0.0000 —0.0000 —0.0000

I 0.0000  7.8346  0.0000 0
| —0.0000  0.0000 1.9727  0.0000 |’

—0.0000 —0.0000 0.0000 0.4984
coz dava
A1 = 18.6944, Ay = 7.8346, A3 = 1.9727, \y = 0.4984

(zaokrouhleno na 4 desetinnd mista).

7.6.9 Pozitivni (semi)definitnost a vlastni ¢isla

Véta 163. Symetrickd matice A € R"™"™ je pozitivné semidefinitni (definitni) prdavé kdyz viechna
jeji vlastni éisla jsou nezapornd (kladna).

Dikaz. Pozitivné semidefinitni matice A ma redlnd vlastni ¢isla podle véty 158. Je-li A libovolné
jeji vlastni ¢fslo a x pifslusny realny vlastni vektor, potom z Az = Az plyne ! Az = Az z, kde
xT Az >0 a 2Tz > 0, takze A > 0. Naopak, jsou-li vechna vlastni ¢isla A nezdpornd, potom ze
spektralniho rozkladu A = XAX7T plyne pro kazdé =

e Ar = (XTa)TAXT2) = i Mi(A)(XTz)2 >0,
=1

takze A je pozitivné semidefinitni. Analogicky pro pozitivni definitnost. O

7.6.10 Odmocnina z matice

Véta 164. Ke kazdé pozitivné semidefinitnt matici A a ke kaZdému prirozenému cislu k > 2
existuje pravé jedna pozitivné semidefinitni matice B takovd, Ze

BF = A. (7.34)
Diikaz. A mé spektréalni rozklad A = XAX7T, kde na diagondle A stoji jeji nezdpornd vlastni

¢isla \j(A), i = 1,...,n. Necht A% je diagondlni matice s diagondlnimi prvky &/ Ai(A), i =
1,...,n. Potom pro matici B = XAV XT plati

BF = XAVEXT . XAVEXT . XAVEXT = X(AVREXT = XAXT = A,

a B je pozitivné semidefinitni protoze je symetrickd a je podobns matici AY*, takze vsechna
jeji vlastni ¢isla jsou nezaporna.
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Pro dikaz jednoznaénosti predpoklddejme, ze pozitivné semidefinitni matice C spliuje C* = A.
Sestrojme Lagrangeiiv interpola¢ni polynom s uzly \; = \;(A4) a hodnotami {/)\;, pro ktery tedy
plati p(\;) = /A proi =1,...,n, potom
p(A) = p(XAXT) = Xp(A)XT = XAV*XT = B,

tedy B = p(A) = p(C*) a odtud BC = p(C*)C = Cp(C*¥) = CB. Tedy BC = CB a obé matice
maji nezdporna (tj. redlnd) vlastni éfsla, proto podle redlné ¢dsti véty 145 existuje ortogondlni
matice X takova, Ze matice ) )

T\ = XT"BX,

T,=X"'CX
jsou horn{ trojiihelnikové. Ptitom ze symetrie B plyne T{ = XTBTX = XTBX = T, a podobné
TQT = T,, takze obé matice 17, T3 jsou diagondlni a plati

TF = XTB*X = XTAX = XTCkX = T¥, (7.35)
pricemz diagondalni prvky matic 77, 75 jsou tvoreny nezapornymi vlastnimi Cisly pozitivné
semidefinitnich matic B a C, takze (7.35) implikuje 77 = T5 a odtud
B=XTXT=XT,X" =C.

Tim jsme dokdzali, ze pozitivné semidefinitni matice B s vlastnosti (7.34) je urc¢ena jednozna-
cneé. O

Definice. Matici B z véty 164 nazyvame k-tou odmocninou z matice A a znacime ji A%,

Poznamka. K dané pozitivné semidefinitni matici A a danému k > 2 muze obecné existovat
vice matic s vlastnosti B¥ = A, ale jen jedna z nich je pozitivné semidefinitni. Napi. pro

-1 1
B =
(1)
je B2 = I, ale B neni nejen pozitivné semidefinitni (ef Be; < 0), ale ani symetrickd. Odmocninou
je I'V2 =1.
Vratime se nyni k dikazu existence Choleského rozkladu pro pozitivné semidefinitni matice (véta
90, str. 97):

Diikaz. Je-li A pozitivné semidefinitn{, potom mé odmocninu B = AY2. Ta m4 podle véty
104 QR rozklad B = @QR, kde @Q je ortogondlni a R je horni trojihelnikova s nezapornymi
diagondlnimi prvky. Potom A = B2 = BTB = RTQTQR = RT R, takze matice L = RT je doln{
trojihelnikova s nezdpornymi diagonalnimi prvky a A = LLT. Naopak, plati-li A = LLT, potom
pro kazdé x je T Az = (LT2)T(LTz) = |LTx|)3 > 0, &ili A je pozitivné semidefinitni. O

7.6.11 Algoritmus pro vypocet k-té odmocniny z matice

0. Dana: pozitivné semidefinitni matice A € R™*™.

1. Nalezni spektrélni rozklad A = XAX7T Jacobiho metodou 7.6.6.
2. Poloz Ay := /Ay (i=1,...,n).

3. Poloz B := XAX" a ukonci: B = AV,
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7.6.12 Sylvesterova véta o setrvacnosti

Definice. Setrva¢nosti symetrické matice A nazyvame uspofadanou trojici (p4, po,p_), kde p4
je pocet kladnych, pg nulovych a p_ zdpornych vlastnich ¢isel matice A.

Definice. Symetrické matice A/, A se nazyvaji kongruentni, jestlize plati A’ = X AX7 pro jistou
regularni matici X.

Véta 165. (Sylvester®) Kongruentni symetrické matice maji stejnou setrvacnost.

Poznamka. I kdyz se pii piechodu od symetrické matice A k symetrické matici X AX” vlastni
¢isla mohou zmeénit, setrvacnost (tj. pocet kladnych, nulovych a zdpornych vlastnich éisel)
zustava stejna.

Diikaz. Necht symetrické matice A’, A jsou kongruentni, tj. A’ = XAX7 pro jistou regularni
matici X. Necht 4’ = Q'A'Q'", A = QAQ jsou jejich spektralni rozklady, potom z A’ = X AXT
plyne A’ = RTAR, kde R = QT XTQ’ je regularni, a tedy

TNz = (Rz)T A(Rx) (7.36)
pro kazdé z. Predpokladejme pro spor, ze p’ . > py, kde p', a p1 jsou pocty kladnych vlastnich

¢isel matice A’ resp. A. Je-li p’, =1, potom py = 0 a dosazenim x = e; do (7.36) dostdvéame

0 < M(A) =el'Ney = (Re1)"A(Rey) Z/\ )(Re1)? <0,

coz je spor. Je-li p’, > 1, oznacéme R matici sestavajici z prvnich p/ 4+ — 1 fddka a prvnich p'
sloupcti matice R. Potom homogenni soustava R% = 0, kterd m4 vice sloupct nez fadki, ma
netrividln{ feseni Z (viz str. 49). Necht x vznikne doplnénim Z nulami na n-rozmérny vektor.
Potom z (7.36) dostavame

P/+
0<> X(A)a} = 2" Na = (Re)" A(Ra) Z i <0
i=1 i=p'
(nebot Aj(A") > ... > Ay (A) > 02> My (A) > ... > \(A) a (Rz)1 = ... = (Ra)y, 1 = 0),

coz je opét spor. V obou piipadech jsme z predpokladu p’, > p; dospéli ke sporu, tedy plati
P < pi. Jelikoz A = XAXT implikuje A = X 1A (X1, plyne z pravé dokdzaného,
ze py < p'y, celkem tedy p’, = py. Protoze pocet zdpornych vlastnich ¢isel matic A’, A
je roven poé¢tu kladnych vlastnich éisel matic —A’, —A a protoze —A’ = X(—A)XT, plyne
z predchoziho, ze p' . =p_atedyipy=n—p', —p'_ =n—pi —p_ = po. Tim jsme dokézali,
ze (p'y, 00,0 _) = (P4,p0,P_), tj. ze matice A’ a A maji stejnou setrvacnost. O

7.7 Vlastni ¢isla a SVD rozklad

7.7.1 Vztah mezi singularnimi a vlastnimi ¢isly

Singularni ¢isla jsme definovali pro obecné matice, kdezto vlastni ¢isla jen pro ¢tvercové matice.
Singularni ¢isla jsou vzdy nezdpornd, kdezto vlastni ¢isla jsou obecné komplexni. Existuje néjaky

5 Sylvestertiv zdkon setrvacnosti”; J. J. Sylvester (1814-1897), spolu s A. Cayleym (viz str. 84) zakladatel
teorie matic.
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vztah mezi témito velicinami?

Je-li A= XXYT SVD rozklad matice A, potom
ATA=yyTXTxxyT =y (xTe)yT,

takze matice AT A (kterd je pozitivné semidefinitni a mé nezdpornd vlastni ¢isla) je podobnd
matici ¥78, kterd md na diagondle &fsla 02(A) a pifpadné dalsf nuly. Z toho dostdvame, ze
kladnd singuldrni ¢isla jsou odmocniny z kladnych vlastnich éisel matice AT A. Dokéazali jsme
tak tuto vétu:

Véta 166. Md-li matice AT A prdvé r kladnijch vlastnich éisel, potom singuldrnimi éisly matice
A € R™™ jsou cisla 0i(A) = VAN(ATA), i =1,...,r, a0;(A) =0 proi=r+1,...,q, kde
g = min{m, n}.

Dasledek. Pro symetrickou matici A plati o;(A) = |N(A)], i=1,...,n.

7.7.2 Vypocet SVD rozkladu
Véta 167. Necht A € R™" m > n. Je-li
ATA=YAYT

spektrdlnd rozklad matice AT A a je-li
AY = QR

QR rozklad matice AY (véta 104), potom R je diagondlni, Q,Y jsou ortogondlni a
A=QRYT

je SVD rozklad matice A.

Diukaz. Z konstrukee (spektralni rozklad resp. QR rozklad) plyne, ze Y a @ jsou ortogonélni.
Dale plati

RTR=RTQTQR = (QR)T(QR) = (AY)T(AY) = YT AT Ay = A,

kde A je diagondlni matice. Jelikoz R € R™*" je horni trojihelnikovd a m > n, plyne z toho,

ze R je diagonalni a R?j = Aj; pro j =1,...,n. Protoze R ma nezdporné diagonalni prvky, je
Rj; = \/AT] pro j = 1,...,n a vzhledem k tomu, Ze nezdporna ¢isla A;; na diagonale A jsou
uspotrddand podle velikosti, je Ry1 > ... > R, > 0. Z AY = QR tedy plyne, ze A = QRY " je
SVD rozklad matice A. O

Pozniamka. Véta plati jen pro matice A € R™ " s m > n. Je-li m < n, potom AT spliiuje
predpoklady véty a je-li
AT = QRYT

SVD rozklad matice AT vypoéteny podle této véty, potom
A=YRTQT

je SVD rozklad matice A.
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7.7.3 Algoritmus pro vypocet SVD rozkladu

0. Ddna: matice A € R™*", m > n.

1. Vypocéti spektralni rozklad AT A = YAYT matice AT A Jacobiho metodou 7.6.6.
2. Vypocti QR rozklad AY = QR matice AY Householderovym algoritmem 5.8.2.
3. Ukonci: A = QRYT je SVD rozklad matice A.

7.8 Vlastni ¢isla nezapornych matic

7.8.1 Spektralni polomér

Definice. Cislo
0(A) = max{|A|; A je vlastni ¢islo A}

nazyvame spektralnim polomérem matice A.

Poznamka. Spektrélni polomér je tedy vzdy nezaporné (realné) ¢islo a podle véty 140 je o(A) <
|All, pro kazdé p € [1,00] U {F'}. Z pfedposledniho fadku dukazu Wielandt-Hoffmanovy véty
plyne, zZe jeji tvrzeni lze formulovat ve tvaru

[A(A) = Au(B)] < o(A - B),

tim se prava strana stane nezavislou na vybéru normy.

7.8.2 Matice s p(A) <1

Véta 168. Pro matici A € R™™™ jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni:
1) olA) <1,
2) Al — 0 proj — oo,
3) 1I— A je reguldrni, Z?io AT konverguje a (I — A)~! = Z?io A7,

Poznamka. Konvergenci maticové posloupnosti resp. fady se rozumi konvergence v kazdém
koeficientu. Radé Z;')io AJ se iikd Neumannova fada. Povsimnéte si analogie s geometrickou
fadou (1 —¢q)~! = >0 ¢’, ktera konverguje pro |q| < 1. Diikaz lze nalézt v [16] nebo v [12].

7.8.3 Maticové nerovnosti

Definice. Pro matice A, B stejného typu definujeme A < B jestlize plati A;; < B;; pro kazdé
i,7, a A < B jestlize A;; < B;;j pro kazdé i, j.

Poznamka. Misto A < B, A < B piseme rovnéz ekvivalentné B > A, B > A. Stejné zavadime
nerovnosti mezi vektory jakozto zvlastnimi piipady matic.

Definice. Matice A se nazyva nezdporna jestlize A > 0, a kladn4 jestlize A > 0.
Pozndmka. Je-li A < B, C > 0, a je-li sou¢in C' A definovén, potom CA < CB.



164 7 Vlastni ¢isla

7.8.4 Perronova véta

Veéta 169. Pro nezdpornou ctvercovou matici A plati
Az = o(A)x

pro jisté x > 0, x # 0.

Pozndmka. To znamend, ze o(A) je vlastnim ¢islem nezdporné matice A, a piislusi k nému
nezaporny vlastni vektor. Je-li A kladnd, lze tvrzeni podstatné zesilit:

Véta 170. (Perron 1907) Pro kladnou cétvercovou matici A je o(A) > 0 a platd
Az = o(A)x

pro jisté x > 0. Navic v tomto pripadé je o(A) jednoduchym® korvenem charakteristického poly-
nomu, plati |\| < o(A) pro kazdé vlastni ¢islo X # o(A), a kladny vlastni vektor x prisluSejici
k o(A) je dodatecnou podminkou Y\ | x; = 1 urcen jednoznacéné. Zddnému jinému vlastnimu
¢islu matice A uZ neprislusi nezdporny vlastni vektor” .

Poznamka. Jinymi slovy muzeme fici, ze nezdporna (kladnd) matice ma nezdporné (kladné)
vlastni ¢islo a k nému piislusejici nezaporny (kladny) vlastni vektor. Toto tvrzeni neni tak
trividlni jak by se snad na prvni pohled mohlo zdét, a jeho dukaz je pomérné obtizny. Lze ho
nalézt napf. v monografiich Fiedler [6] nebo Horn a Johnson [12].

7.8.5 Priklad

Kladné matice
9.6689 1.3701 7.3491 1.5561

6.6493 8.1876 6.8732 1.9112
8.7038 4.3017 3.4611 4.2245
0.0993 8.9032 1.6603 8.5598

A=

ma, jak jsme vidéli v ¢asti 7.3.8, jediné kladné vlastni ¢islo Ay = T = 20.8938. Z rozkladu
A = QTQT uvedeného v 7.3.8 dostdvame jemu odpovidajici kladny vlastni vektor

0.4538
0.5720
0.4845
0.4818

Perronova véta zarucuje pro kladnou matici existenci aspon jednoho kladného vlastniho éisla;
tento piiklad ukazuje, Ze muze existovat pravé jedno.

5Tj. jednondsobnym.
"Kladny vlastni vektor matice webu (ai; = 1 jestlize j-t4 webovd stranka odkazuje na i-tou, a;; = € jinak,
kde € je malé kladné ¢islo, aby se matice stala kladnou) je pouzivdn vyhleddvacem Google k usporddani webovych

......



Kapitola 8

Linearni programovani

8.1 Uloha linedrniho programovani

8.1.1 Formulace problému

Zakladni problém:
min{c’z; Az = b, x > 0}. (P)

Piedpokladame, ze A € R™*" kde m < n (nenf na tijmu obecnosti)!, potom b € R™ a ¢,z € R™.

n

Poznamka. Jde tedy o nalezeni nejmensi hodnoty linearni funkce 'z = Y i1

ucelova nebo cilovd funkce) na mnoziné nezapornych feseni soustavy Az = b.

cjxj (zvané

Poznamka. Pribuzné ulohy, jako maximaliza¢ni misto minimalizacni, se soustavou omezeni
tvaru Ax < b resp. Ax > b, bez pozadavku nezdpornosti vektoru x nebo s pozadavkem
nezapornosti jenom nékterych jeho slozek, se daji prevést na zdkladni dlohu (P). V dalsim
se proto zabyvame feSenim tlohy linedrniho programovani v tomto standardnim tvaru.

8.1.2 Zakladni pojmy

Definice. Vektor z, ktery spliiuje Az = b, = > 0, se nazyva piipustné reseni ulohy (P).

Definice. Piipustné feseni 2* se nazyva optimalnim fesenim? tlohy (P), jestlize plati
cx < L

pro kazdé pifpustné feseni (P); hodnotu ¢’ z* nazyvdme optimalni hodnotou tlohy (P).
Pozndmka. Optimalni hodnota je urcena jednoznacné, kdezto optimélnich feSeni muze byt
vice: je-li z* optimalni feseni a plati-li ¢’'z* = ¢'& pro jisté piipustné feseni &, potom 7 je
rovnéz optimalnim feSenim.

Poznamka. Povsimnéte si, ze — ponékud paradoxné — se nezavadi pojem ,,feSeni’, ale pouze
,pripustné feseni” a ,,optimalni feSeni”.

'Pozdéji ukazeme (cast 8.2.14), ze na za¢dtku algoritmu se k matici A pfiddva jednotkovd matice m X m, tim
se pocet fadku stane mensim nez pocet sloupciu.

2V teorii optimalizace je zvykem znagit optimélni feseni symbolem z* (resp. y* atp.); hvézdicka zde ma tedy
jiny smysl nez v kapitole 7 (viz 7.3.1).

165
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8.1.3 B-znaceni

Necht A je matice typu m x n, m < n, a nechft B = (By,...,By,) je uspofddand m-tice
vzdjemné ruznych ¢isel z {1,...,n}. Potom symbolem Ap znaéime ¢tvercovou matici o sloupcich

AeBys---,AeB,,, tj-

(AB)ej = Aep;
proj=1,...,m.
Podobné pro x € R" definujeme x5 = (a:Bl,...,a?Bm)T, tj. (zp); = Tp, pro j = 1,...,m;
analogicky cg.
Poznamka. PovSimnéte si, Ze ¢isla B; nemusi byt usporddand podle velikosti, takze v matici
Ap mohou jit sloupce matice A ve zptehdzeném poradi.

8.2 Simplexova metoda

8.2.1 Dalsi postup

Simplexova metoda, k jejimuz popisu sméfujeme, pracuje tak, ze v kazdém kroku udrzuje jistou
indexovou mnozinu B = (B, ..., By,) (ve smyslu predchoziho znaceni), k niz jsou jednoznacéné
pfifazeny prubézné veliciny A, b, ¢, h.

Véta 171 uvadi, jak pfi daném B mohou tyto veli¢iny byt vypocteny posloupnosti elementarnich
operaci, a rovnéz vzorce pro né. To ukazuje, ze vypocty mohou byt provadény v tabulce ob-
sahujici bloky B, A, b, ¢ a h. Véty 172 az 174 uvadéji vyznam jednotlivych bloki z hlediska
fungovani algoritmu (dvoji moznost zastaveni, vypocet optimélniho feseni), véta 175 ukazuje jak
provést bézny krok algoritmu zménou jednoho prvku indexové mnoziny B, a véta 177 zarucuje
kone¢nost algoritmu pfi libovolnych vstupnich datech. Véta 179 popisuje mnozinu optimalnich
feSeni a véta 180 ukazuje, jak lze ptimo z tabulky ovéfit, ze vypoctené optimalni feseni je jediné.

8.2.2 Transformace na tabulkovy tvar

(&)

je prunimi dvéma elementdrnimi operacemi® s pivoty jen v édsti A prevedena na tvar

A b
¢ h )

kde Ap =1 a Eg =07 pro jisté B (tj. v Bj-tém sloupci vznikne j-ty sloupec jednotkové matice

Véta 171. Nechf matice

(j=1,...,m)). Potom pro vyslednou matici plati
A = AGA
b = Ag',
el o= - CCEF;A]_;A,
h = —chglb.

3Viz 1.3.3; tiet{ elementarn{ operace, vyména fadki, se v této kapitole nepouziva.
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Dikaz. Podle véty 8 a jejiho dukazu je

A b A b
(e 5)=e(0),

kde Q = Qq-...- Q1 a matice Q;, j =1,...,q, odpovidaji jednotlivym elementarnim operacim.
Jelikoz pivot se nikdy nevybird v poslednim fadku, stoji v poslednim sloupci kazdé matice @);
posledni sloupec e,,+1 jednotkové matice I (viz vétu 7), a totéz tedy plati (indukei) i pro matici

P 0
@- ( yto1 )
pro jistou matici P € R™*™ a jisty vektor y € R". Tedy upravend matice ma tvar
A b\ (PO A b\ PA Pb
¢ n )yl 1 ' o) \yTA+T yTh )

To znamend, ze A = PA a podle piedpokladu je
Lij = (AB)ej = Aup, = (PA)ep, = PAep, = P(Ap)ej = (PAp)s;

Q. To znamend, ze @ je tvaru

pro kazdé j, tedy PAg =1 a P = A_1 (véta 14). Podobné ¢ =y A+ ¢’ a podle predpokladu
O_CB (?/ A4t )B, =Y A-B t+cp, = (3/ AB) (Cg) (y TAB+CB)

pro kazdé j, coz znamend, ze y' Ag + ¢k B = 07, tedy 3T = —CBA 5 » takZe vyslednd matice md
tvar L
A b A*lA AG'b
T 7 )= 1 1 U
¢ h — cBA A —CBA b
8.2.3 Tabulka

Misto s matici

7 N
QY
| o

N————

budeme déle pracovat s tabulkou

sy
|
(=

, (T)

(o)

kterda navic obsahuje prvni sloupec s indexovou mnozinou B, kterou budeme nazyvat béazi. Je
ziejmé, ze tohoto sloupce se eliminace netyka.

8.2.4 Bazicka feSeni

Véta 172. Jestlize v tabulce (T) je b > 0, potom vektor P definovany predpisem

(xB)Bj = Ej (j:17"'am)a
(@); =0 (J ¢ B)

je pripustngm veienim vlohy (P) a plati h = —cT 2B,
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Diikaz. Z definice 2P plyne, 7e 2% > 0 a podle véty 171 je 28 = (2B)p = b = A,}lb, tedy
ABa:g = b, coz znamena, ze

n m

B B B B B

A% =Y A(aP); = 3 Ae?); = Y A, (2), = Apaf =0,
j=1 JEB Jj=1

Tedy 2 je pifpustnym fesenim (P) a h = —CEAglb = —cLaB = —cTab. 0

Definice. Jestlize v tabulce (T) je b > 0, nazjvame ji simplexovou tabulkou a 2%

béazickym pfipustnym feSenim s bazi B.

nazyvame

Poznamka. Vyraznym rysem simplexové tabulky je, Ze obsahuje v bloku A vSechny sloupce
jednotkové matice (obecné ve zprehdzeném poradi), pod nimi nuly, a ze blok b sestdva vesmeés
z nezapornych cisel.

8.2.5 Priklad

210 1 -0.5738 0 0.7424 | 0.0682
410 0 -05303 1 1.1970 | 0.4773
111 0 1.8182 0 -1.8293 | 2.8636

0 0 21836 0 -6.3182|-3.6136

Toto je simplexové tabulka, kterd ukazuje bazické pfipustné feseni zo = 0.0682, x4 = 0.4773,
Il = 2.8636, T3 = Ty = O, tj.

P = (2.8636,0.0682,0,0.4773,0)7,

kde B = (2,4, 1). Odpovidajici hodnota tcelové funkce je
c'zP = +3.6136.
Povsimnéte si, ze poloha sloupct jednotkové matice je urcéena blokem B (,v Bj-tém sloupci je
j-t¥ sloupec jednotkové matice (j = 1,...,m)”, viz text véty 171); zde napi. By = 2, takze ve
druhém sloupci bloku A je prvni sloupec jednotkové matice, atd.
8.2.6 Kritérium optimality
Veéta 173. Jestlize v simplexové tabulce (T) plati
c>0,

potom xP je optimdlni Fesend 1ilohy (P).

Poznamka. Z hlediska tabulky je adekvatnéjsi zapis ¢/ > 07, nebot v ni pracujeme s vektorem
¢!, Slovné, tabulka ukazuje optimalni Feeni, jestlize viechny prvky kriteridlntho fadku ¢’ jsou
nezaporné.

Diikaz. Necht z je libovolné pifpustné reseni tilohy (P). Potom z ¢ > 0 podle véty 171 plyne

ch'>chAG A
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a prendsobenim nezdpornym vektorem x

x> CEAEIA.% = c%AElb =cLaB = TP,

tedy 2P je optiméln{ feseni podle definice. a

8.2.7 Kritérium neomezenosti

Véta 174. Necht v simplezové tabulce (T) existuje s tak, Ze €5 < 0 a Aes < 0 (1j. @js < 0 pro
kazdé j)*. Potom
inf{c’z; Az =b, x> 0} = —o0,

tj. hodnota tucelové funkce neni na mnoziné pripustnych teseni zdola omezend (a tedy tuloha
nemd optimdlni Tesent).

Poznamka. Jak vysvita z dukazu, v tomto pfipadé mnozina pripustnych feseni obsahuje polo-
piimku, podél niz téelova funkce klesd do —oo.

Diikaz. Protoze ¢s < 0, je s ¢ B. Definujme z € R" predpisem zp = —Aqs (tj. 2B, = —@js pro
j=1,...,m), z, =1, z; = 0 jinak. Potom z > 0 a podle véty 171 je

Az = ABZB + Aos = _AB(AélA)os + Aos = _Aos + Aos =0
a dale

Lz = cng + cs2s + Z Cjzj = Cs — chglA.s = (cT — CEA;A)S =cs < 0.
J€B,j#s

Z toho plyne, ze kazdy bod tvaru 2% + az, a € R, a > 0 je pifpustnym FeSenim (P) (nebot
2P +az>0a AP +az) = AzP + a0 = AzP =) a plati

lim ¢ (2P + az) = lim (¢F'z? + ac,) = —0,
a—00 a— 00
COZ znamena, ze
inf{c’z; Az = b,z >0} = —o0. O

8.2.8 Bézny krok algoritmu

Veéta 175. Necht v simplexové tabulce (T) neni splnéno kritérium optimality ani kritérium
neomezenosti. Potom uréime-li indexy s,r ze vzorcu

s =min{j; ¢; <0}, (8.1)
. by, b -
B, =min< By; — =min{ == ; @js > 0p, a5 >0 (8.2)
Qs Qjs

“Nikoliv Aes < 0 (Castd chyba u zkousek); potom by v pifpadé ze Aes < 0 a Ass £ 0 doslo k selhdnf algoritmu
protoze by nebylo mozno vybrat pivota, viz véta 175 dale.
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(tzv. Blandovo pravidlo)®, provedeme-li eliminaci s pivotem @, a polozime-li B, := s, dostdvame
opét simplexovou tabulku

B/ Z/ =/
! I
(tj. 3 > 0) a nové bazické pripustné Fesent xP' spliuje LB < TaB. Je-li navic b, > 0, potom

!
CT.Z‘B < CTQSB.

Dtukaz. Jelikoz v tabulce (T) neni splnéno kritérium optimality, je ¢; < 0 pro jisté j, takze s je
vzorcem (8.1) dobte definovano. Rovneéz, jelikoz nenf splnéno kritérium neomezenosti, existuje
J pro které a;, > 0, takZe mnozina {Eijs; ajs > 0} je neprézdnd a tedy i 7 je vzorcem (8.2) dobfe
definovano. Navic a,s > 0, takze @, 1ze vybrat za pivota.

V tabulce (T) byl v Bj-tém sloupci j-ty sloupec jednotkové matice, j = 1,...,m (véta 171).
Pr1i eliminaci s pivotem @,s; se vytvoii r-ty sloupec jednotkové matice v s-tém sloupci tabulky,
pricemz zadny z ostatnich sloupcu jednotkové matice se nezméni (ty maji v r-tém fadku nuly,
takze eliminace se jich nedotkne). To znamend, ze nova tabulka odpovidéd indexové mnoziné

B/ = (B17 .. ‘7BT—1737B7‘+17 .. 7Bm)

Eliminaci v puvodni tabulce

B r Qrg Er
B] Ajs BJ
s h

s pivotem @, dostaneme tabulku

by
] 1 =
=3,
B; 0 bj — sz
=
0 h —¢sz=

tj. E; = % a 5; = Bj —Ejsg:s pro j # r. Dokdzeme, 7 3 > 0. Protoze b, > 0 a @, > 0, je

e
5:, > 0. Je-li j #r aajs <0, potom 5;- = Ej - Ejsf"“ > Bj > 0. Nakonec, je-li j # r a @;s > 0,
potom ze vzorce (8.2) vyplyva

b .
- :mln{];ajs >0} < =,
Qs Ajs

5Chybna formulace pravidla (8.1), (8.2) je nejcastéjsi chybou u zkousek z linedrniho programovani.
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z ¢ehoz plyne Bj —Tjs ,BTS > 0, ¢ili 5; > 0. Tim jsme dokéazali, ze v > 0. Tedy tabulka po provedeni

Qrs
eliminace odpovidd bazickému pripustnému feseni 25, pro které podle véty 172 plati

a pii b, > 0 je ¢,

a,

b:S < 0, takze

8.2.9 Priklad na Blandovo pravidlo

4 0 0.7500 1.5000 1.0000 -0.2500 | 2.2500
1] 1.0000 1.2500 1.5000 0 0.2500 | 3.7500
0 0 -0.7500 -1.5000 0 1.2500 | -2.2500

V této tabulce dava pravidlo (8.1) s = 2. Protoze oba podily % a % jsou rovny 3, nabyva
se vnitin{ minimum v pravidle (8.2) v obou fadcich a nelze podle ného rozhodnout. Protoze

By =1 < 4 = By, davé celé pravidlo (8.2) r = 2, takze pivotem bude prvek ass.

8.2.10 Simplexovy algoritmus

Shrneme-li dosavadni poznatky, muzeme zformulovat tento algoritmus (,simplexovd metoda”;
Dantzig 1947):

sestav vychozi simplexovou tabulku; % (bude probréno déle)
while ¢; < 0 pro jisté j
s =min{j; ¢; < 0};
if A, < 0, ukonéi: iloha je neomezens
else
urc¢i r podle Blandova pravidla (8.2);
proved Gauss-Jordanovu eliminaci s pivotem @.s;
B, =s;
end
end
% xP je optimaln{ Fedend.

8.2.11 Cyklus

Cyklem rozumime kone¢nou posloupnost kroku simplexového algoritmu, kterd zac¢ind i konci
stejnou bazi B (a tedy i stejnou simplexovou tabulkou).

Véta 176. V prubéhu cyklu:

(i) zustava posledni sloupec beze zmény,
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(ii) v kazdém kroku pro vddek r obsahujici pivota plati b, = 0.

Diikaz. Jestlize algoritmus konstruuje cyklus B!, B2, ... B' = B!, potom podle véty 175 plati

1 2 £ 1
B > LB > ... > Ll =Ty ,

z ¢ehoz plyne

Potom podle véty 175 v kazdé tabulce cyklu s pivotem @,s musi byt b, = 0 (jinak by tcelova
funkce klesla). Z toho pak plyne, 7e pii eliminaci se sloupec b neméni (viz vzorce pro 5; v dukazu
véty 175), stejné tak jako hodnota tcelové funkce h. O

8.2.12 Konecnost algoritmu

Ukéazeme, ze v uvedené verzi simplexového algoritmu s Blandovym pravidlem pro vybér pivota
cyklus nemuze nastat (muze vsak nastat pri modifikaci tohoto pravidla, jak bude ukdzano v ¢ésti
8.2.28).

Véta 177. Simplexovy algoritmus je koneény.

Dukaz. Dokazeme sporem, Ze v zaddné tloze linearniho programovéni nemuze nastat cyklus. To
znamena, ze algoritmus se nemuze vratit do béze, kterou uz jednou prosel, a protoze bazi je
kone¢né mnoho, bude z toho plynout konecnost algoritmu.

Predpokladejme, Ze algoritmus se pro jistou ulohu zacykli. Oznacme T" mnozinu vSech indexu
s, vstupujicich do baze béhem cyklu, a nechf ¢ = maxT. Z tabulek cyklu zkonstruujeme index
k € T pro ktery k > ¢, coz bude spor. Protoze ¢ vstupuje béhem cyklu do baze, musi z ni béhem
tohoto cyklu i vystoupit. Nechf ¢ vstupuje do béze v tabulce

Yqg <0

s kriteridlnim fadkem y” a vystupuje v tabulce

q a’rs B’I‘
s <0
s bazi B. Definujme z € R" piedpisem zp = Aqs (tj. zp, = @js Pro j=1,...,m), zg = —1,

zj = 0 jinak, tedy zp = AE,IA.S, Az = Apzp + (—1)Aes = 0, coz dava
n
Zykzk = yTz = (CT — cgoAB;A)z =cly = cng + sz = ch]}lA.s — cq
k=1

= —(c' —chAR'A)s = —&5 > 0,
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to znamend, ze existuje k takové, ze yrzr > 0. Protoze yr # 0, je k & By; 2z # 0 implikuje
bud k € B, nebo k = s, tj. k je bud v bazi, nebo do ni pravé vstupuje, tedy k € T. Déle
YgZq = Ygars < 0 (nebot pivot je kladny), tedy k # ¢. Dokdzeme, ze ¢ < k, to bude spor s volbou
q jako maximéalniho prvku 7T

Protoze yizr > 0, je bud (a) yr <0, zx < 0, nebo (b) yx > 0, 2z > 0.

(a) Je-li y, < 0, potom k pripadalo v tvahu pro vstup do béze By, ale nebylo vybrano, takze
podle pravidla (8.1) je ¢ < k.

(b) Je-li y. > 0, 2, > 0, potom 2;, = zp, = Gps > 0 pro jisté p. Protoze yx > 0, k nebylo v bazi
By, ale je v B, tedy muselo v prubéhu cyklu vstoupit, coz podle véty 176 znamena ze b, = 0, tj.

_ 9
O:p:min{];ajs>0}.

CL]'S

Tedy B, bylo vhodné pro vybér, ale nebylo vybrano, takze podle pravidla (8.2) muselo byt
B, < Bp, tj. ¢ <k.

V obou piipadech je ¢ < k, tedy jsme nalezli k € T, k > ¢q, kde ¢ = max T, a to je spor. Proto
cyklus nemuze nastat. a

8.2.13 Dvoufazova simplexova metoda: tivod

V popisu simplexového algoritmu na str. 171 bylo v prvnim fadku uvedeno ,,sestav vychoz{ sim-
plexovou tabulku”. To ovsem neni tak snadné, protoze tabulka musi obsahovat vSechny sloupce
jednotkové matice, pod nimi nuly, a mit nezdpornou pravou stranu (viz str. 168).

K ptekonani této obtize se proto simplexovy algoritmus pouziva dvoufazové. V prvni fazi se
aplikuje na uméle sestrojenou pomocnou ilohu, jejiz vychozi tabulka méa pozadované vlastnosti.
Po kone¢né mnoha krocich (véta 177) se bud’ zjisti nepfipustnost ptivodni tilohy, nebo se nalezne
jeji bazické piipustné feseni. V tom pfipadé se jemu odpovidajici tabulka pouzije pro zacatek
druhé faze, ve které se uz fesi puvodni tiloha a po koneéné mnoha krocich se bud nalezne
optimalni feSeni, nebo ovéri neomezenost.

8.2.14 Fazel

Miuzeme bez jmy na obecnosti predpoklddat, ze b > 0, jinak v soustavé omezeni nahradime

kazdou rovnici (Ax); = b;, kde b; < 0, rovnici —(Ax); = —b;. Sestavime vychozi tabulku
By A I b
07 el |0

kde I je jednotkova matice, e = (1,...,1)T € R™a By = (n+1,...,n+m), a eliminaci s pivoty
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v bloku I vytvofime pod timto blokem nuly. Tim dostaneme simplexovou tabulku

By A I b (To)
—el'A 0T —eT'b
Z véty 171 plyne, ze (Ty) je simplexova tabulka pro pomocnou tlohu
min{07z + el ; Az + I/ =b, 2 >0, 2’ > 0} (8.3)
sbézl By = (n+1,...,n+m). Zde je 2/ vektor tzv. umélych proménnych, které jsme pridali

proto, abychom vytvorili tabulku v simplexovém tvaru. Aplikujeme-li na tlohu (8.3) s vychozi
tabulkou (Ty) simplexovy algoritmus (str. 171), dojdeme po koneéném poctu kroku k tabulce

(Ty)

> o7 —h*

(neomezenost nemuze nastat, protoze ticelova funkce 072 + eT'2’ je nezdporna, takze h* > 0).
Nyni mohou nastat dvé moznosti.

1) Je-li h* > 0, neexistuje pifpustné fesen{ pomocné lohy (8.3) s 2/ = 0, tedy puvodni{ dloha
(P) neni piipustnd a jeji feseni muzeme ukoncit.

2) Je-li h* = 0, potom e’z’ = 0 a z nezdpornosti #’ plyne 2’ = 0, takze 2-ové ¢ast optimalniho
feseni pomocné tlohy (8.3) je pfipustnym Fesenim (P), a muzeme prejit k fazi II.

8.2.15 Faze Il

I kdyz na konci fize I je 2’ = 0, mtize nékterd z proménnych z’; byt v bazi (s nulovou hodnotou).
Na zacatku faze 11 se proto nejprve snazime tyto proménné z baze vyloucit.

Jestlize v tabulce (T1) je B; > n pro jisté j, nalezneme libovolny prvek @;s # 0 a provedeme
s nfm jako s pivotem obvyklou eliminaci, ¢imz dostaneme B; := s < n (zde pfipoustime i za-
porného pivota protoze b; = 0, takze touto tpravou se prava strana nezmeni).

Je-li @js = 0 pro vSechna s, obsahuje cely j-ty fadek bloku A tabulky (Ty) nuly. V tom pifpadé
ponechdme umélou proménnou v bézi (tato situace indikuje, ze soustava Ax = b mé linedrné
zavislé fadky).

V tabulce (T;) dosadime nyni vektor ¢! ticelové funkce ptivodni tilohy pod blok A a nuly do
zbytku posledniho fadku

B A T b

T 07 0

a eliminaci vynulujeme prvky pod bazickymi sloupci:
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B A 1 b

& a4 T

Tim jsme vytvorili simplexovou tabulku pro fazi II a ddle pokratujeme simplexovym algoritmem
s tim, Ze za kriteridlni fadek povazujeme pouze blok ¢ (blok a pfi vybéru pivota nebereme
v tvahu). Po koneéné mnoha krocich bud ovéifme neomezenost icelové funkce, nebo dojdeme
k tabulce tvaru

|
~ll
S

B

z >0 —*T h

kterd dava optimélni Feseni puvodni tlohy. Vektor y* je tzv. dudlni optimélni feSeni (viz str.
184).

8.2.16 TTi moznosti ukonceni

Véta 178. Pro kaZdou tlohu (P) nastdvd prdvé jedna ze tri moznosti:

(i) tloha nemd pripustné resen,
(ii) iloha md optimdlni TeSent,
(#ii) dcelovd funkce je na mnozZiné pripustnych Teseni neomezend zdola.

Dikaz. Faze 11 II jsou podle véty 177 koneéné a proto po koneéném poctu kroku dojde k jed-
nomu ze tii moznych zastaveni. a

V dalsim budeme pfedpokladat, ze na konci faze I neztstala zadnd uméla proménna v bazi (tj.

ze platilo B; < n pro j = 1,...,m). Potom blok Ji posledni tabulky faze II nehraje zddnou roli
a muzeme ho z dalsich dvah vypustit.

8.2.17 Mnozina optimalnich feseni

Véta 179. Necht v simplerové tabulce (T) je nalezeno optimdini reseni (tj. ¢ > 0). Potom
mnoZzina vsech optimdlnich Teseni je popsand soustavou

Azt = b,
'zt = 0,
0.

>

Dukaz. Je-li z* optimalni feSeni, potom je pripustné, tedy z Az* = b plyne Az* = AglAaj* =
AG'b = b, acla* = (I — chAG A = T — LAY = Ta* — chal = Tar — T2 = 0.
Naopak, z Az* = b plyne Az* = b, tedy z* je pifpustné, a 0 = ¢'z* = clz* — Cgl'g

Lo —cTaB | takze ¢Ta* = ¢TxB, kde 2P je optimalni Feeni, a proto i 2* je optimaln{ feseni.

O
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8.2.18 Parametricky popis mnoziny optimalnich feSeni

Protoze € > 0 a z* > 0, vyplyva z ¢l z* = Z]- ¢jz; =0, ze x5 = 0 pro ¢; > 0. Polozime-li J =
{j;j ¢ B, ¢; = 0}, dostavame tak z pfedchozi véty parametricky popis mnoziny optimélnich
feSeni:
x*BZ = Bi—zaijf; (i:1,...,m),
Jj€J
> 0 (J €J),
= 0 (Ej > 0).

*
Zj
*
J

Proménné z7, j € J, zde vystupuji v roli parametru a musi spliovat

ijx;f < EZ (i:1,...,m),
Jj€J

o> 0 (jeld).

8.2.19 Jednoznacnost optimalniho reseni
Véta 180. Je-li v posledni simplexové tabulce
¢j > 0 pro kazdé j ¢ B,
potom B je jedingm optimdinim resenim 4ilohy (P).
Diikaz. Podle véty 179 kazdé optimalni Feseni z* spliiuje ¢’ a* = Zj ijj» =0, kdec; >0
a x; > 0 pro kazdé j, tedy ¢;a; = 0 pro vSechna j. Z predpokladu ¢; > 0 potom plyne, ze z; = 0

pro kazdé j ¢ B. To znamend, ze Az* = Agzy = b, tedy a5 = A]g,lb =ba z; = 0 pro kazdé
j ¢ B, takze podle véty 172 je x* = 2% a optimaln{ feseni je jediné. O

8.2.20 Ukazka vypoctu v MATLABu I (optimdalni feSeni): data

A=
1 2 3 4
6 7 8
b =
3 7
c =
1 1 1 -5

[x,y,flag]l=simplex(A,b,c)
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8.2.21 Tabulka na zac¢atku faze I

AS=

5 1 2 3 4 1 3
6 6 7 8 7
0 0 0 0 0 1 0
AS =

5 1 2 3 4 1 3
6 6 7 8 0 1 7
0 -6 -8 -10 -12 0 0 -10

8.2.22 Fazel

AS =
0 0.8000 1.6000 2.4000 1.0000 -0.2000 1.6000
1 1.0000 1.2000 1.4000 1.6000 0 0.2000 1.4000
0 -0.8000 -1.6000 -2.4000 0 1.2000 -1.6000
AS =
5 -0.6667 0 0.6667 1.3333 1.0000 -0.3333 0.6667
2 0.8333 1.0000 1.1667 1.3333 0 0.1667 1.1667
0 0.6667 0 -0.6667 -1.3333 0 1.3333 -0.6667
AS =
5 -1.1429 -0.5714 0 0.5714 1.0000 -0.4286 0
3 0.7143 0.8571 1.0000 1.1429 0 0.1429 1.0000
0 1.1429 0.5714 0 -0.5714 0 1.4286 0
AS =
4 -2.0000 -1.0000 0 1.0000 1.75600 -0.7500 0
3 3.0000 2.0000 1.0000 0 -2.0000 1.0000 1.0000

0 0 0 0 0 1.0000 1.0000 0
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8.2.23 Tabulka na zac¢atku faze 11

AS =

4 -2.0000 -1.0000 0 1.0000 1.75600 -0.7500 0
3 3.0000 2.0000 1.0000 0 -2.0000 1.0000 1.0000
0 1 1 1 -5 0 0 0
AS =

4 -2.0000 -1.0000 0 1.0000 1.7500 -0.7500 0
3 3.0000 2.0000 1.0000 0 -2.0000 1.0000 1.0000
0 -12.0000 -6.0000 0 0 10.7500 -4.7500 -1.0000

8.2.24 Fazell

AS =
0.0000 0.3333 0.6667 1.0000 0.4167 -0.0833 0.6667
1 1.0000 0.6667 0.3333 0 -0.6667 0.3333 0.3333
0.0000 2.0000 4.0000 0 2.7500 -0.7500 3.0000
X:
0.3333 0 0 0.6667
y:
-2.7500 0.7500
flag =

jedine optimalni reseni

Poznamka. x je optimalni feSeni, které je podle véty 180 jediné, a y je optimdlni feSeni tzv.
dudlni vlohy (viz str. 184). AS zna¢i prubéznou simplexovou tabulku. Procedura ,simplex”
volang pifkazem ,, [x,y,flag]l=simplex(A,b,c)” neni soucssti standardniho MATLABu, byla
vytvofena specidlné pro tento ucel.

8.2.25 Ukazka vypoctu v MATLABu II: nepiipustnost

A:
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-1 2 -3 4

[x,y,flagl=simplex(A,b,c)

AS =
5 -1 1 3 -2 1 1
6 -3 5 -4 1 3
0 4 -3 -8 6 0 -4
AS =
2 -1 1 3 -2 1 1
6 -1 -1 0 -2 1
0 1 0 1 0 3 -1
X =

(]
y =

(]
flag =

uloha je nepripustna

Poznamka. Na konci faze I je h* = 1 > 0, takze tloha je nepiipustnd (viz str. 174). = a y jsou
»prazdné vektory” [] (v MATLABu se z technickych duvodu ptipoustéji).

8.2.26 Ukazka vypoctu v MATLABu III: neomezenost

A =
2 -1 3 3
-2 3 1 -9
b =
5 -1
c =
1 -2 -1 4

[x,y,flagl=simplex(A,b,c)

AS =
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5 2 -1 3 3 1 5

6 2 -3 -1 9 1 1

0 -4 4 -2 -12 0 -6

AS =

5 0 2.0000 4.0000 -6.0000 1.0000 -1.0000 4.0000
1 1.0000 -1.5000 -0.5000 4.5000 0 0.5000 0.5000
0 0 -2.0000 -4.0000 6.0000 0 2.0000 -4.0000
AS =

2 -0.0000 1.0000 2.0000 -3.0000 0.5000 -0.5000 2.0000
1 1.0000 -0.0000 2.5000 0 0.7500 -0.2500 3.5000
0 0 0 0 0 1.0000 1.0000 0

% konec faze I

AS =
2 -0.0000 1.0000 2.0000 -3.0000 0.5000 -0.5000 2.0000
1 1.0000 -0.0000 2.5000 0 0.7500 -0.2500 3.5000
0 0 0 0.5000 -2.0000 0.2500 -0.7500 0.5000
X =

(]
y =

(]
flag =

uloha je neomezena

Poznamka. V prvni tabulce faze Il nastavd ¢4 = —2 < 0 a Aqy < 0, takze je splnéno kritérium
neomezenosti (véta 174).

8.2.27 Ukazka zacykleni I: vypocet podle Blandova pravidla

P1i pocateéni simplexové tabulce

1.0 0.0 0.0 0.0 06 —-64 4.8 |0.0
0.0 1.0 0.0 0.0 02 -18 0.6 |0.0
0.0 0.0 1.0 0.0 04 —-16 02|00
0.0 0.0 00 1.0 0.0 1.0 0.0|1.0
0.0 00 00 00 —-04 —-04 1.8|0.0

=W N

postupuje simplexovy algoritmus v nasledujicich krocich:
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5] 1.7 00 00 00 1.0 —107 8000
2| -03 1.0 00 00 00 03 —1.0/0.0
3/-0.7 00 1.0 00 00 27 —3.0]0.0
41 00 00 00 1.0 00 1.0 0.0]10
07 0.0 00 00 00 —47 50]00
5] -90 320 00 00 10 00 —240]00
6/-1.0 30 00 00 00 1.0 —3.0/]0.0
3] 20 —80 1.0 00 00 00 5000
41 1.0 =30 0.0 1.0 00 00  3.0]10
—40 140 00 00 00 00 —9.0]00
500 —40 45 00 1.0 00 —15]00
6|00 —1.0 05 00 00 1.0 —0.5|0.0
1/1.0 —40 05 00 00 00 2500
4100 10 -05 1.0 00 00 05|10
00 —20 20 00 00 00 1000
500 00 25 40 1.0 00 05]4.0
6|00 00 00 1.0 00 1.0 00|10
1/10 00 —15 40 00 00 45|40
2100 1.0 —05 1.0 00 00 05|10
00 00 1.0 20 00 00 20]20

Vysledna tabulka dava optimalni feSeni

z* = (4.0,1.0,0,0,4.0,1.0,0)T.

8.2.28 Ukazka zacykleni II: modifikace Blandova pravidla

Uvazujme nyni tentyz algoritmus s touto modifikaci Blandova pravidla (8.1), (8.2) pro vybér
S, 7
s = min{k; ¢ = min¢;},
j

b b;
r—min{k‘; k—min{];ajs>0},aks>0}.

[ Qjs

Pii této modifikaci zlistéavaji hlavni vlastnosti bézného kroku (udrzeni nezdpornosti b a klesan{
ucelové funkee, viz véta 175) zachovény. Nicméné modifikovany algoritmus se u stejného piikladu
po Sesti krocich vrati k puvodni tabulce a vzhledem k deterministiénosti modifikovaného pravidla
bude donekoneéna obihat ve stejném cyklu (nejlépe je jeho mechanismus patrny ze sloupce B):

1.0 00 0.0 0.0 06 —-64 4.8 |0.0
0.0 1.0 0.0 0.0 02 —-18 0.6 |0.0
0.0 0.0 1.0 0.0 04 —-1.6 0.2]0.0
0.0 0.0 00 1.0 0.0 1.0 0.0 1.0
0.0 00 00 00 -04 -—-04 18)0.0

B~ W N =
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5] 1.7 00 00 00 1.0 —107 8.0]0.0
2/ -03 1.0 00 00 00 03 —1.0]00
3/-07 00 1.0 00 00 27 —=3.000
41 00 00 00 1.0 00 1.0 0010

07 00 00 00 00 —47 50]0.0
5] -9.0 320 00 00 1.0 00 —24.0]00
6|-10 30 00 00 00 1.0 —=3.0/00
3/ 20 —80 1.0 00 00 0.0 5000
41 1.0 =30 00 1.0 00 00  3.0]10

—40 140 00 00 00 00 —9.0]0.0
5] 06 —-64 48 00 1.0 00 00]00
6/ 02 —-18 06 0.0 00 1.0 00|00
7| 04 —16 02 00 00 00 1000
4/-02 18 —06 1.0 0.0 00 00|10

—04 —04 1.8 00 0.0 00 00]0.0
1[1.0 —107 80 00 1.7 00 0.0]0.0
6100 03 —-1.0 00 —03 1.0 0000
7100 27 =30 00 —07 0.0 1.0]0.0
4100 —03 1.0 1.0 03 00 0.0]10

00 -47 50 00 07 00 00]00
1[1.0 00 —240 00 —-9.0 320 00]00
2100 1.0 —-30 00 —1.0 3.0 0.0]0.0
7100 00 50 00 20 -80 1.0/0.0
4100 00 00 10 00 1.0 0010

00 00 -90 00 —40 140 0.0 0.0
110 00 00 00 06 —64 48]00
2100 1.0 00 00 02 —-1.8 0600
3100 00 1.0 00 04 —1.6 02]0.0
4100 00 00 1.0 00 1.0 00|10

00 00 00 00 —-04 —04 1.8]00

Zacykleni: posledni tabulka je identicka s prvni. Tento ptfiklad ukazuje vyznam Blandova pravidla
(8.1), (8.2) pro zaruceni konec¢nosti simplexového algoritmu.

8.2.29 Dodatek: Vlastnosti bazickych feSeni

Véta 181. Necht vddky matice A € R™ ™ jsou linedrné nezdvislé. Potom pro dané pripustné
Tesent x jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni:

(i) = je bdzické (tj. x = x® pro jisté B),
(ii) systém {As;; x; > 0} je linedrné nezdvisly,
(i1i) x je vrcholem mnoZiny pripustnych Fesent.
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Poznamka. Bod x € X se nazjva vrcholem mnoziny X, jestlize neexistuji 2!, 2% € X, z! # 22
tak, ze z = 1 (z! +2?) (tj. 2 neni stfedem zadné tsecky s koncovymi body v X). Vlastnost (i) je
v mnohych ucebnicich alternativné pouzivana k definici bazického feseni. Tvrzeni (iii) fiké, ze
bazicka feSeni jsou pravé vsechny vrcholy mnoziny pfipustnych feseni (ve smyslu vrcholu kon-
vexniho polyedru). Simplexovy algoritmus lze tedy geometricky interpretovat tak, ze postupuje
po vrcholech mnoziny piipustnych feseni a v kazdém kroku piechézi k jednomu ze sousednich
vrcholu s mensi nebo stejnou hodnotou tcelové funkce.
Dukaz. Dokazeme (i)=-(ii)=-(iii)=(ii)=(i). Polozme J = {j; x; > 0}.
(i)=>(ii): Pro piipustné feseni x tvaru =¥ je podle véty 172 {Aej; j € J} C {Aap,, .-, AeB,, |,
pricemz {Aep,,- .-, AeB,, |, jakozto systém sloupcu reguldrni matice Ap, je linedrné nezavisly,
tedy i systém {A.;; j € J} je linedrné nezavisly.

1.2

(ii)=>(iii): Piedpoklddejme sporem, Ze existuji piipustna feseni z', 2%, 2! # 22, pro kterd z =

%(wl + 22). Potom pro kazdé j takové, ze :chl > 0 nebo :1332 >0, jexz; >0, tj. j € J, takze

ZA.jarjl' = Az =b=Az? = ZAv“?’
Jje€J J€J
coz implikuje
D> Aujlzj —af) =0
JjeJ
kde le #* :U? pro jisté j € J, tedy systém {A,;; j € J} je linedrné zavisly, coz je spor.
(iii)=-(ii): Sporem: predpoklddejme, ze systém {As;; j € J} je linedrné zavisly, takze existuji
zj, j € J tak, ze ZjeJ Aqjz; = 0, pficemz z; # 0 pro jisté j € J. Protoze x; > 0 pro kazdé
J € J, existuje dostatecné malé o s vlastnosti ; — az; > 0, x; + az; > 0 pro kazdé j € J.
Dodefinujme z; = 0 pro j ¢ J, potom Az = 0 a z # 0, a polozme ' =2 —az 2?2 =2+ az.
Potom je z' > 0, 22 > 0, Az! = Ax? = b, takze x! a 2? jsou piipustnd feseni takova, ze x! # 22

ax= %(ﬂsl + 22), tj. « nenf vrcholem mnoziny pifpustnych feseni, coz je spor.

(il)=(i): Jelikoz rddky A jsou linedrné nezavislé, ma A hodnost m (véta 81), proto existuje
m-prvkovad mnozina B takovd, ze J C B a systém {A,;; j € B} je linearné nezavisly (véta 41).
Potom Ap je reguldrni a pro x; > 0 je j € B, tedy x splituje Apzp = b, tj. 2p = A;lb >0
axj=0proj ¢ B, takze tabulka s bdzi B je simplexova a podle véty 172 plati z = zB. O

8.3 Dualita

8.3.1 Primarni a dualni dloha
K tloze
min{c’ z; Az = b, x > 0}, (P)
kterou dale budeme nazyvat primarni, uvazujme tzv. dualni ilohu
max{bTy; ATy < c}. (D)

Povsimnéte si, Ze se nepozaduje nezdpornost dudlni proménné y. Vektor y spliujici ATy < ¢
se nazyva pripustnym fesenim (D); optimdlni FeSeni se definuje analogicky jako u primérni
ulohy. Pro tlohu (D) opét nastava pravé jedna ze t¥{ moznosti ukoncéeni uvedenych ve vété 178
(neptipustnost, existence optimélniho feseni, neomezenost).
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8.3.2 Slaba véta o dualité

Véta 182. Jsou-li x, y libovolnd pripustnd reseni (P), (D), potom plati
e >bly.

Navic, plati-li pro jistou dvojici pripustnych Teseni
Tt = by

potom x* je optimdlni reSeni (P) a y* je optimdlni reseni (D).

Dukaz. Vzhledem k nezdpornosti vektoru x plati
lr=ale>aTATy = (Az)Ty = bTy.
Je-li ¢T'z* = bTy*, potom pro kazdé pifpustné feseni z je podle pravé dokdzané nerovnosti

'z > bTy* = cT'z*, tedy x* je optimalni feseni (P), a analogicky pro kazdé pifpustné feseni y
je bTy* = cl'a* > b7y, tedy y* je optimdlni feseni (D). O

8.3.3 Vypocet dualniho optimalniho feSeni

Véta 183. Je-li 2P bdzické optimdlng feseni wilohy (P) nalezené v poslednim kroku simplezového
algoritmu, potom vektor

y* = (Af) ep
je optimdlnim teSenim dlohy (D) a plati

TyB — pTy*.

Diikaz. V posledni tabulce je ¢ = ¢! — CEAE;IA > 07, tedy
¢~ (A5)lep)TA = T — yTA > 07,

tj. ATy* < ¢, takze y* je p¥ipustné fesen{ (D). Dale ¢’ 28 = cLaB = chglb = ((AL)ep)Th =
y*Th = bTy* a podle druhé éasti véty 182 je y* optimalni feseni (D). O

Poznamka. Jak je vidét, y* je feSenim soustavy
ALy =cp

:T
a da se vycist z posledni simplexové tabulky, viz str. 175. Podle véty 171 je totiz blok d

:T
posledniho fadku odpovidajici umélym proménnym roven d = OT—cﬁA;I = —ch; = —yT

(takze y* je v tabulce s opacnym znamenim).
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8.3.4 Véta o dualité

Véta 184. Pro dvojici uloh (P), (D) jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni:
(i) (P) md optimdlni reSent,
(ii) (D) md optimdlni resent,

(i1i) obé ulohy (P), (D) jsou pripustné.

Plati-li libovolné z téchto turzend, potom obé tlohy maji stejnou optimdini hodnotuS.

gramovani. V nékterych ucebnicich se za vétu o dualité oznacuje pouze ekvivalence ,, (i)« (ii)”,
pripadné implikace ,, (iii)=(1)A(ii)”.

Dukaz. Dokazeme (i)=-(ii)=>(iii)=(i).

(i)=(ii): Mé&-li (P) optim&lni Feseni, potom podle véty 177 simplexova metoda po koneéné mnoha
krocich najde tabulku s optimélnim fesenim (P), z ni 1ze podle véty 183 zkonstruovat optimalni
feseni (D) a podle téze véty se optimdlni hodnoty rovnaji.

(ii)=-(iii): Necht (D) ma optiméln{ feSeni y*. Uvazujme pomocnou tlohu linedrniho programo-

vani’
T
—b n Y1 Y1
min b Y2 ) (_AT7 AT7 _I) Y2 = —C, Y2 > 0,. (84)
0 Y3 Y3 Y3

Ukéazeme, Ze tato iloha mé optiméln{ feseni. Zvolme y; > 0, v}, > 0 tak, aby y* = y| — v4 (napt.
(v4): = max{y},0} a (y4); = max{—y},0} pro kazdé i) a polozme vy = ¢ — ATy*. Potom y4 >0
a plati

— ATy + ATy — gy = ATy — gy = —c,

coz znamend, ze uloha (8.4) je ptipustnd. Déle, je-li y1,y2,ys libovolné piipustné feseni (8.4),
potom z
_ATyl +ATy2 —y3 = —c

plyne
AT(yl - 312) < ¢,

tedy y1 — 2 je pripustné feseni (D) a proto plati b7 (y; — yo) < b y*, takze
0"y + by + 0" ys = =0 (y1 — y2) > by

Tedy uloha (8.4), ktera je v primdrnim tvaru, je piipustnd a jeji ic¢elova funkce je omezend zdola,
takze podle véty 178 mé optimalni FeSeni, proto podle dukazu ¢ésti ,(i)=-(ii)” méa optimalni
feSeni i k ni dudlni dloha

—A —b
max { —cl z; A |z< b ,
—I 0

kterou lze psat ve tvaru
max{—cTa:; Ar =b,z > O},

5Nikoliv stejné optimélni fesen.
“Jde o piepis dudlni dlohy v primdrnim tvaru, na ktery miizeme pouzit uz dokdzanou implikaci ,, (i)=(ii)”.
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a tedy mé optimalni (tj. pfipustné) feseni i iloha
min{ch; Ar =b,z > 0},

coz je (P).
(iii)=(i): Je-li (P) pfipustnd a ma-li (D) pripustné Feseni yy, potom podle véty 182 pro libovolné
pripustné feseni x tlohy (P) plati

x> by,

takze jeji ucelovd funkce je zdola omezend a podle véty 178 ma (P) optimalni feseni. O

8.3.5 Podminky optimality

Véta 185. Necht x, y jsou pripustnd teseni tloh (P), (D). Potom ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

(i) x, y jsou optimdlni reseni (P), (D),
fii) 27 (c — ATy) = 0,
(iii) (¥j)(z; > 0= (ATy); = ¢;),
(iv) (Vj)((ATy); < ¢j = z;=0).

Poznamka. Hlavnim obsahem véty je ekvivalence (i)<(ii); (iii) a (iv) jsou slozkovym piepi-
sem (ii).

Dukaz. Dokazeme (i)=-(ii)=-(iii)=(iv)=-(i).

(i)=(ii): Jsou-li 2, y optimélni Feseni, potom podle véty o dualité ¢’z = by a podle slabé véty
o dualité (véta 182) je ¢z > (Az)Ty = bTy = cl'z, tedy 27c = 2T ATy a 27 (c — ATy) = 0.
(ii)=(iii): Protoze 27 (c — ATy) = >z — ATy); = 0, pricemz x; > 0 a (c — ATy); > 0 pro
viechna j, znamena to, ze pro kazdé j je x;(c — ATy); = 0 a tedy z; > 0 implikuje (ATy); = ¢;.
(iii)=(iv): Tvrzeni (iv) vznikne obrdcenim implikace (iii) s pfihlédnutim k tomu, ze =, y splauji
x>0, ATy <e.

(iv)=(i): Plati-li (iv), potom 2T (c — ATy) = >jzilej — (ATy);) = 0 a odtud Tz = 2T ATy =
(Az)Ty = bTy, takze podle slabé véty o dualité jsou x, y optimélni fegeni (P), (D). O

8.3.6 Farkasova véta

Véta 186. (Farkas 1902)® Necht A € R™*"™ q b € R™. Potom soustava

Az = b, (8.5)
x > 0 (8.6)

md resent pravé kdyz plati
(vy)(ATy > 0= b"y >0). (8.7)

8Nékdy téz Farkasovo lemma (vysl. ,,Farkasovo”).
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Poznamka. Farkasova véta dava teoretickou podminku nezaporné resitelnosti; pro praktické
ucely se pouziva faze I simplexového algoritmu.
Dikaz. Uvazujme tlohu

min {072 ; Az = b,z > 0} (8.8)

a k ni dudlni tlohu

max {bTy; ATy < 0}. (8.9)

Jestlize soustava (8.5), (8.6) m4 feseni x, potom pro kazdé y spliujici ATy > 0 je AT (—y) <0,
tedy —y je pifpustné feseni (8.9) a podle slabé véty o dualité je 0 = 07z > b7 (—y) = —bTy,
takze b7y > 0. Naopak, necht plati (8.7). Potom (8.9) je ptipustnd, protoze y = 0 je piipustné.
Dale, jeji icelova funkce je omezena: je-li ATy < 0, potom AT(—y) > 0, z ¢ehoz podle (8.7) plyne
b (—y) > 0ably <0, tedy (8.9) méa podle véty 178 optimalni fegeni, a podle véty o dualité m4
i (8.8) optimélni Feseni, které spliuje Ax = b, z > 0. 0

Disledek. Az = b, > 0 nemd 7eiend prdvé kdyz existuje yo tak, Ze ATy >0 a bTyy < 0.

8.3.7 Charakterizace neomezenosti
Véta 187. Necht (P) je pripustnd. Potom ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) (P) je neomezend,
(ii) (D) je nepripustnd,
(iii) existuje vektor z, pro ktery plati Az =0, 2> 0 a ¢’z < 0.

Poznamka. Vektor z s vlastnosti (iii) lze vycist ze simplexové tabulky, viz dukaz véty 174.
Dikaz. Dokazeme (i)=-(ii)=-(iii)=(i).

(i)=(ii): Jestlize (P) je neomezend, potom (D) nemuze byt piipustna (kdyby byla piipustna,
potom podle véty o dualité, implikace ,,(iii)=(i)” by (P) méla optimalni feSeni, coz je spor).

(il)=(iii): Je-li (D) je nepfipustnd, potom soustava

ATy — ATys +y3 = ¢,
y1 20,52 >0,y3 >0

nems4 feseni (jinak by platilo AT (y;—y2) < cay; —ys2 by bylo pifpustnym fesenim (D)), coz podle
dusledku Farkasovy véty implikuje existenci vektoru z takového, ze Az > 0, —Az > 0,2 > 0
aclz<0,tj. Az=0,2>0aclz2<0.

(iii)=(i): Je-li = libovolné ptipustné feseni (P), potom pro kazdé o > 0 je z+az > 0a A(z+az) =
Az + aAz = Az = b, tedy x + az je piipustné feseni (P) a plati

T

lim ¢ (z 4 az) = lim (c'z + acl 2) = —oo,

a—00 a—00

tj. (P) je neomezena. O
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8.3.8 Ijlohy S nerovnostmi
Uvazujme nyni ilohu v primarnim tvaru s omezenim ve tvaru nerovnosti:

min{c’z; Az > b, x > 0}. (P")
Tuto tlohu lze pfevést na primarni tlohu s omezenim ve tvaru rovnosti

min{c’z +072"; Az —a2' =b, >0, 2/ >0}, (8.10)

kterd je zFejmé nepiipustnd (neomezend, ma optimdlni feseni) praveé kdyz (P’) m4 stejnou vlast-
nost; navic v poslednim piipadé maji tlohy (P’) a (8.10) stejnou optimalni hodnotu. Na tdlohu
(8.10), ktera je v primarnim tvaru, muzeme tedy aplikovat predchozi teorii. Duélni iloha k (8.10),
a tedy i k (P), je*

max{b"y; ATy < ¢,y >0} (D)
8.3.9 (Slabd) véta o dualité pro dlohy s nerovnostmi

Véta 188. Slabd véta o dualité (véta 182) a véta o dualité (véta 184) plati ve stejném znéni
i pro ilohy (P’), (D).

Diukaz. Tvrzeni plyne z vét 182 a 184, aplikovanych na dvojici (8.10), (D’), a z vySeuvedené
korespondence mezi tlohami (P’) a (8.10). O

8.3.10 Podminky optimality pro dlohy s nerovnostmi
Véta 189. Pripustnd reSend x, y uloh (P’), (D’) jsou jejich optimdlni reSend prdvé kdyz plati

T(C - ATy) = 07
y'(Az—b) =

X

Poznamka. Podminky lze ekvivalentné prepsat ve slozkovém tvaru
(Vi)(z; >0 = (ATy); =¢)),

Dikaz. x, y jsou optimaln{ fesen{ (P’), (D’) prave kdyz x, ' = Az — b a y jsou optiméln{ fesen{
(8.10), (D), coz je podle véty 185 ekvivalentni podmince

() (")
/ =0
x y
'CL‘T(C_ ATy) = 07
2Ty =yT(Az —b) = 0. O

resp.

9Poviimnéte si omezeni y > 0, které v tloze (D) chybi.
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8.3.11 Dodatek

Analogickym postupem muzeme dokazat, ze Farkasova podminka pro soustavu

Ax

X

IV IA

ma tvar
(Vy > 0)(ATy > 0= b"y > 0)

a ze charakterizace neomezenosti (véta 187) plati i pro tlohy (P’), (D’) jestlize v tvrzeni (iii)
zaménime , Az = 0” na ,,Az > 0”.

8.4 Aplikace linearniho programovani: teorie her

8.4.1 Teorie her: zdkladni pojmy

V konecné maticové hie hraji proti sobé hraci 1 a 2, ktef{ maji k dispozici m resp. n tzv. ¢istych
strategii. Voli-li hra¢ 1 ¢istou strategii i € {1,...,m} a hra¢ 2 ¢istou strategii j € {1,...,n}, je
vysledek jednoznacné urcen a hrac¢ 2 vyplaci hraci 1 ¢astku a;; (v pifpadé a;; < 0 to znamend,

ze hrac 1 vyplaci hraci 2 ¢astku |a;;|). Hra je tedy tplné urcena tzv. vyplatni matici A = (a;;) €
Rmxn'

Necht z; je pravdépodobnost pouziti ¢isté strategie i hrdcem 1 (i = 1,...,m). Potom vektor
r = (x;) € R™ spliwuje e’z = 1,2 > 0 (kde e = (1,...,1)T) a nazyva se smiSenou strategif hrace
1, podobné vektor y = (y;) € R™ spliijici'® efy = 1, y > 0 se nazyvd smiSenou strategif hréce
2 a slozku y; interpretujeme jako pravdépodobnost pouziti Cisté strategie j hracem 2.

Necht se hraje N her, kde N je velké &islo, a oba hra¢i se piidrzuji smiSenych strategii =, 3. Potom
pravdépodobnost stietu i-té cisté strategie hrace 1 a j-té ¢isté strategie hrace 2 je x;y;, ocekdvany
zisk hréce 1 je a;jx;y; N, v sumé pies vSechny mozné dvojice smiSenych strategif ZZ j ai;xy; N =
(zT Ay)N, primérny ocekévany zisk hrace 1 na jednu hru je tedy x7 Ay. Z toho vyplyva snaha
hrace 1 maximalizovat T Ay, kdezto snahou hrace 2 je tuto hodnotu minimalizovat. To vede
k této uvaze: predpokladejme, Ze existuji smiSené strategie x*, y* hracu 1, 2 s vlastnosti

eT Ayt < 2T Ay* < =T Ay (8.11)

pro libovolné smiSené strategie x, y. Z levé nerovnosti je zfejmé, ze pouzije-li hra¢ 2 smiSenou
strategii 3*, potom hra¢ 1 nemtze dosdhnout vétstho zisku nez z*7 Ay*, naopak z pravé nerovno-
sti plyne, ze pii volbé smiSené strategie x* hra¢em 1 nemuze hra¢ 2 zadnou smiSenou strategii
snizit jeho zisk pod hodnotu z*! Ay*. Pfedpoklada-li kazdy z obou hraci, ze jeho soupei hraje
jak nejlépe je mozné, je vyslednd hodnota 2*T Ay* piijatelnd pro obé strany, protoze kazdy z hré-
¢u vi, ze pii spravné hie soupefe nemuze ziskat vice. Proto se z*, y* (paklize existuji) nazyvaji
optimalnimi smiSenymi strategiemi a ¢islo 2*7 Ay* se nazyva cenou hry.

Poznamka. Definice (8.11) vypada uméle a existence optimélnich smiSenych strategii je na prvni

pohled nepravdépodobnd. O to vice prekvapuje, ze optimélni smiSené strategie vidy existuji (viz
déle).

0Pro piehlednost zapisu nevyznacujeme dimenzi vektoru e; ve vyrazu el z je e € R™, kdezto ve vyrazu e’y
jeeeR".
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8.4.2 Cena hry

Predevs§im ukazeme, Ze cena hry nezavisi na volbé optimélnich smiSenych strategii:

Veéta 190. Jsou-li *, y* a T, § optimdlni smiSené strategie, potom
=T Ay = 3T Ay
Dukaz. Z definice plyne, ze plati (8.11) a
eT Ay < 3T Ay < 1 Ay (8.12)

pro kazdé smiSené strategie z, y. Dosazenim x := x*, y := y* do (8.12) ax := &, y := g do (8.11)
dostavame
IL‘*TAg < jTAg < Zi‘TAy* < ZL'*TAy* < IE*TAg,

z ¢ehoz plyne ze viude plati rovnost a tedy z*7 Ay* = 7 Aj. a

8.4.3 Existence a vypocet optimalnich smisenych strategii

Véta 191. Pro danou hru zadanou vijplatni matici A necht A = A+ aee”, kde o = 1 —min ajj.
ij

Potom dvojice dudlnich iloh linedrniho programovdni't
min{e’ z; Az>e > 0} (P)
max{e’y; Ay <e, y > 0} (D)

ma optimdlni Teseni. Jsou-li xg, yo libovolnd optimalni Teseni (P’), (D’), potom

o L= D (8.13)

o y
elxg’ eTyq

jsou optimdint smisené strategie obou hrdci, w = x*T Ay* je cena hry a pro mnoZiny optimdlnich
smisenyjch strategit obou hrdci plati

Xopt = {x; ATz >we, Tz =1, 2 > 0},
Yo = {y; Ay<we, e’y=1,y>0}

Dﬁkaz. Z o = 1—min;j a;; plyne a;j+a > min;; a;;+a = 1 pro kazdé i, j, tedy A = A+aee” > 0.
Uloha (D’) je ptipustna (y = 0 je piipustné) a pro kazdé jeji piipustné feseni y a pro kazdé j
plati @1jy; < (Ay); < 1, tedy 0 < y; < a%j’ z ¢ehoz plyne, ze mnozina piipustnych feseni (D’)
je omezend, proto (D’) mé podle véty 178 optimalni feseni a podle véty 188 ma i (P’) optimélni
FeSenti.

Necht g, 3o jsou optimalni feseni (P’), (D’). Potom podle véty o dualité je eTxg = eTyo
az ZT@“O > e plyne xg # 0, tedy e’x¢ > 0, tudiz vektory z*, y* definované vztahy (8.13) jsou

el'zg *

nezéporné a plati el z* = Tan = 1 = eTy*, tedy jsou to smiSené strategie.

HPpovsimnéte si, Ze na rozdil od obvyklé formulace (cast 8.3.8) je zde transponovand matice v primdrn{ tloze.
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Necht z, y jsou libovolné smiSené strategie. Potom z Ayy < e plyne 27 Ayy < Tz = 1, tedy

zT Ay* < ﬁ a analogicky z ZTQZ() > e plyne yTZTxo > ey =1, 1. xOTZy >1axzTAy > eTle’
celkem

L =T Ay. (8.14)

TA, *
' Ayt < =
VS eTy, ~ gy =

Avsak T Ay* = 2T (A + aeel)y* = 2T Ay* + a(a¥e)(ely*) = 2T Ay* + «, analogicky 2*T Ay =
2*T Ay + o, diky éemuz miizeme od matice A prejit k ptivodni matici A a z (8.14) tak dostdvame

e Ay* < z*T Ay

pro kazdou dvojici smiSenych strategii x,y. Nyni, dosazenim za prvé y := y*, za druhé z := z*
dostavame odtud
eT Ay* < 2T Ay* < 2T Ay, (8.15)

tedy podle definice jsou z*, y* optimalni smiSené strategie obou hract a w = z*7 Ay* je cena
hry.

Je-li § libovolnad optimélni smiSend strategie hrice 2, potom z 2T A§ < w plyne pro z =
0,...,1,...,007 = ¢;, ze (A7); < w pro kazdé i, tedy Aj < we, a ovéem el = 1, § > 0,
tedy § € Yopt. Naopak, necht § € Yopr. Potom z Ay < we plyne pro kazdou smiSenou strategii
z, 7e 2T Aj < w(zTe) = w, tedy

tTAj <w < 2T Ay

pro kazdou smiSenou strategii y podle (8.15), a pro x := z*, y := gy dostdvame odsud w = z*Ag,
coz znamend, ze plati
2T Ay < 2T Ay < 2*T Ay

pro kazdé smiSené strategie x, y obou hracu, tedy podle definice jsou z*, § optimalni smiSené
strategie, takze g je optimalni smiSend strategie hrace 2. Tim jsme dokdzali, Ze Yt je mnozina
vSech optimalnich smiSenych strategii hrace 2, podobné X,p,¢ pro hréce 1. a

8.4.4 Optimalni smiSené strategie vidy existuji
Véta 192. (von Neumann) Kazdd koneénd maticovd hra md optimdlni smisené strategie obou
hraci.

Diukaz. Plyne piimo z piredchozi véty. a

Poznamka. J. von Neumann dokézal tento vysledek nekonstruktivné r. 1929 (idajné inspirovan
karetnimi hrami). Teprve objevem simplexové metody (Dantzig 1947) se naskytla moznost op-
timalni strategie efektivné pocitat, jak jsme ukazali ve vété 191.
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Prostor linearnich zobrazeni, 82

Prostor linedrnich zobrazen{ je izomorfni pro-
storu matic, 82

Piiklad, 29, 35, 42, 46, 48, 57, 92, 97, 106,
107, 110, 127, 131, 136, 142, 147,
159, 164, 168

Priklad na Blandovo pravidlo, 171

Piiklady, 59, 63, 69, 79, 124, 143

Piiklady vektorovych prostoru, 56

Piipad n = 2, 34

QR rozklad matice s linedrné nezavislymi
sloupci, 106

Redukce linedrné zavislého systému genera-
toru, 60

Redukce na horni Hessenbergtv resp. tidi-
agondlni tvar, 148

Regularita, 25

Rekurentni vlastnost pozitivni definitnosti,
95

Reprezentace linearniho zobrazeni, 82

Reprezentace linearnich forem, 85

Rovnost matic, 18

RAadkova linearita determinantu, 125

Reseni soustavy Hpz = Hpe pron = 12, 13
Gaussovou eliminaci, 37

Resen{ soustavy H,z = Hpe pro n = 14
(2 metody), 38

Resitelnost soustavy normélnich rovnic, 52

Secitani matic, 18
Sherman-Morrisonova formule, 36
Shrnuti, 63
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Schurova triangularizacni véta, obecny tvar,
144

Schurova triangularizacni véta, redlnd forma,
146

Simplexovy algoritmus, 171

Simultanni triangularizace, 145

Singularni ¢isla, jejich jednoznacnost a vyz-
nam, 111

Skladani linedrnich zobrazeni, 83

Slaba véta o dualité, 184

(Slabd) véta o dualité pro tlohy s nerovnos-
tmi, 188

Slide show: k& = 200, 50, 25,12,6, 3, 121

Slozené zobrazeni a maticovy soucin, 83

Smysl zavedeni baze: souradnice, 62

Smysl zavedeni ortonormalni baze: vzorce pro
soufadnice, 74

Soufadnicovy vektor, 80

Soustavy H,x = H,e, 37

Soustavy s reguldrni matici, 32

Souvislost determinantu s vlastnimi ¢isly, 136

Specidlni normy a jejich znaceni, 72

Specidlni ptipad, 94

Spektralni polomér, 163

Spektralni véta pro hermitovské matice, 152

Spektralni véta pro symetrické matice, 154

Spojeni a prunik podprostoru, 65

Steinitzova véta o vyméné, 60

Subdeterminant a algebraicky doplnék, 130

SVD faktorizace, 117

SVD rozklad: formulace, 108

SVD rozklad: pro a proti, 112

SVD rozklad: avod, 108

Sylvesterova véta o setrvacnosti, 161

Symetrickd matice, 22

Systém generatoru, 58

Systém vektoru, 57

Tabulka, 167

Tabulka na zacatku faze I, 177

Tabulka na zacatku faze II, 178

Teorie her: zédkladni pojmy, 189

Terminologie, 94

Transformace na tabulkovy tvar, 166

Transponovana matice, 22

Tteti elementarni operaci lze slozit z prvnich
dvou, 26

T# moznosti ukonéceni, 175

Tvar matice v bézném kroku (na pocitku
kroku 1), 29, 30

Tvar mnoziny feSeni, 49

Tvar podprostoru, 65

Ukédzka vypoétu v MATLABu I (optimalni
feseni): data, 176

Ukéazka vypoctu v MATLABu II: nepfipust-
nost, 178

Ukéazka vypoctu v MATLABu III: neomeze-
nost, 179

Ukézka zacykleni I: vypocet podle Blandova
pravidla, 180

Ukazka zacykleni IT: modifikace Blandova pra-
vidla, 181

Unitarni diagonalizovatelnost, 150

Unitarni matice, 144

fﬂohy s nerovnostmi, 188
Uvod, 123

Vektorové normy, 87

Vektorovy prostor se skaldrnim soucinem, 69

Vektory, 23

Véta o dimenzi spojeni a pruniku, 66

Veéta o dualite, 185

Véta o hodnosti transponované matice, 92

Véta Sherman-Morrisonova typu pro deter-
minanty, 129

Vlastni ¢isla blokové trojuhelnikové matice,
137

Vlastni ¢isla trojuhelnikové matice, 136

Vlastnosti inverzni matice, 35

Vlastnosti konjugované matice, 143

Vlastnosti normy, 71

Vlastnosti ortogonalniho doplinku, 76

Vlastnosti ortogonalnich matic, 102

Vlastnosti pseudoinverzni matice, 114

Vlastnosti se¢itani matic a nasobeni matice
skalarem, 19

Vlastnosti sou¢inu matic, 20

Vlastnosti transpozice, 22

Vliv transpozice na znaménko, 123

Vsechny n-rozmérné prostory maji ,,stejnou
strukturu”, 81

Vypocet determinantu, 127

Vypocet dualniho optimalniho feSeni, 184

Vypocet hodnosti a baze, 91

Vypocet inverzni matice, 34
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Vypocet ortogonalni projekce, 76

Vypocet ortogonalni projekce na podpros-
tor, 93

Vypocet SVD rozkladu, 162

Vypocet vlastnich ¢isel symetrické matice:
ivod, 156

Vysledna matice je v RREF a je jednozna¢né
urcena, 40

Vzorec pro inverzni matici, 132

Vztah mezi singularnimi a vlastnimi ¢isly,
161

Vztah poc¢tu prvki systému k dimenzi, 64

Wielandt-Hoffmanova véta, 156

Zakladni pojmy, 165

Zakladni vlastnosti linedarniho zobrazeni, 80
Zakladni vlastnosti vektorového prostoru, 56
Zastaveni algoritmu I, 30

Zastaveni algoritmu II, 31

Zavér intermezza, 38

Zpét k RREF; vyhled, 54

Zvl1astni pripady, 46

Zvlastnost Jordanovy normalni formy, 141



