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2.2 Primárně–duálńı schéma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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Úvod

Ačkoli lineárńı programováńı coby matematická discipĺına vzniklo poměrně nedávno,
je v současné době velmi d̊uležitým odvětv́ım aplikované matematiky. Od prvńıho zfor-
mulováńı úlohy lineárńıho programováńı ve třicátých letech 20. stolet́ı a od Dantzingova
objevu simplexové metody v polovině let čtyřicátých je lineárńı programováńı už́ıvané
zejména v ekonomických, finančńıch, ale i technických aplikaćıch.

Nejvýznamněǰśı událost́ı od objevu simplexové metody bylo bezesporu opublikováńı
Karmarkarova článku [1] v roce 1984. Zde poprvé byla zmı́něna metoda založená
na zcela jiném př́ıstupu k problému lineárńıho programováńı – projektivńı metoda
vnitřńıho bodu. Ohlas, který vzbudila, plynul jednak z jej́ıch teoretických vlastnost́ı –
metoda dosahovala, na rozd́ıl od simplexové metody, pouze polynomiálńı složitosti – a
jednak z jej́ı praktické využitelnosti pro velké lineárńı problémy. Karmarkar̊uv článek
tak odstartoval daľśı vlnu zájmu o problémy lineárńıho programováńı. V současné době
existuje nepřeberné množstv́ı publikaćı, které pojednávaj́ı o metodách vnitřńıho bodu
založených nejenom na p̊uvodńı Karmarkarově myšlence. Obsahem této práce jsou
primárně–duálńı metody vnitřńıho bodu, které nejenom že vzbuzuj́ı největš́ı zájem
teoretik̊u, ale lze jimi dosáhnout i velmi dobrých praktických výsledk̊u.

Celá práce se zabývá nalezeńım primárně–duálńıho řešeńı úlohy lineárńıho pro-
gramováńı, přičemž se zaměřuje hlavně na jednu tř́ıdu primárně–duálńıch metod; meto-
dy path–following.

V prvńı kapitole zformulujeme úlohu LP a definujeme základńı pojmy, jako
”
účelová

funkce“ či
”
optimálńı řešeńı“. Poté zavedeme pojem

”
primárńı úloha“,

”
duálńı úloha“

a dokážeme některá fundamentálńı tvrzeńı teorie duality: (silnou) větu o dualitě,
Farkasovo lemma, Goldmanovu–Tuckerovu větu a Karushovy–Kuhnovy–Tuckerovy pod-
mı́nky, které jsou nutnými a postačuj́ıćımi podmı́nkami pro nalezeńı optimálńıho řešeńı
x∗ resp. (y∗, s∗) primárńı resp. duálńı úlohy. Na základě těchto podmı́nek pak definu-
jeme

”
primárně–duálńı řešeńı úlohy LP“ jako vektor (x∗, y∗, s∗) a vytvoř́ıme nelineárńı

funkci F takovou, že F (x∗, y∗, s∗) = 0.
Pro řešeńı soustav F (x, y, s) = 0 použ́ıváme modifikovanou Newtonovu metodu,

jej́ıž popis je obsahem druhé kapitoly. Za t́ımto účelem definujeme tzv.
”
centrálńı cestu“

jako křivku, jej́ıž body porušuj́ı nelineárńı KKT podmı́nku a dokážeme, že taková
křivka existuje a je definićı určena jednoznačně. Zavedeme pojem

”
centruj́ıćı parametr“

σ ∈ 〈0, 1〉,
”
mı́ra duality“ µ ≥ 0 a formálně poṕı̌seme základńı schéma primárně–

duálńıch metod. Ve druhé kapitole se také krátce zmı́ńıme o logaritmických barierových
metodách.

Ve třet́ı kapitole zavedeme okoĺı centrálńı cestyN2(θ), N∞(θ), N−∞(γ) pro hodnoty
θ ∈ 〈0, 1〉, γ ∈ 〈0, 1) a poṕı̌seme tři metody path–following. Ukážeme, že (za podmı́nky
neprázdnosti množiny ostře př́ıpustných řešeńı) konverguj́ı ve všech třech př́ıpadech
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hodnoty parametru µk k nule a podrobněji rozebereme konvergenci posloupnosti iteraćı
{(x, y, s)} k primárně–duálńımu řešeńı (x∗, y∗, s∗) úlohy LP.

U všech těchto metod uvažujeme počátečńı přibĺıžeńı (x0, y0, s0) z množiny ostře
př́ıpustných řešeńı, což je teoretický předpoklad, kterého v praxi většinou nelze dosáh-
nout. V kapitole čtvrté se proto sosustřed́ıme na nepř́ıpustné metody vnitřńıho bodu,
které tento předpoklad nesplňuj́ı. Podrobněji se soustřed́ıme an jednu z těchto metod,
pro niž na konci kapitoly opět uvedeme konvergenčńı větu.

Popis tř́ı v praxi realizovaných metod včetně teoretické analýzy, konvergenčńıch
vět a vět popisuj́ıćıch složitost algoritmů je obsahem př́ılohy C. V př́ıloze A jsou velmi
krátce uvedena schémata primárńıch metod a duálńıch metod, př́ıloha B obsahuje
technické d̊ukazy vět z předcházej́ıćıch kapitol, úpravu matice soustavy pro nalezeńı
primárně–duálńıho řešeńı na jednodušš́ı tvar a větu o jej́ı jednoznačné řešitelnosti. Na
závěr jsou uvedeny definice jednotlivých typ̊u konvergenćı.
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Kapitola 1

Úloha lineárńıho programováńı;
vztahy mezi primárńı a duálńı
úlohou

1.1 Formulace úlohy LP

Úlohou lineárńıho programováńı je nalézt minimum resp. maximum lineárńı funkce
na množině vymezené lineárńımi podmı́nkami. Obvykle ji uvažujeme v jedné ze dvou
uvedených formulaćı:

A. standardńı formulace (standard form):

min cT x na mnocheckzinchecke {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0}
B. formulace pomoćı nerovnost́ı (inequality form)

min cT x na množinchecke {x ∈ Rn : Ax ≥ b, x ≥ 0}.
V obou př́ıpadech předpokládáme matici A typu m× n, c ∈ Rn, b ∈ Rm.

Obě uvedené formulace jsou ekvivalentńı a každou úlohu lineárńıho programováńı lze
pomoćı jednoduchých úprav převést na libovolnou z nich. Volné proměnné xj, tj.
takové, které nemaj́ı omezeńı typu xj ≥ 0, nahrad́ıme rozd́ılem xj = x′j − x′′j , kde
x′j ≥ 0, x′′j ≥ 0. Nerovnost Ax ≥ b převedeme na rovnost přidáńım nových proměnných
následuj́ıćım zp̊usobem

Ax + x̂ = b,

x̂ ≥ 0

a obráceně rovnost Ax = b, převedeme na nerovnosti úpravou

Ax ≤ b

& Ax ≥ b.
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Znaménko nerovnosti změńıme vynásobeńım obou stran nerovnosti č́ıslem −1. Konečně
úloha hledáńı maxima funkcionálu cT x je ekvivalentńı úloze hledáńı minima funkcionálu
−cT x.

Nebude-li řečeno jinak, uvažujeme úlohu lineárńıho programováńı v standardńı for-
mulaci a předpokládáme, že matice A má hodnost rovnou m.

Př́ıpustným řešeńım úlohy lineárńıho programováńı rozumı́me vektor x ∈ Rn, který
splňuje podmı́nky

Ax = b,

x ≥ 0.

Funkci f(x) = cT x nazýváme účelovou nebo také ćılovou funkćı úlohy lineárńıho pro-
gramováńı.

Optimálńım řešeńım úlohy lineárńıho programováńı je pak vektor x∗ ∈ Rn takový,
že

1. x∗ ∈ Rn je př́ıpustným řešeńım úlohy

2. cT x∗ ≤ cT x pro každé př́ıpustné řešeńı x ∈ Rn.

1.2 Dualita

Definujme nejprve pojem
”
primárńı úloha“ a

”
duálńı úloha“ a pod́ıvejme se na základńı

vztahy týkaj́ıćı se př́ıpustnosti a řešitelnosti primárńı úlohy v závislosti na duálńı a
obráceně. V následuj́ıćıch odstavćıch pak dokažme nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku pro
řešitelnost těchto úloh a zaved’me pojem primárně–duálńıho řešeńı úlohy lineárńıho
programováńı.

Uvažujme opět úlohu

min {cT x; Ax = b, x ≥ 0} (P̂ )

a vytvořme pro (P̂ ) novou úlohu se stejnou matićı A a stejnými vektory b a c, která
ovšem bude mı́t tvar

max {bT y; AT y ≤ c} (D̂ ).

Je zřejmé, že (D̂) je opět úlohou lineárńıho programováńı, tentokrát však formulovanou
pomoćı nerovnost́ı. Duálńı proměnná y je nyńı vektor z množiny Rm. Abychom od sebe
úlohy odlǐsili, nazveme (P̂ ) primárńı a (D̂) duálńı úlohou lineárńıho programováńı a
budeme je chápat jako dvojici vzájemně svázaných úloh. Že je to skutečně možné nám
ukáže následuj́ıćı analýza. Dř́ıve než k ńı přistouṕıme, definujme však ještě některé
pojmy týkaj́ıćı se duálńı úlohy.

Často je výhodné formulovat jak primárńı, tak i duálńı úlohu ve standardńım tvaru.
Zavád́ıme proto novou proměnnou s ∈ Rn, tzv. slack variable a mı́sto dvojice úloh (P̂ ),
(D̂) řeš́ıme dvojici úloh
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min {cT x; Ax = b, x ≥ 0} (P)

max {bT y; AT y + s = c, s ≥ 0}. (D)

Podobně jako tomu bylo u primárńı úlohy, nazýváme př́ıpustným řešeńım duálńı
úlohy vektor (y, s) ∈ Rm × Rn, pro který je AT y + s = c & s ≥ 0, duálńı účelovou
funkćı funkci f(x) := bT y a optimálńım řešeńım duálńı úlohy vektor (y∗, s∗) ∈ Rm×Rn

pro který plat́ı:

1. (y∗, s∗) ∈ Rm ×Rn je př́ıpustným řešeńım úlohy

2. bT y∗ ≥ bT y pro každé př́ıpustné řešeńı (y, s) ∈ Rm ×Rn.

Označme

ΩP := {x∗ : x∗ je optimálńı řešeńı primárńı úlohy}, (1.1)

ΩD := {(y∗, s∗) : (y∗, s∗) je optimálńı řešeńı duálńı úlohy}. (1.2)

Poznámka 1 Uvažujeme-li primárńı úlohu ve tvaru

min{cT x; Ax ≥ b, x ≥ 0}, (P̃)

má duálńı úloha tvar

max{bT y; AT y ≤ c, y ≥ 0}. (D̃)

Poznámka 2 Chápeme-li (D) jako primárńı úlohu, pak má duálńı úloha k ńı tvar (P).

Mezi optimálńımi řešeńımi úloh (P) a (D) existuje jistá souvislost, kterou popisuj́ı
následuj́ıćı věty a lemmata.

Lemma 1 (slabá věta o dualitě) Jsou-li x resp. (y, s) libovolná př́ıpustná řešeńı úloh
(P) resp. (D), potom plat́ı

cT x ≥ bT y. (1.3)

Důkaz:

cT x = xT c = xT AT y + xT s ≥ xT AT y = (Ax)T y = bT y.2

Jinými slovy, hodnota účelové funkce primárńı úlohy v bodě x je horńım odhadem
hodnoty účelové funkce duálńı úlohy v témže bodě, a naopak, hodnota účelové funkce
duálńı úlohy v bodě x je dolńım odhadem hodnoty účelové funkce primárńı úlohy.

Velmi d̊uležitý je d̊usledek lemmatu 1. Existuj́ı-li totiž př́ıpustná řešeńı x∗ resp.
(y∗, s∗) úloh (P) resp. (D) taková, že cT x∗ = bT y∗, pak x∗ je optimálńım řešeńım
úlohy (P) a (y∗, s∗) optimálńım řešeńım úlohy (D). Otázkou z̊ustává existence takových
př́ıpustných řešeńı. Odpověd’ na ni dává následuj́ıćı věta.

10



Věta 1 (o dualitě) Pro úlohy (P) a (D) plat́ı jedna z následuj́ıćıch alternativ

(i) (P) i (D) jsou př́ıpustné a obě maj́ı optimálńı řešeńı x∗ ∈ ΩP , (y∗, s∗) ∈ ΩD.

(ii) (P) je nepř́ıpustná a účelová funkce (D) je (shora) neomezená.

(iii) (D) je nepř́ıpustná a účelová funkce (P) je (zdola) neomezená.

(iv) Obě úlohy (P) i (D) jsou nepř́ıpustné.

Důkaz věty o dualitě je uveden v Dodatku B.

Důsledek 1 Předpokládejme, že primárńı úloha (P) je př́ıpustná. Pak je jej́ı účelová
funkce omezená zdola na množině př́ıpustných řešeńı tehdy a jen tehdy, je-li duálńı
úloha (D) př́ıpustná.

Podobně předpokládejme, že je duálńı úloha př́ıpustná. Pak je jej́ı účelová funkce
omezená shora na množině př́ıpustných řešeńı tehdy a jen tehdy, je-li př́ıpustná primár-
ńı úloha.

Dř́ıve, než poṕı̌seme ještě jeden vztah mezi optimálńımi řešeńımi úlohy lineárńıho
programováńı a př́ıpustnými řešeńımi úlohy k ńı duálńı, zaved’me následuj́ıćı termi-
nologii.

Řekneme, že vektor x ∈ Rn je ostře př́ıpustným řešeńım primárńı úlohy, jestliže

Ax = b & x > 0.

Podobně řekneme, že vektor (y, s) ∈ Rm×Rn je ostře př́ıpustným řešeńım duálńı úlohy,
jestliže

AT y + s = c & s > 0.

Věta 2 Předpokládejme, že jak primárńı tak duálńı úloha jsou př́ıpustné. Pak plat́ı:
má-li duálńı úloha alespoň jedno ostře př́ıpustné řešeńı, je množina ΩP neprázdná a
omezená. Podobně má-li primárńı úloha alespoň jedno ostře př́ıpustné řešeńı,je množina

{s∗ : (y∗, s∗) ∈ ΩD pro nějaké y∗ ∈ Rm}
neprázdná a omezená.

Důkaz: Dokážeme pouze prvńı část tvrzeńı. Označme (ȳ, s̄) ostře př́ıpustné řešeńı
duálńı úlohy a označme x̂ libovolné př́ıpustné řešeńı primárńı úlohy. Vı́me, že plat́ı

0 ≤ cT x̂− bT ȳ = s̄T x̂. (1.4)

Nyńı uvažujme množinu T definovanou

T :=
{
x : Ax = b, x ≥ 0, cT x ≤ cT x̂

}
.

Množina T je neprázdná (x̂ ∈ T ) a uzavřená. Pro každé x ∈ T nav́ıc plat́ı
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n∑
i=1

s̄ixi = s̄T x = cT x− bT ȳ ≤ cT x̂− bT ȳ = s̄T x̂.

Protože všechny sč́ıtance na levé straně výrazu jsou nezáporné, je

xi ≤ 1

s̄i

s̄T x̂,

z čehož plyne

||x||∞ ≤
(

max
1≤i≤n

1

s̄i

)
s̄T x̂. (1.5)

Protože x byl libovolný bod z množiny T , můžeme ř́ıct, že T je omezená. Tedy na ńı
muśı funkce cT x nabývat svého minima, což znamená, že existuje bod x∗ takový, že

x∗ ∈ T,

cT x∗ ≤ cT x pro všechna x ∈ T.

Je zřejmé, že bod x∗ nálež́ı množině Ωp. Ωp je tedy neprázdná a — podle (1.5) —
omezená. 2

1.3 Farkasovo lemma, KKT podmı́nky a primárně–

duálńı řešeńı

Farkasovo lemma je jedńım z nejpopulárněǰśıch tvrzeńı teorie lineárńıho programováńı
a v literatuře ho můžeme nalézt v několika r̊uzných verźıch. Zde uvedená verze pocháźı
z článku D. Goldfarb, M.J. Todd [3]. Lemma lze odvodit na základě d̊usledku 1.

Věta 3 (Farkasovo lemma)
Systém

Ax = b, x ≥ 0 (I)

je neřešitelný právě tehdy, když je systém

AT y ≤ 0, bT y > 0 (II)

řešitelný.

Důkaz: Uvažujme dvojici úloh lineárńıho programováńı

min{0T x; Ax = b, x ≥ 0} (P0)
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max{bT y; AT y ≤ 0} (D0)

Jelikož (D0) je př́ıpustná (např. y = 0 je řešeńım), je (P0) nepř́ıpustná (neboli systém (I)
je neřešitelný) právě když má (D0) neomezenou účelovou funkci a to nastává právě
tehdy, když je systém (II) řešitelný.

Důkaz této ekvivalence neńı obt́ıžný, ale pro úplnost ho zde uved’me. Necht’ existuje
y tak, že AT y ≤ 0 a zároveň bT y > 0 (tj. y nenulové), pak pro každé kladné α plat́ı:

(αy)T A ≤ 0

(tedy αy je př́ıpustné pro (D0)) a zároveň

bT (αy) > 0.

Čili

lim
α→∞

bT (αy) = ∞.

Obráceně, necht’ takové y neexistuje. Pro každé y pak plat́ı bud’

AT y > 0 nebo bT y ≤ 0.

Je-li ovšem vektor y př́ıpustný pro (D0), neńı AT y > 0 a nutně tedy muśı být
splněno bT y ≤ 0, což znamená omezenost účelové funkce (D0). 2

Věta 4 (Complementary slackness) Uvažujme dvojici úloh (P) a (D) ve tvaru:

min{cT x; Ax ≥ b, x ≥ 0}, (P̃)

max{bT y; AT y ≤ c, y ≥ 0}. (D̃)

a necht’ x resp. y jsou př́ıpustná řešeńı (P̃ ) resp. (D̃). Pak x resp. y jsou optimálńı
řešeńı (P̃ ) resp. (D̃) tehdy a jen tehdy, jestlǐze

(c− AT y)T x = 0 (1.6)

a zároveň

yT (Ax− b) = 0. (1.7)

Důkaz: Pro x a y př́ıpustná definujme

w := Ax− b ≥ 0,

s := c− AT y ≥ 0.
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Z nerovnost́ı (P̃ ), (D̃) plyne
cT x ≥ yT Ax ≥ yT b. (1.8)

Jsou-li splněny podmı́nky (1.6), (1.7), nastává rovnost a tedy x je optimálńım
řešeńım primárńı úlohy, y je optimálńım řešeńım duálńı úlohy.

Naopak, je -li x optimálńım řešeńım primárńı úlohy a y optimálńım řešeńım duálńı
úlohy, je podle slabé věty o dualitě, cT x = bT y. Ve vztahu (1.8) nastávaj́ı rovnosti, z
čehož plyne (1.6), (1.7). 2

Poznámka 3 Poněvadž (w, x, s, y) ≥ 0, je možné podmı́nky (1.6) a (1.7) přepsat do
tvaru

si = (cT − AT y)i = 0 nebo xi = 0 pro každé 1 ≤ i ≤ n,

wi = (Ax− b)i = 0 nebo yi = 0 pro každé 1 ≤ i ≤ m.

Poznámka 4 Pro dvojici úloh

min{cT x; Ax = b, x ≥ 0}, (P)

max{bT y; AT y ≤ c} (D)

je podmı́nka (1.7) triviálně splněna. Nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou optimality je
tud́ıž pouze podmı́nka (1.6).

Věta 5 Vektor x je optimálńım řešeńım úlohy

min{cT x; Ax = b, x ≥ 0} (P)

právě tehdy, když existuj́ı vektory y ∈ Rm, s ∈ Rn takové, že

(i) Ax = b, x ≥ 0,

(ii) AT y + s = c, s ≥ 0,

(iii) sT x = 0.

Důkaz plyne z definice př́ıpustnosti primárńı a duálńı úlohy a z věty 4.

Věta 6 (Karushovy - Kuhnovy - Tuckerovy podmı́nky) Vektor x∗ ∈ Rn je řešeńım
úlohy (P) právě tehdy, když existuj́ı vektory y∗ ∈ Rm, s∗ ∈ Rn tak, že plat́ı

Ax = b, (1.9)

AT y + s = c, (1.10)

sixi = 0, i = 1, . . . , n (1.11)

(x, s) ≥ 0 (1.12)

pro (x, y, s) = (x∗, y∗, s∗).
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Důkaz: Věta je přepisem podmı́nek z věty 5 pro úlohu lineárńıho programováńı,
přičemž pro odvozeńı vztahu (1.11) už́ıváme nav́ıc vlastnosti uvedené v poznámce 3.
2

Vztah (1.11) se nazývá podmı́nka komplementarity a neř́ıká nic jiného, než že pro
každý index i je alespoň jedna z komponent si, xi nulová, tj. nenulové prvky obou
vektor̊u se vyskytuj́ı pouze na doplňkových pozićıch.

Právě uvedené tvrzeńı charakterizuje vztah mezi primárńı a duálńı úlohou. Formálně
můžeme uvést duálńı podmı́nku optimality v následuj́ıćım tvaru:

Věta 7 Vektor (y∗, s∗) ∈ Rm × Rn je řešeńım úlohy (D) právě tehdy, když existuje
vektor x∗ ∈ Rn tak, že pro (x, y, s) = (x∗, y∗, s∗) plat́ı podmı́nky (1.9)–(1.12).

Srovnáme-li podmı́nky (1.9)–(1.12) z pohledu řešitelnosti primárńı úlohy a z pohledu
řešitelnosti duálńı úlohy, lze závěrem ř́ıci, že vektor (x∗, y∗, s∗) je řešeńım systému
(1.9)–(1.12) právě tehdy, když x∗ řeš́ı primárńı úlohu a (y∗, s∗) úlohu duálńı. Vektor
(x∗, y∗, s∗) se potom nazývá primárně–duálńı řešeńı úlohy lineárńıho programováńı.

Na závěr zaved’me ještě označeńı

Ω := ΩP × ΩD = {(x∗, y∗, s∗) : (x∗, y∗, s∗) splňuj́ı podmı́nky (1.9)−−(1.12)}

Zobecněný tvar KKT podmı́nek pro obecně nelineárńı úlohu a rozš́ı̌reńı Farkasova
lemmatu je uveden na konci této kapitoly.

1.4 Rozklad množiny index̊u a striktńı komplemen-

tarita

Je-li (x∗, y∗, s∗) primárně–duálńı řešeńı úlohy lineárńıho programováńı, pak z podmı́nky
(1.11) v́ıme, že pro každý index i ∈ {1, . . . , n} je bud’ xi nebo si rovné nule. Na základě
tohoto poznatku definujme dvě podmnožiny množiny index̊u {1, . . . , n}

B = {j ∈ {1, . . . , n} : x∗j 6= 0 pro nějaké x∗ ∈ ΩP}, (1.13)

N = {j ∈ {1, . . . , n} : s∗j 6= 0 pro nějaké (y∗, s∗) ∈ ΩD}. (1.14)

Ve skutečnosti jsou množiny B a N disjunktńı; každý index j ∈ {1, . . . , n} lež́ı
bud’ v N nebo v B, ale nikdy ne v obou množinách zároveň. Tento fakt neńı obt́ıžné
dokázat. Kdyby totiž některý index j náležel jak množině N , tak množině B, existovalo
by primárně–duálńı řešeńı (x∗, y∗, s∗), pro nějž je x∗j > 0 a zároveň s∗j > 0, potom ale i
součin x∗js

∗
j > 0, což odporuje podmı́nce (1.11).

Skutečnost, že B ∪ N = {1, . . . , n} je známá jako Goldmanova–Tuckerova věta.
Větu vyslov́ıme nyńı a jej́ı d̊ukaz uvedeme na konci kapitoly.
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Věta 8 (Goldmanova–Tuckerova) B∪N = {1, . . . , n}. To znamená, že existuje alespoň
jedno primárńı řešeńı x∗ ∈ ΩP a alespoň jedno duálńı řešeńı (y∗, s∗) ∈ ΩD takové, že
x∗ + s∗ > 0.

Primárně–duálńı řešeńı (x∗, y∗, s∗), pro něž je x∗ + s∗ > 0, se obvykle nazývaj́ı
striktně komplementárńı řešeńı. Věta 8 zaručuje existenci alespoň jednoho takového
řešeńı. Jsou ovšem úlohy lineárńıho programováńı, které maj́ı v́ıcenásobná řešeńı, z nichž
některá jsou striktně komplementárńı a jiná nejsou. Jako př́ıklad můžeme uvést úlohu

min x1 na množině {x : x1 + x2 + x3 = 1, x ≥ 0},
jej́ımž primárně–duálńım řešeńım je každý vektor tvaru (x∗, y∗, s∗), kde

x∗ = (0, t, 1− t), y∗ = 0, s∗ = (1, 0, 0); t ∈ 〈0, 1〉.

1.5 Zobecněńı Farkasova lemmatu a KKT podmı́nek

Uvažujme obecný optimalizačńı problém s lineárńımi omezuj́ıćımi podmı́nkami, který
má tvar

min f(u) na množině {u ∈ U : Cu = d, Gu ≥ h}, (1.15)

kde f je hladká funkce, U ∈ RN je otevřená množina, C a G jsou matice a d a h jsou
vektory.

Řekneme, že u∗ ∈ RN je lokálńı řešeńı úlohy (1.15), jestliže

1. u∗ ∈ Rn je př́ıpustným řešeńım úlohy, tj. u∗ ∈ U , Cu∗ = d a Gu∗ ≥ h,

2. existuje č́ıslo ρ tak, že f(u∗) ≤ f(u) pro každé př́ıpustné řešeńı u, pro nějž
‖ u − u∗ ‖< ρ.

Bod u∗ je ostré lokálńı řešeńı, jestliže je lokálńı řešeńı a nav́ıc pro každé př́ıpustné
řešeńı u, pro nějž ‖ u − u∗ ‖< ρ & u 6= u∗ plat́ı f(u∗) < f(u).

Definice je možné rozš́ı̌rit na pojem globálńıho resp. ostrého globálńıho řešeńı.

Věta 9 (Farkasovo lemma) Pro každou matici G ∈ RP×N a každý vektor g ∈ RN plat́ı
bud’

I. Gt ≥ 0, gT t < 0 má řešeńı t ∈ RN

nebo

II. GT s = g, s ≥ 0 má řešeńı s ∈ RP ,
ale nikdy oboj́ı současně.

Důsledek 2 Pro každou dvojici matic G ∈ RP×N a H ∈ RQ×N a každý vektor g ∈ RN

plat́ı bud’
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I. Gt ≥ 0, Ht = 0, gT t < 0 má řešeńı t ∈ RN

nebo

II. GT s + HT r = g, s ≥ 0 má řešeńı s ∈ RP , r ∈ RQ,
ale nikdy oboj́ı současně.

Věta 10 (KKT podmı́nky) Necht’ u∗ je lokálńı řešeńı úlohy (1.15) a necht’ f je difer-
encovatelná v jistém okoĺı bodu u∗. Pak existuj́ı vektory y a z tak, že plat́ı

Cu∗ = d, (1.16)

∇f (u∗)− CT y −GT z = 0, (1.17)

Gu∗ ≥ h, (1.18)

z ≥ 0, (1.19)

zT (Gu∗ − h) = 0. (1.20)

Vektory y a z jsou Lagrangeovy multiplikátory.

Na základě zobecněných KKT podmı́nek můžeme zobecnit také definici striktně
komplementárńıho řešeńı.

Definice Řešeńı u∗ problému (1.15) a jemu odpov́ıdaj́ıćı Lagrangeovy multiplikátory
(y, z) jsou striktně komplementárńı, jestliže z + (Gu∗ − h) > 0.

Na základě podmı́nek (1.18), (1.19) a (1.20) můžeme pak ř́ıct, že u striktně kom-
plementárńıch řešeńı (u∗, y, z) plat́ı pro každý index i bud’

zi = 0 & (Gu∗ − h)i > 0

nebo

zi > 0 & (Gu∗ − h)i = 0.

Z věty 10 vyplývá, že KKT podmı́nky jsou nutné podmı́nky optimality: je-li u∗

lokálńım řešeńım úlohy (1.15), pak existuj́ı vektory (y, z) tak, že plat́ı (1.16)–(1.20).
V následuj́ıćım odstavci ukážeme, že za určitých daľśıch předpoklad̊u jsou také podmı́n-
kami postačuj́ıćımi.

1.6 Konvexita a globálńı řešeńı

Je-li U otevřená konvexńı množina (U může být i celý prostor RN), pak je konvexńı
i množina př́ıpustných řešeńı pro úlohu (1.15). Je-li nav́ıc účelová funkce f konvexńı
funkćı na množině př́ıpustných řešeńı, nazýváme úlohu (1.15) úlohou konvexńıho pro-
gramováńı.

Věta 11 (i) Necht’ (1.15) je úlohou konvexńıho programováńı. Existuj́ı-li vektory
y a z tak, že trojice (u∗, y, z) splňuje KKT podmı́nky (1.16)–(1.20), pak je u∗

globálńım řešeńım úlohy (1.15).
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Důkaz: Necht’ je dán vektor (u∗, y, z), který splňuje podmı́nky (1.16)–(1.20). Naš́ı
snahou bude dokázat, že

f(u∗ + v) ≥ f(u∗) (1.21)

pro každé v takové, že u∗ + v je př́ıpustné řešeńı úlohy (1.15). Protože f je konvexńı,
plat́ı pro každý vektor v, pro nějž u∗ + v ∈ U :

f(u∗ + αv) ≤ (1− α) f(u∗) + αf(u∗ + v)

a tedy

1

α
(f(u∗ + αv)− f(u∗)) ≤ f(u∗ + v)− f(u∗).

Využijme ted’ toho, že f je diferencovatelná a proved’me limitu pro α → 0. Dostaneme
vztah

f(u∗ + v) ≥ f(u∗) + vT∇f(u∗). (1.22)

Protože je množina př́ıpustných řešeńı konvexńı, můžeme každé př́ıpustné řešeńı vyjádřit
jako u∗ + v pro vhodné v. Poněvadž Cu∗ = d a C (u∗ + v ) = d, je nutně Cv = 0.
Rozdělme nyńı, na základě podmı́nky (1.18), množinu index̊u následovně. V množině
IA necht’ jsou

”
aktivńı“ indexy, tj. takové, pro něž

(Gu∗)i = hi

a v množině IN necht’ jsou
”
neaktivńı“ indexy, tj. takové, pro něž

(Gu∗)i > hi.

Necht’ nejprve i ∈ IA. Protože u∗ + v je př́ıpustné, muśı platit (Gv )i ≥ 0. Je-li
i ∈ IN , muśı, podle (1.19) a (1.20), být zi = 0. Z (1.17) źıskáme

vT∇f(u∗) = vT
(
CT y + GT z

)
= yT Cv +

∑
i∈IA

zi (Gv )i +
∑
i∈IN

zi (Gv )i

=
∑
i∈IA

zi (Gv )i ≥ 0.

Po dosazeńı vT∇f(u∗) do pravé strany výrazu (1.22) źıskáme vztah (1.21). 2

1.7 Důkaz Goldmanovy–Tuckerovy věty

Na závěr kapitoly uved’me ještě d̊ukaz věty 8. Využijeme d̊usledku 2 Farkasova lem-
matu.
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Bud’ J množina index̊u j ∈ {1, . . . , n}, které nenálež́ı ani do B, ani doN . Dokážeme,
že množina J je prázdná.

Už jsme ukázali, že B ∩ N = Ø; B ∪ N ∪ J je tedy rozklad množiny {1, . . . , n}.
Označme Aj j–tý sloupec matice A a AB resp. AJ submatice obsahuj́ıćı sloupce Aj,
kde j ∈ B resp. j ∈ J .

Zvolme libovolné j ∈ J . Dokážeme, že j ∈ N nebo j ∈ B v závislosti na tom, zda
existuje w, pro nějž

AT
j w < 0,

−AT
k w ≥ 0 pro všechna k ∈ J − {j}, (1.23)

AT
Bw = 0.

Předpokládejme nejprve, že takové w existuje.
Bud’ (x∗, y∗, s∗) primárně–duálńı řešeńı, pro nějž s∗N > 0 a definujme vektor (ȳ, s̄)

jako

ȳ := y∗ + εw,

s̄ := c− AT ȳ = s∗ − εAT w,

přičemž ε zvolme takové, aby

s̄j = s∗j − εAT
j w > 0,

s̄k = s∗k − εAT
j w ≥ 0, ∀k ∈ J − {j},

s̄B = s∗B = 0,

s̄N = s∗N − εAT
Nw > 0.

Z těchto vztah̊u vyplývá, že (ȳ, s̄) je př́ıpustným řešeńım duálńı úlohy. Ve skutečnosti
je optimálńım řešeńım, nebot’ pro každé primárńı řešeńı x∗ muśı být x∗N = 0 a tedy
s̄T x∗ = 0. Podle definice (1.14) muśı j ∈ N .

Ted’ předpokládejme, že takové w naopak neexistuje. Podle d̊usledku Farkasova
lemmatu muśı mı́t systém

−
∑

k∈J−{j}
skAk + ABr = Aj, sk ≥ 0 (1.24)

řešeńı pro každé k ∈ J − {j}. Definujeme-li vektor v ∈ R|J | jako

vj := 1, vk := sk (k ∈ J − {j}),
můžeme (1.24) přepsat jako

AJ v = ABr,

v ≥ 0, (1.25)

vj ≥ 0.
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Nyńı bud’ x∗ primárńı řešeńı, pro nějž x∗B > 0 a definujme x̄ jako

x̄B := x∗B − εr, x̄J := εv, x̄N := 0.

Po dosazeńı do (1.25) źıskáme Ax̄ = b a pro dostatečně malá ε nav́ıc x̄ ≥ 0. Tedy x̄ je
př́ıpustné. Ve skutečnosti je x̄ optimálńı, protože x̄N = 0. Protože vj = 1, plat́ı také
x̄J = ε > 0 a tedy j ∈ B podle (1.13).

Dokázali jsme, že každý index j ∈ J nálež́ı bud’ B nebo N a, podle definice J , je
tedy J = Ø. Důkaz je hotov. 2
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Kapitola 2

Primárně–duálńı metody

V předchoźı kapitole jsme popsali primárně–duálńı řešeńı dvojice úloh

min{cT x; Ax = b, x ≥ 0} (P)

max{bT y; AT y + s = c, s ≥ 0} (D)

a dokázali jsme, KKT podmı́nky (1.9) - (1.12) jsou nutné a postačuj́ıćı pro to, aby
vektor (x∗, y∗, s∗) byl primárně–duálńım řešeńım úlohy lineárńıho programováńı.

Přepǐsme tyto podmı́nky v poněkud odlǐsném tvaru jako

F (x, y, s) :=




Ax− b
AT y + s − c

XSe


 = 0, (2.1)

(x, s) ≥ 0, (2.2)

kde X = diag(x1, . . . , xn), S = diag(s1, . . . , sn), e = (1, 1, . . . , 1)T .
Všimněme si, že funkce F : R2n+m → R2n+m je nelineárńı pouze v posledńıch n

složkách.
Primárně duálńı metody hledaj́ı primárně–duálńı řešeńı (x∗, y∗, s∗) modifikovanou

Newtonovou metodou, aplikovanou na soustavu (2.1). Směr a délka kroku jsou voleny
tak, aby v každé iteraci platila podmı́nka (2.2) ostře, tj. (xk, sk) > 0 pro každé k. Tato
vlastnost je d̊uvodem pro název

”
vnitřńı bod“. Respektujeme-li uvedené podmı́nky,

vyhneme se při výpočtu bod̊um, pro něž je sice F (x, y, s) = 0, ale už ne (x, s) ≥ 0.
Takových bod̊u je mnoho, ale žádný z nich v sobě nenese jakoukoli pro nás užitečnou
informaci o úlohách (P) a (D).

Většina metod vnitřńıho bodu požaduje, aby byly všechny iterace ostře př́ıpustné.
Definujeme-li množinu př́ıpustných řešeńı F a množinu ostře př́ıpustných řešeńı F0

předpisy

F := {(x, y, s); Ax = b, AT y + s = c, (x, s) ≥ 0}
F0 := {(x, y, s); Ax = b, AT y + s = c, (x, s) > 0},
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můžeme tuto podmı́nku přepsat ve tvaru

(xk, yk, sk) ∈ F0 ∀k.

Jako většina iteračńıch optimalizačńıch proces̊u, maj́ı i metody vnitřńıho bodu dvě
základńı části: proceduru na vytvořeńı iteračńıho kroku a parametr mı́ry očekávaného
přibĺıžeńı (measure of the desirability) v každém bodě př́ıpustné oblasti. Jak už jsme
uvedli, výběr směru je založen na Newtonově metodě pro řešeńı nelineárńı soustavy
(2.1). Newtonova metoda lineárně aproximuje funkci F v okoĺı daného bodu a směr
(∆x, ∆y, ∆s) źıskává vyřešeńım soustavy lineárńıch rovnic

J(x, y, s)




∆x
∆y
∆s


 = −F (x, y, s),

kde J je Jacobiho matice funkce F . Je-li daný bod (x, y, s) ostře př́ıpustný (čili (x, y, s) ∈
F0), má Newtonova soustava tvar




A 0 0
0 AT I
S 0 X







∆x
∆y
∆s


 =




0
0

−XSe


 . (2.3)

Jednotkový krok v tomto směru ale většinou nemůžeme provést, nebot’ bychom porušili
podmı́nku (x, s) ≥ 0. Proto voĺıme v každé iteraci nav́ıc délku kroku αk ∈ 〈0, 1〉. Nové
přibĺıžeńı má potom tvar

(x, y, s) + αk(∆x, ∆y, ∆s)

Často je, bohužel, možné volit αk pouze velmi malé (¿ 1) a metoda, která vyb́ırá
směr na základě (2.3) konverguje velmi pomalu.

Primárně–duálńı metody proto modifikuj́ı základńı Newton̊uv algoritmus, a to dvěma
zp̊usoby:

1. Odklońı směr (∆x, ∆y, ∆s) dovnitř nezáporného orthantu (x, s) ≥ 0. V tomto od-
kloněném směru pak můžeme provést deľśı krok, aniž bychom podmı́nku (x, s) >
0 porušili.

2. Zachovaj́ı hodnoty složek vektoru (x, s) dostatečně daleko od hranice nezáporného
orthantu, č́ımž předcházej́ı př́ıpadnému zdegenerováńı metody a urychluj́ı kon-
vergenci.

2.1 Centrálńı cesta

Centrálńı cesta C je křivka tvořená ostře př́ıpustnými řešeńımi, která hraje v teorii
primárně–duálńıch algoritmů velmi d̊uležitou roli. Je parametrizovaná skalárńım parame-
trem τ > 0 a každý bod (xτ , yτ , sτ ) ∈ C řeš́ı následuj́ıćı soustavu
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Ax = b, (2.4)

AT y + s = c, (2.5)

xisi = τ, i = 1, . . . , n (2.6)

(x, s) > 0. (2.7)

Tyto podmı́nky se od podmı́nek KKT lǐśı pouze v pravé straně výrazu (2.6), kde
namı́sto podmı́nky komplementarity (1.11) požadujeme, aby součin xisi nabýval stej-
ných hodnot pro všechna i. Na základě (2.4)–(2.7) můžeme centrálńı cestu definovat
jako

C := {(xτ , yτ , sτ ); τ > 0}
Jiný zp̊usob popisu je už́ıt značeńı zavedené v (2.1), (2.2) a psát

F (xτ , yτ , sτ ) =




0
0
τe


 (2.8)

(xτ , sτ ) > 0

Soustava (2.4)–(2.7) aproximuje soustavu (1.9)–(1.12) a to t́ım lépe, č́ım je parametr
τ bĺıže k nule. Jestliže tedy pro τ → 0 konverguje C k nějakému bodu, pak je tento
bod primárně–duálńım řešeńım úlohy lineárńıho programováńı.

Většina primárně–duálńıch metod už́ıvá Newtonovu metodu nikoli př́ımo pro řešeńı
soustavy F (x, y, s) = 0, ale pro nalezeńı bod̊u, lež́ıćıch na centrálńı cestě C. Metoda je
ve skutečnosti složena ze dvou iteračńıch cykl̊u. Ve vněǰśım cyklu voĺıme hodnotu τ a
to tak, aby τ → 0 a ve vnitřńım cyklu řeš́ıme soustavu (2.4)–(2.7). T́ım (pro pevné τ)
źıskáme modifikovaný směr (∆x, ∆y, ∆s). V tomto směru pak můžeme provést deľśı
krok.

Abychom tuto modifikaci mohli popsat lépe, zavedeme nyńı dva nové pojmy. cen-
truj́ıćı parametr σ ∈ 〈0, 1〉 (centering parametr) a mı́ru duality µ (µ ≥ 0) (duality
measure), definovanou vztahem

µ := (1/n)
n∑

i=1

xisi = (xT s)/n (2.9)

která udává pr̊uměrnou hodnotu součin̊u xisi.
V každém vněǰśım kroku zvoĺıme hodnotu τ = σµ; ve vnitřńım pak řeš́ıme soustavu

pro výběr směru, která má tvar




A 0 0
0 AT I
S 0 X







∆x
∆y
∆s


 =




0
0

−XSe + σµe


 (2.10)

T́ım provedeme jeden krok Newtonovy metody směrem k bodu (xσµ, yσµ, sσµ) ∈ C, pro
který xisi = σµ.
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Je-li σ = 1, rovnice (2.10) definuj́ı tzv. centruj́ıćı směr (centering direction), tj.
jeden krok Newtonovy metody směrem k bodu (xµ, yµ, sµ) ∈ C, pro který xisi = µ.

2.2 Primárně–duálńı schéma

Na základě princip̊u, uvedených v předchoźıch odstavćıch, můžeme vytvořit obecné
schéma primárně–duálńıch metod.

PD schéma
Dáno (x0, y0, s0) ∈ F0

for k = 0, 1, 2, . . .
zvolme σ ∈ 〈0, 1〉,
položme µk := ((xk)T sk)/n
a řešme soustavu




A 0 0
0 AT I
Sk 0 Xk







∆xk

∆yk

∆sk


 =




0
0

−XkSke + σkµke


 (2.11)

definujme

(xk+1, yk+1, sk+1) := (xk, yk, sk) + αk(∆xk, ∆yk, ∆sk) (2.12)

kde αk voĺıme tak, aby (xk+1, sk+1) > 0.
end (for).

2.3 Logaritmické barierové metody

V tomto odstavci bych ráda v krátkosti uvedla poněkud odlǐsný př́ıstup k metodám
vnitřńıho bodu a jiné odvozeńı soustavy rovnic, definuj́ıćı centrálńı cestu.

Uvažujme nejprve obecný problém tvaru

min f(x) (2.13)

na množině {x : ci(x) ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m}, (2.14)

kde x = (x1, . . . , xn)T .
Základńı filozofie spoč́ıvá v minimalizaci nově vytvořené funkce

B(x, τ) := f(x)− τ

n∑
i=1

log(ci(x)), (2.15)

kde x je proměnná a τ je parametr. Tato funkce nabývá velkých hodnot jednak pro
taková x, pro něž je velká hodnota funkce f(x), ale také pro taková x, která jsou
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př́ılǐs bĺızko hranice oblasti vymezené podmı́nkami (2.14). Opět tedy můžeme mluvit
o metodách vnitřńıho bodu. Funkce B(x, τ) se obvykle nazývá logaritmická barierová
funkce.

Problém minimalizace B(x, τ) řeš́ıme iteračně. Iteračńı cyklus startujeme z bodu
τ0 > 0, x0 a v každém kroku hledáme

xk := arg min B(x, τk).

Následuj́ıćı hodnotu parametru pak voĺıme tak, aby

0 < τk+1 < τk

a proces opakujeme, přičemž počátečńım přibĺıžeńım pro nalezeńı bodu xk+1 je nyńı
bod xk. Fiacco a McCormic [4] dokázali, že za určitých podmı́nek na funkce f(x) a ci(x)
konverguje (pro τ → 0) posloupnost iteraćı {xk} k přesnému řešeńı x∗ úlohy (2.13),
(2.14).

Pro naši úlohu lineárńıho programováńı ve tvaru

min cT x na množině {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0}, (2.16)

j́ıž odpov́ıdá duálńı úloha

max bT y na množině {(y, s) ∈ Rm ×Rn : AT y + s = c, s ≥ 0} (2.17)

má funkce B(x, τ) tvar

B(x, τ) := cT x− τ
∑

log xi. (2.18)

Úlohu (2.16) převedeme na úlohu minimalizovat posloupnost funkćı B(x, τ) za podmı́nky
Ax = b a na tuto novou úlohu aplikujeme metodu Lagrangeových multiplikátor̊u. La-
grangeova funkce má (pro pevné τ )tvar

L(x, y, τ) := cT x− τ
∑

log xi − yT (Ax− b) (2.19)

a podmı́nky prvńıho řádu pro (2.19) potom jsou

c− τX−1e− AT y = 0,

Ax = b, (2.20)

kde X je opět diagonálńı matice, jej́ıž diagonálńı prvky tvoř́ı složky vektoru x a e =
(1, . . . , 1)T . Polož́ıme-li (podle (2.17)) s := c−AT y = τX−1e, můžeme podmı́nky (2.20)
přepsat do tvaru

XSe = τe, (2.21)

Ax− b = 0, (2.22)

AT y + s − c = 0. (2.23)
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kde S = diag(s1, . . . , sn). Uvědomme si, že z definice funkce B(x, τ) implicitně vyplývá
podmı́nka x > 0 a poněvadž pro každé i je si = τ/xi, plat́ı také s > 0. Soustava
(2.21)–(2.23) pak odpov́ıdá soustavě (2.4)–(2.7).

Źıskaný systém nelineárńıch rovnic (2.21)–(2.23) opět řeš́ıme Newtonovou metodou.
Newtonova soustava pro směr (∆x, ∆y, ∆s) má tvar




A 0 0
0 AT I
S 0 X







∆x
∆y
∆s


 =




b− Ax
c− AT y − s
τe−XSe


 , (2.24)

kde τ := σ(xT s/n) a σ ∈ 〈0, 1〉. Nové přibĺıžeńı je potom

x̂ := x + αP ∆x

ŷ := y + αD∆y

ŝ := s + αD∆s.

Délka primárńıho kroku αP a délka duálńıho kroku αD je taková, aby (x̂, ŝ) > 0.
Algoritmus skonč́ı, je-li hodnota xT s menš́ı než předem pevně zvolené č́ıslo ε.

Podrobnosti o metodách založených ma minimalizaci logaritmické barierové funkce
lze nalézt např. v článćıch M.H. Wright [5], J.Ji, Y.Ye [6], B.Jansen & C.Ross &
T.Terlaky & J.P.Vial [7] nebo D.F.Shanno & E.M.Simantiraki [8].

2.4 Důkaz existence centrálńı cesty

Ćılem tohoto odstavce je dokázat, že za podmı́nky neprázdnosti množiny F0 existuje
pro každé τ > 0 jednoznačné řešeńı soustavy (2.4)–(2.7) a tedy existuje (jednoznačně
definovaná) centrálńı cesta.

Lemma 2 Předpokládejme, že F0 6= Ø. Pak pro každé K ≥ 0 je množina

{
(x, s) : (x, y, s) ∈ F pro nějaké y, xT s ≤ K

}

omezená.

Důkaz: Bud’ (x̄, ȳ, s̄) libovolný vektor z F0 a (x, y, s) libovolný vektor z F , pro
který xT s ≤ K. Poněvadž Ax̄ = b a zároveň Ax = b, je A (x̄− x) = 0. Podobně
AT (ȳ − y) + (s̄− s ) = 0. Z těchto dvou rovnost́ı vyplývá, že

(x̄− x)T (s̄− s ) = − (x̄− x)T AT (ȳ − y) = 0.

Užijeme-li podmı́nku xT s ≤ K, źıskáme po úpravě

x̄T s + s̄T x ≤ K + x̄T s̄. (2.25)
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Definujme nyńı ξ takto

ξ := min
1≤i≤n

(min(x̄i, s̄i)) .

Protože (x̄, s̄) > 0, je ξ > 0. Po dosazeńı do (2.25) dostáváme

ξeT (x + s ) ≤ K + x̄T s̄,

což znamená

0 ≤ xi ≤ 1

ξ

(
K + x̄T s̄

)
, 0 ≤ si ≤ 1

ξ

(
K + x̄T s̄

)
, 1 ≤ i ≤ n.2

Definujme nyńı množinu H0 následuj́ıćım zp̊usobem

H0 :=
{
(x, s) : (x, y, s) ∈ F0 pro nějaké y ∈ Rm

}

a označme (xτ , sτ ) := argmin
(x,s)∈H0

fτ (x, s), kde fτ je bariérová funkce definovaná předpisem

fτ (x, s) :=
1

τ
xT s −

n∑
j=1

log (xjsj).

Známe-li (xτ , sτ ), v́ıme z definice H0, že existuje yτ ∈ Rm tak, že (xτ , yτ , sτ ) řeš́ı
soustavu (2.4) – (2.7). Na rozd́ıl od x a s neńı yτ definované jednoznačně v př́ıpadě, že
matice A nemá plnou hodnost.

Funkce fτ (x, s) se bĺıž́ı k nekonečnu pro taková (x, s), pro něž se xjsj bĺıž́ı k nule.
Nutně tedy (xτ , sτ ) > 0.
Daľśı vlastnosti funkce f :

1. funkce fτ je ostře konvexńı na množině H0.
Je-li x̄ libovolný vektor, pro který Ax̄ = b, pak pro každé (x, s) ∈ H0 je

xT s = cT x− bT y = cT x− x̄T AT y = cT x− x̄T (c− s ) = cT x + x̄T s − x̄T c.

Z čehož je zřejmé, že restrikce xT s na množinu H0 je ve skutečnosti lineárńı (a
tedy konvexńı) funkce. Druhý výraz z definice fτ má pro každé (x, s) > 0 kladný
Hessián a je tedy na H0 ostře konvexńı. Celá funkce fτ je potom ostře konvexńı
na H0.

2. fτ je na H0 zdola omezená.
Abychom ověřili tuto skutečnost, přepǐsme fτ jako

fτ (x, s) :=
n∑

j=1

g
(xjsj

τ

)
+ n− n log τ, (2.26)

kde
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g(t) := t− log t− 1.

Je zřejmé, že

(a) g(t) je ostře konvexńı na (0,∞)

(b) g(t) ≥ 0 pro t ∈ (0,∞), přičemž rovnosti se nabývá pouze pro t = 1

(c) lim
t→0

g(t) = lim
t→∞

g(t) = ∞.

Užijeme-li vlastnosti (b) ve výrazu (2.26), źıskáme

fτ (x, s) ≥ n (1− log τ) .

3. Máme-li pevně dáno τ > 0 a libovolné č́ıslo K, potom všechny body (x, y), které
náležej́ı množině

LK :=
{
(x, s) ∈ H0 : fτ (x, s) ≤ K

}

splňuj́ı podmı́nky

xi ∈ 〈Ml,Mu〉 , si ∈ 〈Ml,Mu〉 1 ≤ i ≤ n (2.27)

pro nějaká kladná č́ısla Ml a Mu.

Podle (2.26) je fτ (x, s) ≤ K tehdy a jen tehdy, je-li
n∑

j=1

g
(xjsj

τ

) ≤ K̄, kde K̄ =

K − n + n log τ . Zvoĺıme-li libovolný index i, dostáváme

g
(xisi

τ

)
≤ K̄ −

∑

j 6=i

g
(xjsj

τ

)
≤ K̄.

Protože plat́ı (a) a (c), muśı existovat č́ıslo M tak, že

1

M
≤ xisi ≤ M, 1 ≤ i ≤ n. (2.28)

Po sečteńı je

xT s =
n∑

i=1

xisi ≤ nM. (2.29)

Podle lemmatu 2 a podle (2.29) existuje č́ıslo Mu tak, že xi ∈ (0,Mu〉 a si ∈
(0,Mu〉 pro všechna i = 1, . . . , n. Užijeme-li nav́ıc (2.28), pak xi ≥ 1

M.si
≥ 1

M.Mu

pro každé i. Podobně pro s. (2.27) plat́ı, polož́ıme-li Ml := 1
M.Mu

.
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Nyńı už je vše připraveno pro to, abychom konečně mohli dokázat, že pro každé
τ > 0 nabývá funkce fτ na množině H0 svého minima, že je toto minimum jediné a že
může být užito ke konstrukci řešeńı (2.4) - (2.7).

Věta 12 Předpokládejme, že F0 6= Ø a necht’ τ je libovolné kladné č́ıslo. Pak funkce
fτ nabývá na množině H0 lokálńıho minima a soustava (2.4)–(2.7) má řešeńı.

Důkaz: Jak jsme již ukázali, množina LK je část́ı kompaktńı podmnožiny množiny
H0 a fτ (x, s) > K pro všechna (x, s) ∈ H0 −LK . Z toho vyplývá, že fτ nabývá na H0

svého minima. Protože fτ je ostře konvexńı, je toto minimum jediné.
Nyńı ukažme, že argument minima funkce fτ tvoř́ı složky x a s řešeńı soustavy

(2.4)– (2.7). Uvažovaný bod řeš́ı problém

min fτ (x, s)

na množině
{
(x, y, s) : A x = b, AT y + s = c, (x, s) > 0

}
. (2.30)

Aplikujeme-li KKT podmı́nky (1.16)–(1.20), źıskáme soustavu

∂

∂x
fτ (x, s) = AT v ⇒ s

τ
−X−1e = AT v, (2.31)

∂

∂y
fτ (x, s) = A w ⇒ 0 = −A w, (2.32)

∂

∂s
fτ (x, s) = w ⇒ x

τ
− S−1e = w, (2.33)

kde X, S, e je obvyklé značeńı pro diag(x1, . . . , xn), diag(s1, . . . , sn), (1, . . . , 1)T a v, w
jsou př́ıslušné vektory Lagrangeových multiplikátor̊u. Z (2.32) a (2.33) źıskáme

A
(x

τ
− S−1e

)
= 0

a dále z (2.31) a (2.33) dostaneme

(
1

τ
Xe− S−1e

)T (
1

τ
Se−X−1e

)
= 0,

z čehož vyplývá

0 =

(
1

τ
Xe− S−1e

)T (
X− 1

2 S
1
2

)(
X

1
2 S−

1
2

) (
1

τ
Se−X−1e

)

= ||1
τ

(XS )
1
2 e− (XS )−

1
2 e||2.

Tedy i

1

τ
(XS )

1
2 e− (XS )−

1
2 e = 0 a tud́ıž XSe = τe.

Ukázali jsme, že argument minima (x, s) funkce fτ spolu s vektorem y z (2.30)
splňuje podmı́nky (2.4)– (2.7). Důkaz je hotov. 2
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Kapitola 3

Metody path–following

V kapitole 2 jsme popsali centrálńı cestu C jako křivku obsahuj́ıćı body (xτ , yτ , sτ ),
která (pro τ → 0) vede do množiny primárně–duálńıch řešeńı Ω. Body z množiny Ω
splňuj́ı KKT podmı́nky (1.9)–(1.12), zat́ımco body, které nálež́ı centrálńı cestě jsou
definovány vztahy, jenž se od podmı́nek KKT lǐśı v hodnotě součin̊u xisi. Body z C
řeš́ı konkrétně soustavu

Ax = b, (3.1)

AT y + s = c, (3.2)

(x, s) ≥ 0, (3.3)

xisi = τ, i = 1, . . . , n. (3.4)

V kapitole 2 jsme také ukázali, že je-li úloha lineárńıho programováńı př́ıpustná, má
tato soustava pro pevně zvolenou hodnotu τ > 0 právě jedno řešeńı (xτ , yτ , sτ ), ačkoli
KKT podmı́nky (tj. podmı́nky (3.1)–(3.4) pro τ = 0) můžou mı́t i řešeńı v́ıcenásobná.

Slovńı spojeńı ”Metody path–following”, jenž by bylo př́ıpadně možné doslova
přeložit jako ”Metody následuj́ıćı cestu”, je odvozeno z následuj́ıćıho faktu. Všechny
iterace, které źıskáme těmito metodami, nálež́ı jistému pevně zvolenému okoĺı centrálńı
cesty C a pro τ → 0 ji ”následuj́ı” do množiny řešeńı Ω. Okoĺı C přitom voĺıme tak,
aby neobsahovalo body lež́ıćı př́ılǐs bĺızko hranice nezáporného orthantu (x, s) ≥ 0.
Současně s t́ım v každé iteraci sńıž́ıme hodnotu parametru µ a to t́ım zp̊usobem, že
provedeme jeden krok Newtonovy metody směrem k bodu (xτ , yτ , sτ ) ∈ C, přičemž
τ := σµ, kde σ ∈ 〈0, 1〉 je centruj́ıćı parametr zavedený v kapitole 2. Nová hodnota
µk+1 je pak menš́ı nebo rovna p̊uvodńı hodnotě µk a iterace (xk+1, yk+1, sk+1) je bĺıže
přesnému řešeńı, splňuj́ıćımu KKT podmı́nky.

Algoritmy uvedené v této kapitole generuj́ı ostře př́ıpustné iterace(xk, yk, sk), které
splňuj́ı podmı́nky (3.1)–(3.3). Protože už́ıváme Newtonovu metodu, podmı́nka (3.4)
přesně splněna neńı. Součiny xisi obecně nejsou stejné pro všechna i a (xk, yk, sk)
se proto odchyluj́ı od centrálńı cesty C. Mı́ru této odchylky zjist́ıme srovnáńım jed-
notlivých součin̊u s jejich pr̊uměrnou hodnotou µ = (1/n)

∑
xisi = (xT s)/n. V konkrét-

ńım př́ıpadě můžeme už́ıt např. váženou normu (a scaled norm), definovanou vztahem
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1

µ
||XSe− µe|| = 1

µ
||




x1s1
...

xnsn


−

(
xT s

n

)
e|| (3.5)

‖ ·· ‖ většinou znamená 2-normu nebo ∞-normu. V obou př́ıpadech plat́ı, je-li (1/µ)
‖ XSe − µe ‖< 1, pak x > 0, s > 0. (Je-li i-tá složka vektoru x nebo vektoru s
rovna nule, je ‖ XSe− µe ‖≥ |xisi − µ| = µ). Hodnota µ plńı roli

”
mı́ry očekávaného

přibĺıžeńı“, zmı́něné v kapitole 2. Uvědomme si totiž, že pro body lež́ıćı na centrálńı
cestě je hodnota výrazu (3.5) rovna nule.

Užijeme-li v (3.5) 2-normu a omeźıme-li odchylku tak, aby byla menš́ı nebo rovna
pevně zvolené hodnotě θ ∈ 〈0, 1), źıskáme okoĺı N2(θ) definované vztahem

N2(θ) := {(x, y, s) ∈ F0; ‖ XSe− µe ‖2≤ θµ} (3.6)

Užijeme-li v (3.5) ∞-normu, źıskáme obdobně okoĺı N∞(θ).
Můžeme zavést ještě jedno okoĺı,

N−∞(γ) := {(x, y, s) ∈ F0; xisi ≥ γµ pro každé i = 1, . . . , n}, (3.7)

kde γ ∈ (0, 1),
a to na základě následuj́ıćı poznámky. Uvědomme si, že se pomoćı (3.6) snaž́ıme,

aby pro žádné i nebyl rozd́ıl µ−xisi př́ılǐs velký (tj. aby součiny nebyly o mnoho menš́ı,
než je jejich pr̊uměrná hodnota). Tedy aby se žádná ze složek vektoru (x, s) nepřibĺıžila
k hranici nezáporného orthantu (x, s) ≥ 0 předčasně, což znamená pro takové k, pro
něž ještě neńı µk dostatečně malé. Přesně totéž lze zajistit pomoćı (3.7). Na rozd́ıl od
N2(θ) resp. N∞(θ) klade okoĺı N−∞(γ) na hodnoty xisi pouze jednostranné omezeńı.
Někdy se proto také nazývá jednostranné ∞-norma okoĺı. Typické hodnoty parametr̊u
θ a γ jsou θ = 0.5, γ = 10−3.

Jestliže bod lež́ı vN−∞(γ), muśı být každý ze součin̊u xisi alespoň malým násobkem
jejich pr̊uměrné hodnoty µ. Tato podmı́nka ve skutečnosti neńı př́ılǐs omezuj́ıćı a pro
γ bĺızké nule obsahuje N−∞(γ) většinu bod̊u př́ıpustné oblasti F . Okoĺı N2(θ) je re-
striktivněǰśı. Některé body z F0 nepatř́ı do N2(θ) pro žádné θ libovolně bĺızké 1. Tyto
vlastnosti ještě zmı́ńıme v daľśım textu.

Metody path–following se drž́ı základńıho PD schématu uvedeného v kapitole 2.
V každé z nich je pevně zvoleno jedno z okoĺı N2(θ), N∞(θ), N−∞(γ) a centruj́ıćı
parametr σ. Délka kroku α je pak volena tak, aby všechny iterace (xk, yk, sk) byly
prvky zvoleného okoĺı.

V této kapitole podrobněji poṕı̌seme tři metody path–following. Jednak metodu
path–following s krátkým krokem (Algoritmus SPF – Short–step path–following) a
metodu path–following prediktor–korektor (Algoritmus PC), u obou voĺıme okoĺıN2(θ),
a dále metodu path–following s dlouhým krokem (Algoritmus LPF - Long–step path–
following), kde voĺıme okoĺıN−∞(γ).

Metoda SPF, nejjednodušš́ı ze všech metod vnitřńıho bodu, voĺı pro všechna k
konstantńı hodnotu centruj́ıćıho parametru σk = σ a konstantńı hodnotu délky kroku
αk = 1. (Zde uvedená analýza vycháźı z článku Monteiro & Adler [9] a je popsána
v knize S.Wright [2].)
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Metoda PC stř́ıdá dva typy krok̊u: prediktorové kroky, které zmenšuj́ı hodnotu µ,
ale zvětšuj́ı hodnotu výrazu (3.5), což znamená zhoršeńı centrality aproximace, a ko-
rektorové kroky, které hodnotu parametru µ neměńı, ale centralitu aproximace opět
zlepšuj́ı. Algoritmem PC se zabývali mnoźı autoři (např. Monteiro & Adler [9], Sonn-
evend & Stoer & Zhao [11, 12]), ale úplně poprvé byl analyzován v práci Mizuno & Todd
& Ye [10]. Někdy je proto také nazýván Mizun̊uv-Todd̊uv-Ye̊uv algoritmus prediktor–
korektor. Důvodem je jeho odlǐseńı od Mehrotrova algoritmu prediktor–korektor (viz
např. S.Wright [2], D.F.Shano [14].)

Hlavńı nevýhodou okoĺı N2(θ) je jeho restriktivńı charakter. Z definice (3.6) vid́ıme,
že pro každý bod (x, y, s), lež́ıćı v N2(θ) muśı platit vztah

n∑
i=1

[(xisi/µ)− 1]2 ≤ θ2 < 1,

který neznamená nic jiného, než že součet čtverc̊u všech relativńıch odchylek xisi od
jejich pr̊uměrné hodnoty nepřesáhne hodnotu 1. At’ je θ ∈ 〈0, 1) jakkoli bĺızko jedničce,
zahrnuje okoĺı N2(θ) pouze malou část množiny ostře př́ıpustných řešeńı F0.

Oproti tomu okoĺıN−∞(γ) je podstatně expanzivněǰśı a pro malé hodnoty γ zahrnuje
téměř všechny body z množiny ostře př́ıpustných řešeńı F0. Na výběru tohoto okoĺı je
založena metoda LPF. Tato metoda voĺı hodnotu centralizuj́ıćıho parametru σk menš́ı
než metoda SPF. Podmı́nka xk+1

i sk+1
i = σkµk je bĺıže KKT podmı́nce xisi = 0 a metoda

LPF je v jistém smyslu
”
agresivněǰśı“ než metoda SPF. Směr (∆x, ∆y, ∆s) je řešeńım

soustavy (2.11) a délka kroku αk je volena jako největš́ı možná hodnota α, pro niž je
(xk, yk, sk)+α(∆xk, ∆yk, ∆sk) prvkem N−∞(γ). Složitost LPF je ovšem O (n log(1/ε)),
zat́ımco složitost SPF resp. PC je O (

√
n log(1/ε)).

Ačkoli k-tá iterace metod path–following směřuje k bodu (xτ , yτ , sτ ) ∈ C, pro který
xisi = τk = σkµk, jen zř́ıdka se podař́ı tohoto bodu dosáhnout přesně. Důvodem
je rozd́ıl mezi nelineárńı soustavou (3.1)–(3.4) a jej́ı lineárńı aproximaćı, která vede
na soustavu (2.11). Tento rozd́ıl lze kvantitativně popsat pomoćı součin̊u ∆xi∆si.
V daľśıch odstavćıch uvedeme některé odhady těchto součin̊u. Dále se zaměř́ıme na
konvergenci posloupnosti parametr̊u {µk} k nule a na konvergenci posloupnosti ite-
raćı {(xk, yk, sk)}. Rovněž ukážeme, že složky (xk, sk) jsou omezené a hromadný bod
posloupnosti {(xk, sk)} je řešeńım úlohy lineárńıho programováńı, splňuj́ıćım podmı́nku
komplementarity.

3.1 Metoda path–following s krátkým krokem (SPF)

Jako prvńı uved’me algoritmus SPF. Metoda startuje z bodu (x0, y0, s0) ∈ N2(θ) a
už́ıvá konstantńı hodnoty αk = 1, σk = σ, kde θ a σ splňuj́ı určité vztahy popsané ńıže.
Všechny iterace (xk, yk, sk) jsou prvky N2(θ) a mı́ra duality µk konverguje lineárně
k nule s kvocientem (1− σ).

Metoda vycháźı ze základńıho PD schématu. Parametry θ a σ nabývaj́ı speciálńıch
hodnot, jejichž volbu zd̊uvodńıme později.

Algoritmus SPF
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Dáno θ := 0.4, σ := 1− 0.4/
√

n, (x0, y0, s0) ∈ N2(θ)
for k = 0, 1, 2, . . .

položme σk := σ a řešme soustavu (2.11) pro (∆xk, ∆yk, ∆sk)
definujme (xk+1, yk+1, sk+1) := (xk, yk, sk) + (∆xk, ∆yk, ∆sk)

end(for).

Několik prvńıch iteraćı algoritmu SPF je znázorněno na obr. 3.1. Pro dvoudimen-
zionálńı problém (n = 2) tvoř́ı osy soustavy souřadnic, poněkud neobvykle, součiny
s1x1, x2s2. Centrálńı cesta je př́ımka, vycházej́ıćı z počátku a sv́ıraj́ıćı s osou x1s1 úhel
π/4. V této (nelineárńı) souřadné soustavě se vektor (∆xk, ∆yk, ∆sk) transformuje na
obecně nelineárńı křivku. Přesné řešeńı úlohy lineárńıho programováńı je bod (0,0).

Figure 3.1: Iterates of Algorithm SPF, plotted in (xs) space.

Z obrázk̊u 3.1, 3.2 a 3.3 je vidět, jak v jednotlivých algoritmech omezuje hranice
okoĺı délku kroku.

Na tomto mı́stě uvedeme několik lemmat a vět, které popisuj́ı vlastnosti algoritmu
SPF. Jejich d̊ukazy lze nalézt v knize S.Wright [2]. Největš́ım problémem je dokázat,
že všechny iterace algoritmu SPF jsou prvky okoĺı N2(θ). O této vlastnosti algoritmu
hovoř́ı lemmata 4 a 5 a věta 13. Z lemmatu 3 źıskáme lineárńı konvergenci posloupnosti
parametr̊u {µk}.

Zaved’me ještě následuj́ıćı označeńı:

(x(α), y(α), s(α)) := (x, y, s) + α(∆x, ∆y, ∆s), (3.8)

µ(α) := (x(α))T (s(α))/n. (3.9)

Lemma 3 Bud’ směr (∆x, ∆y, ∆s) definován řešeńım soustavy (2.10). Pak je

(∆x)T ∆s = 0 (3.10)
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a

µ(α) = (1− α (1− σ)) µ. (3.11)

Pro speciálńı volby parametr̊u σk = 1−0.4/
√

n a αk = 1 algoritmu SPF dostáváme
na základě (3.11) pro dvě po sobě následuj́ıćı hodnoty parametru µ vztah

µk+1 = σkµk = (1− 0.4/
√

n)µk k = 0, 1, 2, . . . (3.12)

jehož d̊usledkem je globálńı lineárńı konvergence posloupnosti {µk} k nule.
Následuj́ıćı tvrzeńı se týkaj́ı vlastnosti (xk, yk, sk) ∈ N2(θ) pro každé k. Z lemmatu 3

v́ıme, že
∑

∆xi∆si = 0, což ovšem neznamená, že jsou nulové jednotlivé součiny
∆xi∆si. Horńı odhad normy vektoru, jehož složky tvoř́ı právě tyto součiny, uvád́ı
následuj́ıćı lemma.

Lemma 4 Je-li (x, y, s) prvkem N2(θ), pak

||∆X∆Se|| ≤ θ2 + n (1− σ)2

23/2 (1− θ)
µ. (3.13)

Důsledkem lemmatu 4 je lemma 5, které dává odhad vzdálenosti bodu (x(α), y(α), s(α))
od centrálńı cesty.

Lemma 5 Je-li (x, y, s) prvkem N2(θ), pak

||X(α)S (α)e− µ(α)e|| ≤ |1− α|||XSe− µe||+ α2||∆X∆Se|| (3.14)

≤ |1− α|θµ + α2

[
θ2 + n (1− σ)2

23/2 (1− θ)

]
µ. (3.15)

Věta 13 objasňuje vztah mezi θ a σ a ukazuje, že i při volbě délky kroku α = 1 ve
směru (∆x, ∆y, ∆s) lež́ı následuj́ıćı iterace v množině N2(θ).

Věta 13 Zvolme parametry θ ∈ (0, 1) a σ ∈ (0, 1) tak, aby splňovaly nerovnost

θ2 + n (1− σ)2

23/2 (1− θ)
≤ σθ. (3.16)

Pak plat́ı: je-li (x, y, s) ∈ N2(θ), je (x(α), y(α), s(α)) ∈ N2(θ) pro všechna α ∈ 〈0, 1〉.
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Důkaz: Dosad’me (3.16) do (3.15). Pro α ∈ 〈0, 1〉 źıskáme

||X(α)S (α)e− µ(α)e|| ≤ (1− α) θµ + α2σθµ

≤ (1− α + σα) θµ (protože α ∈ 〈0, 1〉)
= θµ(α) (podle (3.11) ). (3.17)

Bod (x(α), y(α), s(α)) tedy splňuje podmı́nku z definice okoĺı N2(θ).
Zbývá ještě dokázat, že (x(α), y(α), s(α)) ∈ F0. Je snadné ověřit, že

Ax(α) = b, AT y(α) + s(α) = c.

Ověřme ještě vztah (x(α), s(α)) > 0. Nejprve však připomeňme, že (x(0), s(0)) =
(x, s) > 0. Podle (3.17) je

xi(α)si(α) ≥ (1− θ) µ(α) = (1− θ) (1− α (1− σ)) µ > 0. (3.18)

Posledńı nerovnost je d̊usledkem toho, že θ ∈ (0, 1), α ∈ (0, 1〉 a σ ∈ (0, 1). Z (3.18)
vyplývá, že ani xi(α), ani si(α) nemůže být rovné nule (pro žádné i) a tedy (x(α), s(α))
> 0 pro každé α ∈ 〈0, 1〉. 2

Ted’ zbývá už jenom ověřit podmı́nku (3.16) pro speciálńı hodnoty θ a σ z algoritmu
SPF. Po dosazeńı θ = 0.4 a σ = 1− 0.4/

√
n se snadno přesvědč́ıme, že (3.16) plat́ı pro

všechna n ≥ 1.

3.2 Metoda prediktor–korektor (PC)

Algoritmus SPF voĺı parametry σk := σ, které lež́ı ostře mezi nulou a jedničkou. Tato
volba zaruč́ı zlepšeńı centrality následuj́ıćı iterace a sńıžeńı hodnoty µ v jednom kroku.
Algoritmus PC rozděluje tuto úlohu na dvě a pravidelně stř́ıdá dva typy krok̊u:
1. prediktor (σk = 0) pro sńıžeńı hodnoty µ
2. korektor (σk = 1) pro zlepšeńı centrality následuj́ıćı iterace.

Daľśı významnou vlastnost́ı algoritmu PC je volba dvou okoĺı N2(θ), kde prvńı
z nich je obsažené uvnitř druhého. Sudé iterace (tj. body (xk, yk, sk), k -sudé) jsou
prvky vnitřńıho okoĺı, zat́ımco liché iterace jsou prvky vněǰśıho okoĺı.

Pro ilustraci rozeberme nyńı podrobněji prvńı dvě iterace algoritmu PC. Počátečńı
přibĺıžeńı (x0, y0, s0) necht’ je prvkem vnitřńıho okoĺı. Nejprve položme σ0 := 0 a
spočtěme (∆x, ∆y, ∆s) pro prediktor. Ve směru tohoto vektoru postupujme tak dlouho,
dokud nedosáhneme hranice vněǰśıho okoĺı. V tomto bodě pak definujme nové přibĺıžeńı
(x1, y1, s1). Nyńı položme σ1 := 1 a spočtěme (∆x, ∆y, ∆s) pro korektor. V tomto
směru zvolme jednotkový krok a následuj́ıćı iteraci pak definujme jako (x2, y2, s2) :=
(x1, y1, s1) + α(∆x, ∆y, ∆s), kde α := 1. Bod (x2, y2, s2) lež́ı opět ve vnitřńım okoĺı.
Právě uvedený dvoukrokový cyklus se neustále opakuje a generuje posloupnos
{(xk, yk, sk)}, jej́ıž sudé prvky lež́ı uvnitř vnitřńıho okoĺı a liché prvky na hranici
vněǰśıho okoĺı.
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Figure 3.2: Iterates of Algorithm PC, plotted in (xs) space.

Několik prvńıch krok̊u cyklu je znázorněno na obr. 3.2. Přesné řešeńı úlohy lež́ı
v bodě (0,0).

Prediktorové kroky zmenšuj́ı hodnotu µ (1− α)-krát, kde α je délka kroku. Korek-
torové kroky ponechaj́ı hodnotu µ nezměněnou, ale zaruč́ı, že následuj́ıćı přibĺıžeńı lež́ı
opět ve vnitřńım okoĺı. T́ım poskytnou v́ıce

”
prostoru“ pro daľśı (prediktorový) krok.

Formálńı popis algoritmu PC opět vycháźı ze základńıho PD schématu z kapitoly 2.
Pro jednoduchost zvolme za vnitřńı okoĺı N2(0.25) a za vněǰśı N2(0.5). Hodnoty θ je
možné volit i jinak, splňuj́ı-li př́ıslušná okoĺı podmı́nky uvedené ńıže.

Algoritmus PC

Dáno (x0, y0, s0) ∈ N2(0.25)
for k = 0, 1, 2, . . .

if k sudé (* prediktor *)
položme σk := 0 a řešme soustavu (2.11) pro (∆xk, ∆yk, ∆sk);
zvolme αk jako největš́ı α ∈ 〈0, 1〉, pro nějž plat́ı

(xk(α), yk(α), sk(α)) ∈ N2(0.5) (3.19)

a definujme

(xk+1, yk+1, sk+1) := (xk(αk), yk(αk), sk(αk))

else (* korektor *)
položme σk := 1 a řešme soustavu (2.11) pro (∆xk, ∆yk, ∆sk)
a definujme

(xk+1, yk+1, sk+1) := (xk, yk, sk) + (∆xk, ∆yk, ∆sk)

end(if)
end(for).
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Analýza metody PC je podobná analýze metody SPF. Uved’me tedy pouze některá
doplňuj́ıćı lemmata. Důkazy lze opět nalézt v knize S.Wright [2].

Chováńı prediktorových krok̊u popisuje následuj́ıćı lemma. Uvád́ı dolńı odhad pro
délku kroku α a odhad hodnoty µ pro následuj́ıćı iteraci.

Lemma 6 Předpokládejme, že (x, y, s) je prvkem N2(0.25) a (∆x, ∆y, ∆s) je směr
definovaný soustavou (2.10) pro hodnotu σ = 0. Pak (x(α), y(α), s(α)) ∈ N2(0.5) pro
všechna α ∈ 〈0, α̂〉, kde

α̃ = min

(
1

2
,

(
µ

8||∆X∆Se||
)1/2

)
. (3.20)

Délka kroku pro prediktor je tedy alespoň α̂ a nová hodnota µ(αk) je nejvýše (1− α̂)µ.

K nalezeńı dolńı hranice pro α̂ můžeme využ́ıt lemmatu 4. Položme pro náš př́ıpad
θ := 0.25 a σ := 0. Źıskáme odhad

µ

8||∆X∆Se|| ≥
23/2 (1− 0.25)

8
(
(0.25)2 + n

) =
3
√

2

1 + 16n
≥ 0.16

n
,

je-li n ≥ 1. Potom podle (3.20)

α̃ ≥ min

(
1

2
,

(
0.16

n

)1/2
)

=
0.4√

n
.

Poněvadž prediktorové kroky odpov́ıdaj́ı sudým iteračńım index̊um, můžeme psát

µk+1 ≤ (1− 0.4/
√

n)µk k = 0, 2, 4, . . . (3.21)

Lemma 7 popisuje chováńı korektorových krok̊u. Ukazuje, že korektor
”
přesouvá“

iterace z vněǰśıho okoĺı do vnitřńıho, aniž by změnil hodnotu µ.

Lemma 7 Předpokládejme, že (x, y, s) je prvkem N2(0.5) a (∆x, ∆y, ∆s) je směr defi-
novaný soustavou (2.10) pro hodnotu σ = 1. Pak

(x(1), y(1), s(1)) ∈ N2(0.25) a µ(1) = µ.

Lze dokázat (d̊ukaz opět viz S.Wright [2]), že složitost algoritmu PC je stejná jako
složitost algoritmu SPF. Algoritmus PC je ale určitým zlepšeńım algoritmu SPF a
to z d̊uvodu větš́ı adaptibility délky prediktorového kroku. Zat́ımco u SPF jsou hod-
noty αk za všech okolnost́ı stejné, u PC se měńı v závislosti na prediktorovém směru
(∆x, ∆y, ∆s). Hodnotu α můžeme volit větš́ı pro takový směr, v němž lze v́ıce sńıžit
hodnotu µ, aniž by následuj́ıćıiterace ležela mimo př́ıpustné okoĺı. Pro vzr̊ustaj́ıćı k se
takové směry vyskytuj́ı stále častěji a hodnotu α lze pak volit velmi bĺızko 1. Posloup-
nost parametr̊u {µk} konverguje k nule superlineárně.

37



I přes tuto vlastnost je algoritmus PC stále ještě omezuj́ıćı, a sice z d̊uvodu volby
okoĺı N2. Uved’me proto jestě jeden algoritmus, který také umožňuje adaptivně volit
hodnotu alfa, ale nav́ıc použ́ıvá méně omezuj́ıćı okoĺı N−∞(γ).

3.3 Metoda path–following s dlouhým krokem (LPF)

Algoritmus LPF generuje posloupnost iteraćı v okoĺı N−∞(γ), které pro γ dost malá
(řekněme 10−3) obsahuje téměř všechny body množiny ostře př́ıpustných řešeńı F0.
V každé iteraci voĺı hodnotu centralizuj́ıćıho parametru σk tak, aby ležela mezi dvěma
pevně stanovenými hodnotami 0 < σmin < σmax < 1. Výběr směru źıskáme, jako
obvykle, vyřešeńım soustavy (2.11). Hodnotu αk voĺıme jako největš́ı možnou délku
kroku, pro niž lež́ı následuj́ıćı iterace v N−∞(γ). Formálńı tvar algoritmu je následuj́ıćı:

Algoritmus LPF

Dáno γ, σmin, σmax, kde γ ∈ (0, 1), 0 < σmin < σmax < 1 a (x0, y0, s0) ∈ N−∞(γ)
for k = 0, 1, 2, . . .

zvolme σk ∈ 〈σmin, σmax〉 a řešme soustavu (2.11) pro (∆xk, ∆yk, ∆sk)
zvolme αk jako největš́ı α ∈ 〈0, 1〉, pro nějž plat́ı

(xk(α), yk(α), sk(α)) ∈ N−∞(γ) (3.22)

definujme

(xk+1, yk+1, sk+1) := (xk(αk), yk(αk), sk(αk))

end(for).

Několik prvńıch krok̊u je opět znázorněno na následuj́ıćım obrázku.
Jak ukazuje obrázek (a jak potvrd́ı analýza) dolńı hranice σmin zaručuje toto: každou

iteraci startujme z bodu na hranici a ve směru vektoru(∆xk, ∆yk, ∆sk) se pohybujeme
nejprve dovnitř oblasti. To znamená, že zvoĺıme-li malou délku kroku α, zlepš́ıme cen-
tralitu iterace. Pro př́ılǐs velké hodnoty α se dostaneme znovu mimo okoĺı, poněvadž
chyba, které se dopust́ıme aproximaćı nelineárńıho sytému (3.1)–(3.4) lineárńı sous-
tavou (2.10), je pro rostoućı α výrazněǰśı. Nicméně přesto jsme pro každou iteraci
schopni zaručit (v daném směru) jistý minimálńı krok αmin, pro nějž (x(αmin), y(αmin),
s(αmin)) ještě nelež́ı na hranici okoĺı N−∞(γ).

V lemmatu 8 a větě 14 nalezneme dolńı hranici pro toto αk a odhad pro sńıžeńı
hodnoty µ v každé z iteraćı.

Uvědomme si, že okoĺı N2(θ) a N−∞(γ) jsou na obrázćıch 3.1, 3.2 a 3.3 reprezen-
továny stejně. Obě jsou ohraničena př́ımkami, vycházej́ıćımi z počátku. Tato podobnost
ovšem plat́ı pouze pro n = 2. Pro větš́ı n mohou mı́t okoĺı zcela odlǐsné tvary.

Lemma 8 Je-li (x, y, s) prvkem N−∞(γ), pak

||∆X∆Se|| ≤ 2−3/2

(
1 +

1

γ

)
nµ. (3.23)
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Figure 3.3: Iterates of Algorithm LPF, plotted in (xs) space.

Srovnejme tento odhad s odhadem uvedeným v Lemmatu 4. Zjist́ıme, že omezeńı
(3.13) je těsněǰśı, což je zp̊usobeno větš́ı restriktivnost́ı okoĺı N2(θ). Rozd́ıl v omezeńıch
(3.13) a (3.23) je d̊uvodem pro rozd́ılné složitosti algoritmů SPF a LPF.

Nadešel čas ukázat, že
(
xk(α), yk(α), sk(α)

) ∈ N−∞(γ) pro všechna

α ∈
〈

0, 23/2γ
1− γ

1 + γ

σk

n

〉
(3.24)

a tud́ıž lze v každém kroku volit

αk ≤ 23/2σk

n
γ

1− γ

1 + γ
. (3.25)

Pro každé i = 1, 2, . . . , n plyne z lemmatu 3.13, že

|∆xk
i ∆sk

i | ≤ ||∆Xk∆Ske||2 ≤ 2−
3
2

(
1 +

1

γ

)
nµk. (3.26)

Užijeme-li vztahu
S ∆x + X∆s = −XSe + σµe,

źıskáme z vlastnosti xk
i s

k
i ≥ γµk a z (3.26)
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xk
i (α)sk

i (α) =
(
xk

i + α∆xk
i

) (
sk

i + α∆sk
i

)

= xk
i s

k
i + α

(
xk

i ∆sk
i + sk

i ∆xk
i

)
+ α2∆xk

i ∆sk
i

≥ xk
i s

k
i (1− α) + ασkµk − α2|∆xk

i ∆sk
i |

≥ γ (1− α) µk + ασkµk − α22−
3
2

(
1 +

1

γ

)
nµk.

Nav́ıc, podle (3.11), je

µk(α) = (1− α (1− σk)) µk.

Výsledně tedy podmı́nka z definice N−∞(γ)

xk
i (α)sk

i (α) ≥ γµk(α) (3.27)

plat́ı, předpokládáme-li, že

γ (1− α) µk + ασkµk − α22−
3
2

(
1 +

1

γ

)
nµk ≥ γ (1− α + ασk) µk,

čili, po úpravě,

ασkµk (1− γ) ≥ α22−3/2nµk

(
1 +

1

γ

)
,

což plat́ı, je-li

α ≤ 23/2

n
σkγ

1− γ

1 + γ
.

T́ım jsme dokázali, že
(
xk(α), yk(α), sk(α)

)
splňuje podmı́nku (3.27) z definiceN−∞(γ),

lež́ı-li α v intervalu určeném (3.24). Podobně, jako v d̊ukazu věty 3.10, můžeme ověřit,
že pro tato α lež́ı bod

(
xk(α), yk(α), sk(α)

)
v množině F0. T́ım jsme dokázali (3.24) a

(3.25).

Věta 14 Necht’ jsou dány parametry γ, σmin, σmax z algoritmu LPF. Pak existuje kon-
stanta δ nezávislá na n tak, že

µk+1 ≤ (1− δ/n)µk

pro všechna k ≥ 0.

Důkaz: Využijme toho, co už je dokázáno. Z (3.11) a (3.25) źıskáme

µk+1 = (1− αk (1− σk)) µk

≤
(

1− 23/2

n
γ

1− γ

1 + γ
σk (1− σk)

)
µk. (3.28)
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Funkce σ (1− σ) je konkávńı kvadratická funkce v σ a tedy na každém intervalu nabývá
minima v jednom z krajńıch bod̊u. Z toho plyne

σk (1− σk) ≥ min {σmin (1− σmin) , σmax (1− σmax)}
pro všechna σk ∈ 〈σmin, σmax〉. Nyńı stač́ı dosadit tento odhad do (3.28) a položit

δ := 23/2γ
1− γ

1 + γ
min {σmin (1− σmin) , σmax (1− σmax)}.2

3.4 Hromadné body posloupnosti iteraćı

Předchoźı závěry, týkaj́ıćı se konvergence, se soustředily hlavně na konvergenci µk

k nule. Zaměřme se nyńı na posloupnost iteraćı {(xk, yk, sk)}; jej́ı chováńı je komp-
likovaněǰśı, než by se na prvńı pohled mohlo zdát. Hlavńım úkolem bude ukázat, že
posloupnost složek {(xk, sk)} má hromadný bod. Plat́ı-li toto, pak můžeme primárně–
duálńı řešeńı zkonstruovat následuj́ıćım zp̊usobem:
Necht’ K je vybraná posloupnost taková, že lim

k∈K
(xk, sk) = (x∗, s∗). Pro každé k ∈ K

plat́ı

Axk = b, c− sk ∈ Range(AT ), (xk, sk) > 0.

Přejděme k limitě a užijme faktu, že množina Range(AT ) je uzavřená a že µk → 0. Pro
(x∗, s∗) źıskáme

A x∗ = b, c− s∗ ∈ Range(AT ), (x∗, s∗) ≥ 0, (x∗)T s∗ = 0.

Tedy c − s∗ = AT y∗ pro nějaké y∗. Tyto vztahy odpov́ıdaj́ı KKT podmı́nkám (1.9)–
(1.12); (x∗, y∗, s∗) ∈ Ω je nalezeno.

V této části se podrobněji pod́ıvejme na limitńı chováńı posloupnosti {(xk, sk)},
generované algoritmy SPF, PC a LPF. Ukážeme, že tato posloupnost je omezená a
tedy má alespoň jeden hromadný bod. Nav́ıc všechny hromadné body odpov́ıdaj́ı ostře
komplementárńımu řešeńı (x∗, y∗, s∗), tj. řešeńı, pro nějž

x∗i > 0 (i ∈ B) s∗i > 0 (i ∈ N ) (3.29)

kde B ∪N je rozklad množiny index̊u {1, . . . , n} definovaný v (1.13), (1.14)

Lemma 9 Bud’ µ0 > 0 a γ ∈ (0, 1). Potom pro všechny body (x, y, s) takové, že

(x, y, s) ∈ N−∞(γ) ⊂ F0, µ ≤ µ0, (3.30)

(kde µ = xT s
n

), existuj́ı konstanty C0 a C1 tak, že

||(x, s)|| ≤ C0 (3.31)
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0 < xi ≤ µ

C1

(i ∈ N ), 0 < si ≤ µ

C1

(i ∈ B), (3.32)

si ≥ C1γ (i ∈ N ), xi ≥ C1γ (i ∈ B). (3.33)

Věta 15 Necht’ {(xk, yk, sk)} je posloupnost iteraćı, generovaná algoritmy SPF, PC
nebo LPF a necht’ posloupnost µk konverguje k nule pro k → ∞. Pak je posloupnost
složek {(xk, sk)} omezená a má tedy alespoň jeden hromadný bod. Každý z hromadných
bod̊u odpov́ıdá ostře komplementárńımu primárně–duálńımu řešeńı úlohy lineárńıho
programováńı.

Důkaz: Iterace generované každým z algoritmů SPF, PC a LPF, lež́ı v okoĺı N−∞(γ)
pro vhodné γ. Pro algoritmus SPF je

(xk, yk, sk) ∈ N2(0.4) ⊂ N−∞(0.4).

Pro algoritmus PC lež́ı všechny iterace v N2(0.5), jenž je podmnožinou N−∞(0.5),
algoritmus LPF vyb́ırá př́ımo okoĺı N−∞(γ) pro γ ∈ (0, 1). Pro každou z metod je
nav́ıc posloupnost µk nerostoućı, µk ≤ µ0 pro každé K. Každá z iteraćı (xk, yk, sk)
tud́ıž splňuje předpoklady lemmatu 9.

Omezenost posloupnosti
{
(xk, sk)

}
plyne z (3.31). Je-li (x∗, s∗) ∈ Rn × Rn jej́ı

hromadný bod, můžeme nalézt y∗ ∈ Rm tak, že (x∗, y∗, s∗) ∈ Ω. Protože plat́ı (3.33),
muśı být

s∗i ≥ C1γ > 0 (i ∈ N ), x∗i ≥ C1γ > 0 (i ∈ B),

z čehož vyplývá striktńı komplementarita řešeńı. 2

Má-li úloha jednoznačné primárně–duálńı řešeńı, pak posloupnost iteraćı, vytvořená
libovolnou ze tř́ı uvedených metod, konverguje k tomuto řešeńı, jak je zřejmé z věty
15.
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Kapitola 4

Nepř́ıpustné metody vnitřńıho
bodu

Až dosud jsme uvažovali pouze takové metody, pro které bylo počátečńı přibĺıžeńı
(x0, y0, s0) ostře př́ıpustné; speciálně splňovalo vztahy Ax0 = b, AT y0+s0 = c. V d̊usled-
ku nulové pravé strany v (2.10) pak tyto vztahy splňovaly i všechny daľśı iterace. Pro
většinu úloh je však obt́ıžné ostře př́ıpustné počátečńı přibĺıžeńı naj́ıt. Existuj́ı úlohy
lineárńıho programováńı, pro které takové body v̊ubec neexistuj́ı. Jako př́ıklad můžeme
uvést úlohu

min(2x1 + x2) na množině {x : x1 + x2 + x3 = 5 & x1 + x3 = 5 & x ≥ 0}.

Snadno ze lze přesvědčit, že množina F0 je pro tuto úlohu prázdná. Všeobecně lze ř́ıci,
že úlohy lineárńıho programováńı źıskané transformaćı obecné úlohy do standardńıho
tvaru obvykle nemaj́ı ostře př́ıpustná řešeńı.

Jeden ze zp̊usob̊u, jak se uvedeným pot́ıž́ım vyhnout, poṕı̌seme v této kapitole.
Vytvoř́ıme algoritmus, který nepožaduje, aby počátečńı přibĺıžeńı (x0, y0, s0) leželo
v množině F0, ale pouze, aby platilo (x0, s0) > 0. Protože takové počátečńı přibĺıžeńı
lež́ı obvykle mimo množinu př́ıpustných řešeńı, maj́ı všechny metody s touto vlast-
nost́ı př́ıvlastek

”
nepř́ıpustné“. V každém kroku pak vyb́ıráme směr (∆x, ∆y, ∆s) tak,

abychom jednak zlepšili centralitu iterace, ale nav́ıc aby následuj́ıćı iterace byla bĺıže
k př́ıpustné oblasti. Definujme nyńı rezidua rb a rc následovně

rb := Ax− b, rc := AT y + s − c (4.1)

Rovnice pro směr (∆x, ∆y, ∆s) pak maj́ı tvar




A 0 0
0 AT I
S 0 X







∆x
∆y
∆s


 =




−rb

−rc

−XSe + σµe


 . (4.2)

T́ımto opět provedeme jeden krok Newtonovy metody, směřuj́ıćı k bodu (xσµ, yσµ, sσµ) ∈
C. Jeho aproximaćı je bod

(x̂, ŷ, ŝ) := (x, y, s) + α(∆x, ∆y, ∆s)
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Je-li možné volit délku kroku α = 1, pak je bod (x̂, ŷ, ŝ) již př́ıpustný a stejně tak jsou
př́ıpustné i všechny daľśı iterace.

Až do této doby jsme stále mluvili poměrně obecně. Ve zbytku kapitoly poṕı̌seme
pro názornost jednu konkrétńı metodu - metodu IPF, která je

”
nepř́ıpustnou“ verźı

metody path–following s dlouhým krokem (LPF), uvedené v kapitole 3. Tato metoda je
nejbĺıže metodám už́ıvaným v praxi. Obecně lež́ı všechny iterace (xk, yk, sk), generované
algoritmem IPF mimo př́ıpustnou oblast, ačkoli jejich limita je, samozřejmě, př́ıpustné
(a optimálńı) řešeńı úlohy lineárńıho programováńı. Metoda konverguje dokonce i
v př́ıpadě, kdy je množina F0 prázdná.

Jak už jsem předeslala, jednotlivé kroky algoritmu źıskáme vyřešeńım modifiko-
vané Newtonovy soustavy (4.2) pro hodnoty parametru σ > ε > 0. Stejně jako
u metody LPF chceme i nyńı, aby všechny iterace ležely v určitém okoĺı centrálńı cesty.
V našem př́ıpadě vznikne toto okoĺı rozš́ı̌reńım okoĺı N−∞(γ), které už́ıvala metoda
LPF, o nepř́ıpustné body. Délku kroku alfa omeźıme dvěma novými podmı́nkami. Jed-
nak budeme požadovat, aby chyba výraz̊u Ax = b a AT y+s = c klesala k nule alespoň
tak rychle jako hodnota mı́ry duality µ. Za druhé pak zavedeme Armijovu podmı́nku
o minimálńım poklesu hodnoty µ v každé iteraci.

Analýza uvedená v následuj́ıćıch odstavćıch ukáže, že posloupnost parametr̊u µk

konverguje monotonně k nule pro libovolné počátečńı přibĺıžeńı, pro nějž je (x0, s0) > 0.
Zvoĺıme-li nav́ıc (x0, y0, s0) = ρ(e, 0, e), kde ρ je dostatečně velké, dostaneme poly-
nomiálńı složitost algoritmu. (Bod, pro nějž je µk ≤ ε źıskáme v O(n2| log ε|) iteraćıch.)
Algoritmus IPF neńı o mnoho komplikovaněǰśı než algoritmus LPF, jeho analýza ovšem
vyžaduje př́ılǐs technických d̊ukaz̊u. Většinu z nich zde neuvád́ım; lze je nalézt např.
v knize S.Wright [2].

4.1 Metoda IPF

Nejprve zaved’me rezidua předpisem (4.1). Poč́ıtáme-li tyto hodnoty pro bod (xk, yk, sk),
budeme je značit rk

b resp. rk
c . Jak už jsme jednou uvedli, algoritmus IPF už́ıvá okoĺı

N−∞(γ, β), které je rozš́ı̌reńım okoĺı N−∞(γ); definujme ho následovně

N−∞(γ, β) := {(x, y, s) : ||(rb, rc)|| ≤ ||(r0
b , r

0
c )||

µ0

βµ, (4.3)

xisi ≥ γµ , 1 ≤ i ≤ n, (4.4)

(x, s) > 0} (4.5)

kde γ ∈ (0, 1) a β ≥ 1 jsou dané parametry a (r0
b , r

0
c ) resp. µ0 jsou hodnoty rezidúı

resp. mı́ry duality pro počátečńı přibĺıžeńı. Vztah (4.3) přepǐsme do tvaru

||(rb, rc)||
||(r0

b , r
0
c )||

≤ µ

µ0

β

Z toho je zřejmé, že aby v okoĺı N−∞(γ, β) ležel i bod (x0, y0, s0), muśı skutečně
platit β ≥ 1. Z výrazu (4.3) nav́ıc vyplývá, že mı́ra nepř́ıpustnosti každého bodu
z množiny N−∞(γ, β), vyjádřená normou vektoru rezidúı ‖ (rb, rc) ‖, je omezená

44



nějakým násobkem parametru µ. Zaruč́ıme-li tedy, že všechny iterace (xk, yk, sk) lež́ı
v množině N−∞(γ, β) a že posloupnost {µk} konverguje k nule pro k →∞, pak zřejmě
pro k → ∞ rovněž rk

b → 0 a rk
c → 0. Podmı́nku (4.4) zavád́ıme ze stejného d̊uvodu

jako u algoritmu LPF. Předcháźı tomu, aby součiny xisi byly (pro ńızké hodnoty k)
př́ılǐs bĺızko nule a zabraňuje tak selháńı Newtonovy metody.

Algoritmus IPF

Dáno γ, β, σmin, σmax, kde γ ∈ (0, 1), β ≥ 1, 0 < σmin < σmax < 0.5 a (x0, y0, s0),
pro nějž (x0, s0) > 0.
for k = 0, 1, 2, . . .

zvolme σk ∈ 〈σmin, σmax〉 a řešme soustavu




A 0 0
0 AT I
S 0 X







∆x
∆y
∆s


 =




−rb

−rc

−XSe + σµe


 (4.6)

zvolme αk jako největš́ı α ∈ 〈0, 1〉, pro nějž

(xk(α), yk(α), sk(α)) ∈ N−∞(γ, β) (4.7)

a tak, aby platila Armijova podmı́nka

µk(α) ≤ (1− 0.01α)µk (4.8)

definujme

(xk+1, yk+1, sk+1) := (xk(αk), yk(αk), sk(αk))

end(for).

Už́ıváme označeńı zavedené v (3.8), (3.9)

(x(α), y(α), s(α)) := (x, y, s) + α(∆x, ∆y, ∆s), (4.9)

µ(α) := (x(α))T (s(α))/n (4.10)

Ve volbě délky kroku alfa existuje určitá volnost. Mı́sto největš́ı hodnoty, pro niž
plat́ı (4.7) a (4.8) můžeme volit hodnotu menš́ı; tato volba může být v některých
př́ıpadech i výhodněǰśı. Lze např́ıklad volit αk := arg min µ(α).

Než přikroč́ıme k daľśımu, zaved’me ještě jedno užitečné označeńı.

ν0 := 1, (4.11)

νk :=
k−1∏
j=0

(1− αj) . (4.12)

Prvńı dvě komponenty funkce F , definované v (2.1), (2.2) jsou lineárńı, a proto je
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rk
b = Axk − b = A(xk−1 + αk−1∆xk−1)− b = Axk−1 − b + αk−1A ∆xk−1

Ze soustavy (4.6) dosad’me za výraz A∆xk−1 hodnotu −rk−1
b . Źıskáme rk

b = (1 −
αk−1)rk−1

b . Obdobně pro rk
c . Výsledně tedy můžeme psát

(rk
b , r

k
c ) = (1− αk−1)(rk−1

b , rk−1
c )

= (1− αk−1)(1− αk−2)(rk−2
b , rk−2

c )

= . . . · · · =
= νk(r

0
b , r

0
c ). (4.13)

Protože (xk, yk, sk) ∈ N−∞(γ, β), je podle (4.13)

νk||(r0
b , r

0
c )||

µk

=
||(rk

b , r
k
c )||

µk

≤ ||(r0
b , r

0
c )||

µ0

β.

Předpokládáme-li, že (r0
b , r

0
c ) 6= 0, plat́ı nerovnost

νk ≤ β
µk

µ0

. (4.14)

Je-li (r0
b , r

0
c ) = 0, je počátečńı přibĺıžeńı př́ıpustné a stejně tak jsou př́ıpustné i všechny

iterace. Metoda IPF se zredukuje na metodu LPF z kapitoly 3. Pro jednoduchost
uvažujme v daľśım pouze př́ıpad (r0

b , r
0
c ) 6= 0.

4.2 Konvergence algoritmu IPF

Dokážeme-li, že existuje konstanta α̃ tak, že αk ≥ α̃ pro všechna k, pak z podmı́nky
(4.8) vyplývá

µk(α) ≤ (1− 0.01α)µk ≤ (1− 0.01α̃)µk pro všechna k (4.15)

a tedy posloupnost {µk} konverguje Q-lineárně k nule. Ze vztahu (4.13) pak źıskáme

‖ (rk
b , r

k
c ) ‖≤ (1− α̃) ‖ (rk−1

b , rk−1)
c ‖ (4.16)

a tedy posloupnost norem rezidúı také konverguje k nule. Polynomiálńı složitost algo-
ritmu lze dokázat na základě toho, že dolńı hranice délky kroku α̃ je inverzńı poly-
nomiálńı funkćı n, zvoĺıme-li počátečńı přibĺıžeńı

(x0, y0, s0) = ρ(e, 0, e), (4.17)

kde ρ je takové, že

‖ (x∗, s∗) ‖∞ ≤ ρ (4.18)
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pro nějaké primárně–duálńı řešeńı (x∗, y∗, s∗). Většinou normu ‖ (x∗, s∗) ‖∞ pocho-
pitelně neznáme, vztahy (4.17) a (4.18) jsou přesto v praxi užitečné. Zvoĺıme-li počátečńı
přibĺıžeńı pro nějž je hodnota výrazu

‖ (r0
b , r

0
c ) ‖ /µ0 (4.19)

malá, źıskáme rychleǰśı konvergenci algoritmu. Pro vektory tvaru (4.17) je tento poměr
řádově asi 1/ρ.

Dř́ıve, než uvedeme jedno pomocné lemma (d̊ukaz viz S.Wright [2]), definujme poz-
itivně definintńı diagonálńı matici D předpisem

D := (X)1/2(S)−1/2, (4.20)

kde matice X a S maj́ı stejný význam jako v předchoźım textu. Budeme-li matici D
vytvářet pro hodnoty Xk a Sk, budeme ji značit Dk.

Lemma 10 Existuje kladná konstanta C1 tak, že

‖ (Dk)−1∆xk ‖≤ C1µ
1/2
k , ‖ Dk∆sk ‖≤ C1µ

1/2
k , (4.21)

pro každé k.

Nejd̊uležitěǰśım tvrzeńım této kapitoly je bezpochyby lemma 11. Uved’me ho nyńı
a včetně d̊ukazu.

Lemma 11 Existuje konstanta α̃ ∈ (0, 1) tak, že pro každé α ∈ 〈0, α̃〉 a pro každé
k ≥ 0 jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky

(
xk + α∆xk

)T (
sk + α∆sk

) ≥ (1− α) (xk)T sk, (4.22)
(
xk

i + α∆xk
i

) (
sk

i + α∆sk
i

) ≥ γ

n

(
xk + α∆xk

)T (
sk + α∆sk

)
, (4.23)

(
xk + α∆xk

)T (
sk + α∆sk

) ≤ (1− 0.01α) (xk)T sk. (4.24)

Podmı́nky (4.7) a (4.8) jsou tedy splněny pro všechna α ∈ 〈0, α̃〉 a pro všechna k ≥ 0.
Je-li nav́ıc počátečńı přibĺı̌zeńı (x0, y0, s0) voleno jako v (4.17) a (4.18), existuje

kladná konstanta δ̃ nezávislá na n taková, že

α̃ ≥ δ̃

n2
. (4.25)

Důkaz: Podle (4.21) źıskáme

(∆x)T ∆s =
(
D−1∆x

)T
(D∆s ) ≤ ||D−1∆x||.||D∆s || ≤ C2

1µ. (4.26)

Podobně
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|∆xi∆si| = |D−1
ii ∆xi||Dii∆si| ≤ ||D−1∆x||.||D∆s || ≤ C2

1µ (4.27)

(zde a dále index k vynecháváme). Na základě posledńıho řádku soustavy (4.6) odvod́ıme
dvě d̊uležité rovnosti. Sečteńım všech n složek výrazu źıskáme

sT ∆x + xT ∆s = eT (S ∆x + X∆s )

= eT (−XSe + σµe) = (σ − 1) xT s. (4.28)

Vezmeme-li v úvahu pouze jednu složku, źıskáme

si∆xi + xi∆si = −xisi + σµ. (4.29)

Pro každou z nerovnost́ı (4.22)–(4.24) nalezněme podmı́nky na α̃, při nichž př́ıslušná
nerovnost plat́ı. Pro (4.22) je

(x + α∆x)T (s + α∆s ) = xT s + α (σ − 1) xT s + α2∆xT ∆s

≥ (1− α) xT s + ασxT s − α2C2
1µ

≥ (1− α) xT s +

(
ασmin − α2C2

1

n

)
xT s. (4.30)

(4.22) tedy plat́ı, je-li posledńı výraz nezáporný, což je splněno pro

α ≤ nσmin

C2
1

. (4.31)

Poznamenejme, že (4.22) implikuje platnost podmı́nky (4.3), poněvadž pro

rb = b− A x(α), rc = AT y(α) + s(α)− c,

je

|| (rb(α), rc(α)) ||
µ(α)

≤ (1− α) ||(rb, rc)||
µ(α)

≤ ||(rb, rc)||
µ

≤ β
||(r0

b , r
0
c )||

µ0

.

Pro d̊ukaz (4.23) užijeme (4.27), (4.29) a fakt, že xisi ≥ γµ. Plat́ı tedy

(xi + α∆xi) (si + α∆si) ≥ xisi (1− α) + ασµ− α2C2
1µ

≥ γ (1− α) µ + ασµ− α2C2
1µ. (4.32)

Na druhé straně můžeme, jako v (4.30), ukázat, že

1

n
(x + α∆x)T (s + α∆s ) ≤ (1− α) µ + ασµ + α2C2

1

µ

n
. (4.33)
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Převed’me oba výrazy z (4.23) na jednu stranu a užijme (4.32) a (4.33). Dostáváme

(xi + α∆xi) (si + α∆si)− γ

n
(x + α∆x)T (s + α∆s )

≥ ασ (1− γ) µ−
(
1 +

γ

n

)
α2C2

1µ ≥ ασmin (1− γ) µ− 2α2C2
1µ.

Nerovnost (4.23) plat́ı, je-li posledńı výraz nezáporný, což je pro

α ≤ σmin (1− γ)

2C2
1

. (4.34)

Konečně převed’me oba výrazy z (4.24) na jednu stranu, užijme skutečnosti σ ≤ σmax ≤
0.5 a vztahu (4.33) a pǐsme

1

n
(x + α∆x)T (s + α∆s )− (1− 0.01α) µ

≤ (1− α) µ + ασµ + α2C2
1

µ

n
− (1− 0.01α) µ

≤ −0.99αµ + 0.5αµ + α2C2
1µ

= −0.49αµ + α2C2
1µ.

Pro

α ≤ 0.49

C2
1

(4.35)

je posledńı výraz nekladný a (4.24) tedy plat́ı.
Na základě (4.31), (4.34) a (4.35) můžeme závěrem ř́ıct, že podmı́nky (4.22)–(4.24)
plat́ı, je-li α ∈ 〈0, α̃〉, kde

α̃ = min

(
nσmin

C2
1

,
σmin (1− γ)

C2
1

,
0.49

C2
1

, 1

)
.

Druhou část tvrzeńı — omezeńı (4.25) — lze dokázat obdobně. 2

Věta 16 Posloupnost {µk}, generovaná algoritmem IPF, konverguje Q-lineárně k nule
a posloupnost norem rezidúı {‖ (rk

b , r
k
c ) ‖} konverguje R-lineárně k nule.

Důkaz: Q-lineárńı konvergence posloupnosti {µk} plyne bezprostředně ze vztah̊u (4.15)
a (4.25). Pro rezidua źıskáme vztah

‖ (rk
b , r

k
c ) ‖≤ µkβ ‖ (r0

b , r
0
c ) ‖ /µ0 (4.36)

Posloupnost norem rezidúı je shora omezená Q-lineárně konverguj́ıćı posloupnost́ı {µk},
sama tedy konverguje R-lineárně. 2
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4.3 Hromadné body posloupnosti iteraćı

V kapitole 3 jsme ukázali, že posloupnost složek (xk, sk) iteraćı, vytvořených meto-
dami path–following, je omezená a jej́ı hromadné body tvoř́ı složky (x∗, s∗) primárně–
duálńıho řešeńı úlohy lineárńıho programováńı. Pro metodu IPF uvedeme obdobná
tvrzeńı.

Připomeňme ještě, že rozděleńı množiny index̊u {1, . . . , n} na podmnožiny B a N
je definováno jako ve (1.13), (1.14)

Věta 17 Bud’ {(xk, yk, sk)} posloupnost iteraćı generovaných algoritmemIPF. Pak ex-
istuje konstanta C2 taková, že pro každé k dostatečně velké plat́ı

0 < xk
i ≤ µk/C2 (i ∈ N ), 0 < sk

i ≤ µk/C2 (i ∈ B), (4.37)

sk
i ≥ C2γ (i ∈ B), xk

i ≥ C2γ (i ∈ N ). (4.38)

Tedy každý hromadný bod posloupnosti {(xk, sk)} m̊užeme už́ıt pro konstrukci primárně–
duálńıho, striktně komplementárńıho řešeńı úlohy lineárńıho programováńı.

Důkaz: Pro d̊ukaz nerovnost́ı (4.37) a (4.38) odkazuji na knihu S.Wright [2]. Zde
dokážeme pouze posledńı část tvrzeńı.
Předpokládejme, že K je taková posloupnost, pro niž

lim
k∈K

(xk, sk) = (x∗, s∗).

Podobně jako u věty 15 źıskáme po přechodu k limitě vztahy

Ax∗ = b , (x∗, s∗) ≥ 0 , (x∗)T s∗ = 0.

Striktńı komplementarita plyne okamžitě z (4.38). Dále v́ıme

lim
k∈K

rk
c = lim

k∈K

(
sk − c + AT yk

)
= 0

a tedy

dist
(
s∗ − c, Range(AT )

)
= 0.

Poněvadž Range(AT ) je uzavřená, je s∗ − c ∈ Range(AT ) a tedy existuje y∗ tak, že
s∗−c = AT y∗. (x∗, y∗, s∗) je potom striktně komplementárńım řešeńım úlohy lineárńıho
programováńı. 2

K tomu, abychom dokázali omezenost posloupnosti {(xk, sk)} je nutné předpokládat,
že množina ostře př́ıpustných řešeńı F0 je neprázdná. Algoritmy uvedené v kapitole 3
nebyly pro př́ıpad F0 = Ø v̊ubec definovány, ovšem algoritmus IPF pro tento př́ıpad
existuje a dokonce plat́ı konvergenčńı věta 16.

Věta 18 Necht’ {(xk, yk, sk)} je posloupnost iteraćı, generovaná algoritmem IPF a
necht’ množina ostře př́ıpustných řešeńı F0 je neprázdná. Pak posloupnost {(xk, sk)}
je omezená a má tedy alespoň jeden hromadný bod.

K d̊ukazu této věty je potřeba dokázat nav́ıc některá tvrzeńı, která se př́ımo nevz-
tahuj́ı k metodám vnitřńıho bodu. Nebudu jej zde proto uvád’ět. Důkaz věty 18 i d̊ukazy
jmenovaných tvrzeńı lze opět nalézt v knize S.Wright [2].

50



Dodatek A

A.1 Primárńı metody

Uvažujme problém (P)
{min cT x ; Ax = b x ≥ 0}

a převed’me ho na problém

min

(
cT x− τ

n∑
i=1

log xi

)

na množině {x ∈ Rn : Ax = b} (A.1)

Lagrangeova funkce pro (A.1) má tvar

L(x, y, τ) := cT x− τ
∑

log xi − yT (Ax− b) (A.2)

a podmı́nky prvńıho řádu pro (A.2) jsou

∇xL = c− τX−1e− AT y = 0, (A.3)

∇yL = −Ax + b = 0, (A.4)

kde X je obvyklé značeńı pro diag(x).
Předpokládáme-li že existuje ostře př́ıpustné řešeńı úlohy (P) xk (tj. xk > 0, Axk =

b) a aplikujeme-li Newtonovu metodu na soustavu (A.3), (A.4) źıskáme směr ∆xk tvaru

∆xk = − 1

τ k
XkPXkc + XkPe, (A.5)

kde
P = I −XkAT (A(Xk)2AT )−1AXk.

Nové přibĺıžeńı xk+1 je potom

xk+1 := xk + αk∆xk (A.6)

pro vhodnou délku kroku αk. Hodnotu barierového parametru pro následuj́ıćı iteraci
τ k+1 definujeme jako ϑτ k, kde 0 < ϑ < 1.

Jiný zp̊usob je namı́sto barierové metody už́ıt primárńı afinńı metodu. Směr ∆xk

má potom tvar
∆xk = −XkPXkc. (A.7)
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Primárńı metody zachovávaj́ı v každém kroku hodnotu xk kladnou, na hodnoty duálńıch
proměnných žádná omezeńı nekladou.

Vı́ce o primárńıch metodách lze nalézt např́ıklad v pracech P.E.Gill & W.Murray &
D.B.Ponceleon & M.A.Saunders [15], E.R.Barnes [16], R.J.Vanderbei & M.S.Meketon
& B.A.Freedman [17].

A.2 Duálńı metody

Podobně jako jsme u primárńıch metod uvažovali pouze primárńı úlohu, uvažujme nyńı
pouze problém (D)

{max bT y ; AT y + s = c, s ≥ 0},
který je ekvivalentńı problému

{min−bT y ; AT y + s = c, s ≥ 0}
a převed’me ho, podobně jako v předchoźım odstavci, na problém

min(−bT y − τ

n∑
i=1

log si)

na množině {(y, s) ∈ Rm ×Rn : AT y + s = c} (A.8)

Nyńı upravme (A.8) do tvaru

max

(
bT y − τ

n∑
i=1

log(ci − aT
i y)

)
(A.9)

kde aj je j-tý sloupek matice A. Podmı́nky prvńıho řádu pro (A.9) jsou

b− τA S−1e = 0, (A.10)

kde S je diagonálńı matice typu n × n, jej́ıž prvky jsou si = ci − aT
i y. Jeden krok

Newtonovy metody dává

∆yk =
1

τ k
(A(Sk)−2AT )−1b− (A(Sk)−2AT )−1AS−1e, (A.11)

kde prvńı výraz v (A.11) zp̊usob́ı přibĺıžeńı k optimu a druhý výraz zlepš́ı centralitu
iterace v duálńım prostoru.

Mı́sto barierové metody můžeme opět už́ıt duálńı afinńı metodu. Směr ∆yk má
potom tvar

∆yk = (A(Sk)−2AT )−1b. (A.12)

Vı́ce lze nalézt např́ıklad v P.E.Gill & W.Murray & D.B.Ponceleon & M.A.Saunders
[15], I.Adler et al. [18].
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Dodatek B

B.1 Důkaz věty o dualitě

Než větu a dualitě dokážeme, uved’me několik potřebných tvrzeńı. Nejprve definujeme
úlohu speciálńıho tvaru

min{aT x; Cx ≥ −a, x ≥ 0}, (SP)

kde C je matice typu n x n, x, a ∈ Rn, a ≥ 0. O matici C nav́ıc předpokládejme, že
má vlastnost

CT = −C. (B.1)

Lze snadno nahlédnout, že pro každé x ∈ Rn je

xT Cx = 0 (B.2)

Odpov́ıdaj́ıćı duálńı úloha má tvar

max{−aT y; CT y ≤ a, y ≥ 0}, (SD)

kde y ∈ Rn.
Úloha (SP) je tzv. samoduálńı úloha, t.j. taková, pro niž má duálńı úloha stejný tvar

jako úloha primárńı. Protože má matice C vlastnost (B.1), je i množina př́ıpustných
řešeńı primárńı úlohy (SP) stejná jako množina př́ıpustných řešeńı duálńı úlohy (SD).

Lemma 12 (SP) i (SD) jsou př́ıpustné a pro obě z nich je optimálńım řešeńım nulový
vektor.

Důkaz: Protože a ≥ 0, je nulový vektor př́ıpustný jak pro primárńı, tak pro duálńı
úlohu. Pro každé př́ıpustné řešeńı primárńı úlohy nav́ıc plat́ı 0 = xT Cx ≥ −aT x a tedy
aT x ≥ 0; analogicky aT y ≥ 0 pro každé př́ıpustné řešeńı duálńı úlohy. Nulový vektor
je tedy optimálńım řešeńım jak primárńı, tak duálńı úlohy. 2

Důsledek 3 Bud’ x př́ıpustné pro (SP) a definujme s := Cx + a. Pak x je optimálńı
tehdy a jen tehdy, je-li xT s = 0.

Důkaz:
aT x = sT x− xT CT x = sT x.2

Abychom mohli dokázat větu o dualitě pro obecné úlohy, dokážeme ji nejprve pro
úlohy (SP),(SD). Poněvadž obě úlohy (SP) i (SD) maj́ı stejný tvar i stejnou množinu
př́ıpustných řešeńı, budeme v daľśım použ́ıvat pouze značeńı (SP).
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Definujme množinu př́ıpustných řešeńı pro úlohu (SP)

SP := {(x, s) : Cx− s = −a, x ≥ 0, s ≥ 0},
množinu ostře př́ıpustných řešeńı pro úlohu (SP)

SP0 := {(x, s) : Cx− s = −a, x > 0, s > 0},

a množinu optimálńıch řešeńı pro úlohu (SP)

ΩSP := {(x, s) : Cx− s = −a, xT s = 0, x ≥ 0, s ≥ 0}.

Lemma 13 Bud’ D ⊆ Rn otevřená konvexńı množina a bud’ f : D → R konvexńı
diferencovatelná funkce. Pak funkce f nabývá (na D) svého minima v bodě x ∈ D
tehdy a jen tehdy, je-li ∇f(x) = 0.

Lemma 14 Bud’te dány τ ∈ R, τ > 0, a p ∈ Rn, p > 0. Funkce h(x) := pT x −
τ

n∑
i=1

log xi má jednoznačně určené minimum.

Důkaz lemmatu 14 lze nalézt např. v B.Jansen [19].

Pro τ > 0 definujme bariérovou funkci fτ : Rn
+ → R předpisem

fτ (x) := aT x− τ

(
n∑

i=1

log xi +
n∑

i=1

log(ci.x + ai)

)
,

kde ci znamená i-tý řádek matice C.

Lemma 15 Bud’ τ > 0. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı

(i) Funkce fτ má (jednoznačné) minimum.

(ii) Existuj́ı vektory x, s ∈ Rn, pro něž

Cx− s = −a, x ≥ 0, s ≥ 0

Xs = τe (B.3)

Plat́ı-li jedno z uvedených tvrzeńı, pak fτ nabývá svého minima v bodě x právě když x
a s splňuj́ı podmı́nky (B.3).

Důkaz: Poznamenejme nejprve, že když (x, s) řeš́ı soustavu (B.3), jsou složky xi, si

kladné.(Vyplývá z druhé rovnice.) Je lehce ověřitelné, že fτ (x) je ostře konvexńı a
nabývá tedy svého minima v nejvýše jednom bodě. Protože definičńı obor funkce fτ je
otevřená množina, vyplývá z lemmatu 13, že fτ má v bodě x minimum právě tehdy,
když ∇fτ = 0, tj.

a− τX−1e− τCT S−1e = 0, (B.4)
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kde X = diag(x), S = diag(s), e = (1, . . . , 1)T . Užijeme-li vztah̊u s = Cx + a a CT =
−C, můžeme (B.4) přepsat jako

τX−1e− s = C(τS−1e− x),

čili

0 = (C −X−1S)S−1(τe−Xs).

Poněvadž C má vlastnost (B.1) a matice X−1S a S−1 jsou diagonálńı a pozitivně
definitńı, plat́ı posledńı vztah právě tehdy, když Xs = τe.2

Předpokládejme, že množina SP0 je neprázdná a zvolme (x(0), s(0)) ∈ SP0 Podle
(B.2) je pro každé (x, s) ∈ SP

(x− x(0))T (s− s(0)) = (x− x(0))T C(x− x(0)) = 0. (B.5)

Ekvivalentně

(x(0))T s + (s(0))T x = xT s + (x(0))T (s(0)) = aT x + aT x(0),

neboli

aT x = (x(0))T s + (s(0))T x− aT x(0). (B.6)

Definujeme-li nyńı funkci gτ : Rn
+ × Rm

+ → R předpisem

gτ (x, s) := (x(0))T s + (s(0))T x− τ

(
n∑

i=1

log xi +
n∑

i=1

log si

)
,

je pro každé (x, s) ∈ SP0

gτ (x, s) = fτ (x) + aT (x(0)).

Funkce gτ (x, s) a fτ (x) se na množině SP0 lǐśı pouze o konstantu.

Věta 19 Bud’ τ > 0. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı

(i) Množina SP0 je neprázdná.

(ii) Funkce fτ má (jednoznačné) minimum.

(iii) Systém (B.3) má (jednoznačné) řešeńı.

Důkaz: Ekvivalence (ii) <=> (iii) je obsahem lemmatu 15 (iii) => (i) je zřejmé.
Zbývá tedy dokázat, že (i) implikuje (ii). Předpokládejme, že plat́ı (i) a bud’ (x(0), s(0)) ∈
SP0. Základńı myšlenka d̊ukazu je tato: protože plat́ı (B.6), je minimalizace fτ (x) na
množině Rn

+ ekvivalentńı minimalizaci gτ (x, s) ma množině SP0. Stač́ı tedy dokázat,
že funkce gτ nabývá svého minima na množině SP0. K tomu stač́ı už́ıt vlastnost́ı
definičńıho oboru funkce gτ a omezenosti množin
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LK := {(x, s) : gτ (x, s) ≤ K } .2

Podrobněji je d̊ukaz rozebrán v B.Jansen [19].

Pro každé kladné τ označme x(τ) := arg min fτ (x) a definujme s(τ) := Cx(τ) + a.

Lemma 16 Bud’ τ̄ > 0. Pak je množina {(x(τ), s(τ)) : 0 < τ ≤ τ̄} omezená.

Důkaz: Bud’te (x(0), s(0)) ∈ SP0. Užijeme-li vlastnosti (B.5) a faktu, že pro x(τ) plat́ı
(B.3), źıskáme pro každé i, 1 ≤ i ≤ n, vztah

s
(0)
i xi(τ) ≤ (x(0))T s(τ) + (s(0))T x(τ) (B.7)

= x(τ)T s(τ) + (x(0))T s(0)

= nτ + (x(0))T s(0)

≤ nτ̄ + (x(0))T s(0).

A tedy můžeme ř́ıct, že xi(τ) ≤ (nτ̄ + (x(0))T s(0))/s
(0)
i . Množina {x(τ) : 0 < τ ≤ τ̄} je

omezená. Podobně pro {s(τ) : 0 < τ ≤ τ̄}.2

Věta 20 Je-li množina SP0 neprázdná, existuje (x∗, s∗) ∈ ΩSP takové, že x∗+s∗ > 0.

Důkaz: Bud’ {τ k} posloupnost kladných č́ısel taková, že limk→∞ τ k = 0. Podle lemmatu
16 je množina {(x(τ k), s(τ k))} omezená, tedy obsahuje alespoň jednu konvergentńı
podposloupnost. Jej́ı limitu označme (x∗, s∗). Poněvadž (x∗, s∗) ∈ SP a x(τ k)T s(τ k) =
nτ k → 0 je (x∗)T s∗ = 0 a tedy (x∗, s∗) ∈ ΩSP . Ukažme, že (x∗, s∗) je striktně komple-
mentárńı. Podle (B.5) je

(x(τ k)− x∗)T (s(τ k)− s∗) = 0.

Užijeme-li x(τ k)T s(τ k) = nτ k a (x∗)T s∗ = 0, lze tento vztah přepsat jako

∑
i∈B

x∗i si(τ
k) +

∑
i∈N

xi(τ
k)s∗i = nτ k

Vydělme obě strany τ k a užijme skutečnosti xi(τ
k)si(τ

k) = τ k. Źıskáme

∑
i∈B

x∗i
xi(τ k)

+
∑
i∈N

s∗i
si(τ k)

= n

Přechodem k →∞ zjist́ıme, že hodnota prvńı sumy je rovna počtu nenulových složek
vektoru x∗, podobně hodnota druhé sumy je rovna počtu nenulových složek vektoru
s∗. Z toho plyne, že (x∗, s∗) je striktně komplementárńı. 2

Důsledek 4 Z d̊ukazu věty vyplývá, že z bod̊u na centrálńı cestě {(x(τ), s(τ)) : τ >
0} lze vybrat podposloupnost, konverguj́ıćı k striktně komplementárńımu optimálńımu
řešeńı.
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Výsledky předchoźıch tvrzeńı nyńı použijeme k d̊ukazu věty o dualitě. Větu dokážeme
pro dvojici úloh

min {cT x; Ax = b, x ≥ 0} (P̂ )

max {bT y; AT y ≤ c}. (D̂ )

Nejprve poznamenejme, že pro primárńı a duálńı úlohu formulovanou pomoćı nerov-
nost́ı znamená striktńı komplementarita toto:

Definice: Dvojice (x∗, y∗) je striktně komplementárńı, je-li

• x∗ př́ıpustné pro úlohu (P̂ )

• y∗ př́ıpustné pro úlohu (D̂)

a nav́ıc

(Ax∗ − b)T y∗ = (c− AT y∗)T x∗ = 0,

y∗ + (Ax∗ − b) > 0,

x∗ + (c− AT y∗) > 0.

Vytvoř́ıme samoduálńı problém tvaru (SP) s matićı, která má vlastnost (B.1).
Zvolme nejprve libovolné vektory x(0), r(0) ∈ Rn

+, y(0), u(0) ∈ Rm
+ a libovolná kladná

č́ısla ϑ0, τ 0, λ0, ν0. Dále definujme c̄, b̄, α, β následuj́ıćım zp̊usobem:

b̄ := (λ0b− A x(0) + r(0))/ϑ0,

c̄ := (λ0c− AT y(0) − u(0))/ϑ0,

α := (cT x(0) − bT y(0) + τ 0)/ϑ0,

β := αλ0 + b̄T y(0) − c̄T x(0) + ν0

= ((y(0))T r(0) + (x(0))T u(0) + τ 0λ0)/ϑ0 + ν0.

Je-li x(0) ostře př́ıpustné pro úlohu (P̂ ) a je-li r(0) := Ax(0) − b, pak pro λ0 = ϑ0 =
1 je b̄ = 0. Je-li y(0) ostře př́ıpustné pro úlohu (D̂) a je-li u(0) := c − AT y(0), pak pro
λ0 = ϑ0 = 1 je c̄ = 0. Tedy b̄ a c̄ udávaj́ı ”mı́ru nepř́ıpustnosti” zvolených vektor̊u
x(0), r(0), y(0), u(0).

Definujme nyńı problém

minβϑ (ŜP )

na množině takových (x, y, ϑ, λ), které vyhovuj́ı soustavě




0 A b̄ −b
−AT 0 −c̄ c
−b̄ c̄T 0 −α
bT −cT α 0







y
x
ϑ
λ


 ≥




0
0
−β
0


 (B.8)

57



(y, x, ϑ, λ) ≥ 0,

matice soustavy je typu (m + n + 1 + 1) × (m + n + 1 + 1).

Lze ověřit, že vektor x = x(0), y = y(0), ϑ = ϑ0, λ = λ0 je př́ıpustným řešeńım (ŜP )
a tedy SP0 6= Ø. Koeficienty účelové funkce jsou nezáporné. Na úlohu (ŜP ) lze tud́ıž
aplikovat výsledky předchoźıch vět a lemmat. Uved’me znovu větu o dualitě.

Věta 21 (o dualitě): Pro úlohy (P̂ ) a (D̂) plat́ı jedna z následuj́ıćıch alternativ

(i) (P̂ ) i (D̂) jsou př́ıpustné a obě maj́ı optimálńı řešeńı x∗ ∈ ΩP , (y∗, s∗) ∈ ΩD.

(ii) (P̂ ) je nepř́ıpustná a účelová funkce (D̂) je (shora) neomezená.

(iii) (D̂) je nepř́ıpustná a účelová funkce (P̂ ) je (zdola) neomezená.

(iv) Obě úlohy (P̂ ) i (D̂) jsou nepř́ıpustné.

Důkaz: Problém (ŜP ) je samoduálńı problém s matićı, která má vlastnost (B.1),
koeficienty účelové funkce jsou nezáporné a množina SP0 je neprázdná. Podle věty 20
existuje striktně komplementárńı řešeńı (x∗, y∗, ϑ∗, λ∗). Z lemmatu 12 zároveň v́ıme, že
ϑ∗ = 0, protože β ≥ ν0 > 0. Nyńı můžou nastat dvě možnosti:
je-li λ∗ > 0, pak x̄∗ := x∗/λ∗ resp. ȳ∗ := y∗/λ∗ jsou př́ıpustná řešeńı pro úlohu (P̂ )
resp. (D̂) a tvoř́ı jejich ostře komplementárńı řešeńı. Tedy plat́ı př́ıpad (i).

Je-li, na druhé straně,λ∗ = 0, je potom Ax∗ ≥ 0, x∗ ≥ 0, AT y∗ ≤ 0, y∗ ≥ 0 a bT y∗ −
cT x∗ > 0.Je-li bT y∗ > 0, je (P̂ ) nepř́ıpustná. (Kdyby totiž existovalo př́ıpustné řešeńı
primárńı úlohy x̄, bylo by 0 ≥ x̄T AT y∗ ≥ bT y∗, což je spor.) Okamžitě také vyplývá, že
je-li v pro tento př́ıpad (D̂) př́ıpustná, je jej́ı účelová funkce neomezená. Je-li cT x∗ < 0,
je (D̂) nepř́ıpustná, nebot’ pro ȳ př́ıpustné pro dualńı úlohu je 0 ≤ ȳT A x∗ ≤ cT x∗,což je
spor. Je-li v tomto př́ıpadě (P̂ ) př́ıpustná, je jej́ı účelová funkce neomezená. Obdobně
lze ukázat, že pro bT y∗ > 0 a cT x∗ < 0 jsou obě úlohy (P̂ ) i (D̂) nepř́ıpustné. 2

Obdobnou cestou můžeme dokázat i Goldmanovu–Tuckerovu větu (věta 8) pro
obecnou úlohu.

B.2 Lineárńı algebra

Velkou část numerických výpočt̊u u primárně–duálńıch metod tvoř́ı vyřešeńı soustavy
(2.10) resp.(4.6). Matice těchto soustav je obvykle hodně velká a ř́ıdká a to už z toho
d̊uvodu, že sama matice A bývá pro většinu úloh lineárńıho programováńı hodně velká
a ř́ıdká. Jej́ı speciálńı struktura nám však dovoluje přepsat ji do symetrického tvaru a
výsledná soustava pak bude řešitelná snadněji a rychleji.

Uvažujme např. soustavu (4.6). Vyjádřeńım ∆s z třet́ıho výrazu a dosazeńım tohoto
vyjádřeńı do druhého výrazu źıskáme soustavu

[
0 A

AT −D−2

] [
∆y
∆x

]
=

[ −rb

−rc + s − σµX−1e

]
, (B.9)

∆s = −s + σµX−1e−X−1S ∆x. (B.10)
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Matice D je definovaná předpisem (4.20). Tento tvar soustavy pro výběr směru je
znám pod názvem augmented system. Poněvadž x > 0 i s > 0, je matice D−2 diagonálńı
a regulárńı.

Daľśım krokem může být vyeliminováńı výrazu ∆x z druhé rovnice (B.9) a jeho
dosazeńı do prvńı rovnice a do (B.10). T́ım źıskáme

A D2AT ∆y = −rb + A
(
S−1Xrc + x− σµS−1e

)
, (B.11)

∆s = −rc − AT ∆y, (B.12)

∆x = −x + σµS−1e− S−1X∆s. (B.13)

Tento tvar se často nazývá normal equations.

B.3 Jednoznačná řešitelnost Newtonových soustav

V tomto odstavci dokážeme, že, je-li pro přibĺıžeńı (x, y, s) vektor (x, s) > 0, jsou
soustavy (2.10) a (4.6) jednoznačně řešitelné ve složkách (∆x, ∆s). Abychom ověřili
tuto skutečnost, dokažme, že pro řešeńı (∆x, ∆y, ∆s) homogenńı soustavy




A 0 0
0 AT I
S 0 X







∆x
∆y
∆s


 =




0
0
0


 (B.14)

muśı platit ∆x = 0, ∆s = 0. Z prvńıch dvou (blokových) řádk̊u soustavy vyplývá

∆xT ∆s = −∆xT AT ∆y = −(A∆x)T ∆y = 0

Bud’ D diagonálńı matice definovaná v (4.20), jej́ıž diagonálńı prvky jsou kladné.
Vynásob́ıme-li posledńı řádek soustavy (B.14), výrazem (XS)−1/2 źıskáme

D−1∆x + D∆s = 0.

Nyńı užijme vztahu (∆x)T ∆s = 0. Plat́ı

0 = ‖D−1∆x + D∆s ‖2
2

= ‖D−1∆x‖2
2 + 2(∆x)T ∆s + ‖D∆s ‖2

2

= ‖D−1∆x‖2
2 + ‖D∆s ‖2

2.

Tedy D−1∆x = 0 a D∆s = 0, z čehož plyne ∆x = 0 a ∆s = 0, což jsme měli dokázat.

Má-li nav́ıc matice A plnou hodnost (rankA = m), je řešeńı (∆x, ∆y, ∆s) jed-
noznačné i ve složce ∆y. Jestliže totiž do prvńıho řádku dosad́ıme ∆s = 0, źıskáme
AT ∆y = 0 a tud́ıž ∆y = 0.2
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B.4 Typy konvergence uvažované v textu

Definice Necht’ posloupnost aproximaćı {xi} konverguje k bodu x∗. Konvergence je
řádu m, jestliže existuje index k ∈ N a konstanta A tak, že

‖xi+1 − x∗‖ ≤ A ‖xi − x∗‖m ∀i ≥ k

Je-li m = 1 řekneme, že posloupnost {xi} konverguje k bodu x∗ lineárně, je-li m = 2,
řekneme, že konverguje kvadraticky .

Definice Necht’ posloupnost aproximaćı {xi} konverguje k bodu x∗. Jestliže existuje
index k ∈ N a hodnoty 0 < Mk < ∞ a 0 < q < 1 tak, že

‖xi − x∗‖ ≤ Mkq
i−1‖xk − x∗‖ ∀i ≥ k

tj.
‖xi − x∗‖
‖xk − x∗‖ ≤ Mkq

i−1 ∀i ≥ k

řekneme, že posloupnost {xi} konverguje k bodu x∗ R-lineárně.

Definice Necht’ posloupnost aproximaćı {xi} konverguje k bodu x∗. Jestliže existuje
index k ∈ N a konstanta 0 < q < 1 tak, že

‖xi+1 − x∗‖
‖xi − x∗‖ ≤ q ∀i ≥ k

řekneme, že posloupnost {xi} konverguje k bodu x∗ Q-lineárně.

Definice Řekneme, že posloupnost aproximaćı {xi} konverguje k bodu x∗ Q-super-
lineárně, jestliže

lim
i→∞

‖xi+1 − x∗‖
‖xi − x∗‖ = 0

.

Definice Necht’ posloupnost aproximaćı {xi} konverguje k bodu x∗. Jestliže existuje
index k ∈ N a konstanta Mk ∈ (0,∞) tak, že

‖xi+1 − x∗‖
‖xi − x∗‖2 ≤ Mk ∀i ≥ k

řekneme, že posloupnost {xi} konverguje k bodu x∗ Q-kvadraticky.

Věta 22 Necht’ posloupnost aproximaćı {xi} konverguje k x∗ Q-lineárně (Q-superline-
árně), pak konverguje k x∗ také R-lineárně (R-superlineárně).
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Dodatek C

V této části bych ráda uvedla tři konkrétńı, v praxi realizované algoritmy. Ve všech
třech př́ıpadech se jedná o nepř́ıpustné, primárně–duálńı algoritmy vnitřńıho bodu typu
prediktor–korektor. Prvńı z nich je popsán v odstavci C.1 a daľśı dva v odstavci C.2.
U všech tř́ı uvád́ım stručnou analýzu, předevš́ım pro volbu délky kroku, a bez d̊ukaz̊u
věty o složitosti algoritmů a konvergenčńı věty. V odstavci C.3 jsou podrobněji rozebrány
naprogramované metody včetně volby vstupńıch parametr̊u a délky kroku pro jed-
notlivé algoritmy. V odstavci C.4 jsou potom výpisy programů.

Nejprve opět zaved’me některá značeńı. Podobně jako v kapitole 2 prvńı části
označme

F (x, y, s) :=




Ax− b
AT y + s − c

XSe




F := {(x, y, s); Ax = b, AT y + s = c, (x, s) ≥ 0}

F0 := {(x, y, s); Ax = b, AT y + s = c, (x, s) > 0},

Ω := {(x, y, s); F (x, y, s) = 0 (x, s) ≥ 0},
Definujme nav́ıc množinu dostatečně přesných aproximaćı optimálńıho řešeńı předpisem

Ωε := {(x, y, s); xT s ≤ ε, ‖ Ax− b ‖≤ ε, ‖ AT y + s − c ‖≤ ε, (x, s) ≥ 0}

C.1 Metoda podle S.Mizuna

Prvńı z metod, které chci popsat v této části, jsem převzala z článku S.Mizuno [20].
Metoda je kombinaćı Kojimova - Megiddova - Mizunova nepř́ıpustného algoritmu predik-
tor–korektor a Mizunova - Toddova - Yeova (př́ıpustného) algoritmu prediktor–korektor,
uvedeného v kapitole 3 prvńı části. Algoritmus má opět polynomiálńı složitost (pro
řešeńı úloh (P) a (D) potřebuje polynomiálńı čas). Tuto skutečnost zaruč́ıme speciálńı
volbou počátečńıho přibĺıžeńı, délky kroku a kritéríı pro ukončeńı algoritmu. Nemuśıme
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tedy à priori požadovat př́ıpustnost úlohy nebo existenci optimálńıho řešeńı. Fakt, že
předem většinou nev́ıme, je-li úloha př́ıpustná či nepř́ıpustná, omezená či neomezená
totiž zp̊usobuje většinu obt́ıž́ı v analýze nepř́ıpustných metod vnitřńıho bodu. ”Řešit”
úlohu lineárńıho programováńı potom znamená bud’

(a) nalézt aproximaci (xk, yk, sk) z množiny Fε

nebo
(b) zjistit, že úloha nemá př́ıpustné resp. optimálńı řešeńı.

Necht’, jako v předchoźım, je A matice typu m× n, b ∈ Rm, c ∈ Rn.
Uvažujme úlohu LP ve standardńım tvaru

min cT x

na množině {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0} (P)

a k ńı duálńı úlohu

max bT y

na množině {(y, s) ∈ Rm ×Rn : AT y + s = c, s ≥ 0}. (D)

Předpokládejme, že matice A má plnou hodnost (tj. rankA = m). Jako v předcho-
źım řekneme, že bod (x, y, s) je (nepř́ıpustný) vnitřńı bod, je-li x > 0 a s > 0; bod
(x, y, s) je př́ıpustný vnitřńı bod, je-li nav́ıc Ax = b a AT y + s = c. Abychom algorit-
mus uvedený v této kapitole odlǐsili od algoritmů z následuj́ıćı kapitioly, označme ho
Algoritmus A.

Kojimovo-Megiddovo-Mizunovo schéma

Nejprve pouze v krátkosti popǐsme Kojimovo-Megiddovo-Mizunovo schéma, jehož
modifikaćı Algoritmus A vznikne. Definujme konstanty 0 < γ < 1, γP > 0, γD > 0, ε >
0, εP > 0, εD > 0, ω∗ > 0 a množinu

N := {(x, y, s) : x > 0, s > 0, (C.1)

xisi ≥ γxT s/n(i = 1, 2, . . . , n), (C.2)

xT s ≥ γP‖Ax− b‖ nebo ‖Ax− b‖ ≤ εP , (C.3)

xT s ≥ γD‖AT y + s − c‖
nebo ‖AT y + s − c‖ ≤ εD} (C.4)

která tvoř́ı okoĺı centrálńı cesty {(xτ , yτ , sτ ); τ > 0}. Bud’te dále 0 < β1 < β2 < β3 < 1.

V každé iteraci pak definujeme τ := β1
xT s
n

a Newton̊uv směr (∆x, ∆y, ∆s ) poč́ıtáme
ze soustavy




A 0 0
0 AT I
Sk 0 Xk







∆xp

∆yp

∆sp


 = −




Axk − b
AT yk + sk − c
XkSke− τe


 , (C.5)

parametry β2 a β3 kontroluj́ı délku primárńıho a duálńıho kroku. Za počátečńı přibĺıžeńı
zvolme libovolný bod (x0, y0, s0) ∈ N . Nyńı můžeme popsat Kojimovo-Megiddovo-
Mizunovo schéma.
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Pro k = 0, 1, 2 . . . proved’me

Krok 1: Je-li

xT s ≤ ε & ‖Axk − b‖ ≤ εP & ‖AT y + sk − c‖ ≤ εD

nebo

‖(xk, sk)‖1 > ω∗

pak STOP, jinak

Krok 2: Položme τ := β1
xT s
n

a ze soustavy (C.5) spočtěme směr (∆x, ∆y, ∆s ).

Krok 3: Bud’ ᾱk největš́ı z α̃ ≤ 1 takových , že vztahy

(xk, yk, sk) + α(∆x, ∆y, ∆s ) ∈ N , (C.6)

(xk + α∆x)T (sk + α∆s) ≤ (1− α(1− β2))(x
k)T sk (C.7)

plat́ı pro všechna α ∈ 〈0, α̃〉.
Krok 4: Zvolme primárńı délku kroku αk

p a duálńı délku kroku αk
d tak, aby nová iterace

(xk+1, yk+1, sk+1) splňovala vztahy

(xk+1, yk+1, sk+1) := (xk + αk
p∆x, yk + αk

d∆y, sk + αk
d∆s) ∈ N , (C.8)

(xk+1)T sk+1 ≤ (1− ᾱk(1− β3))(x
k)T sk (C.9)

Kojima, Megiddo a Mizuno [24] ukázali, že algoritmus skonč́ı v konečném počtu
krok̊u, a zavedli hodnotu ω∗ takovou, aby platilo: skonč́ı-li algoritmus splněńım podmı́n-
ky ‖(xk, sk)‖1 > ω∗, nemaj́ı úlohy (P) a (D) v jisté, předem definované, oblasti žádný
př́ıpustný bod. Hodnotu ω∗ lze pro jednoduchost volit ω∗ := ∞; v Algoritmu A proto
podmı́nku ‖(xk, sk)‖1 > ω∗ vynecháme.

Zaved’me na tomto mı́stě ještě jednu podmı́nku. Bud’

ρ0 ≥ min{‖(u,w)‖∞ : Au = b, AT v + w = c pro nějaké v } (C.10)

a bud’ ρ ≥ ρ0 námi zvolená konstanta. Pro ni se pak snaž́ıme nalézt optimálńı řešeńı
x∗ úlohy (P) a optimálńı řešeńı (y∗, s∗) úlohy (D) tak, aby platilo

‖(x∗, s∗)‖∞ ≤ ρ (C.11)

Algoritmus A

V našem př́ıpadě definujme pro γ ∈ (0, 1) okoĺı centrálńı cesty následovně

N2(γ) := {(x, y, s) : x > 0, s > 0, ‖XSe− µe‖ ≤ γµ} (C.12)

kde µ je, jako v předchoźım, pr̊uměrná hodnota součin̊u xisi definovaná vztahem

µ := xT s/n.
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Algoritmus A generuje posloupnost {(xk, yk, sk)}k ∈ N2(
1
4
). Protože se však jedná

o metodu prediktor–korektor, založenou na Algoritmu PC z kapitoly 3 prvńı části, lež́ı
iterace po korektorovém kroku v okoĺı N2(

1
2
).

Mějme dáno 0 < β1 < β2 < 1, 0 < γ0 ≤ 1, γ1 := 1
4
, , ρ > 0, r1 := 1, a položme

(x0, y0, s0) := γ0ρ(e, 0, e). Pro k = 0, 1, 2 . . . proved’me

Krok 1: Je-li

xT s ≤ ε & ‖Axk − b‖ ≤ εP & ‖AT y + sk − c‖ ≤ εD (Q1)

nebo

‖(xk, sk)‖1 ≥
1 + γ0

γ2
0r

kρ
(xk)T sk a rk > 0 (Q2)

pak STOP, jinak

Krok 2: Položme τ := β1
xT s
n

a řešeńım (C.5) spočtěme prediktorový směr (∆xp, ∆yp, ∆sp).

Krok 3: Bud’ ᾱk největš́ı z α̃ ≤ 1 takových , že vztahy

(xk, yk, sk) + α(∆xp, ∆yp, ∆sp) ∈ N2(γ1), (C.13)

(xk + α∆xp)T (sk + α∆sp) ≤ (1− α(1− β2))(x
k)T sk, (C.14)

(xk + α∆xp)T (sk + α∆sp) ≥ (1− α)rk(x1)T s1 (C.15)

plat́ı pro všechna α ∈ 〈0, α̃〉.
Krok 4. Položme

(x̂k, ŷk, ŝk) := (xk, yk, sk) + ᾱk(∆xp, ∆yp, ∆sp)

a

rk+1 := (1− ᾱk)r
k

Krok 5. Definujme µ̂k := (x̂k)T ŝk

n
a vyřešme soustavu pro korektorový směr




A 0 0
0 AT I

Ŝk 0 X̂k







∆xc

∆yc

∆sc


 =




0
0

µ̂ke− X̂kŜke


 . (C.16)

Krok 6. Nová iterace má potom tvar

(xk+1, yk+1, sk+1) = (x̂k, ŷk, ŝk) + (∆xc, ∆yc, ∆sc)

Počátečńı přibĺıžeńı voĺıme jako

(x0, y0, s0) := γ0ρ(e, 0, e) (C.17)

kde ρ ≥ ρ0 definované v (C.10) Všimněme si, že stejná volba počátečńıho přibĺıžeńı
měla své teoretické opodstatněńı, uvedené v kapitole 4.
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Uvědomme si, že ze vztah̊u (C.5), (C.15) a (C.16) vyplývá

(Axk − b, AT yk + sk − c) = rk(Ax1 − b, AT y1 + s1 − c) (C.18)

a

(xk)T sk ≥ rk(x1)T s1 (C.19)

a pod́ıvejme se nyńı, co znamenaj́ı podmı́nky (Q1) a (Q2). Je zřejmé, že je-li v k-
té iteraci splněna podmı́nka (Q1), je (xk, yk, sk) ∈ Ωε a je tud́ıž dostatečně přesným
přibĺıžeńım optimálńıho řešeńı (x∗, y∗, s∗). Podmı́nku (Q2) popisuje následuj́ıćı lemma.

Lemma 17 Jestlǐze algoritmus skonč́ı splněńım podmı́nky (Q2), neexistuje optimálńı
řešeńı x∗ úlohy (P) a (y∗, s∗) úlohy (D), pro něǰz

‖(x∗, s∗)‖∞ ≤ ρ.

Důkaz: Předpokládejme, že jsme nalezli optimálńı řešeńı x∗ úlohy (P) a (y∗, s∗) úlohy
(D) taková, pro něž je ‖(x∗, s∗)‖∞ ≤ ρ. Podle (C.18) potom plat́ı

A(rkx1 + (1− rk)x∗ − xk) = 0,

AT (rky1 + (1− rk)y∗ − yk) + (rks1 + (1− rk)s∗ − sk) = 0.

A tedy

(rkx1 + (1− rk)x∗ − xk)T (rks1 + (1− rk)s∗ − sk) = 0

z čehož plyne

(rkx1 + (1− rk)x∗)T sk + (rks1 + (1− rk)s∗)T xk

= (rkx1 + (1− rk)x∗)T (rks1 + (1− rk)s∗) + (xk)T sk

Užijeme-li rovnosti x1 = s1 = γ0ρe, x∗ ≤ ρe, s∗ ≤ ρe a x∗i s
∗
i = 0 pro každé i, źıskáme

vztah

rk(γ0ρ)‖(xk, sk)‖1 = rk((s1)T xk + (x1)T sk)

≤ (rkx1 + (1− rk)x∗)T sk + (rks1 + (1− rk)s∗)T xk

= (rkx1 + (1− rk)x∗)T (rks1 + (1− rk)s∗) + (xk)T sk

≤ nrkγ0ρ
2 + (xk)T sk.

Podle (C.19) je (xk)T sk ≥ rk(x1)T s1 = nrkγ2
0ρ

2. Tud́ıž

rkγ0ρ‖(xk, sk)‖1 ≤ (1 + 1/γ0)(x
k)T sk. 2

Z následuj́ıćıho lemmatu a z faktu (x0, y0, s0) ∈ N2(
1
4
) vyplývá, že pro každé k je

(xk, yk, sk) ∈ N2(
1
4
).
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Lemma 18 Je-li (x̂k, ŷk, ŝk) ∈ N2(2γ1), kde γ1 = 1
4

a (∆xc, ∆yc, ∆sc) je řešeńım
(C.16), pak

(x̂k, ŷk, ŝk) + (∆xc, ∆yc, ∆sc) ∈ N2(γ1)

Uved’me ještě odhad délky kroku pro Algoritmus A.

Lemma 19 Předpokládejme, že v k-té iteraci plat́ı

‖∆Xp∆sp − ((∆xp)T ∆sp/n)e‖ ≤ η a |(∆xp)T ∆sp| ≤ η (C.20)

Je-li (xk, yk, sk) ∈ N2(γ1), potom αk ≥ αk∗, kde

αk∗ = min

(
1

2
,

√
γ1(xk)T sk

2nη
,

β1(x
k)T sk

η
,

(β2 − β1)(x
k)T sk

η

)

Důkaz Ze vztahu (C.5) vyplývá

(xk + α∆xp)T (sk + α∆sp)

= (xk)T sk − α((xk)T sk − β1(x
k)T sk) + α2(∆xp)T ∆sp

= (1− α + β1α)(xk)T sk + α2(∆xp)T ∆sp.

Protože je αk∗ ≤ min
(

β1(xk)T sk

η
, (β2−β1)(xk)T sk

η

)
a |(∆xp)T ∆sp| ≤ η, je

(1− α + β1α)(xk)T sk + α2(∆xp)T ∆sp

= (xk)T sk + α(β1(x
k)T sk + α(∆xp)T ∆sp − (xk)T sk)

≤ (xk)T sk + α(β1(x
k)T sk + (β2 − β1)(x

k)T sk − (xk)T sk))

≤ (1− α(1− β2))(x
k)T sk (C.21)

a nav́ıc

(xk + α∆xp)T (sk + α∆sp) ≥ (1− α)(xk)T sk (C.22)

pro každé 0 ≤ α ≤ αk∗. Z druhé nerovnosti plyne vztah (C.15). Zbývá tedy dokázat,
že

‖(Xk + α∆Xp)(sk + α∆sp)− µ(α)e‖ ≤ 2γ1µ(α)

pro každé 0 ≤ α ≤ αk∗ , kde

µ(α) = (xk + α∆xp)T (sk + α∆sp)/n

= (1− α + β1α)(xk)T sk/n + α2(∆xp)T ∆sp/n
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Je zřejmé, že

‖(Xk + α∆Xp)(sk + α∆sp)− µ(α)e‖
= ‖Xksk − α(Xksk − β1((x

k)T sk/n)e) + α2(∆Xp)∆sp

−((1− α + β1α)(xk)T sk/n + α2(∆xp)T ∆sp/n)e‖
≤ (1− α)‖Xksk − ((xk)T sk/n)e‖+ α2‖∆Xp∆s − ((∆xp)∆sp/n)e‖
≤ (1− α)γ1(x

k)T sk/n +
γ1(x

k)T sk

2nη
η

≤ 2γ1(1− α)(xk)T sk/n

≤ 2γ2µ(α),

kde posledńı nerovnost vyplývá z (C.22)

Věta 23 Jsou-li β1, β2 a γ0 konstanty nezávislé na vstupńıch datech, skonč́ı algoritmus
po nejvýše O(nL) iteraćıch, kde

L = max
(
log ((x0)T s0/ε), log ‖Ax0 − b‖/εP ), log ‖AT y0 + s − c‖/εD)

)

Důkaz této věty je obsažen v článku S.Mizuno [20].

C.2 Metody podle J.Miao

Daľśı dvě metody jsem převzala z článku Jianming Miao [21]. V obou př́ıpadech se
opět jedná o metody prediktor–korektor, přičemž okoĺı centrálńı cesty je množina

N (γ) := {(x, s) : (x, s) > 0, ‖XSe− µe‖ ≤ γµ} (C.23)

Algoritmus 1

Mějme dáno (x0, y0, s0), přičemž (x0, s0) ∈ N (1
4
). Pro k = 0, 1, 2, . . . proved’me

Krok 1. Je -li (xk, yk, sk) ∈ Ωε, pak STOP, jinak

Krok 2. Vyřešme následuj́ıćı soustavu pro prediktorový směr (∆xp, ∆yp, ∆sp)




A 0 0
0 AT I
Sk 0 Xk







∆xp

∆yp

∆sp


 = −




Axk − b
AT yk + sk − c

XkSke


 . (C.24)

Krok 3. Zvolme vhodnou délku kroku αk a definujme

(x̂k, ŷk, ŝk) := (xk, yk, sk) + αk(∆xp, ∆yp, ∆sp)
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Krok 4. Položme µ̄k := (1− αk)µ
k a vyřešme soustavu pro korektorový výběr směru




A 0 0
0 AT I

Ŝk 0 X̂k







∆xc

∆yc

∆sc


 =




0
0

µ̄ke− X̂kŜke


 . (C.25)

Krok 5. Nová iterace má potom tvar

(xk+1, yk+1, sk+1) = (x̂k, ŷk, ŝk) + (∆xc, ∆yc, ∆sc)

Je-li (x0, y0, s0) ∈ F0, pak jsou (xk, yk, sk) ∈ F0 pro všechna k a Algoritmus 1 je
př́ıpustným algoritmem vnitřńıho bodu.

Algoritmus 1 je modifikaćı př́ıpustného algoritmu prediktor–korektor. Základńı mod-
ifikace spoč́ıvá ve volbě parametru µ̄k namı́sto µ̂k v Kroku 4. Neplat́ı totiž, jako
u př́ıpustného algoritmu prediktor–korektor, µ̂k = (1− α)µk. Důvodem je skutečnost,
že součin ∆xpT ∆sp neńı pro nepř́ıpustné přibĺıžeńı (xk, yk, sk) obecně nulový.

Stejně jako v prvńı části definujme i zde

rb := Ax− b, rc := AT y + s − c

ν0 := 1 (C.26)

νk :=
k−1∏
j=0

(1− αj) (C.27)

a označme opět

x(α) := xk + α∆xp (C.28)

y(α) := yk + α∆yp

s(α) := sk + α∆sp

Poznamenejme ještě, že pro korektorový výběr směru je

(∆xc)T ∆sc = 0.

Plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı

Lemma 20 Bud’ {(xk, yk, sk)} posloupnost generovaná Algoritmem 1. Pak je

rb
k+1 = (1− αk)rb

k = νk+1rb
0

rc
k+1 = (1− αk)rc

k = νk+1rc
0

a

(xk+1)T sk+1 = (1− αk)(xk)T sk = νk+1(x0)T s0.
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Z lemmatu 20 je zřejmé, že je-li délka kroku αk = 1 pro nějaké k, je (xk+1, yk+1, sk+1)
∈ Ω. Tato extrémńı situace v praxi ovšem většinou nenastane. Výběr délky kroku αk je
založen na následuj́ıćı úvaze. Pro danou konstantu β > γ = 1

4
(v našem př́ıpadě voĺıme

β = 2γ) chceme zvolit takové αk, aby bod (x̂k, ŝk) splňoval vztah

‖X̂kŜke− µ̄ke‖ ≤ βµ̄k (C.29)

a následuj́ıćı iterace splňovala

(xk+1, sk+1) ∈ N (γ) (C.30)

Lemma 21 Necht’ β ∈ (0, 1) je daná konstanta. Jestlǐze existuje kladné č́ıslo ᾱ < 1
takové, že

‖ X(α)S(α)e− (1− α)µke ‖≤ β(1− α)µk (C.31)

pro všechna 0 ≤ α ≤ ᾱ, pak (x(ᾱ), s(ᾱ)) > 0.

Důkaz: Podle (C.31) je X(α)S(α)e ≥ (1− β)(1− α)µke > 0 pro všechna 0 ≤ α ≤ ᾱ.
Z toho ihned plyne, že pro všechna taková α je (x(α), s(α)) > 0.2

Délku kroku αk tedy voĺıme jako největš́ı takové ᾱ ≤ 1, že je splněna podmı́nka (C.31)
pro β = 2γ. V Algoritmu 1 nav́ıc vždy voĺıme γ = 1

4
.

Stejně jako u př́ıpustné metody prediktor–korektor můžeme i zde nalézt odhad
délky kroku takto:

Lemma 22 Bud’ {(xk, yk, sk)} posloupnost generovaná Algoritmem 1. Pak

αk ≥ α1 = min

(
1

2
,

√
µk

8 ‖ ∆Xp∆sp ‖

)
(C.32)

Důkaz: Pro α ∈ 〈0, 1〉 plat́ı podle (C.24) a (C.28)

‖X(α)s(α)− (1− α)µke‖
= ‖Xksk + α(−Xksk) + α2∆Xp∆sp − (1− α)µke‖
≤ (1− α)‖Xksk − µke‖+ α2‖∆Xp∆sp‖
≤ (1− α)

1

4
µk + α2‖∆Xp∆sp‖

Pro všechna 0 ≤ α ≤ α1 je α ≤ 1
2

a zároveň 8α2 ‖ ∆Xp∆sp ‖≤ µk. Předchoźı nerovnost
potom dává

‖X(α)s(α)− (1− α)µke‖ ≤ 1

4
(1− α)µk

[
1 +

1

2(1− α)

]
≤ 1

2
(1− α)µk (C.33)

Pak tedy, podle definice délky kroku, plat́ı αk ≥ α1, což bylo dokázati. 2
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Věta 24 Bud’ {(xk, yk, sk)} posloupnost generovaná Algoritmem 1 a bud’ množina F
neprázdná.Potom konverguj́ı posloupnosti {(xk)T sk}, {rb

k}, {rc
k} Q-lineárně k nule.

Důkaz: Základńı myšlenka d̊ukazu je tato. Nejprve dokážeme, že existuje konstanta
ϑ1 (může obecně záviset na vstupńıch datech a hodnotě n), pro niž

‖ (xk, yk, sk) ‖≤ ϑ1

(viz např́ıklad [22] ). Poté využijeme tohoto odhadu, a dokážeme existenci takové
konstanty ϑ2, že

‖ ∆Xp∆sp ‖≤ ϑ2

(
(xk)T sk

)2

(viz např́ıklad [23] ). Z lemmatu 22 potom plyne

αk ≥ min

(
1

2
,

√
1

8nϑ2(xk)T sk

)
(C.34)

≥ min

(
1

2
,

√
1

8nϑ2(x0)T s0

)
:= α0 > 0

Z tohoto odhadu a z lemmatu 20 plyne tvrzeńı věty 24. 2

Následuj́ıćı lemma uvád́ı jiný odhad pro dolńı hranici hodnoty αk.

Lemma 23 Bud’ {(xk, yk, sk)} posloupnost generovaná Algoritmem 1. Pak

αk ≥ 2

1 +
√

1 + 16 ‖ ∆Xp∆sp/µk ‖ (C.35)

Důkaz: Z d̊ukazu lemmatu 22 v́ıme, že

‖ X(α)s(α)− (1− α)µke ‖≤ 1

4
(1− α) µk + α2 ‖ ∆Xp∆sp ‖

Vztahem

1

4
(1− α)µk + α2 ‖ ∆Xp∆sp ‖≤ 1

2
(1− α)µk (C.36)

zaruč́ıme splněńı podmı́nky (C.31) pro β = 1
2
. Je zřejmé, že (C.36) je splněn pro všechna

α menš́ı nebo rovna kladnému kořenu

α+ =
2

1 +
√

1 + 16 ‖ ∆Xp∆sp/µk ‖ (C.37)

kvadratické rovnice, která vznikne z (C.36) nahrazeńım nerovnosti rovnost́ı. Délku
kroku lze potom (pro každé k) volit větš́ı nebo rovnu α+. Důkaz je hotov. 2

Na základě Lemmatu 23 lze dokázat lemma 24
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Lemma 24 Bud’ {(xk, yk, sk)} posloupnost generovaná Algoritmem 1. Pak existuje
konstanta ϑ3 > 0 taková, že

1− αk ≤ ϑ3(x
k)T sk (C.38)

a konečně na základě lemmatu 24 lze odvodit větu 25

Věta 25 Bud’ {(xk, yk, sk)} posloupnost generovaná Algoritmem 1 a bud’ množina F
neprázdná.Potom posloupnosti {(xk)T sk)}, {rb

k}, {rc
k} konverguj́ı k nule Q-kvadraticky.

Důkaz: Podle lemmatu 20 a lemmatu 24 v́ıme, že

(xk+1)T sk+1 ≤ ϑ3

[
(xk)T sk

]2

Q-kvadratickou konvergenci pak źıskáme ze vztah̊u

‖ rb
k+1 ‖≤ ϑ3

µ0

‖rb
0‖‖rb

k‖2
a ‖ rc

k+1 ‖≤ ϑ3
µ0

‖rc
0‖‖rc

k‖2
.2

Jak už jsme se zmı́nili v prvńı části, je pro dosažeńı polynomiálńı složitosti nutné
zvolit počátečńı přibĺıžeńı speciálńıho tvaru. Bud’ tedy (x0, y0, s0) takové počátečńı
přibĺıžeńı, pro nějž je

(x0, s0) ∈ N (
1

4
), x∗ ≤ ρx0, s∗ ≤ ρs0 (C.39)

pro nějaké (x∗, y∗, s∗) ∈ F a ρ ≥ 1. Poněvadž opět (x∗, y∗, s∗) ∈ F předem neznáme,
voĺıme (x0, y0, s0) jako u algoritmu A, tj. (x0, y0, s0) := ρ(e, 0, e), pro ρ dostatečně velké.

Věta 26 Bud’ {(xk, yk, sk)} posloupnost generovaná Algoritmem 1 s počátečńım přibĺı-
žeńım (x0, y0, s0), definovaným na základě (C.39). Pak pro každé ε nalezne algoritmus 1
přiblǐzné řešeńı (xk, yk, sk) ∈ Ωε v nejvýše O(nL) iteraćıch, kde

L = max
(
log ((x0)T s0/ε), log ‖Ax0 − b‖/ε), log ‖AT y0 + s − c‖/ε))

Algoritmus 2

Mějme dáno (x0, y0, s0), přičemž (x0, s0) ∈ N (1
4
). Pro k = 0, 1, 2, . . . proved’me

Krok 1. Je -li (xk, yk, sk) ∈ Ωε, pak STOP, jinak

Krok 2. Vyřešme následuj́ıćı soustavu pro prediktorový směr (∆xp, ∆yp, ∆sp)




A 0 0
0 AT I
Sk 0 Xk







∆xp

∆yp

∆sp


 = −




Axk − b
AT yk + sk − c

µke


 , (C.40)
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kde µ = 1
n
(xk)T sk

Krok 3. Zvolme vhodnou délku kroku αk a definujme

(x̂k, ŷk, ŝk) := (xk, yk, sk) + αk(∆xp, ∆yp, ∆sp)

Krok 4. Položme µ̄k := (1− αk)µ
k a vyřešme soustavu pro korektorový výběr směru




A 0 0
0 AT I

Ŝk 0 X̂k







∆xc

∆yc

∆sc


 =




0
0

µ̄ke− X̂kŜke


 . (C.41)

Krok 5. Nová iterace má potom tvar

(xk+1, yk+1, sk+1) = (x̂k, ŷk, ŝk) + (∆xc, ∆yc, ∆sc)

Algoritmus 2 je obdobou Algoritmu 1; lǐśı se pouze ve výběru prediktorového směru.
Délka prediktorového kroku αk je rovněž volena jako největš́ı možné α, pro které plat́ı
vztah (C.31), kde β = 1

2
. Znamená to, že posloupnost iteraćı generovaná oběma algo-

ritmy má podobné teoretické vlastnosti. Lemmata 20 a 21 plat́ı pro Algoritmus 2 ve
stejné podobě. Jako jsme v lemmatu 22 našli odhad dolńı hranice délky kroku Algo-
ritmu 1, můžeme obdobným zp̊usobem nalézt tento odhad pro Algoritmus 2.

Lemma 25 Bud’ {(xk, yk, sk)} posloupnost generovaná Algoritmem 2. Pak

αk ≥ α2 = min

(
1

4
,

√
µk

8 ‖ ∆Xp∆sp ‖

)
(C.42)

Důkaz: Pro α ∈ 〈0, 1〉 je

‖X(α)s(α)− (1− α)µke‖ = ‖Xksk − αµke + α2∆Xp∆sp − (1− α)µke‖
≤ ‖Xksk − µke‖ + α2‖∆Xp∆sp‖
≤ 1

4
µk + α2‖∆Xp∆sp‖

Pro všechna 0 ≤ α ≤ α2 je α ≤ 1
4

a zároveň 8α2‖∆Xp∆sp‖ ≤ µk. Předchoźı nerovnost
potom dává

‖X(α)s(α)− (1− α)µke‖ ≤ 1

4
µk +

1

8
µk =

3

3
µk ≤ 1

2
(1− α)µk.2 (C.43)

Podobně jako u Algoritmu 1, můžeme i zde nalézt dolńı odhad pro délku kroku i
jiným zp̊usobem. Zaměřme se na nerovnost

1

4
µk + α2‖∆Xp∆sp‖ ≤ 1

2
(1− α)µk.
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Je zřejmé, že tato nerovnost je splněna pro každé α menš́ı než kladný kořen kvadratické
rovnice

1

4
µk + α2‖∆Xp∆sp‖ =

1

2
(1− α)µk.

který má tvar

α+ =
1

1 +
√

1 + 4 ‖ ∆Xp∆sp/µk ‖ (C.44)

Zvoĺıme-li opět počátečńı přibĺıžeńı podle (C.39), źıskáme polynomiálńı složitost
Algoritmu 2.

Věta 27 Bud’ {(xk, yk, sk)} posloupnost generovaná Algoritmem 2 s počátečńım přibĺı-
žeńım (x0, y0, s0), definovaným na základě (C.39). Pak pro každé ε nalezne algoritmus 2
přiblǐzné řešeńı (xk, yk, sk) ∈ Ωε v nejvýše O(nL) iteraćıch, kde

L = max
(
log ((x0)T s0/ε), log ‖Ax0 − b‖/ε), log ‖AT y0 + s − c‖/ε))
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C.3 Programová realizace a závěry

V předchoźıch odstavćıch jsem, na základě jmenovaných článk̊u, teoreticky popsala tři
algoritmy. V této části bych chtěla uvést některé aspekty jejich praktické realizace.

Nejd̊uležitěǰśım programem pro řešeńı problému lineárńıho programováńı je pro-
gram ULLPI1.I, který na základě hodnoty parametru MLP zvoĺı jeden ze tř́ı základńıch
algoritmů popsaných v odstavćıch C.1 a C.2. Pro hodnotu MLP=1 řeš́ı úlohu (P) a
(D) Algoritmem 1, pro hodnotu MLP=2 Algoritmem 2 a konečně pro hodnotu MLP=3
Algoritmem A. Pro každý z nich tvoř́ı podstatnou část vlastńıho numerického výpočtu
vyřešeńı soustav lineárńıch rovnic pro prediktorový směr (∆xp, ∆yp, ∆sp) resp. korek-
torový směr (∆xc, ∆yc, ∆sc). Kromě hodnoty parametru MLP (která odpov́ıdá volbě
základńıho algoritmu) lze proto nav́ıc volit tři r̊uzné hodnoty parametru NUMBER,
na základě kterých vyb́ırá ULLPI1.I vhodnou metodu pro tuto úlohu. ULLPI1.I tak
ve skutečnosti zahrnuje devět r̊uzných zp̊usob̊u řešeńı základńıho problému.

Pro vyřešeńı lineárńıch soustav jsem použila již hotové programy UDSLL1.I (NUM-
BER = 1), UDSLL2.I (NUMBER = 2) a UDSLL3.I (NUMBER = 3).Výpisy programů
jsou obsaženy v části C.4, stejně jako výpis ULLPI1.I. Programy jsou součást́ı knihovny
systému UFO.

At’ zvoĺıme základńı algoritmus jakkoli, uprav́ıme matici




A 0 0
0 AT I
S 0 X


 (C.45)

zp̊usobem uvedeným v př́ıloze B na symetrický tvar (B.9) a v každé iteraci pak řeš́ıme
soustavy:

Algoritmus A

[ −D−2 AT

A 0

] [
∆xp

∆yp

]
= −

[
AT y − c + τX−1e

Ax− b

]
(C.46)

∆sp = −D−2∆xp − s + τX−1e (C.47)

[ −D̂−2 AT

A 0

] [
∆xc

∆yc

]
= −

[
µ̂X̂−1e− ŝ

0

]
(C.48)

∆sc = −D̂−2∆xc − ŝ + µ̂X̂−1e (C.49)
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Algoritmus 1

[ −D−2 AT

A 0

] [
∆xp

∆yp

]
= −

[
AT y − c
Ax− b

]
(C.50)

∆sp = −D−2∆xp − s (C.51)

[ −D̂−2 AT

A 0

] [
∆xc

∆yc

]
= −

[
µ̄X̂−1e− ŝ

0

]
(C.52)

∆sc = −D̂−2∆xc − s + µ̄X̂−1e (C.53)

Algoritmus 2

[ −D−2 AT

A 0

] [
∆xp

∆yp

]
= −

[
AT y + s − c + µX−1e

Ax− b

]
(C.54)

∆sp = −D−2∆xp − s + τX−1e (C.55)

[ −D̂−2 AT

A 0

] [
∆xc

∆yc

]
= −

[
µ̄X̂−1e− ŝ

0

]
(C.56)

∆sc = −D̂−2∆xc − ŝ + µ̄X̂−1e (C.57)

Popǐsme nyńı jednotlivé metody pro řešeńı soustavy

[ −D−2 AT

A 0

] [
∆x
∆y

]
= −

[
ϕ
ψ

]
, (C.58)

kde [ϕ, ψ] je př́ıslušný vektor pravé strany. Vztah pro ∆s na tomto mı́stě neuvažujme.
Poněvadž záviśı na konkrétńı volbě základńıho algoritmu, nelze zobecnit a je tak pro
každý algoritmus poč́ıtán zvlášt’ podle př́ıslušných vzorc̊u z hodnot ∆x a ∆y.

Program UDSLL1.UFO řeš́ı soustavu (C.45) př́ımo. Převád́ı (C.58) na tvar

AD2AT ∆y = −ψ − AD2ϕ,

∆x = D2AT ∆y + D2ϕ,

který jsme v odstavci B.2 nazvali normal equations. Z tohoto vyjádřeńı lze pak vektor
∆y vypoč́ıst jako

∆y = −(AD2AT )−1(ψ + AD2ϕ). (C.59)

Matice AD2AT je symetrická a pozitivně definitńı (nebot’ matice D2 je pozitivně
definitńı). Pro výpočet inverzńı matice lze proto použ́ıt Choleského rozkladu (Gill-
Murrayova????) pro ř́ıdké matice a rozložit AD2AT na součin LMLT , kde L je dolńı
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trojúhelńıková a M diagonálńı matice. Tato metoda je vhodná pro takové (ř́ıdké)
matice, pro něž je i AD2AT ř́ıdká a konverguje pro ně podstatně rychleji než daľśı dvě
metody. Ty jsou vhodné pro tř́ıdu matic, které požadavek ř́ıdkosti AD2AT nesplňuj́ı.

Program UDSLL2.I řeš́ı soustavu (C.58) Bunch-Parlettovou metodou. Jedná se opět
o př́ımou metodu, která ovšem poč́ıtá vektor (∆x, ∆y) z p̊uvodńı soustavy

[ −D−2 AT

A 0

] [
∆x
∆y

]
= −

[
ϕ
ψ

]
. (C.60)

(C.61)

Matici

Ã =

[ −D−2 AT

A 0

]
(C.62)

rozkládá zp̊usobem Ã = LNLT , kde matice N je blokově diagonálńı, přičemž bloky na
diagonále jsou čtvercové matice řádu 1, př́ıpadně 2 a L je dolńı trojúhelńıková matice,
a řeš́ı pak soustavu

LNLT

[
∆x
∆y

]
= −

[
ϕ
ψ

]
. (C.63)

(C.64)

Pivotace je volena tak, aby byla zachována stabilita metody. Metoda je opět vhodná
pro ř́ıdké matice. Pro plné matice selhává z d̊uvodu velkého počtu krok̊u potřebných
k faktorizaci.(???)

Konečně posledńım z programů na řešeńı soustavy (C.45) je program UDSLL3.I.
Tento program řeš́ı soustavu

(AD2AT )∆y = −ψ − AD2ϕ

iteračně metodou sdružených gradient̊u.Pro metodu sdružených gradient̊u je v každé
iteraci nutné znát vektor w = (AD2AT ) v, který je zde poč́ıtán po částech, tj.

w1 := AT v,

w2 := D2w1,

w := A w2.

Matice AD2AT se tak nikdy nevyč́ısluje, č́ımž se metoda zjednoduš́ı a zrychĺı. UDSLL3.I
je možné použ́ıt pro jakékoliv (ř́ıdké i neř́ıdké) matice, ale pro ř́ıdké matice konverguje
pomalu.

Srovnáńı rychlosti konvergence a počtu iteraćı pro soubor dvanácti testovaćıch
př́ıklad̊u při r̊uzné volbě parametr̊u MLP a NUMBER uvád́ım na konci tohoto odstavce.

Nyńı se zaměřme na rozbor algoritmů z odstavc̊u C.1 a C.2. Algoritmus A, na rozd́ıl
od zbývaj́ıćıch dvou algoritmů, vyžaduje volbu několika vstupńıch parametr̊u. Metoda
konvergovala nejrychleji pro hodnoty β1 := 0.25, β2 := 0.5. (Tato volba parametr̊u je
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mimo jiné uvedena také v T.Terlaky [13], odstavec 5.6.) Pro hodnoty parametr̊u β1, β2

bĺızké těmto se však počet iteraćı o mnoho nelǐsil. Mnohem větš́ı vliv na rychlost
konvergence algoritmů měla však volba délky kroku αk; v předchoźıch odstavćıch byly
uvedené teoretické odhady hodnot αk pro všechny tři algoritmy. Pro Algoritmus A
jsem definovala αk jako αk∗ z lemmatu 19, pro Algoritmus 1 resp. Algoritmus 2 jsem
za délku kroku volila hodnoty α+ definovanou v (C.44) resp. (??). Ukázalo se však,
že u Algoritmu A lze délku kroku ve skutečnosti volit 1.99 krát větš́ı než je teoretický
odhad (19); u Algoritmu 2 lze tuto hodnotu volit dokonce 1.999 krát větš́ı než odhad
(??). Počet iteraćı potřebných k nalezeńı dostatečně přesné aproximace optima se při
těchto volbách délek kroku podstatně sńıž́ı.

Teoreticky odvozené počátečńı přibĺıžeńı pro Algoritmus A resp. Algoritmus 1 a
Algoritmus 2 má tvar γ0ρ(e, 0, e) resp. ρ(e, 0, e).Zvolme tedy hodnotu γ0 := 1 a zaměřme
se pouze na volbu parametru ρ. Teoreticky odvozenou hodnotu ρ0, definovanou vztahem
(C.10) je v praxi obt́ıžné nalézt a poněvadž hodnotu ρ ≥ ‖(x∗, s∗)‖∞ jsme obvykle
schopni zjistit až po skončeńı algoritmu, volila jsem pro všechny tři algoritmy ρ :=
0, 5.102. (Algoritmy konvergovaly nejrychleji pro ρ = ‖(x∗, s∗)‖∞.)

Konečně hodnoty ε, εP , εD pro Algoritmus A resp. ε pro Algoritmy 1 a 2 jsem
volila jako ε = εP = εD = ε = 10−6. U Algoritmu 1 a Algoritmu 2 se ale v posledńım
kroku hodnota αk téměř rovnala jedné a proto jsem přibližné řešeńı (xε, yε, sε) źıskala
s mnohem vyšš́ı přesnost́ı.

Kromě těchto tř́ı existuje ještě celá řada jiných metod vnitřńıho bodu. Ráda bych
nejprve upozornila na článek Kojima & Megiddo & Mizuno [24], kde je hlubš́ı teoret-
ický rozbor Algoritmu 1. a daľśı článek, který bych zde chtěla zmı́nit, je R.Tapia et
al. [26] kde je pro řešeńı rovnice F(x,y,s) = 0 použita zcela jiná modifikace klasické
Newtonovy metody. Některé odlǐsné př́ıstupy k metodám vnitřńıho bodu lze rovněž
nalézt v knihách S.Wright [2], T.Terlaky [13], B.Jansen [19].
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AIgoritmus 1

MLP=1

NUMBER=1

1 NIC= 0 NIT= 32 NFV= 1 F= .562D+03 C= .106D-07

2 NIC= 0 NIT= 40 NFV= 1 F= .984D+02 C= .262D-06

3 NIC= 0 NIT= 19 NFV= 1 F= .510D+02 C= .132D-10

4 NIC= 0 NIT= 37 NFV= 1 F= .200D+03 C= .304D-10

5 NIC= 0 NIT= 37 NFV= 1 F= .420D+03 C= .207D-06

6 NIC= 0 NIT= 26 NFV= 1 F= .337D+02 C= .891D-09

7 NIC= 0 NIT= 32 NFV= 1 F= .562D+03 C= .106D-07

8 NIC= 0 NIT= 43 NFV= 1 F= .529D+03 C= .533D-07

9 NIC= 0 NIT= 37 NFV= 1 F= .667D+03 C= .228D-06

10 NIC= 0 NIT= 30 NFV= 1 F= .539D+03 C= .105D-07

11 NIC= 0 NIT= 35 NFV= 1 F= .399D+03 C= .131D-10

12 NIC= 0 NIT= 33 NFV= 1 F= .726D+03 C= .275D-06

TOTAL NIT= 401 NFV= 12 NFG= 0 NDC= 0 * 0

NCG= 0 NRS= 0 NAD= 0 NRM= 0

TIME= 0:00:02.31

MLP=1

NUMBER=2

1 NIC= 0 NIT= 32 NFV= 1 F= .562D+03 C= .106D-07

2 NIC= 0 NIT= 40 NFV= 1 F= .984D+02 C= .262D-06

3 NIC= 0 NIT= 19 NFV= 1 F= .510D+02 C= .132D-10

4 NIC= 0 NIT= 37 NFV= 1 F= .200D+03 C= .304D-10

5 NIC= 0 NIT= 37 NFV= 1 F= .420D+03 C= .207D-06

6 NIC= 0 NIT= 26 NFV= 1 F= .337D+02 C= .893D-09

7 NIC= 0 NIT= 32 NFV= 1 F= .562D+03 C= .106D-07

8 NIC= 0 NIT= 43 NFV= 1 F= .529D+03 C= .533D-07

9 NIC= 0 NIT= 37 NFV= 1 F= .667D+03 C= .228D-06

10 NIC= 0 NIT= 30 NFV= 1 F= .539D+03 C= .105D-07

11 NIC= 0 NIT= 35 NFV= 1 F= .399D+03 C= .347D-11

12 NIC= 0 NIT= 33 NFV= 1 F= .726D+03 C= .275D-06

TOTAL NIT= 401 NFV= 12 NFG= 0 NDC= 0 * 0

NCG= 0 NRS= 0 NAD= 0 NRM= 0

TIME= 0:00:04.83
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AIgoritmus 2

MLP=2

NUMBER=1

1 NIC= 0 NIT= 18 NFV= 1 F= .562D+03 C= .814D-07

2 NIC= 0 NIT= 22 NFV= 1 F= .984D+02 C= .261D-07

3 NIC= 0 NIT= 12 NFV= 1 F= .510D+02 C= .151D-09

4 NIC= 0 NIT= 20 NFV= 1 F= .200D+03 C= .271D-07

5 NIC= 0 NIT= 21 NFV= 1 F= .420D+03 C= .166D-09

6 NIC= 0 NIT= 21 NFV= 1 F= .337D+02 C= .150D-08

7 NIC= 0 NIT= 18 NFV= 1 F= .562D+03 C= .814D-07

8 NIC= 0 NIT= 36 NFV= 1 F= .529D+03 C= .101D-06

9 NIC= 0 NIT= 20 NFV= 1 F= .667D+03 C= .486D-07

10 NIC= 0 NIT= 17 NFV= 1 F= .539D+03 C= .460D-08

11 NIC= 0 NIT= 19 NFV= 1 F= .399D+03 C= .176D-07

12 NIC= 0 NIT= 18 NFV= 1 F= .726D+03 C= .930D-07

TOTAL NIT= 242 NFV= 12 NFG= 0 NDC= 0 * 0

NCG= 0 NRS= 0 NAD= 0 NRM= 0

TIME= 0:00:01.37

MLP=2

NUMBER=2

1 NIC= 0 NIT= 18 NFV= 1 F= .562D+03 C= .816D-07

2 NIC= 0 NIT= 22 NFV= 1 F= .984D+02 C= .261D-07

3 NIC= 0 NIT= 12 NFV= 1 F= .510D+02 C= .151D-09

4 NIC= 0 NIT= 20 NFV= 1 F= .200D+03 C= .271D-07

5 NIC= 0 NIT= 21 NFV= 1 F= .420D+03 C= .167D-09

6 NIC= 0 NIT= 15 NFV= 1 F= .337D+02 C= .114D-08

7 NIC= 0 NIT= 18 NFV= 1 F= .562D+03 C= .816D-07

8 NIC= 0 NIT= 23 NFV= 1 F= .529D+03 C= .182D-07

9 NIC= 0 NIT= 20 NFV= 1 F= .667D+03 C= .486D-07

10 NIC= O NIT= 17 NFV= 1 F= .539D+03 C= .460D-08

11 NIC= 0 NIT= 19 NFV= 1 F= .399D+03 C= .176D-07

12 NIC= 0 NIT= 18 NFV= 1 F= .726D+03 C= .930D-07

TOTAL NIT= 223 NFV= 12 NFG= 0 NDC= 446 * 0

NCG= 0 NRS= 0 NAD= 0 NRM= 0

TIME= 0:00:02.75
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Algoritmus 2

MLP=2

NUMBER=1

1 NIC= 0 NIT= 18 NFV= 1 F= .562D+03 C= .814D-07

2 NIC= 0 NIT= 22 NFV= 1 F= .984D+02 C= .261D-07

3 NIC= 0 NIT= 12 NFV= 1 F= .510D+02 C= .151D-09

4 NIC= 0 NIT= 20 NFV= 1 F= .200D+03 C= .271D-07

5 NIC= 0 NIT= 21 NFV= 1 F= .420D+03 C= .166D-09

6 NIC= 0 NIT= 21 NFV= 1 F= .337D+02 C= .15QD-08

7 NIC= 0 NIT= 18 NFV= 1 F= .562D+03 C= .814D-07

8 NIC= 0 NIT= 36 NFV= 1 F= .529D+03 C= .101D-06

9 NIC= 0 NIT= 20 NFV= 1 F= .667D+03 C= .486D-07

10 NIC= 0 NIT= 17 NFV= 1 F= .539D+03 C= .460D-08

11 NIC= 0 NIT= 19 NFV= 1 F= .399D+03 C= .176D-07

12 NIC= 0 NIT= 18 NFV= 1 F= .726D+03 C= .930D-07

TOTAL NIT= 242 NFV= 12 NFG= 0 NDC= 0 * 0

NCG= 0 NRS= 0 NAD= 0 NRM= 0

TIME.= 0:00:01.37

MLP=2

NUMBER=2

1 NIC= 0 NIT= 18 NFV= 1 F= .562D+03 C= .816D-07

2 NIC= 0 NIT= 22 NFV= 1 F= .984D+02 C= .261D-07

3 NIC= 0 NIT= 12 NFV= 1 F= .510D+02 C= .151D-09

4 NIC= 0 NIT= 20 NFV= 1 F= .200D+03 C= .271D-07

5 NIC= 0 NIT= 21 NFV= 1 F= .420D+03 C= .167D-09

6 NIC= 0 NIT= 15 NFV= 1 F= .337D+02 C= .114D-08

7 NIC= 0 NIT= 18 NFV= 1 F= .562D+03 C= .816D-07

8 NIC= 0 NIT= 23 NFV= 1 F= .529D+03 C= .182D-07

9 NIC= 0 NIT= 20 NFV= 1 F= .667D+03 C= .486D-07

10 NIC= 0 NIT= 17 NFV= 1 F= .539D+03 C= .460D-08

11 NIC= 0 NIT= 19 NFV= 1 F= .399D+03 C= .176D-07

12 NIC= 0 NIT= 18 NFV= 1 F= .726D+03 C= .930D-07

TOTAL NIT= 223 NFV= 12 NFG= 0 NDC= 446 * 0

NCG= 0 NRS= 0 NAD= 0 NRM= 0

TIME= 0:00:02.75
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Algoritmus 2

MLP=3

NUMBER=1

1 NIC= 0 NIT= 71 NFV= 1 F= .562D+03 C= .967D-12

2 NIC= 0 NIT= 96 NFV= 1 F= .984D+02 C= .699D-11

3 NIC= 0 NIT= 33 NFV= 1 F= .510D+02 C= .222D-15

4 NIC= 0 NIT= 88 NFV= 1 F= .200D+03 C= .318D-11

5 NIC= 0 NIT= 86 NFV= 1 F= .420D+03 C= .103D-11

6 NIC= 0 NIT= 38 NFV= 1 F= .337D+02 C= .195D-05

7 NIC= 0 NIT= 71 NFV= 1 F= .562D+03 C= .967D-12

8 NIC= 0 NIT= 88 NFV= 1 F= .529D+03 C= .297D-10

9 NIC= 0 NIT= 83 NFV= 1 F= .667D+03 C= .122D-11

10 NJC= 0 NIT= 82 NFV= 1 F= .539D+03 C= .187D-12

11 NIC= 0 NIT= 87 NFV= 1 F= .399D+03 C= .966D-11

12 NIC= 0 NIT= 76 NFV= 1 F= .726D+O3 C= .350D-12

TOTAL NIT= 899 NFV= 12 NFG= 0 NDC= 0 * 0

NCG= 0 NRS= 0 NAD= 0 NRM= 0

TIME= 0:00:05.49

MLP=3

NUMBER=2

1 NIC= 0 NIT= 71 NFV= 1 F= .562D+03 C= .453D-13

2 NIC= 0 NIT= 96 NFV= 1 F= .984D+02 C= .610D-13

3 NIC= 0 NIT= 33 NFV= 1 F= .510D+02 C= .111D-15

4 NIC= 0 NIT= 88 NFV= 1 F= .200D+03 C= .637D-13

5 NIC= 0 NIT= 86 NFV= 1 F= .420D+03 C= .207D-13

6 NIC= 0 NIT= 57 NFV= 1 F= .337D+02 C= .383D-13

7 NIC= 0 NIT= 71 NFV= 1 F= .562D+03 C= .453D-13

8 NIC= 0 NIT= 88 NFV= 1 F= .529D+03 C= .223D-13

9 NIC= 0 NIT= 83 NFV= 1 F= .667D+03 C= .376D-13

10 NIC= 0 NIT= 82 NFV= 1 F= .539D+03 C= .257D-13

11 NIC= 0 NIT= 87 NFV= 1 F= .399D+03 C= .395D-13

12 NIC= 0 NIT~ 76 NFV= 1 F= .726D+03 C= .262D-13

TOTAL NIT= 918 NFV= 12 NFG= 0 NDC=1836 * 0

NCG= 0 NRS= 0 NAD= 0 NRM= O

TIME= 0:00:11.32
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C.4 Výpisy programů

* SUBROUTINE ULLPI1 ALL SYSTEMS 98/12/01

C PORTABILITY : ALL SYSTEMS C 98/12/01 KO : ORIGINAL VERSION

*

* PURPOSE :

* INFEASIBLE PREDICTOR-CORRECTOR PRIMAL-DUAL INTERIOR POINT METHOD

* FOR LINEAR PROGRAMMING.

*

* PARAMETERS :

* II NF NUMBER OF VARIABLES.

* II NC NUMBER OF CONSTRAINTS.

* II MC NUMBER OF ELEMENTS IN THE FIELD CG.

* RI C(NF) VECTOR OF PRICES (GRADIENT OF THE LINEAR FUNCTION).

* RI CG(MC) ELEMENTS OF THE CONSTRAINT JACOBIAN MATRIX.

* II ICG(NC+1) POSITION OF THE FIRST ROWS ELEMENTS IN THE FIELD CG.

* II JCG(MC) COLUMN INDICES OF ELEMENTS IN THE FIELD CG.

* RI B(NC) RIGHT HAND SIDE VECTOR.

* RO X(NF) VECTOR OF VARIABLES.

* RA Y(NC) VECTOR OF LAGRANGE MULTIPLIERS.

* RA S(NF) VECTOR OF SLACK VARIABLES.

* RA G(NF) GRADIENT OF THE LAGRANGIAN.

* RA CF(NC) CONSTRAINT VIOLATION VECTOR.

* RA D(NF) DIAGONAL MATRIX.

* RA Z(2*NF+NC) DIRECTION VECTOR.

* RA VEC1(2*NF) AUXILIARY VECTOR.

* RA VEC2(NF) AUXILIARY VECTOR.

*

* COMMON DATA :

* II MMAX LENGTH OF THE ARRAYS JB,B.

* RI ETA0 MACHINE PRECISION.

* RI ETA2 TOLERANCE FOR POSITIVE DEFINITENESS.

* TO TDXX TEXT INFORMATION ON THE DIRECTION VECTOR OBTAINED.

*

* SUBPROGRAMS USED :

* S UXSCMD MULTIPLICATION OF A DENSE RECTANGULAR MATRIX STORED BY

* COLUMNS BY A VECTOR WITH EVENTUAL ADDITION OF A SCALED VECTOR.

* S UXSRMD MULTIPLICATION OF A DENSE RECTANGULAR MATRIX STORED BY

* ROWS BY A VECTOR WITH EVENTUAL ADDITION OF A SCALED VECTOR.

* S UXVCOP COPYING OF A VECTOR.

* S UXVDIR VECTOR AUGMENTED BY THE SCALED VECTOR.

* RF UXVDOT DOT PRODUCT OF TWO VECTORS.

* S UXVDIF DIFFERENCE OF TWO VECTORS.

* S UXVMUL DIAGONAL PREMULTIPLICATION OF A VECTOR.

* S UXVNEG COPYING OF A VECTOR WITH CHANGE OF THE SIGN.
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* RF UXVNOR EUCLIDEAN NORM OF A VECTOR.

* RF UXVSAB SUM OF ABSOLUTE VALUES OF VECTOR ELEMENTS.

* S UXVSET INITIATION OF A VECTOR.

* S UXVSCL SCALING OF A VECTOR.

*

* METHOD :

*

SUBROUTINE ULLPI1(NF,NC,MC,C,CG,ICG,JCG,B,X,Y,G,CF,D,S,Z,VEC1,

& VEC2,CMAX,GMAX,UMAX,RPF1,MLP,MRED,INEW)

$INCLUDE(’UMCOMM’)

INTEGER NF,NC,MC,ICG(NC+1),JCG(MC),MLP,MRED,INEW

$FLOAT C(NF),CG(MC),B(NC),X(NF),Y(NC),G(NF),CF(NC),D(NF),S(NF),

& Z(2*NF+NC),VEC1(2*NF),VEC2(NF),CMAX,GMAX,UMAX,RPF1

$FLOAT POM,POM1,POM2,ALFA,BETA1,BETA2,GAMA1,ETA,RRO,RK

$FLOAT INFEAS,UXVDOT,UXVNOR,UXVSAB

INTEGER I

SAVE BETA1,BETA2,GAMA1,RRO,RK

IF (TSS(NS).NE.’ULPX’) CALL UYPRO1(’ULPX’,1)

GOTO (1,2,3) ISP(NS)

1 CONTINUE

CALL UOLLP1(’ULLPI1’)

NRED=0

RRO=0.5$P 2

BETA1=0.25$P 0

BETA2=0.5$P 0

GAMA1=0.25$P 0

C

C INITIAL APPROXIMATION

C

RK=ONE

CALL UXVSET(NF,RRO,X)

CALL UXVSET(NF,RRO,S)

CALL UXVSET(NC,ZERO,Y)

C

C MAIN ITERATIVE CYCLE

C

10 IF (NRED.GT.MRED) GO TO 74

NRED=NRED+1

C

C PREDICTOR

C

RPF1=UXVDOT(NF,X,S)

IF (MLP.EQ.3) RPF1=BETA1*RPF1

RPF1=RPF1/$DBLE(NF)

CALL UXVMUL(NF,X,S,D,-1)

C
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C RIGHT HAND SIDE PREPARATION FOR THE PREDICTOR STEP

C CF = (CG)*X - B

C G = TRANS(CG)*Y - C + RPF1*INV(X)*E

C

CALL UXSRMD(NF,NC,MC,CG,ICG,JCG,X,-ONE,B,CF)

CALL UXSCMD(NF,NC,MC,CG,ICG,JCG,Y,-ONE,C,G)

IF (MLP.EQ.1) THEN

ELSE IF (MLP.EQ.2) THEN

DO 11 I=1,NF

G(I)=G(I)+S(I)-RPF1/X(I)

11 CONTINUE

ELSE

DO 12 I=1,NF

G(I)=G(I)+(RPF1/X(I))

12 CONTINUE

ENDIF

CALL UYSET0(1,2)

RETURN

C

C DEFINITION OF THE NEW VARIABLES (X,Y,S) AFTER THE PREDICTOR STEP

C

2 IF (MLP.EQ.1) THEN

DO 13 I=1,NF

Z(NF+NC+I)=-S(I)*(ONE+Z(I)/X(I))

13 CONTINUE

ELSE IF (MLP.EQ.2) THEN

DO 14 I=1,NF

Z(NF+NC+I)=-(S(I)*Z(I)+RPF1)/X(I)

14 CONTINUE

ELSE

CALL UXSCMD(NF,NC,MC,CG,ICG,JCG,Z(NF+1),-ONE,C,VEC1)

CALL UXVNEG(NF,VEC1,VEC1)

CALL UXSCMD(NF,NC,MC,CG,ICG,JCG,Y,ONE,S,VEC2)

CALL UXVDIF(NF,VEC1,VEC2,Z(NC+NF+1))

ENDIF

CALL UXVMUL(NF,Z(NF+NC+1),Z,VEC1,1)

IF (MLP.EQ.1) THEN

POM=UXVNOR(NF,VEC1)/RPF1

ALFA=TWO/(ONE+SQRT(ABS(ONE+FOUR**2*POM)))

ELSE IF (MLP.EQ.2) THEN

POM=FOUR*UXVNOR(NF,VEC1)

ALFA=ONE/(ONE+SQRT(ABS(ONE+POM/RPF1)))

ALFA=1.9991$P 0*ALFA

ELSE

POM=UXVSAB(NF,VEC1)

DO 16 I=1,NF
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VEC1(I)=VEC1(I)-POM/$DBLE(NF)

16 CONTINUE

POM=ABS(POM)

POM1=UXVNOR(NF,VEC1)

ETA=MAX(POM,POM1)

POM2=UXVDOT(NF,X,S)

POM=(POM2*GAMA1)/(2*$DBLE(NF)*ETA)

POM=SQRT(POM)

POM1=(BETA1*POM2)/ETA

POM2=(BETA2-BETA1)*POM2/ETA

ALFA=MIN(HALF,POM,POM1,POM2)

ALFA=1.99$P 0*ALFA

ENDIF

CALL UXVDIR(NF,ALFA,Z,X,X)

CALL UXVDIR(NC,ALFA,Z(NF+1),Y,Y)

CALL UXVDIR(NF,ALFA,Z(NF+NC+1),S,S)

IF (MLP.EQ.3) RK=(1-ALFA)*RK

C

C CORRECTOR

C

IF (MLP.LE.2) THEN

RPF1=(ONE-ALFA)*RPF1

ELSE

RPF1=UXVDOT(NF,X,S)/$DBLE(NF)

ENDIF

CALL UXVMUL(NF,X,S,D,-1)

C

C RIGHT HAND SIDE PREPARATION FOR THE CORRECTOR STEP

C CF = 0

C G = - S + RPF1*INV(X)*E

C

CALL UXVSET(NC,ZERO,CF)

DO 19 I=1,NF

G(I)=RPF1/X(I)-S(I)

19 CONTINUE

CALL UYSET0(1,3)

RETURN

3 CALL UXSCMD(NF,NC,MC,CG,ICG,JCG,Z(NF+1),0.0D 0,S,VEC1)

CALL UXVNEG(NF,VEC1,Z(NF+NC+1))

C

C DEFINITION OF THE NEW VARIABLES (X,Y,S) AFTER THE CORRECTOR STEP

C

CALL UXVDIR(NF,ONE,Z,X,X)

CALL UXVDIR(NC,ONE,Z(NF+1),Y,Y)

CALL UXVDIR(NF,ONE,Z(NF+NC+1),S,S)

C
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C TERMINATION CRITERIA

C

GMAX=UXVDOT(NF,X,S)

CALL UXSRMD(NF,NC,MC,CG,ICG,JCG,X,-1.0D 0,B,VEC1)

CMAX=UXVNOR(NC,VEC1)

CALL UXVDIF(NF,S,C,VEC2)

CALL UXSCMD(NF,NC,MC,CG,ICG,JCG,Y, 1.0D 0,VEC2,VEC1)

UMAX=UXVNOR(NF,VEC1)

CALL UXVCOP(NF,X,VEC1)

CALL UXVCOP(NF,S,VEC1(NF+1))

CALL UOLLP3(NF,NC,X,Y,S,G,CF,CMAX,GMAX,UMAX,INEW)

IF ((GMAX.LE.TOLG).AND.(CMAX.LE.TOLC).AND.(UMAX.LE.TOLC)) THEN

TUXX=’OPTIMUM ’

GOTO 75

ENDIF

IF (MLP.EQ.3) THEN

INFEAS=2*GMAX/(RK*RRO)

POM=UXVSAB(2*NF,VEC1)

IF (POM.GT.INFEAS) THEN

TXFU=’INFEAS ’

GOTO 75

ENDIF

ENDIF

GO TO 10

74 CONTINUE

75 CALL UOLLP2

CALL UYEPI1(1)

RETURN

END
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* SUBROUTINE UDSLL1 ALL SYSTEMS 98/12/01

C PORTABILITY : ALL SYSTEMS C 98/12/01 TU : ORIGINAL VERSION

*

* PURPOSE :

* DETERMINATION OF THE DIRECTION VECTOR AS A SOLUTION OF THE SYSTEM OF

* NORMAL EQUATIONS USING SPARSE GILL-MURRAY FACTORIZATION WITH THE

* CONTROL OF POSITIVE DEFINITENESS.

*

* PARAMETERS :

* II NF NUMBER OF VARIABLES.

* II NC NUMBER OF CONSTRAINTS.

* II MC NUMBER OF ELEMENTS IN THE FIELD CG.

* II MMAX LENGTH OF THE ARRAYS JB,B.

* RI CG(MC) ELEMENTS OF THE CONSTRAINT JACOBIAN MATRIX.

* II ICG(NC+1) POSITION OF THE FIRST ROWS ELEMENTS IN THE FIELD CG.

* II JCG(MC) COLUMN INDICES OF ELEMENTS IN THE FIELD CG.

* RU B(MMAX) NUMERICAL VALUES OF THE SPARSE MATRIX B.

* OF THE TRIANGULAR FACTOR.

* II IB(NC+1) POINTER VECTOR OF THE SPARSE MATRIX A.

* II JB(MMAX) INDICES OF THE TRIANGULAR FACTOR OF THE HESSIAN MATRIX.

* RI D(NF) DIAGONAL MATRIX.

* RI G(NF) GRADIENT OF THE OBJECTIVE FUNCTION.

* RI CF(NC) CONSTRAINT VECTOR.

* RO S(NF+NC) DIRECTION VECTOR.

* II PSL(NC+1) POINTER VECTOR OF THE SPARSE TRIANGULAR FACTOR OF THE

* HESSIAN MATRIX.

* II PERM(NC) PERMUTATION VECTOR.

* IA WN11(NC+1) AUXILIARY VECTOR.

* IA WN12(NC+1) AUXILIARY VECTOR.

* RI ETA2 TOLERANCE FOR POSITIVE DEFINITENESS.

* IU INF DECOMPOSITION INDICATOR. INF=0 IF THE MATRIX IS POSITIVE

* DEFINITE.

*

* COMMON DATA :

* IO ITERD TERMINATION INDICATOR. ITERD<0-BAD DECOMPOSITION.

* ITERD=0-DESCENT DIRECTION. ITERD=1-NEWTON LIKE STEP.

* ITERD=2-INEXACT NEWTON LIKE STEP. ITERD=3-BOUNDARY STEP.

* ITERD=4-DIRECTION WITH THE NEGATIVE CURVATURE.

* ITERD=5-MARQUARDT STEP.

* IO ITERM TERMINATION INDICATOR. ITERM=0-SUCCESSFUL TERMINATION.

* IU IDECC DECOMPOSITION INDICATOR. IDECC=0-NO DECOMPOSITION.

* IDECC=1-GILL-MURRAY DECOMPOSITION. IDECC=2-BUNCH-PARLETT

* DECOMPOSITION. IDECC=3-INVERSION.

* IU NDECC NUMBER OF DECOMPOSITIONS.

* TO TDXX TEXT INFORMATION ON THE DIRECTION VECTOR OBTAINED.

*
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* SUBPROGRAMS USED :

* S UXSPCF SPARSE NUMERICAL GILL-MURRAY FACTORIZATION OF A

* SYMMETRIC MATRIX USING COMPACT FORM FOR FACTORS WITH

* THE CONTROL OF POSITIVE DEFINITENESS.

* S UXSPCB SPARSE BACK SUBSTITUTION WITH FACTORS IN COMPACT FORM.

* RF UXVDOT DOT PRODUCT OF VECTORS.

* S UXVNEG COPYING OF A VECTOR WITH A CHANGE OF THE SIGN.

* S UXVSFP PERMUTATION OF A VECTOR.

* S UXVSBP INVERSE PERMUTATION OF A VECTOR.

* S UOD1D1 PRINT OF ENTRY TO DIRECTION DETERMINATION.

* S UOD1D2 PRINT OF EXIT FROM DIRECTION DETERMINATION.

* S UOD1D5 PRINT OF INFORMATION DURING DIRECTION DETERMINATION.

*

SUBROUTINE UDSLL1(NF,NC,MC,MH,MMAX,CG,ICG,JCG,B,IB,JB,D,G,CF,S,

& PSL,PERM,WN11,WN12,ETA2,INF)

$INCLUDE(’UMCOMM’)

INTEGER NF,NC,MC,MMAX,ICG(NC+1),JCG(MC),IB(NC+1),JB(MMAX),

& PSL(NC+1),PERM(NC),WN11(NC+1),WN12(NC+1),INF

INTEGER L,I,MH

$FLOAT CG(MC),B(MMAX),D(NF),G(NF),CF(NC),S(NF+NC),ETA2

$FLOAT ALF,TAU

CALL UOD1D1

DO 111 I=1,NF

S(I)=ONE/D(I)

111 CONTINUE

CALL UCENS1(NF,NC,MC,MMAX,B,IB,JB,CG,ICG,JCG,S)

IDECC=0

L=IB(NC+1)-1

IF(IDECC.NE.1) THEN

CALL UXSPCT(NC,L,MH,MMAX,B,JB,PSL,ITERM)

IF (ITERM.NE.0) THEN

TDXX=’LACK SPC’

GO TO 3

ENDIF

C

C GILL-MURRAY DECOMPOSITION

C

ALF = ETA2

CALL UXSPCF(NC,MMAX,B(L+1),PSL,JB(L+1),WN11,WN12,S,INF,ALF,TAU)

NDECC=NDECC+1

IDECC=1

ENDIF

C

C NEWTON LIKE STEP

C

CALL UXVMUL(NF,D,G,S,-1)

88



CALL UXSRMD(NF,NC,MC,CG,ICG,JCG,S,ONE,CF,S(NF+1))

CALL UXVNEG(NC,S(NF+1),S(NF+1))

CALL UXVSFP(NC,PERM,S(NF+1),S)

CALL UXSPCB(NC,MMAX,B(L+1),PSL,JB(L+1),S(NF+1),0)

CALL UXVSBP(NC,PERM,S(NF+1),S)

CALL UXSCMD(NF,NC,MC,CG,ICG,JCG,S(NF+1),ONE,G,S)

CALL UXVMUL(NF,D,S,S,-1)

IF(INF.EQ.0) THEN

ITERD = 1

TDXX=’G-M POS’

ELSEIF(INF.LT.0) THEN

ITERD = 2

TDXX=’G-M ZER’

ELSE

ITERD = 2

TDXX=’G-M NEG’

ENDIF

CALL UOD1D5(ALF,TAU,INF)

3 CALL UOD1D2(NF,G,S)

RETURN

END
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* SUBROUTINE UDSLL2 ALL SYSTEMS 98/12/01

C PORTABILITY : ALL SYSTEMS C 98/12/01 LU : ORIGINAL VERSION

*

* PURPOSE :

* DETERMINATION OF THE DIRECTION VECTOR AS A SOLUTION OF THE INDEFINITE

* KARUSH-KUHN-TUCKER SYSTEM USING SPARSE BUNCH-PARLETT FACTORIZATION.

*

* PARAMETERS :

* II NF NUMBER OF VARIABLES.

* II NC NUMBER OF CONSTRAINTS.

* II MC NUMBER OF ELEMENTS IN THE FIELD CG.

* II M LENGTH OF THE ARRAY H.

* II MMAX LENGTH OF THE ARRAY B.

* RI H(M) SPARSE SYMMETRIC MATRIX WHICH IS USED FOR DETERMINATION

* OF THE DIRECTION VECTOR.

* II IH(NF+1) POINTERS OF THE DIAGONAL ELEMENTS OF H.

* II JH(M) INDICES OF THE NONZERO ELEMENTS OF H.

* RI G(NF) GRADIENT OF THE OBJECTIVE FUNCTION.

* RO S(NF+NC) DIRECTION VECTOR.

* RA XO(NF+NC) AUXILIARY VECTOR.

* RA GO(NF+NC) AUXILIARY VECTOR.

* RA XS(NF+NC) AUXILIARY VECTOR.

* II IX(MX) VECTOR CONTAINING TYPES OF BOUNDS.

*

* COMMON DATA :

* IO ITERD TERMINATION INDICATOR. ITERD<0-BAD DECOMPOSITION.

* ITERD=0-DESCENT DIRECTION. ITERD=1-NEWTON LIKE STEP.

* ITERD=2-INEXACT NEWTON LIKE STEP. ITERD=3-BOUNDARY STEP.

* ITERD=4-DIRECTION WITH THE NEGATIVE CURVATURE.

* ITERD=5-MARQUARDT STEP.

* IO ITERM TERMINATION INDICATOR. ITERM=0-SUCCESSFUL TERMINATION.

* IU IDECC DECOMPOSITION INDICATOR. IDECC=0-NO DECOMPOSITION.

* IDECC=1-GILL-MURRAY DECOMPOSITION. IDECC=2-BUNCH-PARLETT

* DECOMPOSITION. IDECC=3-INVERSION.

* IU NDECC NUMBER OF DECOMPOSITIONS.

* TO TDXX TEXT INFORMATION ON THE DIRECTION VECTOR OBTAINED.

*

* SUBPROGRAMS USED :

* S UNSTEP DETERMINATION OF A SCALING FACTOR FOR THE BOUNDARY STEP.

* S UXSSMM MATRIX-VECTOR PRODUCT.

* RF UXSSMQ VALUE OF THE QUADRATIC FORM.

* RF UXUDEL NORM OF THE AUGMENTED VECTOR.

* S UXUDIR VECTOR AUGMENTED BY THE SCALED VECTOR.

* RF UXUDOT DOT PRODUCT OF VECTORS.

* S UXVNEG COPYING OF A VECTOR WITH CHANGE OF THE SIGN.

* S UXVSET INITIATION OF A VECTOR.
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* S UOD1D1 PRINT OF ENTRY TO DIRECTION DETERMINATION.

* S UOD1D2 PRINT OF EXIT FROM DIRECTION DETERMINATION.

*

SUBROUTINE UDSLL2(NF,NC,MC,M,MMAX,H,IH,CG,JCG,KCG,B,IB,JB,KB,IW,

& IW1,IW2,G,CF,S,XO,NAU,NUP,INF)

$INCLUDE(’UMCOMM’)

INTEGER NF,NC,MC,M,MMAX,IH(NF+1),JCG(MC),KCG(MC),IB(NF+NC+1),

& JB(M+MC+NC),KB(M+MC+NC),IW(MMAX),IW1(2*(NF+NC)),IW2(3*(NF+NC)),

& NAU,NUP,INF

$FLOAT H(M),CG(MC),B(MMAX),G(NF),CF(NC),S(NF+NC),XO(NF+NC)

INTEGER NN,MM

CALL UOD1D1

IDECF=0

M=IH(NF+1)-1

IF(IDECF.NE.7) THEN

CALL UXSKIN(NF,M,H,IH,NC,MC,CG,JCG,KCG,B,IB)

NN=NF+NC

MM=M+MC+NC

C

C BUNCH-PARLETT DECOMPOSITION

C

CALL UXSIBF(NN,MM,KB,JB,B,MMAX,IW,MMAX,IW1,IW2,NAU,NUP,INF)

IF (INF.LT.0) THEN

TDXX=’LACK SPC’

ITERM=INF

GO TO 3

ENDIF

NDECF=NDECF+1

IDECF=7

ENDIF

CALL UXVNEG(NF,G,S)

CALL UXVNEG(NC,CF,S(NF+1))

CALL UXSIBB(NN,B,MMAX,IW,MMAX,XO,S,IW1,NAU,NUP)

C

C NEWTON LIKE STEP

C

ITERD=1

TDXX = ’B-P STEP’

3 CALL UOD1D2(NF,G,S)

RETURN

END
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* SUBROUTINE UDSLL3 ALL SYSTEMS 97/12/01

C PORTABILITY : ALL SYSTEMS C 97/12/01 LU : ORIGINAL VERSION

*

* PURPOSE :

* DETERMINATION OF THE DIRECTION VECTOR AS A SOLUTION OF THE SYSTEM OF

* NORMAL EQUATIONS USING ITERATIVE CONJUGATE GRADIENT METHOD.

*

* PARAMETERS :

* II NF NUMBER OF VARIABLES.

* II NC NUMBER OF CONSTRAINTS.

* II MC NUMBER OF ELEMENTS IN THE FIELD CG.

* RI CG(MC) ELEMENTS OF THE CONSTRAINT JACOBIAN MATRIX.

* II ICG(NC+1) POSITION OF THE FIRST ROWS ELEMENTS IN THE FIELD CG.

* II JCG(MC) COLUMN INDICES OF ELEMENTS IN THE FIELD CG.

* RU B(MMAX) NUMERICAL VALUES OF THE SPARSE MATRIX B.

* OF THE TRIANGULAR FACTOR.

* II IB(NC+1) POINTER VECTOR OF THE SPARSE MATRIX A.

* II JB(MMAX) INDICES OF THE TRIANGULAR FACTOR OF THE HESSIAN MATRIX.

* RI D(NF) DIAGONAL MATRIX.

* RI G(NF) GRADIENT OF THE OBJECTIVE FUNCTION.

* RI CF(NC) CONSTRAINT VECTOR.

* RO S(NF+NC) DIRECTION VECTOR.

* II PSL(NC+1) POINTER VECTOR OF THE SPARSE TRIANGULAR FACTOR OF THE

* HESSIAN MATRIX.

* II PERM(NC) PERMUTATION VECTOR.

* IA WN11(NC+1) AUXILIARY VECTOR.

* IA WN12(NC+1) AUXILIARY VECTOR.

* RI ETA0 MACHINE PRECISION.

*

* COMMON DATA :

* IO ITERD TERMINATION INDICATOR. ITERD<0-BAD DECOMPOSITION.

* ITERD=0-DESCENT DIRECTION. ITERD=1-NEWTON LIKE STEP.

* ITERD=2-INEXACT NEWTON LIKE STEP. ITERD=3-BOUNDARY STEP.

* ITERD=4-DIRECTION WITH THE NEGATIVE CURVATURE.

* ITERD=5-MARQUARDT STEP.

* IU IDECC DECOMPOSITION INDICATOR. IDECC=0-NO DECOMPOSITION.

* IDECC=1-GILL-MURRAY DECOMPOSITION. IDECC=2-BUNCH-PARLETT

* DECOMPOSITION. IDECC=3-INVERSION.

* TO TDXX TEXT INFORMATION ON THE DIRECTION VECTOR OBTAINED.

*

* SUBPROGRAMS USED :

* S UXSPCF SPARSE NUMERICAL GILL-MURRAY FACTORIZATION OF A

* SYMMETRIC MATRIX USING COMPACT FORM FOR FACTORS WITH

* THE CONTROL OF POSITIVE DEFINITENESS.

* S UXSPCB SPARSE BACK SUBSTITUTION WITH FACTORS IN COMPACT FORM.

* RF UXVDOT DOT PRODUCT OF VECTORS.
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* S UXVNEG COPYING OF A VECTOR WITH A CHANGE OF THE SIGN.

* S UXVSFP PERMUTATION OF A VECTOR.

* S UXVSBP INVERSE PERMUTATION OF A VECTOR.

* S UOD1D1 PRINT OF ENTRY TO DIRECTION DETERMINATION.

* S UOD1D2 PRINT OF EXIT FROM DIRECTION DETERMINATION.

* S UOD1D5 PRINT OF INFORMATION DURING DIRECTION DETERMINATION.

*

SUBROUTINE UDSLL3(NF,NC,MC,CG,ICG,JCG,D,G,CF,S,XO,GO,XS,GS,XP,GP,

& ETA0,ETA9,SNORM,XDEL,MOS3)

$INCLUDE(’UMCOMM’)

INTEGER NF,NC,MC,ICG(NC+1),JCG(MC),MOS3

INTEGER IMX,MMX

$FLOAT CG(MC),D(NF),G(NF),CF(NC),S(NF+NC),XO(NC),GO(NC),

& XS(NC),GS(NC),XP(NC),GP(NC),ETA0,ETA9,SNORM,XDEL

$FLOAT RHO,RHO1,RHO2,ALF,TEMP2,UXVDOT,UXVNOR,BTB,BTR,RMU,PAR

CALL UOD1D1

IDECC=0

C

C NEWTON LIKE STEP

C

CALL UXVMUL(NF,D,G,S,-1)

CALL UXSRMD(NF,NC,MC,CG,ICG,JCG,S,ONE,CF,GS)

CALL UXVNEG(NC,GS,GS)

RHO1 = UXVNOR(NC,GS)

PAR = SQRT(ETA0)

CALL UXVSET(NC,ZERO,S(NF+1))

CALL UXVSET(NC,ZERO,XP)

CALL UXVCOP(NC,GS,XO)

CALL UXVCOP(NC,GS,XS)

RHO = UXVDOT(NC,XS,XS)

MMX=2*NC

DO 1 IMX=1,MMX

CALL UXSCMM(NF,NC,MC,CG,ICG,JCG,XO,S)

CALL UXVMUL(NF,D,S,S,-1)

CALL UXSRMM(NF,NC,MC,CG,ICG,JCG,S,GO)

ALF = UXVDOT(NC,XO,GO)

IF (ALF.EQ.ZERO) THEN

ITERD=-5

TDXX=’CG BREAK’

CALL UOERR1(’UDSLL3’,5)

GO TO 3

ENDIF

C

C CG STEP

C

TDXX = ’CG STEP’
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ALF = RHO/ALF

CALL UXVDIR(NC,ALF,XO,XP,XP)

CALL UXVDIR(NC,-ALF,GO,XS,XS)

IF (MOS3.LE.0) THEN

CALL UXVCOP(NC,XS,GS)

CALL UXVCOP(NC,XP,S(NF+1))

ELSE

RMU=ONE/ETA9

CALL UXVDIF(NC,GS,XS,GP)

BTB=UXVDOT(NC,GP,GP)

BTR=UXVDOT(NC,GP,XS)

RMU=-BTR/MAX(BTB,RMU)

CALL UXVDIR(NC,RMU,GP,XS,GS)

CALL UXVDIF(NC,S(NF+1),XP,GP)

CALL UXVDIR(NC,RMU,GP,XP,S(NF+1))

ENDIF

TEMP2 = UXVNOR(NC,GS)

CALL UOD1D4(RHO1,TEMP2,PAR,SNORM,XDEL)

IF (TEMP2.LE.PAR*RHO1) GO TO 2

RHO2 = UXVDOT(NC,XS,XS)

ALF = RHO2/RHO

CALL UXVDIR(NC,ALF,XO,XS,XO)

RHO = RHO2

1 CONTINUE

TDXX = ’IT LIMIT’

2 ITERD=2

CALL UXSCMD(NF,NC,MC,CG,ICG,JCG,S(NF+1),ONE,G,S)

CALL UXVMUL(NF,D,S,S,-1)

3 CALL UOD1D2(NF,G,S)

RETURN

END
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