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Uvod

Ackoli linedrni programovani coby matematicka disciplina vzniklo pomérné neddvno,
je v soucasné dobé velmi dulezitym odvétvim aplikované matematiky. Od prvniho zfor-
mulovani tlohy linearniho programovéani ve tricatych letech 20. stoleti a od Dantzingova
objevu simplexové metody v poloviné let ¢tyficatych je linedrni programovani uzivané
zejména v ekonomickych, finan¢nich, ale i technickych aplikacich.

Nejvyznamnéjsi udalosti od objevu simplexové metody bylo bezesporu opublikovani
Karmarkarova ¢lanku [1] v roce 1984. Zde poprvé byla zminéna metoda zaloZend
na zcela jiném piistupu k problému linedrniho programovani — projektivni metoda
vnitfniho bodu. Ohlas, ktery vzbudila, plynul jednak z jejich teoretickych vlastnosti —
metoda dosahovala, na rozdil od simplexové metody, pouze polynomialni slozitosti — a
jednak z jeji praktické vyuzitelnosti pro velké linearni problémy. Karmarkaruv ¢lanek
tak odstartoval dalsi vinu zajmu o problémy linearniho programovani. V soucasné dobé
existuje nepfeberné mnozstvi publikaci, které pojednavaji o metodach vnitintho bodu
zalozenych nejenom na puvodni Karmarkarové myslence. Obsahem této prace jsou
primarné—dudalni metody vnitiniho bodu, které nejenom ze vzbuzuji nejvétsi zajem
teoretiku, ale lze jimi dosahnout i velmi dobrych praktickych vysledku.

Celd préace se zabyva nalezenim primarné-dudlniho feSeni ulohy linearniho pro-
gramovani, pricemz se zameéruje hlavné na jednu tiidu primarné—dualnich metod; meto-
dy path—following.

V prvni kapitole zformulujeme tlohu LP a definujeme zakladni pojmy, jako ,,ucelova
funkce“ ¢i ,,optimalni feSeni“. Poté zavedeme pojem ,primarni iloha®, ,dualni tloha*
a dokdzeme néktera fundamentalni tvrzeni teorie duality: (silnou) vétu o dualite,
Farkasovo lemma, Goldmanovu—Tuckerovu vétu a Karushovy—Kuhnovy—Tuckerovy pod-
minky, které jsou nutnymi a postacujicimi podminkami pro nalezeni optimalniho feseni
x* resp. (y*, s*) primarni resp. dudlni dlohy. Na zdkladé téchto podminek pak definu-
jeme , primarné-dudlni feseni tlohy LP* jako vektor (z*, y*, s*) a vytvofime nelinedrni
funkci F' takovou, ze F(z*,y*, s*) = 0.

Pro feseni soustav F(z,y,s) = 0 pouzivame modifikovanou Newtonovu metodu,
jejiz popis je obsahem druhé kapitoly. Za timto ticelem definujeme tzv. ,,centralni cestu*
jako ktivku, jejiz body porusuji nelinearni KK'T podminku a dokazeme, ze takova
krivka existuje a je definici urcena jednoznacné. Zavedeme pojem , centrujici parametr“
o € (0,1), ,mira duality x > 0 a formalné popiseme zékladni schéma primérné—
dualnich metod. Ve druhé kapitole se také kratce zminime o logaritmickych barierovych
metodach.

Ve tiet{ kapitole zavedeme okolf centrélni cesty N2(6), Noo(6), N_oo(v) pro hodnoty
6 € (0,1), v € (0,1) a popiseme t¥i metody path—following. Ukézeme, ze (za podminky
neprazdnosti mnoziny ostfe piipustnych feseni) konverguji ve vsSech tfech piipadech
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hodnoty parametru p; k nule a podrobnéji rozebereme konvergenci posloupnosti iteraci
{(z,y,s)} k primdrné—dudlnimu feseni (z*, y*, s*) tlohy LP.

U vsech téchto metod uvazujeme pocatecni piiblizeni (2°,4°, s%) z mnoziny ostie
pripustnych feseni, coz je teoreticky predpoklad, kterého v praxi vétsinou nelze dosdh-
nout. V kapitole ¢tvrté se proto sosustiedime na neptipustné metody vnitiniho bodu,
které tento predpoklad nesplnuji. Podrobnéji se soustiedime an jednu z téchto metod,
pro niz na konci kapitoly opét uvedeme konvergencni vétu.

Popis tii v praxi realizovanych metod vcetné teoretické analyzy, konvergenc¢nich
vét a vét popisujicich slozitost algoritmu je obsahem piilohy C. V piiloze A jsou velmi
kratce uvedena schémata primarnich metod a dudlnich metod, ptiloha B obsahuje
technické dukazy vét z predchazejicich kapitol, ipravu matice soustavy pro nalezeni
primarné—dudalniho feSeni na jednodussi tvar a vétu o jeji jednoznacné fesitelnosti. Na
zaver jsou uvedeny definice jednotlivych typu konvergenci.



Kapitola 1

Uloha linearniho programovani;
vztahy mezi primarni a dualni
ulohou

1.1 Formulace ulohy LP

Ulohou linearniho programovéani je nalézt minimum resp. maximum linearni funkce
na mnoziné vymezené linearnimi podminkami. Obvykle ji uvazujeme v jedné ze dvou
uvedenych formulaci:

A. standardni formulace (standard form):

min ¢’z na mnocheckzinchecke {r e R": Az =b, > 0}

B. formulace pomoci nerovnosti (inequality form)

minc’z na mnozinchecke {reR": Az > b, x > 0}.

V obou pripadech predpokladame matici A typu m x n, c € R", b € R™.
Obé uvedené formulace jsou ekvivalentni a kazdou ulohu linedrniho programovani lze
pomoci jednoduchych tprav pfevést na libovolnou z nich. Volné proménné z;, tj.
takové, které nemaji omezen{ typu z; > 0, nahradime rozdilem x; = 2’ — 27, kde
r; > 0, 27 > 0. Nerovnost Az > b pfevedeme na rovnost pfidanim novych proménnych
nasledujicim zpusobem

Ax+1z = b,

=
vV

a obracené rovnost Ax = b, pfevedeme na nerovnosti upravou

Az
& Ax

IV IA



Znaménko nerovnosti zménime vynasobenim obou stran nerovnosti ¢islem —1. Konecné
tloha hleddni maxima funkcionalu ¢’z je ekvivalentni tiloze hleddni minima funkcionalu
—cl'r.

Nebude-li fec¢eno jinak, uvazujeme tilohu linearniho programovani v standardni for-
mulaci a pfedpokldadame, ze matice A ma hodnost rovnou m.

Piipustnym fesenim ulohy linedarniho programovani rozumime vektor z € R", ktery

spliuje podminky

Ar = b,
x 2

Funkci f(z) = ¢!z nazyvame tcelovou nebo také cilovou funkef tlohy linedrniho pro-
gramovani.
Optimalnim fesenim tlohy linedarniho programovani je pak vektor z* € R" takovy,

ze
1. x* € R" je pripustnym feSenim tlohy

2. c'a* < Tz pro kazdé piipustné feseni z € R™.

1.2 Dualita

Definujme nejprve pojem , primarni tloha“ a ,,dualni iloha“ a podivejme se na zdkladni
vztahy tykajici se pripustnosti a fesitelnosti primarni tlohy v zavislosti na dualni a
obracené. V nasledujicich odstavcich pak dokazme nutnou a postacujici podminku pro
fesitelnost téchto tloh a zavedme pojem primarné-dudlniho feseni tlohy linedrniho
programovani.
Uvazujme opét tlohu

min {c’x; Av =b, v >0} (P)
a vytvorme pro (P) novou tlohu se stejnou matici A a stejnymi vektory b a ¢, kterd
ovsem bude mit tvar

max {b7y; ATy <} (D).

Je ziejmé, ze (D) je opét tlohou linedrniho programovéni, tentokrat vsak formulovanou
pomoci nerovnosti. Dualni proménnd y je nyni vektor z mnoziny R™. Abychom od sebe
tlohy odlisili, nazveme (P) primarni a (D) duélni tlohou linedrniho programovéni a
budeme je chépat jako dvojici vzdjemné svézanych dloh. Ze je to skuteéné mozné ndm
ukaze nasledujici analyza. Dfive nez k ni pristoupime, definujme vsak jesté nékteré
pojmy tykajici se dudlni lohy.

Casto je v¥hodné formulovat jak primarni, tak i dualnf ilohu ve standardnim tvaru.

Zavéadime proto novou promeénnou s € R", tzv. slack variable a misto dvojice tloh (P),
(D) fesime dvojici tloh



min {c’'z; Az =b, x>0} (P)

max {b7y; ATy +s=c, s >0} (D)

Podobné jako tomu bylo u primarni tlohy, nazyvame ptipustnym feSenim dualni
tilohy vektor (y,s) € R™ x R", pro ktery je ATy +s = ¢ & s > 0, dudlni Gcelovou
funkef funkei f(x) := bTy a optimalnim fesenim dudlnf tlohy vektor (y*, s*) € R™ x R"
pro ktery plati:

1. (y*,s*) € R™ x R"™ je piipustnym fesenim tlohy
2. bTy* > bTy pro kazdé pifpustné feseni (y,s) € R™ x R".

Oznacme

Qp = {a*: z" je optiméln{ Feseni primérni tlohy}, (1.1)

Qp = {",s"): (y*,s") je optimélni feseni dudlni tlohy}. (1.2)
Poznamka 1 Uvazujeme-li primérni tlohu ve tvaru

min{c’z; Az >b, v > 0}, (P)

m4é dualni uloha tvar
max{b"y; ATy <e, y>0}. (D)

Poznamka 2 Chépeme-li (D) jako primarni dlohu, pak ma duélni dloha k ni tvar (P).

Mezi optimalnimi fesenimi uloh (P) a (D) existuje jista souvislost, kterou popisuji
nasledujici véty a lemmata.

Lemma 1 (slabd véta o dualité) Jsou-li x resp. (y,s) libovolnd pripustnd reseni tiloh
(P) resp. (D), potom plati

x> by, (1.3)
Dikaz:

dr=a"c=a"ATy+27s > 2T ATy = (Ax)Ty = bTy.O

Jinymi slovy, hodnota tcelové funkce primarni tlohy v bodé x je hornim odhadem
hodnoty ucelové funkce dudlni tlohy v témze bodé, a naopak, hodnota ucelové funkce
dualni ulohy v bodé z je dolnim odhadem hodnoty ucelové funkce priméarni tlohy.

Velmi dulezity je dusledek lemmatu 1. Existuji-li totiz pripustna feSeni z* resp.
(y*, s*) tloh (P) resp. (D) takova, ze cla* = bly*, pak 2* je optimalnim Fesenim
ulohy (P) a (y*, s*) optimédlnim feSenim tlohy (D). Otézkou zustava existence takovych
piipustnych feseni. Odpovéd na ni ddva nasledujici véta.
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Véta 1 (o dualité) Pro ilohy (P) a (D) plati jedna z ndsledugicich alternativ
(1) (P) i (D) jsou pripustné a obé maji optimdini Teseni * € Qp, (y*,s*) € Qp.
(i) (P) je nepripustnd a ucelovd funkce (D) je (shora) neomezend.

(i1i) (D) je nepripustnd a ucelovd funkce (P) je (zdola) neomezend.

(iv) Obé ulohy (P) i (D) jsou nepripustné.

Dukaz véty o dualité je uveden v Dodatku B.

Dusledek 1 Predpoklidejme, Ze primdrni iloha (P) je pripustnd. Pak je jeji icelovd
funkce omezend zdola na mnoziné pripustniych reseni tehdy a jen tehdy, je-li dudini
iloha (D) pripustnd.

Podobné predpokladejme, Ze je dudlni uloha pripustnd. Pak je jeji ucelovd funkce
omezend shora na mnoziné pripustnych reseni tehdy a jen tehdy, je-li pripustnd primadr-
ni uloha.

Drive, nez popiseme jesté jeden vztah mezi optiméalnimi fesenimi tlohy linearniho
programovani a pifpustnymi feSenimi tlohy k ni dudlni, zavedme ndsledujici termi-
nologii.

Rekneme, ze vektor z € R je ostie pifpustnym fesenim primdrni dlohy, jestlize

Az =b & z > 0.

Podobné rekneme, ze vektor (y, s) € R™ x R™ je ostfe piipustnym fesenim dudlni ilohy,
jestlize

ATy+s =c & s >0.
Véta 2 Predpoklideyme, Ze jak primdrni tak dudlni iloha jsou pripustné. Pak plati:
ma-li dudlni uloha alespon jedno ostre pripustné resent, je mnozina Qp neprdazdnd a
omezend. Podobné md-li primdrni iloha alespon jedno ostre pripustné resent,je mnozina
{s": (y*,s") € Qp pronéjaké y* € R}
neprazdnd a omezend.
Dukaz: Dokdzeme pouze prvni ¢dst tvrzeni. Oznaéme (7, §) ostfe piipustné reseni
duélni ulohy a ozna¢me & libovolné ptripustné feseni primarni ilohy. Vime, ze plati
0<cs—b'y=35"3. (1.4)
Nyni uvazujme mnozinu 7" definovanou

T := {x:Ax:b,xZO,chgcTi}.

Mnozina T je neprézdna (Z € T') a uzaviena. Pro kazdé x € T navic plati
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n
E sri=5c=cz—-bg<ci—by=35"%.
i=1

Protoze vSechny scitance na levé strané vyrazu jsou nezaporné, je

z ¢ehoz plyne
]. _TA
l|z]|oo < | max — ) 5" 2. (1.5)
1<i<n §;

Protoze x byl libovolny bod z mnoziny T, muzeme Tict, ze T je omezend. Tedy na ni
musi funkce ¢’z nabyvat svého minima, coz znamen4, Ze existuje bod z* takovy, ze

zreT,

cl'z* < c'r pro viechna x € T.

Je ziejmé, ze bod z* nalezi mnoziné €2,. €, je tedy neprazdna a — podle (1.5) —
omezena. a

1.3 Farkasovo lemma, KKT podminky a primarné—
dualni reSeni

Farkasovo lemma je jednim z nejpopularnéjsich tvrzeni teorie linedrniho programovani
a v literatufe ho muzeme nalézt v nékolika ruznych verzich. Zde uvedena verze pochézi
z ¢lanku D. Goldfarb, M.J. Todd [3]. Lemma lze odvodit na zdkladé dusledku 1.

Véta 3 (Farkasovo lemma)
Systém

Ar=b, >0 (I)
je neresitelny prave tehdy, kdyz je systém

Aty <0, by >0 (II)
resitelny).
Dtikaz: Uvazujme dvojici iloh linedrntho programovani

min{07z; Az =b, 2 >0} (Po)
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max{b’y; ATy <0} (Do)

Jelikoz (Dyg) je ptipustnd (napt. y = 0 je feSenim), je (Py) nepiipustné (neboli systém (I)
je nefesitelny) pravé kdyz méa (Dy) neomezenou ucelovou funkci a to nastava prave
tehdy, kdyz je systém (II) fesitelny.

Diikaz této ekvivalence neni obtiZny, ale pro tiplnost ho zde uved'me. Necht existuje
y tak, ze ATy <0 a zarovein bTy > 0 (tj. y nenulové), pak pro kazdé kladné « plati:

(ay)'A <0
(tedy ay je piipustné pro (Dy)) a zaroven
v (ay) > 0.
Cili
lim o' (ay) = cc.

a— 00

Obracené, necht takové y neexistuje. Pro kazdé y pak plati bud

ATy >0 mnebo bly<0.

Je-li ovsem vektor y ptipustny pro (Dg), neni ATy > 0 a nutné tedy musi byt
splnéno b7y < 0, coz znamena omezenost ticelové funkee (D). O

Véta 4 (Complementary slackness) Uvazujme dvogici iloh (P) a (D) ve tvaru:

min{c’z; Axr >b, 2 >0}, (P)

max{b’y; ATy <c, y>0}. (D)

a necht x resp. y jsou pripustnd resent (P) resp. (D). Pak x resp. y jsou optimdini
resent (P) resp. (D) tehdy a jen tehdy, jestlize

(c—ATy)lz =0 (1.6)

a zdroven

y' (Az —b) = 0. (1.7)

Dikaz: Pro x a y pripustna definujme
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Z nerovnosti (P), (D) plyne
e >yt Ax > y'b. (1.8)

Jsou-li splnény podminky (1.6), (1.7), nastavd rovnost a tedy z je optimalnim
feSenim primérni tlohy, y je optimalnim fesenim dudlni ulohy.

Naopak, je -li x optimalnim feSenim primarni tlohy a y optimélnim fesenim dualni
tilohy, je podle slabé véty o dualité, ¢’z = bTy. Ve vztahu (1.8) nastdvaji rovnosti, z
¢ehoz plyne (1.6), (1.7). O

Poznamka 3 Ponévadz (w,z,s,y) > 0, je mozné podminky (1.6) a (1.7) pfepsat do
tvaru

s;=(c" —ATy); =0 nebo x; =0 prokazdé 1<i<n,

w; = (Ax —b); =0 nebo y; =0 prokazdé 1<i<m.

Poznamka 4 Pro dvojici iloh

min{c’z; Az =b, > 0}, (P)

max{b’y; ATy <c} (D)

je podminka (1.7) trividlné splnéna. Nutnou a postacujici podminkou optimality je
tudiz pouze podminka (1.6).

Véta 5 Vektor x je optimdlnim tesenim wlohy
min{c’z; Az =b, z > 0} (P)
pravé tehdy, kdyz existuji vektory y € R™, s € R"™ takové, Ze
(i) Ax =b, x >0,
(ii) ATy+s =c, s >0,

(iii) stz =0.

Dukaz plyne z definice piipustnosti primarni a dualni ulohy a z véty 4.

Véta 6 (Karushovy - Kuhnovy - Tuckerovy podminky) Vektor x* € R™ je reSenim
tlohy (P) prdvé tehdy, kdyz existuji vektory y* € R™, s* € R™ tak, Ze plati

Az = b, (1.9)
ATy+s = ¢ (1.10)
siz; = 0 1=1,....n 1.11

) ) ) ( )

(x,s) > 0 (1.12)

pro (z,y,s) = (z*,y*, s%).
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Dikaz: Véta je prepisem podminek z véty 5 pro tlohu linearntho programovéni,
pricemz pro odvozeni vztahu (1.11) uzivame navic vlastnosti uvedené v poznamce 3.
O

Vztah (1.11) se nazyva podminka komplementarity a neiika nic jiného, nez ze pro
kazdy index i je alespon jedna z komponent s;, x; nulovd, tj. nenulové prvky obou
vektoru se vyskytuji pouze na doplinkovych pozicich.

Praveé uvedené tvrzeni charakterizuje vztah mezi priméarni a duédlni ilohou. Formaélné
muzeme uvést dudlni podminku optimality v nasledujicim tvaru:

Véta 7 Vektor (y*,s*) € R™ x R™ je teSenim tlohy (D) prave tehdy, kdyz existuje
vektor x* € R" tak, Ze pro (x,y,s) = (z*,y*, s*) plati podminky (1.9)-(1.12).

Srovndme-li podminky (1.9)—(1.12) z pohledu fesitelnosti primarni tilohy a z pohledu
fesitelnosti dudlni ulohy, lze zdvérem fici, ze vektor (z*,y*, s*) je TeSenim systému
(1.9)-(1.12) praveé tehdy, kdyz =* fesi primarni dlohu a (y*, s*) tlohu dudlni. Vektor
(z*,y*, s*) se potom nazyva primarné-dudlni reseni tlohy linedrniho programovéni.

Na zavér zaved me jesté oznaceni

Q:=Qp xQp ={(z",y",s"): (2%, y",s") splnuji podminky (1.9) — —(1.12)}

Zobecnény tvar KKT podminek pro obecné nelinearni tilohu a rozsiteni Farkasova
lemmatu je uveden na konci této kapitoly.

1.4 Rozklad mnoziny indexu a striktni komplemen-
tarita

Je-li (z*,y*, s*) primarné-dudlni feseni tilohy linedrniho programovéani, pak z podminky

(1.11) vime, ze pro kazdy index i € {1,...,n} je bud x; nebo s; rovné nule. Na zdkladé
tohoto poznatku definujme dvé podmnoziny mnoziny indexu {1,...,n}

B={je{l,...,n}: 2} # 0 pro néjaké 2" € Qp}, (1.13)

N ={je{l,...,n}: s} #0proné&aké (y*,s") € Qp}. (1.14)

Ve skutecnosti jsou mnoziny B a N disjunktn{; kazdy index j € {1,...,n} lezl
bud v N nebo v B, ale nikdy ne v obou mnozinach zaroveii. Tento fakt neni obt{zné
dokézat. Kdyby totiz néktery index j ndlezel jak mnoziné N, tak mnoziné B, existovalo
by primarné-dudln{ feseni (z*,y*, s*), pro néjz je ¥ > 0 a zdroven s; > 0, potom ale i
soucin z7s; > 0, coz odporuje podmince (1.11).

Skutecnost, ze BUN = {1,...,n} je zndmd jako Goldmanova-Tuckerova véta.
Vétu vyslovime nyni a jeji dukaz uvedeme na konci kapitoly.
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Véta 8 (Goldmanova—Tuckerova) BUN = {1,... ,n}. To znamend, Ze existuje alespon
jedno primdrni Tesent x* € Qp a alespon jedno dudlni resent (y*, s*) € Qp takové, Ze
¥+ s > 0.

Primérné—dudlni teseni (x*,y*, s*), pro néz je x* + s* > 0, se obvykle nazyvaji
striktné komplementarni feseni. Véta 8 zarucuje existenci alespon jednoho takového
feSeni. Jsou ovSem tulohy linearniho programovéni, které maji vicendsobna teseni, z nichz
néktera jsou striktné komplementarni a jina nejsou. Jako priklad muzeme uvést tlohu

minz; na mnoziné {z: x;+zy+x3 =1, = > 0},

jejimz primarné—dudlnim teSenim je kazdy vektor tvaru (z*,y*, s*), kde

z=(0,t,1—¢t), y*=0, s =(1,0,0); ¢e€{0,1).

1.5 Zobecnéni Farkasova lemmatu a KKT podminek

Uvazujme obecny optimalizacni problém s linedrnimi omezujicimi podminkami, ktery
ma tvar
min f(u) namnoziné {u € U: Cu=d, Gu> h}, (1.15)

kde f je hladka funkce, U € R je oteviend mnozina, C' a G jsou matice a d a h jsou
vektory.
Rekneme, 7e u* € RY je lokaln{ feSeni tlohy (1.15), jestlize

1. u* € R" je pripustnym feSenim ulohy, tj. u* € U, Cu* =d a Gu* > h,

2. existuje cislo p tak, ze f(u*) < f(u) pro kazdé piipustné feSeni wu, pro néjz
[u —u[|<p.

Bod u* je ostré lokalni feseni, jestlize je lokdalni feSseni a navic pro kazdé piipustné
feseni u, pro néjz | u — u* ||< p & u # u* plati f(u*) < f(u).
Definice je mozné rozsitit na pojem globalniho resp. ostrého globalniho feseni.

Véta 9 (Farkasovo lemma) Pro kaZdou matici G € RPN a kazdy vektor g € RN plati
bud’

I. Gt >0, g't <0 md reseni t € RN
nebo

II. GTs = g, s > 0 md reseni s € R”,
ale nikdy oboji soucasne.

Disledek 2 Pro kazdou dvojici matic G € RP*N o H € RO*N q kazdyj vektor g € RN
plati bud’
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I. Gt >0, Ht =0, gt <0 md Feseni t € RN
nebo

II. GTs + H'r = g, s > 0 md teseni s € RY, r € R,

ale nikdy oboji soucasne.

Véta 10 (KKT podminky) Necht u* je lokdini veseni wilohy (1.15) a necht f je difer-
encovatelnd v jistém okoli bodu w*. Pak existuji vektory y a z tak, Ze plati

Cu* d, (1.16)
Vfw)-Cly—-G"> = 0, (1.17)
Gu* > h, (1.18)

z > 0, (1.19)

2 (Gu—h) = 0 (1.20)

Vektory y a z jsou Lagrangeovy multiplikdtory.

Na zéakladé zobecnénych KKT podminek muzeme zobecnit také definici striktné
komplementarniho feseni.
Definice Resenf u* problému (1.15) a jemu odpovidajici Lagrangeovy multipliktory
(y, z) jsou striktné komplementérni, jestlize z + (Gu* — h) > 0.

Na zdkladé podminek (1.18), (1.19) a (1.20) muzeme pak Fict, ze u striktné kom-
plementdrnich feseni (u*,y, z) plati pro kazdy index i bud

nebo

7 vety 10 vyplyva, ze KKT podminky jsou nutné podminky optimality: je-li u*
lokalnim fesenim ulohy (1.15), pak existuji vektory (y, z) tak, ze plati (1.16)—(1.20).
V nasledujicim odstavci ukdzeme, ze za urcitych dalsich predpokladu jsou také podmin-
kami postacujicimi.

1.6 Konvexita a globalni reSeni

Je-li U oteviena konvexni mnozina (U miuze byt i cely prostor RY), pak je konvexnf
i mnozina pripustnych feseni pro tlohu (1.15). Je-li navic ucelova funkce f konvexni
funkei na mnoziné piipustnych feseni, nazyvame tilohu (1.15) tlohou konvexniho pro-
gramovani.

Véta 11 (i) Necht (1.15) je tlohou konvexniho programovdni. Emistuji-li vektory
y a z tak, Ze trojice (u*,y,z) splnuje KKT podminky (1.16)-(1.20), pak je u*
globdalnim resenim wlohy (1.15).
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Dukaz: Necht je ddn vektor (u*,y,z), ktery spliuje podminky (1.16)—(1.20). Nasi
snahou bude dokazat, ze

fu*4+v) > f(u") (1.21)

pro kazdé v takové, ze u* + v je pripustné feseni ulohy (1.15). Protoze f je konvexni,
plati pro kazdy vektor v, pro néjz u* +v € U:

S +av) < (1 —a) f(u") + of (u" +0)
a tedy

(F + aw) — () < Fu 4 ) — Flu)

Vyuzijme ted toho, Ze f je diferencovatelnd a proved'me limitu pro a — 0. Dostaneme
vztah

flu* +v) > fu*) + 0"V f(u). (1.22)
Protoze je mnozina piipustnych feseni konvexni, muzeme kazdé pripustné feseni vyjadrit
jako u* 4+ v pro vhodné v. Ponévadz Cu* =d a C (u* +v ) = d, je nutné Cv = 0.

Rozdélme nyni, na zdkladé podminky (1.18), mnozinu indexu nésledovné. V mnoziné
I4 necht jsou ,aktivni“ indexy, tj. takové, pro néz

(GU*)i =h;

a v mnoziné Iy necht jsou ,neaktivni“ indexy, tj. takové, pro néz

Necht nejprve i € I4. Protoze u* + v je pripustné, musi platit (Gv ), > 0. Je-li
i € Iy, musi, podle (1.19) a (1.20), byt z; = 0. Z (1.17) ziskdme

VIVIW) = 0T (CTy+ G2 ) =y Cov + Z 2 (Gv ), + Z zi (Gv),

i€l g i€l
= Zzi(Gv ); > 0.
i€l y
Po dosazeni vV f(u*) do pravé strany vyrazu (1.22) ziskdme vztah (1.21). O

1.7 Dukaz Goldmanovy—Tuckerovy véty

Na zdvér kapitoly uvedme jesté dukaz véty 8. Vyuzijeme dusledku 2 Farkasova lem-
matu.
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Bud J mnozinaindexu j € {1,...,n}, které nenélez{ ani do B, ani do N. Dokdzeme,
ze mnozina J je prazdna.

Uz jsme ukézali, ze BNN = ©@; BUN UJ je tedy rozklad mnoziny {1,...,n}.
Oznacme A; j-ty sloupec matice A a Ap resp. A; submatice obsahujici sloupce A;,
kde 7 € Bresp. j € J.

Zvolme libovolné j € J. Dokézeme, ze j € N nebo j € B v zdvislosti na tom, zda
existuje w, pro néjz

A;Fw < 0,
~Afw > 0 proviechna k € J — {j}, (1.23)
Afw = 0.

Predpokladejme nejprve, ze takové w existuje.
Bud (z*,y*, s*) primdrné—dudln{ feeni, pro néjz sy, > 0 a definujme vektor (7, 5)
jako

Y +ew,
= c— ATy =5 —ecATw,

» <
|'

pricemz € zvolme takové, aby

§; = s;— 5AJTw > 0,

S = sp—cAlw>0, Vk €J—{j},
sg = sg=0,

Sy = sy —eAyw > 0.

Z téchto vztahu vyplyvd, ze (¢, 5) je pripustnym Fesenim dudlni tlohy. Ve skutecnosti
je optimélnim FeSenim, nebot pro kazdé primarn{ feSeni z* musi byt 2}, = 0 a tedy
s'2* = 0. Podle definice (1.14) musf j € N.

Ted piedpoklddejme, Ze takové w naopak neexistuje. Podle disledku Farkasova
lemmatu musi mit systém

— Z SkAk + ABT‘ = Aj, Sk Z 0 (124)
keT—{5}
fegeni pro kazdé k € J — {j}. Definujeme-li vektor v € RV jako

v; =1, Vg 1= Sk (k €T —={i}),

muzeme (1.24) prepsat jako

N
Q
<

I
N
o
=

0, (1.25)

vV 1V

—_
Ne}



Nyni bud z* primérni feseni, pro néjz x% > 0 a definujme 7 jako
y p , P JZ T ] J

Tpi=xpz—er, T = ¢v, Ty = 0.

Po dosazeni do (1.25) ziskdme AZ = b a pro dostatecné mala € navic z > 0. Tedy 7 je
piipustné. Ve skutecnosti je T optimalni, protoze Ty = 0. Protoze v; = 1, plati také
7 =¢>0atedy j € B podle (1.13).

Dokézali jsme, Ze kazdy index j € J nalez bud B nebo N a, podle definice 7, je
tedy J = . Dukaz je hotov. O
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Kapitola 2

Primarné—dualni metody

V predchozi kapitole jsme popsali primarné—dualni feseni dvojice iloh

min{c’z; Az =b, v > 0} (P)

max{b’y; ATy+s=c, s >0} (D)
a dokézali jsme, KKT podminky (1.9) - (1.12) jsou nutné a postacujici pro to, aby
vektor (z*,y*, s*) byl primarné—dudlnim fesenim ulohy linearniho programovani.
Ptepisme tyto podminky v ponékud odlisném tvaru jako

Az —b
F(z,y,s):=| ATy+s —c = 0, (2.1)
XSe
(z,5) > 0, (2.2)

kde X = diag(zy,...,z,), S = diag(sy,...,s,), e = (1,1,...,1)T.

Vsimnéme si, ze funkce F' : R?"™ — R**™ je nelinedrni pouze v poslednich n
slozkéch.

Primérné dudlni metody hledaji primarné—dudlni feseni (z*,y*, s*) modifikovanou
Newtonovou metodou, aplikovanou na soustavu (2.1). Smér a délka kroku jsou voleny
tak, aby v kazdé iteraci platila podminka (2.2) ostie, tj. (z*, s*) > 0 pro kazdé k. Tato
vlastnost je divodem pro nazev ,vnitini bod*“. Respektujeme-li uvedené podminky,
vyhneme se pii vypoctu bodum, pro néz je sice F(z,y,s) = 0, ale uz ne (z,s) > 0.
Takovych bodu je mnoho, ale zadny z nich v sobé nenese jakoukoli pro nas uzitetnou
informaci o lohéch (P) a (D).

Vétsina metod vnitiniho bodu pozaduje, aby byly vSechny iterace ostie pripustné.
Definujeme-li mnozinu pifpustnych feseni F a mnozinu ostie pifpustnych feseni F°
predpisy

F = {(z,y,s); Av =b, ATy +s =c¢, (z,5) >0}
Fo= {(x,y,s); Az =0, ATy+5 = (x,S) > O},
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muzeme tuto podminku prepsat ve tvaru

(z®, 9", s") € FO VE.

Jako vétsina iteracnich optimalizacnich procesu, maji i metody vnitiniho bodu dveé
zakladni ¢asti: proceduru na vytvoreni iteracniho kroku a parametr miry ocekavaného
priblizeni (measure of the desirability) v kazdém bodé piipustné oblasti. Jak uz jsme
uvedli, vybér sméru je zalozen na Newtonové metodé pro feSeni nelinedrni soustavy
(2.1). Newtonova metoda linedrné aproximuje funkci F' v okoli daného bodu a smér
(Az, Ay, As) ziskdva vytesenim soustavy linedrnich rovnic

Ax
J(l’,y,S) Ay = —F(Qf,y,S),
As

kde J je Jacobiho matice funkce F'. Je-li dany bod (x, y, s) ostie piipustny (¢ili (z,y, s) €
F?), ma Newtonova soustava tvar

A 0 0 Az 0
0 AT I Ay | = 0o . (2.3)
S 0 X || As —XSe

Jednotkovy krok v tomto sméru ale vétsinou nemuzeme provést, nebot bychom porusili
podminku (z,s) > 0. Proto volime v kazdé iteraci navic délku kroku o* € (0, 1). Nové
priblizeni ma potom tvar

(2,9, s) + a"(Az, Ay, As)

Casto je, bohuzel, mozné volit a* pouze velmi malé (< 1) a metoda, kterd vybira
smér na zakladeé (2.3) konverguje velmi pomalu.

Primarné—dualni metody proto modifikuji zakladni Newtonuv algoritmus, a to dvéma
zpusoby:

1. Odkloni smeér (Az, Ay, As) dovnitt nezaporného orthantu (z, s) > 0. V tomto od-
klonéném sméru pak muzeme provést delsi krok, aniz bychom podminku (z, s) >
0 porusili.

2. Zachovaji hodnoty slozek vektoru (z, s) dostatecné daleko od hranice nezdporného
orthantu, ¢imz predchazeji pripadnému zdegenerovani metody a urychluji kon-
vergenci.

2.1 Centralni cesta

Centralni cesta C je kfivka tvofend ostie piipustnymi fesenimi, kterda hraje v teorii
primarné—dudlnich algoritmu velmi dulezitou roli. Je parametrizovana skalarnim parame-
trem 7 > 0 a kazdy bod (z,,y,,s,) € C Tesi nasledujici soustavu
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Az = b, (2.4)

ATy +s = ¢ (2.5)
8 = 1, 1=1,...,n (2.6)
(x,s) > 0. (2.7)

Tyto podminky se od podminek KKT 1isi pouze v pravé strané vyrazu (2.6), kde
namisto podminky komplementarity (1.11) pozadujeme, aby soucin x;s; nabyval stej-
nych hodnot pro vsechna i. Na zdkladé (2.4)-(2.7) muzeme centralni cestu definovat
jako

C:= {(xrvyﬂ 37'); T > 0}

Jiny zpusob popisu je uzit znaceni zavedené v (2.1), (2.2) a psat

0
F(xﬂyﬂ ST) - 0 (28>

TeE

(xr,8;) >0

Soustava (2.4)—(2.7) aproximuje soustavu (1.9)—(1.12) a to tim lépe, ¢im je parametr
7 blize k nule. Jestlize tedy pro 7 — 0 konverguje C k néjakému bodu, pak je tento
bod primarné-dudlnim fesenim ulohy linedrniho programovani.

Vétsina primarné—dudlnich metod uziva Newtonovu metodu nikoli ptimo pro feseni
soustavy F'(z,y,s) = 0, ale pro nalezeni bodu, lezicich na centralni cesté C. Metoda je
ve skutecnosti slozena ze dvou iteracnich cyklu. Ve vnéjsim cyklu volime hodnotu 7 a
to tak, aby 7 — 0 a ve vnitinim cyklu fesime soustavu (2.4)—(2.7). Tim (pro pevné 7)
ziskdme modifikovany smér (Az, Ay, As). V tomto sméru pak muzeme provést delsi
krok.

Abychom tuto modifikaci mohli popsat 1épe, zavedeme nyni dva nové pojmy. cen-
trujici parametr o € (0,1) (centering parametr) a miru duality p (u > 0) (duality
measure), definovanou vztahem

= (1/n) Z%Sz = (27s)/n (2.9)

ktera udava prumérnou hodnotu souéinu x;s;.
V kazdém vnéjsim kroku zvolime hodnotu 7 = ou; ve vnitinim pak feSime soustavu
pro vybér sméru, kterd ma tvar

A 0 O Ax 0
0 AT I Ay | = 0 (2.10)
S 0 X As —XSe+ oue

Tim provedeme jeden krok Newtonovy metody smérem k bodu (zop, Yous Sou) € C, Pro
ktery x;s; = opu.
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Je-li 0 = 1, rovnice (2.10) definuji tzv. centrujici smér (centering direction), t;.
jeden krok Newtonovy metody smérem k bodu (x,,y,,s,) € C, pro ktery x;s; = p.

2.2 Primarné—dualni schéma

Na zékladé principu, uvedenych v ptredchozich odstavcich, muzeme vytvorit obecné
schéma primarné—dualnich metod.

PD schéma

Déno (2°,4°,s%) € F°

for k =0,1,2, ...
zvolme o € (0, 1),
polozme iy, := ((x%)Ts*)/n
a TeSme soustavu

A 0 0 Az* 0
0 AT I Ayt | = 0 (2.11)
SkEo0 Xk AsF —X*Ske + o e
definujme
(@ yF T M) = (R b, 5Y) 4 of (AR, Ay, As”) (2.12)
kde o® volime tak, aby (z"™!, sk*1) > 0.
end (for).

2.3 Logaritmické barierové metody

V tomto odstavci bych rada v kratkosti uvedla ponékud odlisny piistup k metodam
vnitiniho bodu a jiné odvozeni soustavy rovnic, definujici centralni cestu.

Uvazujme nejprve obecny problém tvaru

min f(z) (2.13)

na mnoziné {z : ¢;(z) >0, 1 <i<m}, (2.14)

kde x = (z1,...,2,)7T.

Zékladni filozofie spo¢iva v minimalizaci nové vytvorené funkce

B(z,7) = f(z) — TZlog(ci(:L‘)), (2.15)

kde = je proménnd a 7 je parametr. Tato funkce nabyva velkych hodnot jednak pro
takova z, pro néz je velkd hodnota funkce f(x), ale také pro takova x, kterd jsou

24



prilis blizko hranice oblasti vymezené podminkami (2.14). Opét tedy muzeme mluvit
o metodach vnitintho bodu. Funkce B(z,7) se obvykle nazyvé logaritmické barierova
funkce.

Problém minimalizace B(z,7) feSime iterac¢né. Iteraéni cyklus startujeme z bodu
70 > 0, 2° a v kazdém kroku hleddme

2* := argmin B(z, 7).

Nésledujici hodnotu parametru pak volime tak, aby

0< Tl < Tk
a proces opakujeme, pficemz pocateénim piiblizenim pro nalezeni bodu z**! je nynf
bod z*. Fiacco a McCormic [4] dokdzali, Ze za uréitych podminek na funkce f(x) a ¢;(z)
konverguje (pro 7 — 0) posloupnost iteraci {z*} k piesnému feseni x* tlohy (2.13),
(2.14).
Pro nasi tlohu linearniho programovani ve tvaru
minc'z namnozinég {r € R": Av = b,z > 0}, (2.16)
jiz odpovida dudlni iloha
max b’y namnozing {(y,s) € R" x R": ATy +s=c,s >0} (2.17)

mé funkce B(z,T) tvar

B(z,7):=c'z — 7 Z log z;. (2.18)

Ulohu (2.16) prevedeme na tilohu minimalizovat posloupnost funkci B(z, 7) za podminky
Ax = b a na tuto novou ulohu aplikujeme metodu Lagrangeovych multiplikatoru. La-
grangeova funkce mé (pro pevné 7 )tvar

L(z,y,7) =c'o — 7 Z log x; — y' (Az —b) (2.19)

a podminky prvniho fadu pro (2.19) potom jsou

c—1Xte—ATy = 0,
Ax = b, (2.20)
kde X je opét diagonalni matice, jejiz diagonalni prvky tvoii slozky vektoru z a e =

(1,...,1)T. Polozime-li (podle (2.17)) s := ¢c— ATy = 71X ~Le, mizeme podminky (2.20)
prepsat do tvaru

XSe = Te, (2.21)
Az —b = 0, (2.22)
ATy +s —c = 0. (2.23)
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kde S = diag(sy, ..., s,). Uvédomme si, Ze z definice funkce B(x, 7) implicitné vyplyva
podminka x > 0 a ponévadz pro kazdé i je s; = 7/x;, plati také s > 0. Soustava
(2.21)-(2.23) pak odpovida soustavé (2.4)—-(2.7).

Ziskany systém nelinedrnich rovnic (2.21)—(2.23) opét fesime Newtonovou metodou.
Newtonova soustava pro smér (Az, Ay, As) ma tvar

A 0 0 Az b— Ax
0 AT 1T Ay | =] c—-ATy—s |, (2.24)
S 0 X As Te — X Se

kde 7 := o(z%s/n) a o € (0,1). Nové piiblizeni je potom

T = $+06PALL‘
y = y+apAy
§ = s +aplAs.

Délka priméarniho kroku ap a délka dudlniho kroku ap je takova, aby (z,$) > 0.
Algoritmus skonéi, je-li hodnota z7's mensi nez piedem pevné zvolené &fslo e.

Podrobnosti o metodach zalozenych ma minimalizaci logaritmické barierové funkce
lze nalézt napf. v ¢lancich M.H. Wright [5], J.Ji, Y.Ye [6], B.Jansen & C.Ross &
T.Terlaky & J.P.Vial [7] nebo D.F.Shanno & E.M.Simantiraki [8].

2.4 Dukaz existence centralni cesty

Cilem tohoto odstavce je dokdzat, Ze za podminky neprazdnosti mnoziny F° existuje
pro kazdé 7 > 0 jednozna¢né feseni soustavy (2.4)—(2.7) a tedy existuje (jednoznacné
definovand) centralni cesta.

Lemma 2 Predpokldidejme, ze F° # @. Pak pro kazdé K > 0 je mnoZina
{(z,s): (z,y,s) € F pro né&jaké y,ols <K }
omezend.

Dikaz: Bud (7,7, 3) libovolny vektor z F° a (z,y, s) libovolny vektor z F, pro
ktery z7s < K. Ponévadz AT = b a zaroven Az = b, je A(Z —x) = 0. Podobné
AT (j —y) + (s — s ) = 0. Z téchto dvou rovnosti vyplyvd, ze

(@-2)' 5-s)=—(@-2) AT(7—y)=0.

Ts < K, ziskdme po upravé

Uzijeme-li podminku z

s +5r <K 415 (2.25)
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Definujme nyni £ takto
€= Iin (min(z;, 5;)) .

Protoze (z,5) > 0, je £ > 0. Po dosazeni do (2.25) dostdvame

el (r+s)< K +12"5,

COZ znamena
1 o 1 o .
ngigg(K%—xs), OSSiSE(K+$S)a 1<i<n0O

Definujme nyni mnozinu H° nésledujicim zptisobem

H° = {(z,s) : (z,y,s) € F° pro néjaké y € R™}

aoznacme (z,, s,) := argmin fr(x,s), kde f; je bariérova funkce definovand predpisem
(x,5)€HO

1 n
fr(x,8) = ;sz - Zlog (xjs;).
j=1

Zname-li (z,,s,), vime z definice H°, 7Ze existuje y, € R™ tak, ze (v,,y,,s,) Fesi
soustavu (2.4) — (2.7). Na rozdil od z a s neni y, definované jednoznacné v piipade, ze
matice A nemé plnou hodnost.

Funkce f;(x,s) se blizi k nekonecnu pro takové (z,s), pro néz se x;s; blizi k nule.
Nutné tedy (z,,s,) > 0.
Dalsi vlastnosti funkce f:

1. funkce f. je ostre konvexni na mnoziné H°.
Je-li Z libovolny vektor, pro ktery Az = b, pak pro kazdé (z,s) € H je

v's =cov—vy=clo—2"ATy=c"o - 7" (c—s)=clo+3's —7'c
Z ¢ehoz je ziejmé, ze restrikce x7's na mnozinu H° je ve skutecnosti linedrn{ (a
tedy konvexni) funkce. Druhy vyraz z definice f, ma pro kazdé (x, s) > 0 kladny
Hessidn a je tedy na H° ostie konvexni. Celd funkce f, je potom ostie konvexn{
na HY.

2. fr je na H° zdola omezend.
Abychom ovérili tuto skutecnost, prepisme f, jako

Filz,s) = =0 (55 4 , (2.26)
T, 8 jzlg(T) n—nlogt

kde
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g(t) :=t—logt — 1.
Je ziejmé, ze
(a) g(t) je ostie konvexni na (0, c0)
(b) g(t) > 0 pro t € (0,00), pficemz rovnosti se nabyva pouze pro t = 1
(c) 111% g(t) = ltlim g(t) = oo.

Uzijeme-li vlastnosti (b) ve vyrazu (2.26), ziskdme

fr(z,8) >n(l—logT).
. Mdme-li pevné ddno T > 0 a libovolné éislo K, potom vSechny body (x,y), které

ndlezeji mnoziné

Ly :={(z,s) e H*: f(z,5) <K }
splniugi podminky

T; € <M1,Mu> , S € <Ml, Mu> 1<i1<n (227)
pro néjakd kladnd cisla M; a M,.
Podle (2.26) je f,(x,s) < K tehdy a jen tehdy, je-li Y g (@) < K, kde K =

7j=1
K —n+nlogr. Zvolime-li libovolny index 7, dostavame

J(2) < k- Y (22) <k
T por T

Protoze plati (a) a (c), musi existovat ¢islo M tak, ze

1
S <ms <M, 1<i<n. 2.98
7 S isi < i<n (2.28)

Po sectenti je

wls = Z%’Si < nM. (2.29)

=1

Podle lemmatu 2 a podle (2.29) existuje ¢islo M, tak, ze x; € (0,M,) a s; €
. . (U . , 1 1
(0, M) pro vSechna i = 1,...,n. Uzijeme-li navic (2.28), paklx,» > s 2 IOL

M.M,

pro kazdé i. Podobné pro s. (2.27) plati, polozime-li M, :=

28



Nyni uz je vSe pripraveno pro to, abychom koneé¢né mohli dokazat, ze pro kazdé
7 > 0 nabyva funkce f, na mnoziné H° svého minima, Ze je toto minimum jediné a Ze
muze byt uzito ke konstrukei feseni (2.4) - (2.7).

Véta 12 Predpoklddejme, Ze F° # @ a necht 7 je libovolné kladné cislo. Pak funkce
f- nabjvd na mnoziné H° lokdlniho minima a soustava (2.4)-(2.7) md resend.

Dikaz: Jak jsme jiz ukazali, mnozina Lg je ¢asti kompaktni podmnoziny mnoziny
H° a f.(x,s) > K pro viechna (z,s) € H° — L. Z toho vyplyva, ze f, nabyva na H’
svého minima. Protoze f, je ostfe konvexni, je toto minimum jediné.

Nyni ukazme, ze argument minima funkce f, tvoii slozky = a s TeSeni soustavy
(2.4)- (2.7). Uvazovany bod fesi problém

min fT('rJ S)
na mnoziné {(z,y,s): Az =0bA"y+s =c, (x,5) > 0}. (2.30)

Aplikujeme-li KKT podminky (1.16)—(1.20), ziskdme soustavu

ng(:v, s)=ATv = S X le= ATy, (2.31)

Ox T

(%fT(a:, s)=Aw = 0=-Aw, (2.32)
%fT(x, s)=w = ; — S te =w, (2.33)

kde X, S, e je obvyklé znaceni pro diag(z1, ..., ,), diag(si,...,s,), (1,..., DT av,w
jsou piislusné vektory Lagrangeovych multiplikdtoru. Z (2.32) a (2.33) ziskame

A(Z-57e) =0

-
a déle z (2.31) a (2.33) dostaneme

1 L\ /1 .
—Xe—S""e —-Se—X""e| =0,
T T

1 T )
0 = (—Xe—s—le) (X—as

T

z ¢ehoz vyplyva

[SIE
~—
P

.
“
NI
~—
N
S| =
n
)
|
S
m}—‘
~~

1 1 _1
= |- (X8)2e— (X5 ) el
Tedy i
1 1 1
—(XS)e—(XS)2e=0 a tudiz XSe = Te.
-
Ukézali jsme, ze argument minima (z,s) funkce f; spolu s vektorem y z (2.30)
spliiuje podminky (2.4)- (2.7). Dukaz je hotov. O
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Kapitola 3

Metody path—following

V kapitole 2 jsme popsali centrélni cestu C jako kiivku obsahujici body (x,y,, s.),
ktera (pro 7 — 0) vede do mnoziny primarné-duélnich feseni Q2. Body z mnoziny ¢
spliuji KKT podminky (1.9)—(1.12), zatimco body, které nélezi centralni cesté jsou
definovany vztahy, jenz se od podminek KKT lisi v hodnoté soucinu z;s;. Body z C
fesi konkrétné soustavu

Az = b, (3.1)
ATy+s = ¢ (3.2)
(z,s) > 0, (3.3)
€r;S; = T, 1= 1,...,n. (34)

V kapitole 2 jsme také ukazali, ze je-li iloha linearniho programovani pfripustna, ma
tato soustava pro pevné zvolenou hodnotu 7 > 0 pravé jedno feseni (z.,y., s,), ackoli
KKT podminky (tj. podminky (3.1)—(3.4) pro 7 = 0) muzou mit i FeSeni vicendsobn4.

Slovni spojeni ”"Metody path—following”, jenz by bylo ptfipadné mozné doslova
prelozit jako "Metody néasledujici cestu”, je odvozeno z nasledujiciho faktu. Vsechny
iterace, které ziskdme témito metodami, nalezi jistému pevné zvolenému okoli centralni
cesty C a pro 7 — 0 ji "nésleduji” do mnoziny teseni 2. Okoli C pritom volime tak,
aby neobsahovalo body lezici ptili§ blizko hranice nezdporného orthantu (z,s) > 0.
Soucasné s tim v kazdé iteraci snizime hodnotu parametru g a to tim zpusobem, ze
provedeme jeden krok Newtonovy metody smérem k bodu (x,,y,,s,) € C, pficemz
T := op, kde o € (0,1) je centrujici parametr zavedeny v kapitole 2. Novd hodnota
st je pak mensf nebo rovna pivodnf hodnoté uy a iterace (x**1, y*1 sk+1) je blize
presnému feSeni, spliujicimu KKT podminky.

Algoritmy uvedené v této kapitole generuji ostie piipustné iterace(z®, y*, s*), které
splinuji podminky (3.1)—(3.3). Protoze uzivime Newtonovu metodu, podminka (3.4)
piesné splnéna neni. Souciny z;s; obecné nejsou stejné pro vsechna i a (z%,y", s*)
se proto odchyluji od centrdlni cesty C. Miru této odchylky zjistime srovnanim jed-
notlivych soucint s jejich primérnou hodnotou i = (1/n) > x;s; = (27's)/n. V konkrét-
nim piipadé muzeme uzit napf. vdzenou normu (a scaled norm), definovanou vztahem
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T1851

1 1 xTs
Lixse—pel =41 |- ( )en (3.5)
u u n

TnSn

| - || vétsinou znamena 2-normu nebo oo-normu. V obou piipadech plati, je-li (1/u)
| XSe — pe ||< 1, pak x > 0, s > 0. (Je-li i-td slozka vektoru = nebo vektoru s
rovna nule, je || XSe — pe ||> |z;s; — | = p). Hodnota p plni roli ,,miry ocekdvaného
priblizeni®, zminéné v kapitole 2. Uvédomme si totiz, ze pro body lezici na centralni
cesté je hodnota vyrazu (3.5) rovna nule.

Uzijeme-li v (3.5) 2-normu a omezime-li odchylku tak, aby byla mensi nebo rovna
pevné zvolené hodnoté 6 € (0, 1), ziskdme okoli N5(#) definované vztahem

Na(0) == {(z.y,s) € F*; | XSe — pe [|]2< Oy} (3.6)

Uzijeme-li v (3.5) oo-normu, ziskdme obdobné okoli NV ().
Miuzeme zavést jesté jedno okoli,

N_o(y) = {(z,y,5) € F'; a8, >y prokazdé i=1,... n}, (3.7)

kde v € (0,1),

a to na zdkladé nésledujici poznamky. Uvédomme si, Ze se pomoci (3.6) snazime,
aby pro zadné i nebyl rozdil p— x;s; prilis velky (tj. aby souc¢iny nebyly o mnoho mens,
nez je jejich prumérnd hodnota). Tedy aby se zadnd ze slozek vektoru (z, s) neptiblizila
k hranici nezaporného orthantu (x,s) > 0 predéasné, coz znamend pro takové k, pro
néz jesté neni uy dostatecné malé. Presné totéz lze zajistit pomoci (3.7). Na rozdil od
Na(6) resp. Noo(0) klade okoli N () na hodnoty z;s; pouze jednostranné omezeni.
Nékdy se proto také nazyva jednostranné oo-norma okoli. Typické hodnoty parametru
6 a~yjsouf =05 v=1073.

Jestlize bod lezi v N_ (), musi byt kazdy ze soucinu z;s; alespon malym nasobkem
jejich prumérné hodnoty p. Tato podminka ve skutecnosti neni ptilis omezujici a pro
v blizké nule obsahuje N_ () vétsinu bodu pifpustné oblasti F. Okoli N3(0) je re-
striktivngjsi. Nekteré body z F° nepatif do No(#) pro zadné 6 libovolné blizké 1. Tyto
vlastnosti jesté zminime v dalsim textu.

Metody path—following se drzi zdkladniho PD schématu uvedeného v kapitole 2.
V kazdé z nich je pevné zvoleno jedno z okoli N3(6), Nu(6), N_o(7) a centrujici
parametr o. Délka kroku a je pak volena tak, aby vsechny iterace (x*,y*, s*) byly
prvky zvoleného okoli.

V této kapitole podrobnéji popiseme t¥i metody path—following. Jednak metodu
path—following s kratkym krokem (Algoritmus SPF — Short—step path—following) a
metodu path—following prediktor—korektor (Algoritmus PC), u obou volime okoli N3 (6),
a dale metodu path—following s dlouhym krokem (Algoritmus LPF - Long—step path—
following), kde volime okoliN_ (7).

Metoda SPF, nejjednodussi ze vSech metod vnitiniho bodu, voli pro vSechna k
konstantni hodnotu centrujicitho parametru o, = ¢ a konstantni hodnotu délky kroku
a® = 1. (Zde uvedend analyza vychdzi z ¢ldnku Monteiro & Adler [9] a je popsana
v knize S.Wright [2].)
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Metoda PC stiida dva typy kroku: prediktorové kroky, které zmensuji hodnotu u,
ale zvétsuji hodnotu vyrazu (3.5), coz znamend zhorseni centrality aproximace, a ko-
rektorové kroky, které hodnotu parametru g neméni, ale centralitu aproximace opét
zlepsuji. Algoritmem PC se zabyvali mnoz{ autofi (napi. Monteiro & Adler [9], Sonn-
evend & Stoer & Zhao [11, 12]), ale iplné poprvé byl analyzovén v praci Mizuno & Todd
& Ye [10]. Nékdy je proto také nazyvan Mizunuv-Todduv-Yeuv algoritmus prediktor—
korektor. Duvodem je jeho odliseni od Mehrotrova algoritmu prediktor—korektor (viz
napi. S.Wright [2], D.F.Shano [14].)

Hlavn{ nevyhodou okoli N3(6) je jeho restriktivni charakter. Z definice (3.6) vidime,
ze pro kazdy bod (z,y, s), lezici v Na(#) musi platit vztah

D wisi/p) =17 <6 <1,

i=1
ktery neznamend nic jiného, nez ze soucet ¢tvercu vsech relativnich odchylek x;s; od
jejich prumérné hodnoty nepiesdhne hodnotu 1. At je 6 € (0,1) jakkoli blizko jednicce,
zahrnuje okoli N5(f) pouze malou ¢4st mnoziny ostie pifpustnych feseni F°.

Oproti tomu okoli N () je podstatné expanzivngjsi a pro malé hodnoty v zahrnuje
téméf viechny body z mnoziny ostie piipustnych feseni F°. Na vybéru tohoto okoli je
zalozena metoda LPF. Tato metoda voli hodnotu centralizujictho parametru oj mensi
nez metoda SPF. Podminka 2™ s¥*! = o1 je blize KKT podmince 2;s; = 0 a metoda
LPF je v jistém smyslu ,agresivnéjsi“ nez metoda SPF. Smeér (Az, Ay, As) je FeSenim
soustavy (2.11) a délka kroku o je volena jako nejvétsi mozna hodnota «, pro niz je
(2F, y*, %) +a(Axk, AyF Ask) prvkem N (7). Slozitost LPF je oviem O (nlog(1/€)),
zatimco slozitost SPF resp. PC je O (yv/nlog(1/e)).

Ackoli k-t4 iterace metod path—following smétuje k bodu (z.,y,, ;) € C, pro ktery
T;S; = T = Oy, jen ziidka se podafi tohoto bodu dosdhnout presné. Duvodem
je rozdil mezi nelinedarni soustavou (3.1)—(3.4) a jeji linedrni aproximaci, ktera vede
na soustavu (2.11). Tento rozdil 1ze kvantitativné popsat pomoci souc¢inu Ax;As;.
V dalsich odstavcich uvedeme nékteré odhady téchto soucinu. Déle se zamérime na
konvergenci posloupnosti parametru {ux} k nule a na konvergenci posloupnosti ite-
raci {(z*, 4", s*)}. Rovnéz ukdzeme, zZe slozky (2%, s*) jsou omezené a hromadny bod
posloupnosti {(z*, s*)} je fesenim tilohy linearnfho programovani, splitujicim podminku
komplementarity.

3.1 Metoda path—following s kratkym krokem (SPF)

Jako prvni uvedme algoritmus SPF. Metoda startuje z bodu (z°,1°, s°) € N3(0) a
uzivéa konstantni hodnoty o = 1, 0}, = 0, kde 6 a o spliujf urcité vztahy popsané nize.
Vsechny iterace (z*,y¥, s%) jsou prvky N3(0) a mira duality u konverguje linedrné
k nule s kvocientem (1 — o).

Metoda vychazi ze zakladniho PD schématu. Parametry 6 a o nabyvaji specidlnich
hodnot, jejichz volbu zduvodnime pozdéji.

Algoritmus SPF
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Déno 0 := 04, 0 :=1—0.4/y/n, (2°,¢4°,s°) € N5(0)
for k=0,1,2,...

polozme oy, := o a fesme soustavu (2.11) pro (Ax*, Ay*, As)

definujme (2*+1 yFHL k) = (aF y* %) + (Azk, AyF, AsF)
end(for).

Neékolik prvnich iteraci algoritmu SPF je znédzornéno na obr. 3.1. Pro dvoudimen-
zionalni problém (n = 2) tvoii osy soustavy soufadnic, ponékud neobvykle, souciny
$1%1, Ta2S9. Centréalni cesta je ptimka, vychazejici z pocatku a svirajici s osou x1s; thel
7/4. V této (nelinedrni) soufadné soustavé se vektor (Az*, Ay* As*) transformuje na
obecné nelinearni kiivku. Presné teseni ulohy linedrniho programovani je bod (0,0).

%2 B

N, (8) |

Figure 3.1: Iterates of Algorithm SPF, plotted in (xs) space.

Z obrazku 3.1, 3.2 a 3.3 je vidét, jak v jednotlivych algoritmech omezuje hranice
okoli délku kroku.

Na tomto misté uvedeme nékolik lemmat a vét, které popisuji vlastnosti algoritmu
SPF. Jejich dukazy lze nalézt v knize S.Wright [2]. Nejvétsim problémem je dokézat,
ze vechny iterace algoritmu SPF jsou prvky okoli AV5(#). O této vlastnosti algoritmu
hovori lemmata 4 a 5 a véta 13. Z lemmatu 3 ziskame linearni konvergenci posloupnosti
parametra {/uy}.

Zaved me jesté néasledujici oznaceni:

(x(a),y(a),s(a)) = (z,y,s) + a(Az, Ay, As), (3.8)
pla) = (z(a))(s(a))/n.

Lemma 3 Bud smér (Ax, Ay, As) definovdn tesenim soustavy (2.10). Pak je

(Az)" As =0 (3.10)
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pla) =1 —a(l=oa))p (3.11)

Pro specidln{ volby parametrti o = 1—0.4/y/n a o = 1 algoritmu SPF dostévame
na zakladeé (3.11) pro dvé po sobé nésledujici hodnoty parametru p vztah

[yl = Opfly = (1—0.4/\/5);% k=0,1,2,... (3.12)

jehoz dusledkem je globélni linedrni konvergence posloupnosti {z} k nule.

Nésledujici tvrzeni se tykaji viastnosti (2%, y*, s*) € N(0) pro kazdé k. Z lemmatu 3
vime, ze > Ax;As; = 0, coz ovSem neznamend, ze jsou nulové jednotlivé souciny
Ax;As;. Horni odhad normy vektoru, jehoz slozky tvori pravé tyto souciny, uvadi
nasledujici lemma.

Lemma 4 Je-li (z,y,s) prokem N3(0), pak

02+ n(l—o0)

<
IAXASe| < 5

(3.13)

Dusledkem lemmatu 4 je lemma 5, které dava odhad vzdalenosti bodu (z(a), y(a), s(a))
od centralni cesty.

Lemma 5 Je-li (z,y,s) prokem Ny(0), pak

1X(a)S (a)e — p(a)e]] < |1 —af||XSe— pel| +o*[[AXASe|]  (3.14)
0% +n(l—o0)
< |1- 2 :
< 1—alfu+a ¥ (1= 0) (3.15)

Véta 13 objasnuje vztah mezi 6 a o a ukazuje, ze i pti volbé délky kroku a =1 ve
sméru (Ax, Ay, As) lezi nésledujici iterace v mnoziné Na(6).

Véta 13 Zvolme parametry 0 € (0,1) a o € (0,1) tak, aby spliiovaly nerovnost

02 +n(l—o0)
2372 (1 §)

< af. (3.16)

Pak plati: je-li (x,y,s) € Na(0), je (z(a),y(a), s(a)) € Na(0) pro vSechna o € (0, 1).
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Diukaz: Dosadme (3.16) do (3.15). Pro « € (0, 1) ziskdme

1X(a)S (a)e — plael| (1—a)fp+a’odp
(1—a+oa)fu (protoze o € (0,1))

Ou(a) (podle (3.11) ). (3.17)

IA A

Bod (z(a),y(a), s(a)) tedy splituje podminku z definice okoli N5(8).

7 s v~

Az(a) =D, Aly(a) + s(a) = c.

Oveéime jesté vztah (x(a), s(a)) > 0. Nejprve vsak pripomenme, ze (x(0),s(0)) =
(x,s) > 0. Podle (3.17) je

zi(a)si(a) > (1 -0 pula)=1-0)1—a(l—0))u>0. (3.18)

Posledni nerovnost je dusledkem toho, ze 6 € (0,1),a € (0,1) a 0 € (0,1). Z (3.18)
vyplyva, ze ani x;(«), ani s;(«) nemuze byt rovné nule (pro zadné i) a tedy (z(a), s(«))
> 0 pro kazdé o € (0, 1). O

Ted zbyva uz jenom overit podminku (3.16) pro specidlni hodnoty 6 a o z algoritmu
SPF. Po dosazeni # = 0.4 a 0 = 1 — 0.4/4/n se snadno presvédéime, ze (3.16) plati pro
vSechna n > 1.

3.2 Metoda prediktor—korektor (PC)

Algoritmus SPF voli parametry oy := o, které lezi ostfe mezi nulou a jednickou. Tato
volba zaruéi zlepseni centrality nasledujici iterace a snizeni hodnoty p v jednom kroku.
Algoritmus PC rozdéluje tuto tlohu na dvé a pravidelné stiida dva typy kroku:

1. prediktor (o3 = 0) pro snizeni hodnoty p

2. korektor (o) = 1) pro zlepseni centrality nédsledujici iterace.

Dalsi vyznamnou vlastnosti{ algoritmu PC je volba dvou okoli N5(#), kde prvni
z nich je obsazené uvniti druhého. Sudé iterace (tj. body (z%,4*,s*), k -sudé) jsou
prvky vnitiniho okoli, zatimco liché iterace jsou prvky vnéjsiho okoli.

Pro ilustraci rozeberme nyni podrobnéji prvni dvé iterace algoritmu PC. Pocateéni
piiblizeni (2° 4%, s%) necht je prvkem vnitiniho okoli. Nejprve polozme oy = 0 a
spoc¢téme (Azx, Ay, As) pro prediktor. Ve sméru tohoto vektoru postupujme tak dlouho,
dokud nedosdhneme hranice vnéjsiho okoli. V tomto bodé pak definujme nové priblizeni
(x', 9%, s'). Nyni polozme o, := 1 a spoctéme (Az, Ay, As) pro korektor. V tomto
sméru zvolme jednotkovy krok a nésledujici iteraci pak definujme jako (z?,y?, s?) :=
(x',y', s') + a(Az, Ay, As), kde o := 1. Bod (22,42, s?) lezi opét ve vnitinim okoli.
Pravé uvedeny dvoukrokovy cyklus se neustdle opakuje a generuje posloupnos
{(2* y* )}, jejiz sudé prvky lezi uvniti vnitintho okoli a liché prvky na hranici
vnéjsiho okoli.
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N, (0.5) 2]

x5

Figure 3.2: Iterates of Algorithm PC, plotted in (xs) space.

Neékolik prvnich kroku cyklu je zndzornéno na obr. 3.2. Piesné teseni ulohy lezi
v bodeé (0,0).

Prediktorové kroky zmensuji hodnotu p (1 — «)-krét, kde « je délka kroku. Korek-
torové kroky ponechaji hodnotu p nezménénou, ale zaruci, ze néasledujici priblizeni lezi
opét ve vnitinim okoli. Tim poskytnou vice ,,prostoru* pro dalsi (prediktorovy) krok.

Formalni popis algoritmu PC opét vychazi ze zakladniho PD schématu z kapitoly 2.
Pro jednoduchost zvolme za vnitin{ okoli N2(0.25) a za vné&jsi N2(0.5). Hodnoty 6 je
mozné volit i jinak, splnuji-li ptislusna okoli podminky uvedené nize.

Algoritmus PC

Déno (2°,9°,s°) € N5(0.25)

for k=0,1,2,...
if k sudé (* prediktor *)
polozme oy, := 0 a Fesme soustavu (2.11) pro (Az*, Ayk, Ask);
zvolme of jako nejvetsi o € (0,1), pro néjz plati

(z"(a), y"(a), s (@) € N5(0.5) (3.19)

a definujme

(@™ " s = (2 (ah), 54 (0"), s5(a))
else (* korektor *)
polozme o}, := 1 a feSme soustavu (2.11) pro (Az*, Ay*, As*)
a definujme
(xk-i-l’yk—i-l’sk—i-l) — (.75’“,3/“,3’“) 4 (Awk,Ayk,ASk)

end(if)
end(for).
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Analyza metody PC je podobnd analyze metody SPF. Uvedme tedy pouze néktera
dopliujici lemmata. Dukazy lze opét nalézt v knize S.Wright [2].

Chovani prediktorovych kroku popisuje nésledujici lemma. Uvadi dolni odhad pro
délku kroku a a odhad hodnoty p pro nasledujici iteraci.

Lemma 6 Predpoklddejme, Ze (x,y,s) je prokem N3(0.25) a (Az, Ay, As) je smér

definovany soustavou (2.10) pro hodnotu o = 0. Pak (z(a),y(a), s(a)) € N2(0.5) pro
vSechna o € (0, &), kde

1 [ 1/2
o = 1mMin (5, (m) ) (320)

Délka kroku pro prediktor je tedy alespori & a novd hodnota (o) je nejuyse (1 — &)p.

K nalezeni dolni hranice pro & muzeme vyuzit lemmatu 4. Polozme pro nas pripad
0 :=0.25 a 0 := 0. Ziskame odhad

m - 2%/2(1-025) 32 _ 0.16
8[|[AXASe|| ~ 8((0.25)° +n) 1+16n~ n’

je-li n > 1. Potom podle (3.20)

o1 (016 1/2 0.4
8] min — _— = —.
- 2’\ n vn

Ponévadz prediktorové kroky odpovidaji sudym itera¢nim indextim, muzeme psat

e < (1= 0.4V k=0,2,4,... (3.21)

Lemma 7 popisuje chovani korektorovych kroku. Ukazuje, ze korektor , presouva
iterace z vnéjsiho okoli do vnitiniho, aniz by zménil hodnotu .

Lemma 7 Predpoklddejme, Ze (x,y,s) je prokem No(0.5) a (Ax, Ay, As) je smér defi-
novany soustavou (2.10) pro hodnotu o = 1. Pak

(z(1),y(1),s(1)) € N3(0.25) a p(l) = p.

Lze dokazat (dukaz opét viz S.Wright [2]), ze slozitost algoritmu PC je stejna jako
slozitost algoritmu SPF. Algoritmus PC je ale urcitym zlepsenim algoritmu SPF a
to z duvodu vétsi adaptibility délky prediktorového kroku. Zatimco u SPF jsou hod-
noty a* za vsech okolnosti stejné, u PC se méni v zavislosti na prediktorovém sméru
(Az, Ay, As). Hodnotu a muzeme volit vétsi pro takovy smeér, v némz lze vice snizit
hodnotu g, aniz by nasledujiciiterace lezela mimo pripustné okoli. Pro vzrustajici k se
takové smeéry vyskytuji stdle castéji a hodnotu « lze pak volit velmi blizko 1. Posloup-
nost parametru {yu} konverguje k nule superlinedrné.
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I pfes tuto vlastnost je algoritmus PC stéle jesté omezujici, a sice z duvodu volby
okoli NV;. Uvedme proto jesté jeden algoritmus, ktery také umoziiuje adaptivné volit
hodnotu alfa, ale navic pouzivd méné omezujici okolif N_ (7).

3.3 Metoda path—following s dlouhym krokem (LPF)

Algoritmus LPF generuje posloupnost iteraci v okoli N_,.(7), které pro v dost mald
(feknéme 1073) obsahuje téméf vsechny body mnoziny ostfe pifpustnych feseni FP.
V kazdé iteraci voli hodnotu centralizujictho parametru oy tak, aby lezela mezi dvéma
pevné stanovenymi hodnotami 0 < oy < Opax < 1. Vybér sméru ziskame, jako
obvykle, vyfesenim soustavy (2.11). Hodnotu o* volime jako nejvétsi moznou délku
kroku, pro niz lezi nésledujici iterace v N_ (7). Formdln{ tvar algoritmu je nésledujici:

Algoritmus LPF

DANo 7, owmin, Tmax, kde ¥ € (0,1), 0 < opmin < Omax < 1 a (2%,9°, %) € N_oo(7)
for k=0,1,2,...
zvolme 0}, € (Tumin, Omax) & feSme soustavu (2.11) pro (Az*, Ay*, As¥)
zvolme o jako nejvétsi a € (0,1), pro néjz plati

(2" (), y"(a), " (@) € N (7) (3.22)

definujme

(Jik+1,yk+1,8k+1) — (xk(ak%yk(ak)’sk(ak))
end(for).

Neékolik prvnich kroku je opét znazornéno na nésledujicim obréazku.

Jak ukazuje obrazek (a jak potvrdi analyza) dolni hranice oy, zarucuje toto: kazdou
iteraci startujme z bodu na hranici a ve sméru vektoru(Az*, Ay*, As*) se pohybujeme
nejprve dovniti oblasti. To znamenad, ze zvolime-li malou délku kroku «, zlepsime cen-
tralitu iterace. Pro prilis velké hodnoty o se dostaneme znovu mimo okoli, ponévadz
chyba, které se dopustime aproximaci nelinedrntho sytému (3.1)—(3.4) linedrni sous-
tavou (2.10), je pro rostouci « vyrazngjsi. Nicméné presto jsme pro kazdou iteraci
schopni zarucit (v daném smeéru) jisty minimalni krok oy, pro néjz (z(min), ¥(min ),
$(Qmin)) jesté nelezi na hranici okoli N_ (7).

V lemmatu 8 a vété 14 nalezneme dolni hranici pro toto o a odhad pro snizeni
hodnoty p v kazdé z iteraci.

Uvédomme si, ze okoli N3(0) a N_o(7) jsou na obrézcich 3.1, 3.2 a 3.3 reprezen-
tovany stejné. Obé jsou ohranic¢ena primkami, vychazejicimi z pocatku. Tato podobnost
ovsem plati pouze pro n = 2. Pro vétsi n mohou mit okoli zcela odlisné tvary.

Lemma 8 Je-li (z,y,s) prokem N_(v), pak

I|AXASe|| <2732 (1 + 1) nj. (3.23)
v
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58200

iterates

Figure 3.3: Iterates of Algorithm LPF, plotted in (xs) space.

Srovnejme tento odhad s odhadem uvedenym v Lemmatu 4. Zjistime, Ze omezeni
(3.13) je tesnéjsi, coz je zpusobeno vétsi restriktivnosti okoli N5 (#). Rozdil v omezenich
(3.13) a (3.23) je duvodem pro rozdilné slozitosti algoritmu SPF a LPF.

Nadesel cas ukdzat, ze (z¥(a), y*(a), s*(a)) € N_o(7) pro véechna

1 _
ac <o, 23/%ﬁ%> (3.24)

a tudiz lze v kazdém kroku volit

1
ap < 23278 - " (3.25)
n 1+
Pro kazdé i = 1,2, ..., n plyne z lemmatu 3.13, Ze
1
|AzFASE| < ||AXFASTe]|; < 272 (1 + —) nilg. (3.26)
8

Uzijeme-li vztahu

S Ax + XAs = —XSe+ opue,

ziskdme z vlastnosti 2¥s¥ > vy, a z (3.26)
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(xf + ozA:cf) (sic + aAsf)
= afsi +a (2 Asf + siAz)) + o’ AxfAsh
2Fsf (1 — o) + aopur — | Azk Ask|

29—32 1
v (1 — @) pg + qoppy — a2 2 1—|—; Nfbg.

v

v

Navic, podle (3.11), je

p(a) = (1 — (1 — ok)) puk-
Vysledné tedy podminka z definice N (7)

zi (a)s; (o) = yp(a) (3.27)
plati, predpokladame-li, ze

1
v (1 — @) pg + aoppg — o222 <1 + ;) nug > v (1 — o + aoy) p,
¢ili, po uprave,

1
o (1 —7) > o227 2nu, (1 + —) )
f}/

coz plati, je-li

Tim jsme dokazali, ze (2" (c), y*(«), s*()) splituje podminku (3.27) z definice N_ o (7),
lezi-li « v intervalu uréeném (3.24). Podobné, jako v dukazu véty 3.10, muzeme ovéfit,
ze pro tato a lezi bod (z*(),y* (), s"(«)) v mnoziné F°. Tim jsme dokdzali (3.24) a
(3.25).

Véta 14 Necht jsou ddany parametry 7, Owmin, Omax 2 algoritmu LPF. Pak existuje kon-
stanta d nezdvisla na n tak, Ze

frr < (1= 0/n)
pro vSechna k > 0.

Dikaz: Vyuzijme toho, co uz je dokazano. Z (3.11) a (3.25) ziskdme

per = (I —ax (1 —ox))

2%/ 1 —
< (1 - — ::ak (1-— ak)> - (3.28)
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Funkce o (1 — o) je konkdvni kvadratickd funkce v o a tedy na kazdém intervalu nabyvé
minima v jednom z krajnich bodu. Z toho plyne

O (1 - Ok) Z min {Umin (1 - Umin) y Omax (1 - Omax)}

pro viechna oy € (Omin, Omaz)- Nyni staci dosadit tento odhad do (3.28) a polozit

l—n
d:= 23/2 —— MmN {Tmin (I — Omin y Omazx 1 — 0maz) -0
T1 L min (i (1= o) (1= )}

3.4 Hromadné body posloupnosti iteraci

Ptedchozi zavéry, tykajici se konvergence, se soustiedily hlavné na konvergenci iy
k nule. Zaméime se nyni na posloupnost iteraci {(z*,y*, s*)}; jeji chovdni je komp-
likovanéjsi, nez by se na prvni pohled mohlo zdat. Hlavnim tkolem bude ukazat, ze
posloupnost slozek {(x*, s*)} m4 hromadny bod. Plati-li toto, pak mtizeme primarné-
dualni feseni zkonstruovat nasledujicim zpusobem:

Necht K je vybrand posloupnost takova, Ze %il}qc(xk,sk) = (z*,s%). Pro kazdé k € K
€

plati

Az® =b, c¢—s" € Range(AT), (a*, s") > 0.
Piejdéme k limité a uzijme faktu, Ze mnozina Range( A7) je uzaviend a 7ze u — 0. Pro
(x*, s*) ziskdme
Az*=b, c—s"cRange(A?), (2,5%)>0, (2")7s"=0.

Tedy ¢ — s* = ATy* pro néjaké y*. Tyto vztahy odpovidaji KKT podminkdm (1.9)-
(1.12); (z*, y*, s*) € Q je nalezeno.

V této ¢asti se podrobnéji podivejme na limitni chovadn{ posloupnosti {(z*,s*)},
generované algoritmy SPF, PC a LPF. Ukazeme, Ze tato posloupnost je omezena a
tedy ma alespon jeden hromadny bod. Navic vSechny hromadné body odpovidaji ostte

komplementarnimu feseni (z*, y*, s*), tj. FeSeni, pro néjz

;>0 (ieB) s;>0 (ieN) (3.29)
kde BUN je rozklad mnoziny indexu {1,...,n} definovany v (1.13), (1.14)

Lemma 9 Bud g >0 a~ € (0,1). Potom pro viechny body (x,y, s) takové, Ze

(z,9,5) ENoo(7) CF°, 1 < g, (3.30)

(kde p = 2l ), ezistuji konstanty Cy a Cy tak, Ze

n

(2, s)[] < Co (3.31)
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0<xigcﬁ (i e N), 0<sigcﬁ (i € B), (3.32)

1 1

i >Ciy (ieN), r; > Cyy (i € B). (3.33)

Véta 15 Necht {(z*,y*,s*)} je posloupnost iteraci, generovand algoritmy SPF, PC
nebo LPF a necht posloupnost . konverguje k nule pro k — oo. Pak je posloupnost
slozek {(z*, s*)} omezend a md tedy alespori jeden hromadny bod. KaZdy z hromadnijch
bodu odpovidd ostre komplementdrnimu primdrné—dudlnimu reseni ulohy linedrniho
Programovant.

Diikaz: Iterace generované kazdym z algoritmu SPF, PC a LPF, lezi v okoli N (7)
pro vhodné . Pro algoritmus SPF je

(2%, 9", s%) € N3(0.4) C N_oo(0.4).

Pro algoritmus PC lezi vSechny iterace v N(0.5), jenz je podmnozinou N_.(0.5),
algoritmus LPF vybird pifmo okoli N_,(y) pro v € (0,1). Pro kazdou z metod je
navic posloupnost gy, nerostouci, p, < o pro kazdé K. Kazdd z iteraci (zF,y", s*)
tudiz splnuje predpoklady lemmatu 9.

Omezenost posloupnosti {(z*,s¥)} plyne z (3.31). Je-li (2*,5*) € R™ x R" jeji
hromadny bod, muzeme nalézt y* € R™ tak, ze (z*,y*, s*) € Q. Protoze plati (3.33),
musi byt

si>Ciy>0 (ieN), ;> Ciy>0 (i€B),

z ¢ehoz vyplyva striktni komplementarita feseni. O

Maé-li iloha jednoznaéné primarné—dualni feseni, pak posloupnost iteraci, vytvorena
libovolnou ze tii uvedenych metod, konverguje k tomuto feSeni, jak je zfejmé z véty
15.

42



Kapitola 4

Nepripustné metody vnitrniho
bodu

A7z dosud jsme uvazovali pouze takové metody, pro které bylo pocateéni priblizeni
(29,9, s°) ostte pifpustné; specidlné splitovalo vztahy Az® = b, ATy +s% = ¢. V diisled-
ku nulové pravé strany v (2.10) pak tyto vztahy spliovaly i vSechny dalsi iterace. Pro
vétsinu uloh je vSak obtizné ostie pripustné pocatecni priblizeni najit. Existuji ulohy
linearniho programovani, pro které takové body vubec neexistuji. Jako priklad muzeme
uvést ilohu

min(2z;, + x2) namnoziné {zr:x;+zo+a3=5 & z1+23=5 & = > 0}.

Snadno ze lze presvédéit, Ze mnozina F° je pro tuto ilohu prazdna. Vseobecné lze fici,
ze ulohy linedrniho programovani ziskané transformaci obecné tlohy do standardniho
tvaru obvykle nemaji ostfe pripustna reseni.

Jeden ze zpusobu, jak se uvedenym potizim vyhnout, popiSeme v této kapitole.
Vytvoifme algoritmus, ktery nepozaduje, aby pocdtecni priblizeni (z° 4°,s°) lezelo
v mnoziné F°, ale pouze, aby platilo (z°,s) > 0. Protoze takové pocatecni piibliZeni
lezi obvykle mimo mnozinu piipustnych feseni, maji vSechny metody s touto vlast-
nosti privlastek ,nepfipustné“. V kazdém kroku pak vybirdme smér (Ax, Ay, As) tak,
abychom jednak zlepsili centralitu iterace, ale navic aby nésledujici iterace byla blize
k pripustné oblasti. Definujme nyni rezidua r, a r. nasledovné

ry = Ax — b, re:=ATy+s —c (4.1)

Rovnice pro smér (Az, Ay, As) pak maji tvar

A 0 O Ax -7
0 AT T Ay | = —Te . (4.2)
S 0 X As —XSe+ope

Timto opét provedeme jeden krok Newtonovy metody, smétujici k bodu (Zop, Yo, Sopu) €
C. Jeho aproximaci je bod

(Z,9,8) = (x,y,s) + a(Azx, Ay, As)
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Je-li mozné volit délku kroku a = 1, pak je bod (z, 9, §) jiz pripustny a stejné tak jsou
pripustné i vSechny dalsi iterace.

Az do této doby jsme stale mluvili pomérné obecné. Ve zbytku kapitoly popiseme
pro nazornost jednu konkrétni metodu - metodu IPF, ktera je ,,nepiipustnou” verzi
metody path—following s dlouhym krokem (LPF), uvedené v kapitole 3. Tato metoda je
nejblize metoddm uzivanym v praxi. Obecné lez{ viechny iterace (z¥, y*, s¥), generované
algoritmem IPF mimo piipustnou oblast, ackoli jejich limita je, samoziejmé, piipustné
(a optimaln{) feseni ulohy linedrniho programovéni. Metoda konverguje dokonce i
v pifpadé, kdy je mnozina FY prazdna.

Jak uz jsem predeslala, jednotlivé kroky algoritmu ziskame vyfesenim modifiko-
vané Newtonovy soustavy (4.2) pro hodnoty parametru o > ¢ > 0. Stejné jako
u metody LPF chceme i nyni, aby vSechny iterace lezely v urcitém okoli centralni cesty.
V nasem pripadé vznikne toto okoli rozsifenim okoli N_ . (7), které uzivala metoda
LPF, o nepripustné body. Délku kroku alfa omezime dvéma novymi podminkami. Jed-
nak budeme pozadovat, aby chyba vyrazti Az = b a ATy+s = c klesala k nule alespoii
tak rychle jako hodnota miry duality p. Za druhé pak zavedeme Armijovu podminku
o minimalnim poklesu hodnoty u v kazdé iteraci.

Analyza uvedend v nasledujicich odstavcich ukaze, ze posloupnost parametru piy
konverguje monotonné k nule pro libovolné pocatecni priblizeni, pro né&jz je (z°, s°) > 0.
Zvolime-li navic (2°,¢4°,s%) = p(e,0,¢), kde p je dostatetné velké, dostaneme poly-
nomialn{ slozitost algoritmu. (Bod, pro néjz je uy. < € ziskdme v O(n?|log€|) iteracich.)
Algoritmus IPF neni o mnoho komplikovanéjsi nez algoritmus LPF, jeho analyza ovSem
vyzaduje prilis technickych dukazu. Vétsinu z nich zde neuvadim; lze je nalézt napft.
v knize S.Wright [2].

4.1 Metoda IPF

Nejprve zaved me rezidua predpisem (4.1). Po¢itame-li tyto hodnoty pro bod (z*, y*, s*),
budeme je znacit rf resp. 7%. Jak uz jsme jednou uvedli, algoritmus IPF uziva okol{
N_oo(7, B), které je rozsitenim okoli N (7); definujme ho nasledovné

Newlrs8) = (o) o] < 122l (43)
s >yp , 1<i<n, (4.4)
(x,s) >0} (4.5)

kde v € (0,1) a 3 > 1 jsou dané parametry a (r?,7°) resp. o jsou hodnoty rezidui

resp. miry duality pro poc¢atecéni piiblizeni. Vztah (4.3) prepisme do tvaru

lrwroll _ 1
(g I~ ho

7 toho je ziejmé, ze aby v okoli N (v,03) lezel i bod (2°,9° s%), musi skutecné

platit f > 1. Z vyrazu (4.3) navic vyplyva, ze mira nepfipustnosti kazdého bodu

z mnoziny N_.(v, ), vyjaddiend normou vektoru rezidui || (ry,r.) ||, je omezend
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néjakym ndsobkem parametru u. Zarucime-li tedy, ze viechny iterace (z*,y*, s%) lezd
v mnoziné N (7, 3) a ze posloupnost {uy} konverguje k nule pro k& — oo, pak ziejmeé
pro k — oo rovnéz ry — 0 a r¥ — 0. Podminku (4.4) zavddime ze stejného duvodu
jako u algoritmu LPF. Pfedchézi tomu, aby soué¢iny x;s; byly (pro nizké hodnoty k)

prilis blizko nule a zabranuje tak selhani Newtonovy metody.

Algoritmus IPF

D&ano v, 3, Omin, Omax, kde v € (0,1), 3> 1,0 < Opin < Tmax < 0.5 a (2°,1°, 8°),
pro ngjz (29, s%) > 0.
for k=0,1,2,...

zvolme 01 € (Omin, Omax) & T€SMe soustavu

A 0 0 Az -7
0 AT I Ay | = —7, (4.6)
S 0 X As —XSe+ oue

zvolme o jako nejvétsi a € (0, 1), pro néjz

(2*(a),y"(a), s*(a)) € Moo (7, B) (4.7)
a tak, aby platila Armijova podminka
pr(a) < (1 —0.01a) g (4.8)
definujme
(@ ™ M) = (2F(aF), M (ah), M (a)
end(for).

Uzivame oznaceni zavedené v (3.8), (3.9)

(x(a),y(a),s(a)) = (z,v,s)+ a(Az, Ay, As), (4.9)
pla) = (z(a))(s(a))/n (4.10)

Ve volbé délky kroku alfa existuje urcita volnost. Misto nejvétsi hodnoty, pro niz
plati (4.7) a (4.8) muzeme volit hodnotu mensi; tato volba muze byt v nékterych
pifpadech i vyhodnéjsi. Lze napiiklad volit of := arg min u(a).

Nez prikroc¢ime k dalsimu, zavedme jesté jedno uZiteéné oznaceni.

vy =

(4.11)

T
L

v = (1—-qy). (4.12)

.
o

Prvni dvé komponenty funkce F, definované v (2.1), (2.2) jsou linedrni, a proto je
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rE=Ar* — b= A" M AM) — b= APt — b4 A AxFT!
Ze soustavy (4.6) dosadme za vyraz AAz*~! hodnotu —rf~'. Ziskdme rf = (1 —
akil)rf_l. Obdobné pro 7*. Vysledné tedy muzeme psit

(rg,re) = (L—a" (e ™)

= (L=a* (1 - a2 k)

= u(ry,rd). (4.13)

Protoze (2%, 9%, s*) € N_oo(7, ), je podle (4.13)

vl (g, rI| _ (g )| < H(Tgﬂ’?)Hﬁ
Hk H Ho
Piedpokladdme-li, ze (rp,rY) # 0, plat{ nerovnost
v < BLE. (4.14)

Ho

Je-li (r),rY) = 0, je pocdtecni priblizeni pripustné a stejné tak jsou pripustné i viechny
iterace. Metoda IPF se zredukuje na metodu LPF z kapitoly 3. Pro jednoduchost
uvazujme v dalsim pouze pifpad (rf,r°) # 0.

4.2 Konvergence algoritmu IPF

Dokézeme-li, Ze existuje konstanta & tak, ze o > & pro vSechna k, pak z podminky
(4.8) vyplyva

pr(a) < (1 —0.01la)u < (1 —0.01&)u,  pro vsechna k (4.15)
a tedy posloupnost {u} konverguje @Q-linearné k nule. Ze vztahu (4.13) pak ziskdme

F(rrd) 1< (L =a) | (gt e || (4.16)

a tedy posloupnost norem rezidui také konverguje k nule. Polynomialni slozitost algo-
ritmu lze dokazat na zakladé toho, ze dolni hranice délky kroku & je inverzni poly-
nomidlni funkei n, zvolime-li pocatecni priblizeni

(I()? y07 80) = p(e7 07 6)7 (4'17)
kde p je takové, ze

(2" s5%) Nl < p (4.18)
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pro néjaké primarné-dudlni feSeni (z*,y*,s*). Vétsinou normu || (z*,s*) ||, pocho-
pitelné nezname, vztahy (4.17) a (4.18) jsou presto v praxi uzitecné. Zvolime-li po¢étecéni
priblizeni pro néjz je hodnota vyrazu

I (o) I /1o (4.19)

mald, ziskdme rychlejsi konvergenci algoritmu. Pro vektory tvaru (4.17) je tento pomeér
radove asi 1/p.

Diive, nez uvedeme jedno pomocné lemma (dukaz viz S.Wright [2]), definujme poz-
itivné definintni diagondlni matici D predpisem

D = (X)V2(8)71/2, (4.20)

kde matice X a S maji stejny vyznam jako v predchozim textu. Budeme-li matici D
vytvéaret pro hodnoty X* a S*, budeme ji znacit DF.

Lemma 10 Ezistuje kladna konstanta Cy tak, Ze

| (DF)71Azk ||< Oyy®, || DEASY ||< Cu”?, (4.21)

pro kazdé k.

a vcéetné dukazu.

Lemma 11 FEzistuje konstanta & € (0,1) tak, Ze pro kazdé o € (0,&) a pro kazdé
k > 0 jsou splnény ndsledujici podminky

(z* + ozA:zck)T (s" +aAs®) > (1—a)(a")"s", (4.22)
(2f + alAzf) (sF + aAst) > % (2 + ozAxk)T (s" + aAs®), (4.23)
(2 + aA:Ek)T (s" + aAs®) < (1-0.01a)(2")"s". (4.24)

Podminky (4.7) a (4.8) jsou tedy splnény pro vsechna o € (0, &) a pro vdechna k > 0.
Je-li navic pocdtecni priblizend (2°,3°,s°) voleno jako v (4.17) a (4.18), existuje
kladnd konstanta 0 nezdvisld na n takovd, Ze

0
Q> (4.25)
Diukaz: Podle (4.21) ziskame

(Az)" As = (Dfle)T (DAs ) < ||D7'Ax||.||DAs || < Cip. (4.26)

Podobné
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|Ax;As;| = |D;;' Ax;||DyAs;| < ||D7PAx||.||DAs || < Ciu (4.27)

(zde a déle index k vynechavame). Na zdkladeé posledniho fadku soustavy (4.6) odvodime
dvé dulezité rovnosti. Se¢tenim vSech n slozek vyrazu ziskdame

sTAz +2TAs =e' (S Ar+ XAs )
= el (—~XSe+ope)=(c—1)a’s. (4.28)

Vezmeme-li v ivahu pouze jednu slozku, ziskame

$iAx; + x;As; = —w;8; + o (4.29)

Pro kazdou z nerovnosti (4.22)—(4.24) naleznéme podminky na &, pfi nichz piislusnd
nerovnost plati. Pro (4.22) je

(z+alz) (s +als) = 27s +a(oc—1)z"s +a?AzTAs

> (1-a)z's +acz’s —a*Cipu
202

> (1-a)z’s + (aamm i 1> zTs. (4.30)
n

(4.22) tedy plati, je-li posledni vyraz nezaporny, coz je splnéno pro

NOmin

a < 2 (4.31)
Poznamenejme, ze (4.22) implikuje platnost podminky (4.3), ponévadz pro
r,=b— A z(a), re = ATy(a) + s(a) — ¢,
je
[ ra(e), re(a) | o (L= ) [[rn,re)ll (el 5||(7“2,7“2)||_
() () f 1o
Pro dukaz (4.23) uzijeme (4.27), (4.29) a fakt, ze x;s; > yp. Plati tedy
(75 + aAxy) (5, + als;) > 345 (1 —a) +aop — o*Cip
> (1 —a)p+aou —a*C?p. (4.32)
Na druhé strané muzeme, jako v (4.30), ukézat, ze
1
—(z+aldr) (s +als )< (1—a)u+aop+ QQCEH. (4.33)
n n
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Prevedme oba vyrazy z (4.23) na jednu stranu a uzijme (4.32) a (4.33). Dostdvéame

(x; + aAz;) (s; + als;) — J (z +aAz)" (s +alAs)
n
> ac(l—7)p— (1 + %) QO > aopmi (1 — ) u — 2a2Cip.

Nerovnost (4.23) plati, je-li posledni vyraz nezédporny, coz je pro

o < Omin (1 _7)

< S (4.34)

Konecné pieved me oba vyrazy z (4.24) na jednu stranu, uzijme skutecnosti ¢ < 0,4, <
0.5 a vztahu (4.33) a piSme

1 (z +aAz)" (s +als ) —(1—0.0la)p
n

(1—a)pu+aopu+ QQCIQH —(1—-0.01la) p
n

IN

IA

—0.99au + 0.5au + o*Cip
—0.49au + o*Cip.

Pro

0.49
a <

— 4.
< (4.35)

je posledni vyraz nekladny a (4.24) tedy plati.
Na zakladé (4.31), (4.34) a (4.35) muzeme zavérem fict, ze podminky (4.22)—(4.24)
plati, je-li € (0, &), kde

~ . NOmin Omin (1 B ’Y) 0.49 1
Q= 1min .
012 ? C% ? 6112 Y

Druhou ¢ést tvrzenf — omezeni (4.25) — lze dokdzat obdobneé. O

Véta 16 Posloupnost {u}, generovand algoritmem IPF, konverguje Q-linedrné k nule
a posloupnost norem rezidui {|| (rf,r%) ||} konverguje R-linedrné k nule.

Dikaz: Q-linedrni konvergence posloupnosti { i} plyne bezprostiedné ze vztahu (4.15)
a (4.25). Pro rezidua ziskdme vztah

g r8) < B (g ) |1 /o (4.36)
Posloupnost norem reziduf je shora omezena Q-linearné konvergujici posloupnosti {1},
sama tedy konverguje R-linearné. a
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4.3 Hromadné body posloupnosti iteraci

V kapitole 3 jsme ukézali, Ze posloupnost slozek (2%, s*) iteraci, vytvofenych meto-
dami path—following, je omezena a jeji hromadné body tvoii slozky (z*, s*) primarné—
duélniho teseni tulohy linedrniho programovani. Pro metodu IPF uvedeme obdobna
tvrzeni.

Pripomenme jesté, ze rozdélenf mnoziny indexu {1,...,n} na podmnoziny B a N/
je definovano jako ve (1.13), (1.14)

Véta 17 Bud {(z*,y*, s*)} posloupnost iteraci generovanyjch algoritmemIPF. Pak ex-
istuge konstanta Co takovd, Ze pro kaZdé k dostatecné velké plati

0<al<u/Cy GeN), 0<s¥<m/Cy (i€B), (4.37)
si>Cyy (i€B), af>Cyy (ieN). (4.38)

Tedy kazdyj hromadny bod posloupnosti {(x*, s*)} mizeme uZit pro konstrukci primdrné-—
dudlniho, striktné komplementdrniho rTeseni wulohy linedrniho programouvani.

Dukaz: Pro dukaz nerovnosti (4.37) a (4.38) odkazuji na knihu S.Wright [2]. Zde
dokazeme pouze posledni ¢ast tvrzeni.
Predpokladejme, ze K je takova posloupnost, pro niz
1- k _k — * ok )
lim(a%, 5%) = (27, %)
Podobné jako u véty 15 ziskdme po prechodu k limité vztahy

Ar*=b | (2%, >0 , ()"s* =0.

Striktni komplementarita plyne okamzité z (4.38). Déle vime

limr¥ = lim (s" — c+ ATy*) =0
keK kek

a tedy

dist (s* — ¢, Range(A”)) = 0.
Ponévadz Range(AT) je uzaviend, je s* — ¢ € Range(AT) a tedy existuje y* tak, ze
s*—c= ATy* (x*,y*, s*) je potom striktné komplementdrnim feSenim tlohy linedrntho
programovani. a

K tomu, abychom dokézali omezenost posloupnosti {(z*, s*¥)} je nutné predpokladat,
7e mnozina ostfe piipustnych feseni F° je neprazdna. Algoritmy uvedené v kapitole 3
nebyly pro piipad F° = @ viibec definovény, oviem algoritmus IPF pro tento piipad
existuje a dokonce plati konvergencni véta 16.

Véta 18 Necht {(a*,y* s*)} je posloupnost iteraci, generovand algoritmem IPF a
necht mnoZina ostre pripustnijch feseni F° je meprdzdnd. Pak posloupnost {(z*,s*)}
je omezend a md tedy alesponi jeden hromadny bod.

K dukazu této véty je potieba dokdzat navic nékterd tvrzeni, ktera se pfimo nevz-

tahuji k metoddm vnitiniho bodu. Nebudu jej zde proto uvadét. Dukaz véty 18 i dikazy
jmenovanych tvrzeni lze opét nalézt v knize S.Wright [2].
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Dodatek A

A.1 Primarni metody

Uvazujme problém (P)
{minc'z; Ax =bx >0}

a pievedme ho na problém

min <ch -7 Z log £L‘Z>

=1

na mnoziné {xr € R" : Az = b} (A1)
Lagrangeova funkce pro (A.1) ma tvar

Lz,y,7):=c'e — 1 Z log x; — y* (Az — b) (A.2)

a podminky prvniho #adu pro (A.2) jsou

Vol = c—7X"te— ATy =0, (A.3)
V,L = —Az+b=0, (A.4)
kde X je obvyklé znaceni pro diag(x).

Piedpokladame-li Ze existuje ostte pifpustné feseni dlohy (P) % (tj. 2% >0, Az* =
b) a aplikujeme-li Newtonovu metodu na soustavu (A.3), (A.4) ziskdme smér Az* tvaru

1
Azt = ——X*"PX*c+ X" Pe, (A.5)
T
kde
P=1 — XPAT(A(X*)2AT)TAXPF
Nové priblizeni zF*! je potom

oM = gk o Ak (A.6)

pro vhodnou délku kroku o*. Hodnotu barierového parametru pro nésledujici iteraci
7F*+1 definujeme jako ¥7%, kde 0 < ¥ < 1.

Jiny zpiisob je namisto barierové metody uzit primérni afinni metodu. Smeér Ax*
ma potom tvar

Azt = —X*kPXFe, (A7)
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Primarni metody zachovavaji v kazdém kroku hodnotu z* kladnou, na hodnoty dudlnich
proménnych zadna omezeni nekladou.

Vice o primarnich metodach lze nalézt napriklad v pracech P.E.Gill & W.Murray &
D.B.Ponceleon & M.A.Saunders [15], E.R.Barnes [16], R.J.Vanderbei & M.S.Meketon
& B.A.Freedman [17].

A.2 Dualni metody

Podobné jako jsme u primarnich metod uvazovali pouze primérni tlohu, uvazujme nyni
pouze problém (D)
{maxbTy; ATy+s =¢, s >0},

ktery je ekvivalentni problému

{min —b"y; ATy +s =¢, s >0}
a pievedme ho, podobné jako v pfedchozim odstavci, na problém
min(—b"y — 7 Z log s;)
i=1
na mnozing {(y,s) € R™ x R" : ATy +s =c} (A.8)

Nyni upravme (A.8) do tvaru

max (bTy -7 Z log(¢; — a?y)) (A.9)
i=1

kde a; je j-ty sloupek matice A. Podminky prvniho fadu pro (A.9) jsou

b—71A S le=0, (A.10)

kde S je diagondlni matice typu n x n, jejiz prvky jsou s; = ¢; — aly. Jeden krok
Newtonovy metody dava
1
k ky— - ky— - -

Ay" = E(A(S) AT — (A(SF)2AT)TAS e, (A.11)
kde prvni vyraz v (A.11) zpusobi piiblizeni k optimu a druhy vyraz zlepsi centralitu
iterace v dudlnim prostoru.

Misto barierové metody muzeme opét uzit dudlni afinni metodu. Smér Ay* ma
potom tvar

Ay* = (A(SH)2AT) b, (A.12)

Vice 1ze nalézt napiiklad v P.E.Gill & W.Murray & D.B.Ponceleon & M.A.Saunders
[15], I.Adler et al. [18].
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Dodatek B

B.1 Dtukaz véty o dualité

Nez vétu a dualité dokdzeme, uved me nékolik potiebnych tvrzeni. Nejprve definujeme
ulohu specialniho tvaru
min{a’z;Cx > —a, z > 0}, (SP)

kde C' je matice typu n x n, r,a € R™, a > 0. O matici C navic predpokladejme, ze
ma vlastnost

ct = -C. (B.1)
Lze snadno nahlédnout, ze pro kazdé = € R" je
270z =0 (B.2)
Odpovidajici dudlni iloha méa tvar
max{—a’y; CTy < a, y > 0}, (SD)

kde y € R™.

Uloha (SP) je tzv. samodudlni tloha, t.j. takovd, pro niz ma dudlni loha stejny tvar
jako tloha primérni. Protoze ma matice C' vlastnost (B.1), je i mnozina piipustnych
feseni primérni ulohy (SP) stejnd jako mnozina pfipustnych feseni dudlni tlohy (SD).

Lemma 12 (SP) i (SD) jsou pripustné a pro obé z nich je optimdlnim resenim nulovy
vektor.

Dikaz: Protoze a > 0, je nulovy vektor ptipustny jak pro primarni, tak pro dudlni
tlohu. Pro kazdé pifpustné feseni primarni tlohy navic plati 0 = 27Cx > —a’z a tedy
a’z > 0; analogicky a’y > 0 pro kazdé piipustné feseni dudlni tilohy. Nulovy vektor
je tedy optimalnim feSenim jak priméarni, tak dudlni tlohy. a

Dusledek 3 Bud x pripustné pro (SP) a definuyme s := Cx + a. Pak x je optimdini
tehdy a jen tehdy, je-li x7s = 0.

Dukaz:

ate=sTe —2TCTy = sTx.0

Abychom mohli dokazat vétu o dualité pro obecné ulohy, dokdzeme ji nejprve pro
ulohy (SP),(SD). Ponévadz obé ulohy (SP) i (SD) maji stejny tvar i stejnou mnozinu
pripustnych teseni, budeme v dalsim pouzivat pouze znaceni (SP).
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Definujme mnozinu piipustnych feseni pro tlohu (SP)
SP:={(z,s):Cx—s =—a, >0, s >0},
mnozinu ostie piipustnych feseni pro ilohu (SP)
SP’ :={(v,8): Cx —s =—a, x>0, s >0},
a mnozinu optimélnich feseni pro dlohu (SP)
Qsp:i={(2,8) : Cr—5 = —a, 275 =0, 2 >0, s >0}.

Lemma 13 Bud D C R" oteviend konvexni mnoZina a bud f : D — R konvexni
diferencovatelnd funkce. Pak funkce f nabyjvd (na D) svého minima v bodé © € D
tehdy a jen tehdy, je-li V f(x) = 0.

Lemma 14 Budte diny 7 € R, 7 > 0,ap € R%,p > 0. Funkce h(z) = plao —

n
7Y logx; md jednoznacné urcené minimum.
i=1

Diikaz lemmatu 14 lze nalézt napt. v B.Jansen [19].

Pro 7 > 0 definujme bariérovou funkei f; : R} — R pfedpisem

fr(2) =a'z -7 (2”: log z; + Zn: log(c;.x + ai)) :

i=1 i=1
kde ¢; znamend i-ty radek matice C.
Lemma 15 Bud 7 > 0. Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni
(i) Funkce f, mad (jednoznacéné) minimum.
(i1) Ezistugi vektory x,s € R", pro néz

Cxr—s =—a, >0, s >0
Xs=re (B.3)

Plati-li jedno z uvedenych tvrzent, pak f; nabyvd svého minima v bodé x prdave kdyz x
a s spliugi podminky (B.3).

Diukaz: Poznamenejme nejprve, ze kdyz (z,s) fesi soustavu (B.3), jsou slozky z;, s;
kladné.(Vyplyva z druhé rovnice.) Je lehce ovéritelné, ze f.(z) je ostfe konvexni a
nabyva tedy svého minima v nejvyse jednom bodé. Protoze defini¢ni obor funkce f, je
otevienda mnozina, vyplyva z lemmatu 13, Ze f, ma v bodé x minimum pravé tehdy,

kdyz Vf; =0, tj.
a—71Xte—7CTS e =0, (B.4)
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kde X = diag(z), S = diag(s), e = (1,...,1)T. Uzijeme-li vztahti s = Cz +a a CT =
—C, muzeme (B.4) prepsat jako

X le—s =C(1S e — ),
cili
0=(C—-X"19)S re— Xs).

Ponévadz C m4 vlastnost (B.1) a matice X~'S a S™! jsou diagonalni a pozitivné
definitni, plati posledni vztah pravé tehdy, kdyz Xs = 7e.0

Piedpoklddejme, ze mnozina SP° je neprazdnd a zvolme (z(?,5®)) € SP° Podle
(B.2) je pro kazdé (z,s) € SP

(z —2NT(s = 59) = (2 — 2NTC(z — 20) = 0. (B.5)
Ekvivalentnée
(N5 + (s8N T2 = 2Ts + (2T (5@ = aT'x + aT 2,
neboli

a’r = (zN7s + (sO)x — a2 ®. (B.6)

Definujeme-li nynf funkci g, : R} x R — R predpisem

gr(2.5) = (@ )s + (s©) 7w — 7 (Z logz; + ) log ) ,
i=1 i=1
je pro kazdé (z,s) € SP"

g:(z,8) = fo(z) + a’ (V).

Funkce g,(z,s) a f,(z) se na mnoziné SP° lisi pouze o konstantu.

Veéta 19 Bud T > 0. Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni
(i) MnoZzina SP° je neprdzdnd.
(i1) Funkce f. md (jednoznacné) minimum.

(iii) Systém (B.3) md (jednoznacné) resend.

Dikaz: Ekvivalence (i) <=> (i7i) je obsahem lemmatu 15 (iii) => (i) je zfejmé.
Zbyva tedy dokézat, ze (i) implikuje (ii). Pfedpoklddejme, Ze plati (i) a bud (z(?, s(0) €
SP°. Zékladni myslenka dikazu je tato: protoze plati (B.6), je minimalizace f,(z) na
mnoziné R ekvivalentni minimalizaci g-(z, s) ma mnoziné SP°. Staci tedy dokazat,

7e funkce g nabyvéa svého minima na mnoziné SP°. K tomu staci uzit vlastnost{
defini¢niho oboru funkce g, a omezenosti mnozin
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L= {(r.5) : go(w.5) <K } O
Podrobnéji je dikaz rozebrédn v B.Jansen [19].

Pro kazdé kladné 7 ozna¢me z(7) := argmin f,(z) a definujme s(7) := Cz(7) + a.

Lemma 16 Bud 7 > 0. Pak je mnoZina {(x(7),s(7)) : 0 <7 < 7} omezend.

Diikaz: Budte (29, s) € SP". Uzijeme-li vlastnosti (B.5) a faktu, ze pro () plati
(B.3), ziskdme pro kazdé i, 1 < i < n, vztah

(@) Ts(r) + (s a(r) (B.7)

IA Il
532
| —
\]

+ + —
/\/-\c,;ﬂ
E%/‘\
CHCIa)
S+
0~
e
2

3

(Va)

=

A tedy muzeme tict, ze x;(7) < (nT + (x(o))TS(O))/SEO). Mnozina {z(7) : 0 <7 < T} je
omezend. Podobné pro {s(7) : 0 < 7 <

Véta 20 Je-li mnozina SP° neprdzdnd, existuje (x*,s*) € Qgp takové, e x* +s* > 0.

Diikaz: Bud {7%} posloupnost kladnych &fsel takovd, ze limy_.o, 78 = 0. Podle lemmatu
16 je mnozina {(z(7*),s(7*))} omezend, tedy obsahuje alesponn jednu konvergentnf
podposloupnost. Jeji limitu ozna¢me (z*, s*). Ponévadz (z*, s*) € SP a z(7%)Ts(r%) =
nt* — 0je (2%)Ts* = 0 a tedy (2%, s*) € Qgp. Ukazme, 7e (2%, s*) je striktné komple-
mentarni. Podle (B.5) je

(a(r") = ") (s(") = 5%) = 0.

Uzijeme-li z(7%)7s(7%) = nt* a (2*)Ts* = 0, lze tento vztah prepsat jako

Z zisi(Th) + Z zi(m")sF = nr”
i€B ieEN
Vydélme obé strany 7% a uzijme skutecnosti x;(7%)s;(7%) = 7*. Ziskdme

x¥ s*
7 + 7 -n
2 m ) 2l
Ptechodem k — oo zjistime, Ze hodnota prvni sumy je rovna poctu nenulovych slozek
vektoru x*, podobné hodnota druhé sumy je rovna poc¢tu nenulovych slozek vektoru
s*. Z toho plyne, ze (z*, s*) je striktné komplementarni. O

Dusledek 4 7 dikazu véty vyplyvd, Ze z bodi na centrdlni cesté {(xz(7),s(r)) : 7 >
0} lze vybrat podposloupnost, konvergujici k striktné komplementdrnimu optimdlnimu
resent.
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Vysledky predchozich tvrzeni nyni pouzijeme k dukazu véty o dualité. Vétu dokazeme
pro dvojici uloh

min {c"z; Ar = b, v > 0} (P)

max {b7y; ATy < c}. (D)

Nejprve poznamenejme, ze pro primarni a dualni tilohu formulovanou pomoci nerov-
nosti znamena striktni komplementarita toto:
Definice: Dvojice (z*,y*) je striktné komplementérni, je-li

e 1* piipustné pro tlohu (ﬁ)
e y* piipustné pro tilohu (D)

a navic

(AI*—b)Ty*: (C—ATy*)TZL'* — 07
y 4+ (Az"—=b) > 0,
¥+ (c — ATy") >
Vytvoiime samodudlni problém tvaru (SP) s matici, kterd ma vlastnost (B.1).

Zvolme nejprve libovolné vektory #(®,r® € Rt 4© 4 € RT alibovolnd kladné
¢isla 99, 79, X, 0. Déle definujme ¢, b, a, 8 nasledujicim zptisobem:

b=\ — A 2@ 4Oy /9°
¢ := (N — ATy ® —4(0) /90,
o = (Fx® — Ty ® 4 70) /90,

B o= aX + Ty — O 40
((y(O))TT(O) + (x(O))Tu(O) + 7_0)\0)/190 + I/O.

Je-li (9 ostie piipustné pro tlohu (ﬁ) a je-li 7@ = Az©® — b pak pro A0 = 9° =
1jeb = 0. Je-li y© oste pripustné pro tlohu (D) a je-li u® = ¢ — ATy pak pro
N =99 =1 jeé=0. Tedy bac uddvaji "miru nepiipustnosti” zvolenych vektori
2O 0 40,0

Definujme nyni problém

min (SP)
na mnoziné takovych (x,y,d, A), které vyhovuji soustavé
0 A b —b Y 0
-AT 0 —¢ ¢ x 0
b & 0 —allv|Z] 8 (B.8)
v —c' a0 A 0
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<y7 x? 19’ A) Z 07
matice soustavy je typu (m+n+1+1) x (m+n+1+1).

Lze ovéfit, ze vektor z = 20, y = y©@_ 9 = 9%, A = \° je pifpustnym fesenfm (SP)
a tedy SP° # (. Koeficienty ticelové funkce jsou nezaporné. Na tlohu (SP) lze tudiz
aplikovat vysledky pfedchozich vét a lemmat. Uvedme znovu vétu o dualité.

Véta 21 (o dualité): Pro dlohy (P) a (D) plati jedna z ndsledujicich alternativ
(i) (P)i (D) jsou pripustné a obé maji optimdind Feseni z* € Qp, (y*,s*) € Qp.
(ii) (P) je nepiipustnd a icelovd funkce (D) je (shora) neomezend.

(iii) (D) je nepripustnd a tcelovd funkce (P) je (zdola) neomezend.
(iv) Obé dlohy (P) i (D) jsou nepripustné.

Diikaz: Problém (SP) je samodulni problém s matici, kterd mé vlastnost (B.1),
koeficienty tcelové funkce jsou nezdporné a mnozina SP° je neprazdné. Podle véty 20
existuje striktné komplementérni feseni (x*, y*, ¥*, \*). Z lemmatu 12 zéroven vime, ze
¥* = 0, protoze $ > v° > 0. Nyn{ mizou nastat dvé moznosti:
je-li A* > 0, pak Z* := x*/\* resp. ¢g* := y*/A* jsou piipustnd feseni pro tlohu (15)
resp. (D) a tvoif jejich ostfe komplementérni feseni. Tedy plati piipad (7).

Je-li, na druhé strané,\* = 0, je potom Az* > 0,z* > 0, ATy* < 0,y* > 0a bl y* —
cl'z* > 0.Je-li bTy* > 0, je (ﬁ) nepfipustna. (Kdyby totiz existovalo pfipustné reseni
primarn{ dlohy Z, bylo by 0 > z7 ATy* > bTy*, coz je spor.) Okamzité také vyplyva, ze
je-li v pro tento piipad (15) piipustnd, je jeji icelova funkce neomezend. Je-li ¢f'z* < 0,
je (ﬁ) nepiipustna, nebot pro ¢ piipustné pro dualni tlohu je 0 < §7 A z* < cf'z* coZ je
spor. Je-li v tomto piipadé (ﬁ’) pripustnd, je jeji ucelova funkce neomezend. Obdobné
Ize ukézat, ze pro b'y* > 0 a ¢’z* < 0 jsou obé tlohy (P) i (D) nepiipustné. O

Obdobnou cestou muzeme dokdzat i Goldmanovu-Tuckerovu vétu (véta 8) pro
obecnou tulohu.

B.2 Linearni algebra

Velkou ¢ast numerickych vypocti u primarné—dualnich metod tvoii vyfeseni soustavy
(2.10) resp.(4.6). Matice téchto soustav je obvykle hodné velkd a tidka a to uz z toho
duvodu, ze sama matice A byva pro vétsinu uloh linedrniho programovani hodné velkd
a fidka. Jeji specialni struktura nam vsak dovoluje prepsat ji do symetrického tvaru a
vyslednd soustava pak bude fesitelnd snadnéji a rychleji.

Uvazujme napf. soustavu (4.6). Vyjadienim As z tfetiho vyrazu a dosazenim tohoto
vyjadieni do druhého vyrazu ziskdme soustavu

0 A Ay B -7
[ AT —D2 } { Az } a [ —re+s —ouX e |’ (B.9)

As = —s +opuX le— X715 Ax. (B.10)
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Matice D je definovand predpisem (4.20). Tento tvar soustavy pro vybér sméru je
zndm pod ndzvem augmented system. Ponévadz x > 0i s > 0, je matice D2 diagonaln{
a regularni.

Dalsim krokem muze byt vyeliminovani vyrazu Az z druhé rovnice (B.9) a jeho
dosazeni do prvni rovnice a do (B.10). Tim ziskame

AD’ATAy = —r+A (S Xro+z—opS"e), (B.11)
As = —r,— ATAy, (B.12)
Ar = —x+ouS'e— S 1XAs. (B.13)

Tento tvar se casto nazyva normal equations.

B.3 Jednoznacna resitelnost Newtonovych soustav

V tomto odstavci dokazeme, ze, je-li pro priblizeni (x,y,s) vektor (x,s) > 0, jsou
soustavy (2.10) a (4.6) jednoznacné fesitelné ve slozkach (Ax, As). Abychom ovéfili
tuto skutecnost, dokazme, ze pro feseni (Az, Ay, As) homogenni soustavy

A 0 0 Az 0
0 AT 1 || ay|=1]o0 (B.14)
S 0 X As 0

musi platit Az =0, As = 0. Z prvnich dvou (blokovych) fadku soustavy vyplyva

ArTAs = — AT ATAy = —(AAz) Ay =0
Bud D diagondlni matice definovand v (4.20), jejiz diagondlni prvky jsou kladné.
Vynésobime-li posledni fadek soustavy (B.14), virazem (XS)~'/? ziskame
D 'Az + DAs =0.
Nynf uzijme vztahu (Ax)TAs = 0. Plat{

0 = ||[D'Ax+ DAs |3
= D7 Az3 + 2(Ax)"As + || DAs |13
= [[D7'Az|3 + | DAs 5.

Tedy D™'Az = 0a DAs =0, z ¢ehoz plyne Az = 0 a As = 0, coz jsme méli dokézat.

Ma-li navic matice A plnou hodnost (rankA = m), je feseni (Ax, Ay, As) jed-
noznacné i ve slozce Ay. Jestlize totiz do prvniho fadku dosadime As = 0, ziskdme
ATAy = 0 atudiz Ay = 0.0
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B.4 Typy konvergence uvazované v textu

Definice Necht posloupnost aproximaci {z;} konverguje k bodu z*. Konvergence je
radu m, jestlize existuje index k& € N a konstanta A tak, ze

[zipy = 2™ < Aflws —2¥™ Vizk

Je-li m = 1 tekneme, Ze posloupnost {z;} konverguje k bodu z* linedrné, je-li m = 2,
fekneme, ze konverguje kvadraticky .

Definice Necht posloupnost aproximaci {x;} konverguje k bodu z*. Jestlize existuje
index k € N a hodnoty 0 < M < 00 a0 < g <1 tak, ze

|2; — a*|| < Mpq" Haw — 2™ Vixk

tj.

ok — 2|
fekneme, ze posloupnost {z;} konverguje k bodu z* R-linedrnée.
Definice Necht posloupnost aproximaci {x;} konverguje k bodu z*. Jestlize existuje
index £ € N a konstanta 0 < ¢ < 1 tak, ze

|zip1 — 27|

Vi>k

s = |

fekneme, ze posloupnost {z;} konverguje k bodu z* Q-linedrné.

Definice Rekneme, Ze posloupnost aproximaci {z;} konverguje k bodu z* Q-super-
linearné, jestlize
@i — ™|

=0

lim
imoo ||z — 2|

Definice Necht posloupnost aproximaci {x;} konverguje k bodu z*. Jestlize existuje
index k € N a konstanta Mj, € (0, 00) tak, ze

|zip1 — 27|

[ .

Vi >k
fekneme, ze posloupnost {z;} konverguje k bodu z* Q-kvadraticky.

Véta 22 Necht posloupnost aprozimaci {x;} konverguje k x* Q-linedrné (Q-superline-
drné), pak konverquje k x* také R-linedrné (R-superlinedrné).
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Dodatek C

V této ¢asti bych radda uvedla tfi konkrétni, v praxi realizované algoritmy. Ve vSech
tfech pripadech se jedna o neptipustné, primarné—dualni algoritmy vnitiniho bodu typu
prediktor—korektor. Prvni z nich je popsan v odstavci C.1 a dalsi dva v odstavei C.2.
U vsech t¥i uvadim strucnou analyzu, predevsim pro volbu délky kroku, a bez dukazu
véty o slozitosti algoritmi a konvergenéni véty. V odstavcei C.3 jsou podrobnéji rozebrany
naprogramované metody vcetné volby vstupnich parametru a délky kroku pro jed-
notlivé algoritmy. V odstavci C.4 jsou potom vypisy programu.

Nejprve opét zavedme nékterd znaceni. Podobné jako v kapitole 2 prvni ¢asti
oznacme

Az -
F(z,y,s):=| ATy+s —c¢
X Se

Fi={(z,y,s); Az =b, ATy+s =c, (x,5) >0}
FOi={(z,y,5); Av=b, ATy+s =c, (x,5) >0},

Q= A{(z,y,5); Fl,y,s) =0 (x,5) = 0},

Definujme navic mnozinu dostatecné presnych aproximaci optimalniho feseni predpisem

Q= {(z,9,9); s <e || Az —b||<6e || ATy +s —c||[< e (z,5) >0}

C.1 Metoda podle S.Mizuna

Prvni z metod, které chci popsat v této ¢asti, jsem prevzala z ¢léanku S.Mizuno [20].
Metoda je kombinaci Kojimova - Megiddova - Mizunova neptipustného algoritmu predik-
tor—korektor a Mizunova - Toddova - Yeova (piipustného) algoritmu prediktor—korektor,
uvedeného v kapitole 3 prvni ¢dsti. Algoritmus ma opét polynomiélni slozitost (pro
feseni uloh (P) a (D) pottebuje polynomialni ¢as). Tuto skuteénost zaru¢ime specialni
volbou pocatecéniho priblizeni, délky kroku a kritérii pro ukonceni algoritmu. Nemusime
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tedy a priori pozadovat piipustnost ulohy nebo existenci optimalniho feseni. Fakt, ze
predem vétsinou nevime, je-li tloha pfipustna ¢i nepiipustnd, omezena ¢i neomezend
totiz zptisobuje vétsinu obtiz{ v analyze nepiipustnych metod vnitintho bodu. ” Resit”
tilohu linedrnfho programovani potom znamens bud

(a) nalézt aproximaci (2%, y*, s*) z mnoziny F,

nebo

(b) zjistit, ze tloha nem4 piipustné resp. optimdlni reseni.

Necht, jako v piedchozim, je A matice typu m x n,b € R™ c € R".
Uvazujme tlohu LP ve standardnim tvaru

min ¢’z
na mnoziné {r € R": Az =b, x > 0} (P)
a k ni dudlni ulohu
max b’y
na mnozing {(y,s) € R" x R": ATy +s=¢, s >0}. (D)

Predpokladejme, ze matice A mé plnou hodnost (tj. rankA = m). Jako v predcho-
zim fekneme, Ze bod (z,y, s) je (nepiipustny) vnitini bod, je-li x > 0 a s > 0; bod
(z,v,s) je piipustny vnitini bod, je-li navic Az = ba ATy +s = c. Abychom algorit-
mus uvedeny v této kapitole odlisili od algoritmu z nasledujici kapitioly, ozna¢me ho
Algoritmus A.

Kojimovo-Megiddovo-Mizunovo schéma

Nejprve pouze v kratkosti popisme Kojimovo-Megiddovo-Mizunovo schéma, jehoz
modifikaci Algoritmus A vznikne. Definujme konstanty 0 < v < 1,vp > 0,vp > 0,¢ >
0,ep > 0,ep > 0,w* > 0 a mnozinu

N :={(x,y,s): x>0,5>0, (C.1)
ris; > yats/n(i =1,2,...,n), (C.2)
x¥s > vp||Az — b|| nebo || Az — b|| < ep, (C.3

2Ts > ypl|ATy +5 — ||
nebo |ATy +s —¢|| <ep} (C4)

ktera tvoif okolf centraln{ cesty {(x,,y,,s,); 7 > 0}. Budte ddle 0 < B; < B2 < 33 < 1.
V kazdé iteraci pak definujeme 7 := ﬁl% a Newtonuv smér (Az, Ay, As ) pocitame

ze soustavy

A 0 0 AxP Azk —b
0 AT T Ay | =— | ATyF 458 —c |, (C.5)
Sk X* AsP XkSke — e

parametry 35 a (33 kontroluji délku primarniho a dualniho kroku. Za pocatecni priblizeni
zvolme libovolny bod (2°,4°,s°) € AN. Nyn{ muzeme popsat Kojimovo-Megiddovo-
Mizunovo schéma.
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Pro k=0,1,2... provedme
Krok 1: Je-li

eTs<e & ||Azb —b|| <ep & ||ATy+s"—c|| <ep

nebo

12", ")l > w
pak STOP, jinak
Krok 2: Polozme 1 := ﬁleTs a ze soustavy (C.5b) spoc¢téme smér (Az, Ay, As ).
Krok 3: Bud &* nejvétsi z & < 1 takovych , Ze vztahy

(2%, %, ") + a(Ax, Ay,As ) € N, (C.6)
(2" + aAr) (s +als) < (1 —a(l - B))(z")'s" (C.7)

plati pro vsechna « € (0, &).

Krok 4: Zvolme primarni délku kroku a’; a dudlni délku kroku af tak, aby nov4 iterace
(akHL yk L sFH1) gpliiovala vztahy

(2" yF s = (0P o Ar yF Ay, s+ akAs) e NV (C.8)
(l,k—i-l)TSk—i—l S (1 . dk(l . ﬁg))(ﬁ(]k)TSk (CQ)

Kojima, Megiddo a Mizuno [24] ukdzali, Ze algoritmus skonéi v konetném poctu
krok1, a zavedli hodnotu w* takovou, aby platilo: skoné¢i-li algoritmus splnénim podmin-
ky |[(z*, s%)||; > w*, nemajf tlohy (P) a (D) v jisté, piedem definované, oblasti zadny
pripustny bod. Hodnotu w* 1ze pro jednoduchost volit w* := oo; v Algoritmu A proto
podminku ||(z*, s*)||; > w* vynechame.

Zavedme na tomto misté jesté jednu podminku. Bud

: Au=0b, ATv +w = c prongjaké v } (C.10)

a bud p > pg ndmi zvolend konstanta. Pro ni se pak snazime nalézt optiméalni FeSeni
x* dlohy (P) a optimdlni feseni (y*, s*) dlohy (D) tak, aby platilo

po = min{||(u, w)

loc

1(@%, s%)[lo < p (C.11)

Algoritmus A

V nasem piipadé definujme pro v € (0, 1) okoli centralni cesty nésledovné

MNo(v) i ={(z,y,8) : x>0, s >0, [|[XSe — pe|| <~yu} (C.12)

kde u je, jako v predchozim, prumérna hodnota sou¢inu z;s; definovana vztahem

p=xts/n.
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Algoritmus A generuje posloupnost {(z*,y*, s¥)}, € Na(3). Protoze se vSak jednd
o metodu prediktor—korektor, zalozenou na Algoritmu PC z kapitoly 3 prvni ¢asti, lezi
iterace po korektorovém kroku v okoli Ng(%)

Méjme ddno 0 < 1 < o <1, 0 <7 <1, 31 := 1, ,p >0, r' := 1, a polozme
(2°,9°,5%) := vop(e,0,¢). Pro k =0,1,2... provedme

Krok 1: Je-li
tTs<e & ||Azb —b| <ep & ||ATy+s"—c|| <ep (Q1)
nebo
1
Ia*, M), > a2 (@) s k>0 (Q2)
Yo P

pak STOP, jinak
Krok 2: Polozme 7 := ﬁleTS a fesenim (C.5) spoctéme prediktorovy smér (AzP, AyP, AsP).

Krok 3: Bud a* nejvétsi z & < 1 takovych , ze vztahy

(2%, 4%, %) + a(AxP, Ay?, AsP) € Ny(m), (C.13)
(2" + aAz?) (5 +aAs?) < (1 —a(l - B))(aF)TsF, (C.14)
(2" + aAzP) (5 + aAs?) > (1 —a)rF(zh)Tst (C.15)

plati pro vSechna o € (0, &).

Krok 4. Polozme

a
rEh = (1 — ay)r?
Krok 5. Definujme jif := @7t o vyTeSme soustavu pro korektorovy smér
A 0 O Az 0
0 AT I Ay | = 0 ) (C.16)
Sko0 X*F As© ke — X*Ske

Krok 6. Nova iterace ma potom tvar
($k+1,yk+1,sk+1) — (fi'k,?;k, §k) + (A(L’C, AyC,ASC)
Pocatecni priblizeni volime jako
(2,9, 5") := y0p(e, 0, €) (C.17)

kde p > po definované v (C.10) Vsimnéme si, ze stejnd volba pocateéniho ptiblizeni
méla své teoretické opodstatnéni, uvedené v kapitole 4.
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Uvédomme si, ze ze vztahu (C.5), (C.15) a (C.16) vyplyva

(Ax® — b, ATyF + 55 —¢) = rF(Axt — b, ATy + s —¢) (C.18)

(M) 5% > rF(2h)Ts! (C.19)

a podivejme se nyni, co znamenaji podminky (Q1) a (Q2). Je ziejmé, ze je-li v k-
té iteraci splnéna podminka (Q1), je (2%, y*, s*) € Q. a je tudiz dostateéné presnym
priblizenim optiméalniho feseni (z*, y*, s*). Podminku (Q2) popisuje nésledujici lemma.
Lemma 17 Jestlize algoritmus skonci splnénim podminky (Q2), neexistuje optimdlni

resent x* ulohy (P) a (y*,s*) dlohy (D), pro néjz

12", ) oo < -

Dikaz: Predpokladejme, ze jsme nalezli optimalni feseni 2* tulohy (P) a (y*, s*) tlohy
(D) takova, pro néz je ||(z*, s*)|| ., < p. Podle (C.18) potom plati
A(rFzy 4+ (1 —rMa* — 2% =0,
ATy + (L= )y = yf) + (s + (1= 1%)s™ = s*) = 0.
A tedy

(rfzy + (1 —r®)z* — 2" (rFs) + (1 — rF)s* — %) =0

z ¢ehoz plyne

(rfay + (1 =R Ts? + (rFsy + (1 — rF)s™) T a”
— (Tkﬂﬁl + (1 . ’l“k):B*)T(Tksl =+ (1 . Tk)S*) + (xk)TSk
1

Uzijeme-li rovnosti 2! = s
vztah

= yope, =¥ < pe, s* < pe a xfsi =0 pro kazdé 1, ziskame

™ (o)l (2F, s°)]I,

Tk((SI)TJL'k + (:L‘l)TSk)

< (Rt + (1 = rF)e) TSP 4 (rFsy + (1 = rF)s™)Ta”
= (rFz 4+ (1 =) (rPsy + (1 —rF)s*) + (aF)TsF
< nrfyep? + () TsE

Podle (C.19) je (z*)Tsk > r*(21)Tst = nrFq2p? Tudiz

™ opll(a, ), < (1+ 1/70)(=")"s*. O

Z nésledujiciho lemmatu a z faktu (2°,1% s°) € Na(3) vyplyvd, Ze pro kazdé k je
(%, y*, ) e No(3)-
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Lemma 18 Je-li (2% 9%, 8) € Mo(2v1), kde v = 1 a (Az®, Ay, As®) je fesenim
(C.16), pak

Uvedme jesté odhad délky kroku pro Algoritmus A.
Lemma 19 Predpokladejme, Ze v k-té iteraci plati
|AXPAs? — (AxP) ' AsP /n)e|| < a [(AxP)TAsP| <7 (C.20)

Je-li (2%, y*, s¥) € Ny(m), potom o > oF*, kde

o = min (1 Ti(ak)"s 51(5L']€)TS'C (B2 — 51)($Ck)Tsk>
2

Y )

2n) no U]
Dukaz Ze vztahu (C.5) vyplyvéa

(2% + aAz?)T (s + aAsp)
(a")7s" —a((2")"s" = Bi(a")"s") + a®(Aa?)TAs?
= (1 —a+ fa)(@®)Ts" +a?(AxP)T AsP.

(k)Tk

Protoze je o < min (61 S (62—51)”@’“)%’“) a [(AzP)TAsP| <, je

(1—a+ fia)(z k)Tsk +a?(AxP) AsP

(@)™ + a(Bu(2")"s" + a(Aa”)TAs? — (a")"5")

(@")7s" + a(Bu(2")Ts" + (B — A1) (@")s" — (a%)"sh))

(1—a(l = f))(=")"s" (C.21)

a navic

(2% + aA2P)T (85 + aAs?) > (1 — a)(2")Ts* (C.22)

pro kazdé 0 < a < o*. Z druhé nerovnosti plyne vztah (C.15). Zbyva tedy dokazat,
ze

I(X* + aAXP)(s" + als”) — p(a)e]| < 2ypu(a)
pro kazdé 0 < o < o | kde
pla) = (28 + aAa?) (5 +aAs?)/n
= (1—a+ fa)(@®)Ts"/n+ a?(AxzP)TAs? /n
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Je ziejmé, ze

[(X* + aAXP)(s" + aAs?) — p(a)e]|

| XFs*F — a(XFs® — B((2%)Ts% /n)e) + o? (AXP)AsP

—((1 = a+ pra) (@)% /n + a?(AxP)T As? /n)el|

(1 —a)||X*s® — ((%)Ts* /n)e| + ®|AXPAs — ((AzP)AsP /n)e||

< (- ety MELE
< 2n(1—a)(e) s/
S 2’72#(05)7

kde posledni nerovnost vyplyva z (C.22)

Véta 23 Jsou-li By, P2 ayy konstanty nezdvislé na vstupnich datech, skonci algoritmus
po nejuyse O(nL) iteracich, kde

L = maz (log ((2°)"5"/e), log | Az" — b]| /ep), log [| Ay + 5 —c||/ep))

Dikaz této véty je obsazen v ¢lanku S.Mizuno [20].
C.2 Metody podle J.Miao

Dalsi dvé metody jsem pievzala z ¢lanku Jianming Miao [21]. V obou piipadech se
opét jedna o metody prediktor—korektor, pticemz okoli centralni cesty je mnozina

N@) ={(z,5): (z,5) > 0,[| XSe — pe|| < yu} (C.23)

Algoritmus 1
Méjme déano (z°,4°, s°), pricemz (z°,s°) € /\/'(}1) Pro k=0,1,2,... provedme
Krok 1. Je -li (2%, 9%, s*) € Q,, pak STOP, jinak

Krok 2. Vytesme nésledujici soustavu pro prediktorovy smeér (Ax?, AyP, AsP)

A 0 0 AxP AxF — b
0 AT I Ay | =— | ATyf 4 sF—c | . (C.24)
Sko0  X* AsP XFkSke

Krok 3. Zvolme vhodnou délku kroku ay a definujme
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Krok 4. Polozme ji* := (1 — oy, ) ¥ a vyiesme soustavu pro korektorovy vybér sméru

A 0 0 Ax* 0
0 AT I Ay | = 0 . (C.25)
Sko0 Xk As¢ ke — XFSke

Krok 5. Nova iterace ma potom tvar
(xk+17yk+1’sk+l) — (i‘k,@k, gk:) + (ASL’C, Ayc,ASC)

Je-li (2°,4°, %) € FO, pak jsou (z*,9*, s*) € FO pro vSechna k a Algoritmus 1 je
pripustnym algoritmem vnitiniho bodu.

Algoritmus 1 je modifikaci ptipustného algoritmu prediktor—korektor. Zakladni mod-
ifikace spocivd ve volbé parametru g* namisto ¥ v Kroku 4. Neplati totiz, jako
u pifpustného algoritmu prediktor—korektor, ji* = (1 — a)u*. Divodem je skutecnost,
ze soucin AzP”T AsP nenf pro nepifpustné pfiblizeni (x*,y*, s*) obecné nulovy.

Stejné jako v prvni ¢asti definujme i zde

ry = Az — b, ro:=ATy+s —c

vy = 1 (026)
k

v = (1—ay) (C.27)

a oznacme opéet

z(a) = 2" 4 aAx? (C.28)
y(@) = y"+aly’
s(a) = s" 4+ aAs?

Poznamenejme jesté, ze pro korektorovy vybér smeéru je

(Az9)TAs® = 0.

Plati nésledujici tvrzeni
Lemma 20 Bud {(z*,y*, s*)} posloupnost generovand Algoritmem 1. Pak je
mE L = (1= k)b = At

Tck+1 — (1 o ak)’l“ck — Vk+17“co

(:L‘k-i-l)TSk-i—l — (1 o Ozk)(xk)TSk — l/k+1(.r0)TSO.
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Z lemmatu 20 je ziejmé, ze je-li délka kroku o* = 1 pro néjaké k, je (z**1, y*+1, sk+1)
€ . Tato extrémnf{ situace v praxi oviem vétsinou nenastane. Vybér délky kroku o je
zalozen na nésledujici ivaze. Pro danou konstantu g > v = }L (v nasem piipadé volime
3 = 2v) chceme zvolit takové o, aby bod (2%, §%) spliioval vztah

IX*S*e — iel| < Bi* (C.29)

a nasledujici iterace splnovala

(41, 5541 € N () (C.30)
Lemma 21 Necht 3 € (0,1) je dand konstanta. Jestlize existuje kladné éislo a < 1
takové, Ze
| X(a)S(a)e — (1 — a)pke | < A(1 - a)p (©31)
pro vSechna 0 < o < @&, pak (z(a),s(@)) > 0.

Diikaz: Podle (C.31) je X(a)S(a)e > (1 — B)(1 — a)ure > 0 pro viechna 0 < a < a.
Z toho ihned plyne, ze pro vSechna takova a je (z(«), s(a)) > 0.0

Délku kroku of tedy volime jako nejvétsi takové & < 1, Ze je spInéna podminka (C.31)
pro § = 2v. V Algoritmu 1 navic vzdy volime ~ = %L.

Stejné jako u pripustné metody prediktor—korektor muzeme i zde nalézt odhad
délky kroku takto:

Lemma 22 Bud {(x*,y*, s*)} posloupnost generovand Algoritmem 1. Pak

b oo 1 pr (C.32)
Co=m = T A ST AXPA | '

Dikaz: Pro a € (0,1) plati podle (C.24) a (C.28)

IX (@)s(a) = (1 — a)pe]l
= || X*sF + a(—XFsF) 4 a?AXPAS? — (1 — a)ple|
(1 — )| X*5* — el + a2 AXPAS|

1
< (1- a)Z,uk + | AXPASP||

IN

Provsechna0 < a < ajjea < % a zaroven 8a? || AXPAsP ||< pk. Predchozi nerovnost
potom dava

IX(0)s(0) — (1 — a)uel) < 11— o) [1 ¥ 2(1—1_60} <S0-apt (O3

Pak tedy, podle definice délky kroku, plati o > ay, coz bylo dokézati. O
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Véta 24 Bud {(z*,y*, s*)} posloupnost generovand Algoritmem 1 a bud mnoZina F
neprdzdnd. Potom konvergugi posloupnosti {(z*)Ts*}, {ry*}, {rf} Q-linedrné k nule.

Dikaz: Zékladni myslenka dukazu je tato. Nejprve dokazeme, ze existuje konstanta
Y1 (muze obecné zaviset na vstupnich datech a hodnoté n), pro niz

I (2, ", s%) 1< 0

(viz napiiklad [22] ). Poté vyuzijeme tohoto odhadu, a dokdzeme existenci takové
konstanty v, ze
| AXPAS? ||< By (%) s%)?

(viz naptiklad [23] ). Z lemmatu 22 potom plyne

1 1
(0% = min (27 8n192<xk)TSk> (C 3 )

1 1
> m | — | ————— | = ap >0
> min (2, Snﬁg(xO)Ts(J) o
Z tohoto odhadu a z lemmatu 20 plyne tvrzeni véty 24. O

Nésledujici lemma uvadi jiny odhad pro dolni hranici hodnoty a*.

Lemma 23 Bud {(z*,y*, s*)} posloupnost generovand Algoritmem 1. Pak

k 2

ar > (C.35)
14+ +/1+16 | AXPAsP/uk ||
Dukaz: 7Z dukazu lemmatu 22 vime, ze
1
| X(a)s(a) = (1 —a)pte < 5 (L—a) p"+a® | AXPAS |

Vztahem

1 k 2 1 k

4_1<1 —a)u” +a” || AXPASP ||< 5(1 —a)u (C.36)

zaruc¢ime splnéni podminky (C.31) pro f = % Je ziejmé, ze (C.36) je splnén pro vsechna
« mensi nebo rovna kladnému korenu
B 2

14+ +/1+16 | AXPAsP/u* ||

kvadratické rovnice, kterd vznikne z (C.36) nahrazenim nerovnosti rovnosti. Délku
kroku lze potom (pro kazdé k) volit vétsi nebo rovnu at. Dukaz je hotov. O

Oé+

(C.37)

Na zakladé Lemmatu 23 lze dokazat lemma 24
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Lemma 24 Bud {(z*,y*, s*)} posloupnost generovand Algoritmem 1. Pak existuje
konstanta v'3 > 0 takovd, Ze

1 —af < 42T s* (C.38)

a konecné na zakladé lemmatu 24 lze odvodit vétu 25

Véta 25 Bud {(z*,y*,s*)} posloupnost generovand Algoritmem 1 a bud mnoZina F
neprdzdnd. Potom posloupnosti {(z*)Ts®)}, {ry*}, {r.F} konverguji k nule Q-kvadraticky.

Dikaz: Podle lemmatu 20 a lemmatu 24 vime, ze
(karl)TSkJrl < ¥4 [<xk)TSk]2

Q-kvadratickou konvergenci pak ziskame ze vztaht

0 0 9

B < 9. k| 2 B | < 9, K12 O
H T'p ||— 3||’I“b0||Hrb “ a || Te H— 3||7,C0||HTC H

Jak uz jsme se zminili v prvni ¢asti, je pro dosazeni polynomialni slozitosti nutné
zvolit pocdtecni piiblizeni specidlniho tvaru. Bud tedy (a9, 4°, s%) takové pocatecni
priblizeni, pro néjz je

1
(z°,5%) € N(Z)’ z* < pa®, s* < ps? (C.39)

pro néjaké (z*,y*, s*) € F a p > 1. Ponévadz opét (z*,y*,s*) € F predem nezndme,
volime (2°,4°, s°) jako u algoritmu A, tj. (2°,9°, s%) := p(e, 0, €), pro p dostatecné velké.

Véta 26 Bud {(z*,y*, s*)} posloupnost generovand Algoritmem 1 s pocdtecnim pribli-
zenim (2°,9°, %), definovanym na zdkladé (C.39). Pak pro kazdé € nalezne algoritmus 1
priblizné resent (x*,y*, s*) € Q. v nejvyse O(nL) iteracich, kde

L = max (log ((2°)"s"/e), log | Az® — bl|/¢),log | A" + s —c]|/¢))

Algoritmus 2
Meéjme ddno (29,30, s°), pricemz (2°,s°) € N(5). Pro k =0,1,2,... provedme
Krok 1. Je -li (2%, y* s*) € Q., pak STOP, jinak

Krok 2. Vyfesme nésledujici soustavu pro prediktorovy smér (Ax?, AyP; AsP)

A 0 O AxP Ak —b
0 AT I Ay | =— | ATyF 458 —¢ |, (C.40)
Sko0  X* AsP pke
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kde p = £ (zF)T's*

Krok 3. Zvolme vhodnou délku kroku o a definujme

(2%, 9%, 8%) == (a, ", s%) + oF (AP, AyP, AsP)

Krok 4. Polozme ji* := (1 — o) p* a vyiesme soustavu pro korektorovy vybér sméru

A 0 0 Ax* 0
0 AT | Ay | = 0 . (C.41)
Sk0 Xk As® ji*e — X*Ske

Krok 5. Nova iterace ma potom tvar

(xk+17yk+l’sk+1) — (jjk,g)k’ §k) T (Axc, AyC,ASC)

Algoritmus 2 je obdobou Algoritmu 1; 1isi se pouze ve vybéru prediktorového sméru.
Délka prediktorového kroku o je rovnéz volena jako nejvétsi mozné «, pro které plati
vztah (C.31), kde 8 = % Znamena to, ze posloupnost iteraci generovana obéma algo-
ritmy mé podobné teoretické vlastnosti. Lemmata 20 a 21 plati pro Algoritmus 2 ve
stejné podobé. Jako jsme v lemmatu 22 nasli odhad dolni hranice délky kroku Algo-
ritmu 1, muzeme obdobnym zpusobem nalézt tento odhad pro Algoritmus 2.

Lemma 25 Bud {(z*,y*,s*)} posloupnost generovand Algoritmem 2. Pak

@ =@ E I\ S TAX A | '

Dukaz: Pro o € (0,1) je

1 X (a)s(a) — (1 — a)pFe| | X*s% — apfe + a?AXPAS? — (1 — a)u®e|

IX*s* — el + o*[| AXPAS|

1
Ji + [ AXPAS]

IN

IN

Pro viechna 0 < a < @ je v < § a zdroven 8o | AXPAs?|| < pF. Predchozi nerovnost
potom dava

1X(@)s(@) — (1 — a)pbel] < Sph 4 b= Sk < L — oy (C.43)

4 8 3

N | —

Podobné jako u Algoritmu 1, muzeme i zde nalézt dolni odhad pro délku kroku i
jinym zpusobem. Zaméfme se na nerovnost

1 1
T+ %[ AXTAS| < S(1 - a)t
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Je ziejmé, Ze tato nerovnost je splnéna pro kazdé o mensi nez kladny koten kvadratické
rovnice

1 1
Z,uk + ?|AXPASP|| = 5(1 — o)t
ktery mé tvar

1

at =
L++/14+4] AXPAse/u* ||

(C.44)

Zvolime-li opét pocatecni priblizeni podle (C.39), ziskdme polynomidlni slozitost
Algoritmu 2.

Véta 27 Bud {(a*,y*, s*)} posloupnost generovand Algoritmem 2 s poédtecnim pribli-
zenim (2°,y°, s0), definovanym na zdkladé (C.39). Pak pro kazdé e nalezne algoritmus 2
priblizné vesent (z*, yk, s*) € Q. v nejuyse O(nL) iteracich, kde

L = maz (log ((«")"s"/¢), log [[Az® — b]| /e),log | ATy’ + s — c||/¢))
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C.3 Programova realizace a zavéry

V predchozich odstavcich jsem, na zédkladé jmenovanych ¢lankt, teoreticky popsala tii
algoritmy. V této ¢asti bych chtéla uvést nékteré aspekty jejich praktické realizace.
gram ULLPI1.I, ktery na zdkladé hodnoty parametru MLP zvoli jeden ze tii zadkladnich
algoritmu popsanych v odstavcich C.1 a C.2. Pro hodnotu MLP=1 ftesi tlohu (P) a
(D) Algoritmem 1, pro hodnotu MLP=2 Algoritmem 2 a konecné pro hodnotu MLP=3
Algoritmem A. Pro kazdy z nich tvoii podstatnou ¢ast vlastnitho numerického vypoctu
vyteSeni soustav linedrnich rovnic pro prediktorovy smeér (AaP, Ay?, AsP) resp. korek-
torovy smeér (Axc, Ay, As®). Kromé hodnoty parametru MLP (kterd odpovida volbé
zékladniho algoritmu) lze proto navic volit tfi ruzné hodnoty parametru NUMBER,
na zakladé kterych vybirda ULLPI1.I vhodnou metodu pro tuto tlohu. ULLPI1.I tak
ve skutec¢nosti zahrnuje devét ruznych zpusobu feseni zékladniho problému.

Pro vyfeseni linedrnich soustav jsem pouzila jiz hotové programy UDSLL1.I (NUM-
BER = 1), UDSLL2.I (NUMBER = 2) a UDSLL3.I (NUMBER = 3).Vypisy programu
jsou obsazeny v ¢asti C.4, stejné jako vypis ULLPI1.I. Programy jsou soucasti knihovny
systému UFO.

At zvolime zdkladni algoritmus jakkoli, upravime matici

A 0 0
0 AT I (C.45)
S 0 X

zpusobem uvedenym v piiloze B na symetricky tvar (B.9) a v kazdé iteraci pak fesime
soustavy:

Algoritmus A

—D72 AT AxP B ATy —c+71X7 e
{ A0 HAyp} = _{ Az —b } (C46)
As? = —D72AzP —s +7X e (C.A47)
—D2 AT Aze ] (X e —3§
DA 48
As® = —D72Az°— 5+ X le (C.49)
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Algoritmus 1

—D72 AT AxP ATy —¢
[ A 0 }[Ayf’] N _[Ax—b} (C.50)
As? = —D Az —s (C.51)
—D2 AT [ Axc] X le—3§
A €52
As® = —D72Az°—s + X le (C.53)
Algoritmus 2

—D~2 AT AxP | Aly+s —c+puXte
l A 0 ]{Ay”] B _{ Az —b (C54)
As? = —D72AzP —s5 + 717X e (C.55)

—D2 AT Azc | X le—3

Ak 58
As® = —D72Az°— s+ X e (C.57)

Popisme nyni jednotlivé metody pro feseni soustavy

—-D72 AT Ax @
1)
kde [p, 1] je ptislusny vektor pravé strany. Vztah pro As na tomto misté neuvazujme.

Ponévadz zavisi na konkrétni volbé zakladniho algoritmu, nelze zobecnit a je tak pro
kazdy algoritmus poéitdn zvlast podle pifslusnych vzorct z hodnot Az a Ay.

Program UDSLL1.UFO fesi soustavu (C.45) piimo. Pfevadi (C.58) na tvar
AD*ATAy = —ip — AD?p,
Az = D?ATAy+ Dy,

ktery jsme v odstavci B.2 nazvali normal equations. Z tohoto vyjadieni lze pak vektor
Ay vypocist jako

Ay = —(AD?*AT) " ( + AD?p). (C.59)

Matice AD?A” je symetrickd a pozitivné definitni (nebot matice D? je pozitivné
definitni). Pro vypocet inverzni matice lze proto pouzit Choleského rozkladu (Gill-
Murrayova????) pro fidké matice a rozlozit AD?AT na soucin LML”, kde L je doln{
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trojihelnikovd a M diagondlni matice. Tato metoda je vhodnd pro takové (fidké)
matice, pro néz je i AD?AT iidk4 a konverguje pro né podstatné rychleji nez dalsi dvé
metody. Ty jsou vhodné pro tifidu matic, které pozadavek fidkosti AD?A” nespliiuji.

Program UDSLL2.1 tesi soustavu (C.58) Bunch-Parlettovou metodou. Jedna se opét
o piimou metodu, kterd ovsem pocita vektor (Ax, Ay) z puvodni soustavy

MR o
(C.61)

Matici
F { —5—2 AOT } (C.62)

rozkladd zpusobem A = LNLT, kde matice N je blokové diagondln{, piicemz bloky na
diagonale jsou ¢tvercové matice fadu 1, pripadné 2 a L je dolni trojuhelnikova matice,
a tesi pak soustavu

LNLT{A:U} = —{Zﬂ. (C.63)
(C.64)

Pivotace je volena tak, aby byla zachovana stabilita metody. Metoda je opét vhodna
pro ridké matice. Pro plné matice selhavéa z duvodu velkého poctu kroku potiebnych
k faktorizaci.(777)

Kone¢né poslednim z programu na feseni soustavy (C.45) je program UDSLL3.I.
Tento program fesi soustavu

(AD?*AT)Ay = —p — AD?*p

iteracné metodou sdruzenych gradientu.Pro metodu sdruzenych gradientu je v kazdé
iteraci nutné znat vektor w = (AD2*AT) v, ktery je zde pocitan po ¢astech, tj.

w, = Alw,
Wo = D2w1,
w = A ws.

Matice AD?AT se tak nikdy nevyéisluje, ¢imz se metoda zjednodusi a zrychli. UDSLL3.1
je mozné pouzit pro jakékoliv (idké i netidké) matice, ale pro fidké matice konverguje
pomalu.

Srovnani rychlosti konvergence a poctu iteraci pro soubor dvanacti testovacich
prikladt pfi ruzné volbé parametru MLP a NUMBER uvadim na konci tohoto odstavce.

Nyni se zaméime na rozbor algoritmu z odstavcu C.1 a C.2. Algoritmus A, na rozdil
od zbyvajicich dvou algoritmu, vyzaduje volbu nékolika vstupnich parametru. Metoda
konvergovala nejrychleji pro hodnoty (3; := 0.25, 35 := 0.5. (Tato volba parametru je
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mimo jiné uvedena také v T.Terlaky [13], odstavec 5.6.) Pro hodnoty parametra 3y, (s
blizké témto se vSak pocet iteraci o mnoho nelisil. Mnohem vétsi vliv na rychlost
konvergence algoritmi méla viak volba délky kroku a*; v predchozich odstavcich byly
uvedené teoretické odhady hodnot o pro vsechny tii algoritmy. Pro Algoritmus A
jsem definovala o jako o** z lemmatu 19, pro Algoritmus 1 resp. Algoritmus 2 jsem
za délku kroku volila hodnoty o™ definovanou v (C.44) resp. (?7). Ukézalo se vsak,
ze u Algoritmu A 1ze délku kroku ve skutecnosti volit 1.99 krat vétsi nez je teoreticky
odhad (19); u Algoritmu 2 lze tuto hodnotu volit dokonce 1.999 krat vétsi nez odhad
(?7). Pocet iteraci potfebnych k nalezeni dostateéné presné aproximace optima se pii
téchto volbach délek kroku podstatné snizi.

Teoreticky odvozené pocatecni priblizeni pro Algoritmus A resp. Algoritmus 1 a
Algoritmus 2 mé tvar yop(e, 0, €) resp. p(e, 0, €).Zvolme tedy hodnotu g := 1 a zaméime
se pouze na volbu parametru p. Teoreticky odvozenou hodnotu py, definovanou vztahem
(C.10) je v praxi obtizné nalézt a ponévadz hodnotu p > |[|(z*,s*)||, jsme obvykle
schopni zjistit az po skonceni algoritmu, volila jsem pro vSechny tii algoritmy p :=
0,5.10%. (Algoritmy konvergovaly nejrychleji pro p = ||(z*, s*)[| )

Koneéné hodnoty €, ep, e€p pro Algoritmus A resp. € pro Algoritmy 1 a 2 jsem
volila jako € = ep = €p = ¢ = 107%. U Algoritmu 1 a Algoritmu 2 se ale v poslednim
kroku hodnota of téméi rovnala jedné a proto jsem piiblizné Feseni (z¢, ¢, s¢) ziskala
s mnohem vyssi pfesnosti.

Kromé téchto tii existuje jesté cela rada jinych metod vnitiniho bodu. Rada bych
nejprve upozornila na ¢lanek Kojima & Megiddo & Mizuno [24], kde je hlubsi teoret-
icky rozbor Algoritmu 1. a dalsi ¢lanek, ktery bych zde chtéla zminit, je R.Tapia et
al. [26] kde je pro Feseni rovnice F(x,y,s) = 0 pouzita zcela jind modifikace klasické
Newtonovy metody. Nékteré odlisné pristupy k metodam vnitiniho bodu lze rovnéz
nalézt v knihdch S.Wright [2], T.Terlaky [13], B.Jansen [19].
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Algoritmus 1

MLP=1
NUMBER=1
1 NIC= 0 NIT= 32
2 NIC= 0 NIT= 40
3 NIC= O NIT= 19
4 NIC= 0 NIT= 37
5 NIC= O NIT= 37
6 NIC= O NIT= 26
7 NIC= O NIT= 32
8 NIC= O NIT= 43
9 NIC= O NIT= 37
10 NIC= 0 NIT= 30
11 NIC= 0 NIT= 35
12 NIC= 0 NIT= 33
TOTAL  NIT= 401
NCG= O

TIME= 0:00:02.31

MLP=1
NUMBER=2
1 NIC= 0 NIT= 32
2 NIC= 0 NIT= 40
3 NIC= O NIT= 19
4 NIC= 0 NIT= 37
5 NIC= O NIT= 37
6 NIC= O NIT= 26
7 NIC= 0 NIT= 32
8 NIC= O NIT= 43
9 NIC= O NIT= 37
10 NIC= 0 NIT= 30
11 NIC= 0 NIT= 35
12 NIC= O NIT= 33
TOTAL  NIT= 401
NCG= O

TIME= 0:00:04.83

NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=

NFV

NRS

NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=

NFV

NRS

e e e o T e T S

L e e e e = S e e S

.562D+03
.984D+02
.510D+02
.200D+03
.420D+03
.337D+02
.562D+03
.529D+03
.667D+03
.539D+03
.399D+03
.726D+03

NFG=
NAD=

.562D+03
.984D+02
.510D+02
.200D+03
.420D+03
.337D+02
.562D+03
.529D+03
.667D+03
.539D+03
.399D+03
.726D+03

NFG=
NAD=

C= .106D-07
C= .262D-06
C= .132D-10
C= .304D-10
C= .207D-06
C= .891D-09
C= .106D-07
C= .533D-07
C= .228D-06
C= .105D-07
C= .131D-10
C= .275D-06
0O NDC= 0 * 0
0 NRM= O
C= .106D-07
C= .262D-06
C= .132D-10
C= .304D-10
C= .207D-06
C= .893D-09
C= .106D-07
C= .533D-07
C= .228D-06
C= .105D-07
C= .347D-11
C= .275D-06
O NDC= 0 * 0
0 NRM= O
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Algoritmus 2

MLP=2

NUMBER=1

1 NIC= 0 NIT= 18 NFV= 1 F= .562D+03 C= .814D-07
2 NIC= O NIT= 22 NFV= 1 F= .984D+02 C= .261D-07
3 NIC= 0 NIT= 12 NFV= 1 F= .510D+02 C= .151D-09
4 NIC= 0 NIT= 20 NFV= 1 F= .200D+03 C= .271D-07
5 NIC= 0 NIT= 21 NFV= 1 F= .420D+03 C= .166D-09
6 NIC= 0 NIT= 21 NFV= 1 F= .337D+02 C= .150D-08
7 NIC= O NIT= 18 NFV= 1 F= .562D+03 C= .814D-07
8 NIC= 0 NIT= 36 NFV= 1 F= .529D+03 C= .101D-06
9 NIC= 0 NIT= 20 NFV= 1 F= .667D+03 C= .486D-07
10 NIC= O NIT= 17 NFV= 1 F= .539D+03 C= .460D-08
11 NIC= O NIT= 19 NFV= 1 F= .399D+03 C= .176D-07
12 NIC= 0 NIT= 18 NFV= 1 F= .726D+03 C= .930D-07

TOTAL  NIT= 242 NFV= 12 NFG= O NDC= 0 * O
NCG= 0 NRS= O NAD= O NRM= O
TIME= 0:00:01.37

MLP=2

NUMBER=2

1 NIC= 0 NIT= 18 NFV= 1 F= .562D+03 C= .816D-07
2 NIC= 0 NIT= 22 NFV= 1 F= .984D+02 C= .261D-07
3 NIC= O NIT= 12 NFV= 1 F= .510D+02 C= .151D-09
4 NIC= 0 NIT= 20 NFV= 1 F= .200D+03 C= .271D-07
5 NIC= 0 NIT= 21 NFV= 1 F= .420D+03 C= .167D-09
6 NIC= O NIT= 15 NFV= 1 F= .337D+02 C= .114D-08
7 NIC= 0 NIT= 18 NFV= 1 F= .562D+03 C= .816D-07
8 NIC= 0 NIT= 23 NFV= 1 F= .529D+03 C= .182D-07
9 NIC= O NIT= 20 NFV= 1 F= .667D+03 C= .486D-07
10 NIC= 0 NIT= 17 NFV= 1 F= .539D+03 C= .460D-08
11 NIC= 0 NIT= 19 NFV= 1 F= .399D+03 C= .176D-07
12 NIC= O NIT= 18 NFV= 1 F= .726D+03 C= .930D-07

TOTAL  NIT= 223 NFV= 12 NFG= O NDC= 446 * 0O
NCG= 0 NRS= O NAD= O NRM= O
TIME= 0:00:02.75
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Algoritmus 2

MLP=2
NUMBER=1

NIC=
NIC=
NIC=
NIC=
NIC=
NIC=
NIC=
NIC=
NIC=
NIC=
11 NIC=
12 NIC=
TOTAL

O 00 N O O W N -

—_
o

NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=

O O O O O O OO O o o o

18
22
12
20
21
21
18
36
20
17
19
18

NIT= 242

NCG=

0

TIME.= 0:00:01.37

MLP=2
NUMBER=2

NIC=
NIC=
NIC=
NIC=
NIC=
NIC=
NIC=
NIC=
NIC=
NIC=
NIC=
12 NIC=
TOTAL

©O© 00 NO O W N -

o
= O

TIME= O:

NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=

O O O O O O OO oo oo

18
22
12
20
21
15
18
23
20
17
19
18

NIT= 223

NCG=

0

00:02.75

NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=

NFV

NRS

NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=

NFV

NRS

e e e o T e T S

L e e e e = S e e S

.562D+03 C=
.984D+02 C=
.510D+02 C=
.200D+03 C=
.420D+03 C=
.337D+02 C=
.562D+03 C=
.529D+03 C=
.667D+03 C=
.539D+03 C=
.399D+03 C=
.726D+03 C=

NFG= O
NAD= O

.562D+03 C=
.984D+02 C=
.510D+02 C=
.200D+03 C=
.420D+03 C=
.337D+02 C=
.562D+03 C=
.529D+03 C=
.667D+03 C=
.539D+03 C=
.399D+03 C=
.726D+03 C=

NFG= O
NAD= O

30

.814D-07
.261D-07
.151D-09
.271D-07
.166D-09
.15QD-08
.814D-07
.101D-06
.486D-07
.460D-08
.176D-07
.930D-07
NDC= 0 * O
NRM= O

.816D-07
.261D-07
.151D-09
.271D-07
.167D-09
.114D-08
.816D-07
.182D-07
.486D-07
.460D-08
.176D-07
.930D-07
NDC= 446 * O
NRM= O



Algoritmus 2

MLP=3
NUMBER=1

NIC=
NIC=
NIC=
NIC=
NIC=
NIC=
NIC=
NIC=
NIC=
NJC=
11 NIC=
12 NIC=
TOTAL

O 00 N O O W N -
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o

TIME= O:

MLP=3
NUMBER=2

NIC=
NIC=
NIC=
NIC=
NIC=
NIC=
NIC=
NIC=
NIC=
NIC=
NIC=
12 NIC=
TOTAL

©O© 00 NO O W N -

o
= O

TIME= O:

NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=

O O O O O O OO O o o o

71
96
33
88
86
38
71
88
83
82
87
76

NIT= 899

NCG=

0

00:05.49

NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT=
NIT™

O O O O O O OO oo oo

71
96
33
88
86
57
71
88
83
82
87
76

NIT= 918

NCG=

0

00:11.32

NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=

NFV

NRS

NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=
NFV=

NFV

NRS

e e e o T e T S

L e e e e = S e e S

.562D+03 C=
.984D+02 C=
.510D+02 C=
.200D+03 C=
.420D+03 C=
.337D+02 C=
.562D+03 C=
.529D+03 C=
.667D+03 C=
.539D+03 C=
.399D+03 C=
.726D+03 C=

NFG= O
NAD= O

.562D+03 C=
.984D+02 C=
.510D+02 C=
.200D+03 C=
.420D+03 C=
.337D+02 C=
.562D+03 C=
.529D+03 C=
.667D+03 C=
.539D+03 C=
.399D+03 C=
.726D+03 C=

NFG= O
NAD= O
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.967D-12
.699D-11
.222D-15
.318D-11
.103D-11
.195D-05
.967D-12
.297D-10
.122D-11
.187D-12
.966D-11
.350D-12
NDC= 0 * O
NRM= O

.453D-13
.610D-13
.111D-15
.637D-13
.207D-13
.383D-13
.453D-13
.223D-13
.376D-13
.257D-13
.395D-13
.262D-13
NDC=1836 * O
NRM= O
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SUBROUTINE ULLPI1 ALL SYSTEMS 98/12/01
PORTABILITY : ALL SYSTEMS C 98/12/01 KO : ORIGINAL VERSION

PURPOSE :
INFEASIBLE PREDICTOR-CORRECTOR PRIMAL-DUAL INTERIOR POINT METHOD
FOR LINEAR PROGRAMMING.

PARAMETERS :

II
II
IT
RI
RI
II
II
RI
RO
RA
RA
RA
RA
RA
RA
RA
RA

NF NUMBER OF VARIABLES.

NC NUMBER OF CONSTRAINTS.

MC NUMBER OF ELEMENTS IN THE FIELD CG.

C(NF) VECTOR OF PRICES (GRADIENT OF THE LINEAR FUNCTION) .
CG(MC) ELEMENTS OF THE CONSTRAINT JACOBIAN MATRIX.
ICG(NC+1) POSITION OF THE FIRST ROWS ELEMENTS IN THE FIELD CG.
JCG(MC) COLUMN INDICES OF ELEMENTS IN THE FIELD CG.

B(NC) RIGHT HAND SIDE VECTOR.

X(NF) VECTOR OF VARIABLES.

Y(NC) VECTOR OF LAGRANGE MULTIPLIERS.

S(NF) VECTOR OF SLACK VARIABLES.

G(NF) GRADIENT OF THE LAGRANGIAN.

CF(NC) CONSTRAINT VIOLATION VECTOR.

D(NF) DIAGONAL MATRIX.

Z(2*NF+NC) DIRECTION VECTOR.

VEC1(2*NF) AUXILIARY VECTOR.

VEC2(NF) AUXILIARY VECTOR.

COMMON DATA :

IT
RI
RI
TO

MMAX LENGTH OF THE ARRAYS JB,B.

ETAO MACHINE PRECISION.

ETA2 TOLERANCE FOR POSITIVE DEFINITENESS.

TDXX TEXT INFORMATION ON THE DIRECTION VECTOR OBTAINED.

SUBPROGRAMS USED :

S

0 n

0 N1 »n

UXSCMD MULTIPLICATION OF A DENSE RECTANGULAR MATRIX STORED BY
COLUMNS BY A VECTOR WITH EVENTUAL ADDITION OF A SCALED VECTOR.

UXSRMD MULTIPLICATION OF A DENSE RECTANGULAR MATRIX STORED BY
ROWS BY A VECTOR WITH EVENTUAL ADDITION OF A SCALED VECTOR.

UXVCOP COPYING OF A VECTOR.

UXVDIR VECTOR AUGMENTED BY THE SCALED VECTOR.

UXVDOT DOT PRODUCT OF TWO VECTORS.

UXVDIF DIFFERENCE OF TWO VECTORS.

UXVMUL DIAGONAL PREMULTIPLICATION OF A VECTOR.

UXVNEG COPYING OF A VECTOR WITH CHANGE OF THE SIGN.
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UXVNOR EUCLIDEAN NORM OF A VECTOR.

UXVSAB SUM OF ABSOLUTE VALUES OF VECTOR ELEMENTS.
UXVSET INITIATION OF A VECTOR.

UXVSCL SCALING OF A VECTOR.

HOD

SUBROUTINE ULLPI1(NF,NC,MC,C,CG,ICG,JCG,B,X,Y,G,CF,D,S,Z,VEC1,
& VEC2,CMAX,GMAX,UMAX,RPF1,MLP,MRED, INEW)

$INCLUDE(’UMCOMM’)

INTEGER NF,NC,MC,ICG(NC+1),JCG(MC),MLP,MRED, INEW

$FLOAT C(NF),CG(MC),B(NC) ,X(NF),Y(NC),G(NF),CF(NC),D(NF),S(NF),
& Z(2xNF+NC) ,VEC1 (2*NF) ,VEC2(NF) ,CMAX,GMAX,UMAX,RPF1

$FLOAT POM,POM1,P0OM2,ALFA,BETA1,BETA2,GAMA1,ETA,RRO,RK

$FLOAT INFEAS,UXVDOT,UXVNOR,UXVSAB

INTEGER I

SAVE BETA1,BETA2,GAMA1,RRO,RK

IF (TSS(NS).NE.’ULPX’) CALL UYPRO1(’ULPX’,1)

GOTO (1,2,3) ISP(NS)

CONTINUE

CALL UOLLP1(’ULLPI1’)

NRED=0

RR0O=0.5%P 2

BETA1=0.25%P 0

BETA2=0.5%$P 0O

GAMA1=0.25$P 0

INITIAL APPROXIMATION
RK=0NE

CALL UXVSET(NF,RRO,X)
CALL UXVSET(NF,RRO,S)
CALL UXVSET(NC,ZERO,Y)
MAIN ITERATIVE CYCLE

IF (NRED.GT.MRED) GO TO 74
NRED=NRED+1

PREDICTOR
RPF1=UXVDOT (NF, X, S)
IF (MLP.EQ.3) RPF1=BETA1*RPF1

RPF1=RPF1/$DBLE (NF)
CALL UXVMUL(NF,X,S,D,-1)
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RIGHT HAND SIDE PREPARATION FOR THE PREDICTOR STEP
CF = (CG)*X - B
G TRANS(CG)*Y - C + RPF1*xINV(X)*E

CALL UXSRMD(NF,NC,MC,CG, ICG,JCG,X,-0NE,B,CF)
CALL UXSCMD(NF,NC,MC,CG,ICG,JCG,Y,-0NE,C,G)
IF (MLP.EQ.1) THEN

ELSE IF (MLP.EQ.2) THEN

DO 11 I=1,NF

G(I)=G(I)+S(I)-RPF1/X(I)

CONTINUE

ELSE

DO 12 I=1,NF

G(I)=G(I)+(RPF1/X(I))

CONTINUE

ENDIF

CALL UYSETO(1,2)

RETURN

DEFINITION OF THE NEW VARIABLES (X,Y,S) AFTER THE PREDICTOR STEP

IF (MLP.EQ.1) THEN

DO 13 I=1,NF
Z(NF+NC+I)=-S(I)*(ONE+Z(I)/X(I))

CONTINUE

ELSE IF (MLP.EQ.2) THEN

DO 14 I=1,NF
Z(NF+NC+I)=-(S(I)*Z(I)+RPF1)/X(I)
CONTINUE

ELSE

CALL UXSCMD(NF,NC,MC,CG,ICG,JCG,Z(NF+1),-0NE,C,VEC1)
CALL UXVNEG(NF,VEC1,VEC1)

CALL UXSCMD(NF,NC,MC,CG,ICG,JCG,Y,0ONE,S,VEC2)
CALL UXVDIF(NF,VEC1,VEC2,Z(NC+NF+1))
ENDIF

CALL UXVMUL(NF,Z(NF+NC+1),Z,VEC1,1)

IF (MLP.EQ.1) THEN

POM=UXVNOR (NF,VEC1) /RPF1

ALFA=TWO/ (ONE+SQRT (ABS (ONE+FOUR**2xP0OM) ) )
ELSE IF (MLP.EQ.2) THEN
POM=FOUR*UXVNOR (NF, VEC1)

ALFA=0NE/ (ONE+SQRT (ABS (ONE+POM/RPF1)))
ALFA=1.9991$P O*ALFA

ELSE

POM=UXVSAB (NF,VEC1)

DO 16 I=1,NF
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VEC1(I)=VEC1(I)-POM/$DBLE(NF)
CONTINUE

POM=ABS (POM)

POM1=UXVNOR (NF,VEC1)

ETA=MAX (POM,POM1)
POM2=UXVDOT (NF, X, S)
POM=(POM2*GAMA1) / (2*$DBLE (NF) *ETA)
POM=SQRT (POM)
POM1=(BETA1*P0OM2) /ETA
POM2=(BETA2-BETA1) *POM2/ETA
ALFA=MIN (HALF,POM,POM1,P0OM2)
ALFA=1.99$P O0*ALFA

ENDIF

CALL UXVDIR(NF,ALFA,Z,X,X)

CALL UXVDIR(NC,ALFA,Z(NF+1),Y,Y)
CALL UXVDIR(NF,ALFA,Z(NF+NC+1),S,S)
IF (MLP.EQ.3) RK=(1-ALFA)*RK

CORRECTOR

IF (MLP.LE.2) THEN
RPF1=(0ONE-ALFA) *RPF1

ELSE

RPF1=UXVDOT (NF,X,S) /$DBLE (NF)
ENDIF

CALL UXVMUL(NF,X,S,D,-1)

RIGHT HAND SIDE PREPARATION FOR THE CORRECTOR STEP
CF =0
G = - S + RPF1xINV(X)*E

CALL UXVSET(NC,ZERO,CF)

DO 19 I=1,NF

G(I)=RPF1/X(I)-S(I)

CONTINUE

CALL UYSETO(1,3)

RETURN

CALL UXSCMD(NF,NC,MC,CG,ICG,JCG,Z(NF+1),0.0D 0,S,VEC1)
CALL UXVNEG(NF,VEC1,Z(NF+NC+1))

DEFINITION OF THE NEW VARIABLES (X,Y,S) AFTER THE CORRECTOR STEP
CALL UXVDIR(NF,ONE,Z,X,X)

CALL UXVDIR(NC,ONE,Z(NF+1),Y,Y)
CALL UXVDIR(NF,ONE,Z(NF+NC+1),S,S)
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74
75

TERMINATION CRITERIA

GMAX=UXVDOT (NF, X, S)

CALL UXSRMD(NF,NC,MC,CG,ICG,JCG,X,-1.0D 0,B,VEC1)
CMAX=UXVNOR (NC,VEC1)

CALL UXVDIF(NF,S,C,VEC2)

CALL UXSCMD(NF,NC,MC,CG,ICG,JCG,Y, 1.0D 0,VEC2,VEC1)
UMAX=UXVNOR (NF,VEC1)

CALL UXVCOP(NF,X,VEC1)

CALL UXVCOP(NF,S,VEC1(NF+1))

CALL UOLLP3(NF,NC,X,Y,S,G,CF,CMAX,GMAX,UMAX, INEW)
IF ((GMAX.LE.TOLG).AND.(CMAX.LE.TOLC) .AND. (UMAX.LE.TOLC)) THEN
TUXX="0PTIMUM °’

GOTO 75

ENDIF

IF (MLP.EQ.3) THEN

INFEAS=2%GMAX/ (RK*RRO)

POM=UXVSAB (2*NF,VEC1)

IF (POM.GT.INFEAS) THEN

TXFU=’INFEAS °

GOTO 75

ENDIF

ENDIF

GO TO 10

CONTINUE

CALL UOLLP2

CALL UYEPI1(1)

RETURN

END
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SUBROUTINE UDSLL1 ALL SYSTEMS 98/12/01
PORTABILITY : ALL SYSTEMS C 98/12/01 TU : ORIGINAL VERSION

PURPOSE :

DETERMINATION OF THE DIRECTION VECTOR AS A SOLUTION OF THE SYSTEM OF
NORMAL EQUATIONS USING SPARSE GILL-MURRAY FACTORIZATION WITH THE
CONTROL OF POSITIVE DEFINITENESS.

PARAMETERS :
IT NF NUMBER OF VARIABLES.
IT NC NUMBER OF CONSTRAINTS.
IT MC NUMBER OF ELEMENTS IN THE FIELD CG.
IT MMAX LENGTH OF THE ARRAYS JB,B.
RI CG(MC) ELEMENTS OF THE CONSTRAINT JACOBIAN MATRIX.
IT ICG(NC+1) POSITION OF THE FIRST ROWS ELEMENTS IN THE FIELD CG.
IT JCG(MC) COLUMN INDICES OF ELEMENTS IN THE FIELD CG.
RU B(MMAX) NUMERICAL VALUES OF THE SPARSE MATRIX B.
OF THE TRIANGULAR FACTOR.
IT IB(NC+1) POINTER VECTOR OF THE SPARSE MATRIX A.
IT JB(MMAX) INDICES OF THE TRIANGULAR FACTOR OF THE HESSIAN MATRIX.
RI D(NF) DIAGONAL MATRIX.
RI G(NF) GRADIENT OF THE OBJECTIVE FUNCTION.
RI CF(NC) CONSTRAINT VECTOR.
RO S(NF+NC) DIRECTION VECTOR.
IT PSL(NC+1) POINTER VECTOR OF THE SPARSE TRIANGULAR FACTOR OF THE
HESSTIAN MATRIX.
IT PERM(NC) PERMUTATION VECTOR.
IA WN11(NC+1) AUXILIARY VECTOR.
IA WN12(NC+1) AUXILIARY VECTOR.
RI ETA2 TOLERANCE FOR POSITIVE DEFINITENESS.
IU 1INF DECOMPOSITION INDICATOR. INF=0 IF THE MATRIX IS POSITIVE
DEFINITE.

COMMON DATA :

I0 ITERD TERMINATION INDICATOR. ITERD<O-BAD DECOMPOSITION.
ITERD=0-DESCENT DIRECTION. ITERD=1-NEWTON LIKE STEP.
ITERD=2-INEXACT NEWTON LIKE STEP. ITERD=3-BOUNDARY STEP.
ITERD=4-DIRECTION WITH THE NEGATIVE CURVATURE.
ITERD=5-MARQUARDT STEP.

I0 ITERM TERMINATION INDICATOR. ITERM=0-SUCCESSFUL TERMINATION.

IU IDECC DECOMPOSITION INDICATOR. IDECC=0-NO DECOMPOSITION.
IDECC=1-GILL-MURRAY DECOMPOSITION. IDECC=2-BUNCH-PARLETT
DECOMPOSITION. IDECC=3-INVERSION.

IU NDECC NUMBER OF DECOMPOSITIONS.

TO TDXX TEXT INFORMATION ON THE DIRECTION VECTOR OBTAINED.
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PROGRAMS USED :

UXSPCF SPARSE NUMERICAL GILL-MURRAY FACTORIZATION OF A
SYMMETRIC MATRIX USING COMPACT FORM FOR FACTORS WITH
THE CONTROL OF POSITIVE DEFINITENESS.

UXSPCB SPARSE BACK SUBSTITUTION WITH FACTORS IN COMPACT FORM.

UXVDOT DOT PRODUCT OF VECTORS.

UXVNEG COPYING OF A VECTOR WITH A CHANGE OF THE SIGN.

UXVSFP PERMUTATION OF A VECTOR.

UXVSBP INVERSE PERMUTATION OF A VECTOR.

U0D1D1 PRINT OF ENTRY TO DIRECTION DETERMINATION.

U0D1D2 PRINT OF EXIT FROM DIRECTION DETERMINATION.

UOD1D5 PRINT OF INFORMATION DURING DIRECTION DETERMINATION.

SUBROUTINE UDSLL1(NF,NC,MC,MH,MMAX,CG,ICG,JCG,B,IB,JB,D,G,CF,S,
& PSL,PERM,WN11,WN12,6ETA2,INF)

$INCLUDE(’UMCOMM’)

INTEGER NF,NC,MC,MMAX,ICG(NC+1),JCG(MC),IB(NC+1),JB(MMAX),
& PSL(NC+1) ,PERM(NC) ,WN11(NC+1) ,WN12(NC+1),INF

INTEGER L,I,MH

$FLOAT CG(MC),B(MMAX) ,D(NF),G(NF),CF(NC),S(NF+NC) ,ETA2
$FLOAT ALF,TAU

CALL UOD1D1

DO 111 I=1,NF

S(I)=0NE/D(I)

CONTINUE

CALL UCENS1(NF,NC,MC,MMAX,B,IB,JB,CG,ICG,JCG,S)
IDECC=0

L=IB(NC+1)-1

IF(IDECC.NE.1) THEN

CALL UXSPCT(NC,L,MH,MMAX,B,JB,PSL, ITERM)

IF (ITERM.NE.O) THEN

TDXX=’"LACK SPC’

GO TO 3

ENDIF

GILL-MURRAY DECOMPOSITION

ALF = ETA2

CALL UXSPCF(NC,MMAX,B(L+1),PSL,JB(L+1),WN11,WN12,S,INF,ALF,TAU)
NDECC=NDECC+1

IDECC=1

ENDIF

NEWTON LIKE STEP

CALL UXVMUL(NF,D,G,S,-1)

38



CALL UXSRMD(NF,NC,MC,CG,ICG,JCG,S,0NE,CF,S(NF+1))
CALL UXVNEG(NC,S(NF+1),S(NF+1))

CALL UXVSFP(NC,PERM,S(NF+1),S)

CALL UXSPCB(NC,MMAX,B(L+1),PSL,JB(L+1),S(NF+1),0)
CALL UXVSBP(NC,PERM,S(NF+1),8S)

CALL UXSCMD(NF,NC,MC,CG,ICG,JCG,S(NF+1),0NE,G,S)
CALL UXVMUL(NF,D,S,S,-1)

IF(INF.EQ.0) THEN

ITERD = 1

TDXX=’G-M POS’

ELSEIF(INF.LT.0) THEN

ITERD = 2
TDXX="G-M ZER’
ELSE

ITERD = 2
TDXX="G-M NEG’
ENDIF

CALL UOD1D5(ALF,TAU, INF)
CALL UOD1D2(NF,G,S)
RETURN

END
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SUBROUTINE UDSLL2 ALL SYSTEMS 98/12/01
C PORTABILITY : ALL SYSTEMS C 98/12/01 LU : ORIGINAL VERSION

*

PURPOSE :

DETERMINATION OF THE DIRECTION VECTOR AS A SOLUTION OF THE INDEFINITE
KARUSH-KUHN-TUCKER SYSTEM USING SPARSE BUNCH-PARLETT FACTORIZATION.

PARAMETERS :

IT NF NUMBER OF VARIABLES.

IT NC NUMBER OF CONSTRAINTS.

IT MC NUMBER OF ELEMENTS IN THE FIELD CG.

IT M LENGTH OF THE ARRAY H.

IT MMAX LENGTH OF THE ARRAY B.

RI H(M) SPARSE SYMMETRIC MATRIX WHICH IS USED FOR DETERMINATION

OF THE DIRECTION VECTOR.

IT TIH(NF+1) POINTERS OF THE DIAGONAL ELEMENTS OF H.
IT JH(M) INDICES OF THE NONZERO ELEMENTS OF H.

RI G(NF) GRADIENT OF THE OBJECTIVE FUNCTION.

RO S(NF+NC) DIRECTION VECTOR.

RA XO(NF+NC) AUXILIARY VECTOR.

RA GO(NF+NC) AUXILIARY VECTOR.

RA XS(NF+NC) AUXILIARY VECTOR.

IT IX(MX) VECTOR CONTAINING TYPES OF BOUNDS.

COMMON DATA :

I0 ITERD TERMINATION INDICATOR. ITERD<O-BAD DECOMPOSITION.
ITERD=0-DESCENT DIRECTION. ITERD=1-NEWTON LIKE STEP.
ITERD=2-INEXACT NEWTON LIKE STEP. ITERD=3-BOUNDARY STEP.
ITERD=4-DIRECTION WITH THE NEGATIVE CURVATURE.
ITERD=5-MARQUARDT STEP.

I0 ITERM TERMINATION INDICATOR. ITERM=0-SUCCESSFUL TERMINATION.

IU 1IDECC DECOMPOSITION INDICATOR. IDECC=0-NO DECOMPOSITION.
IDECC=1-GILL-MURRAY DECOMPOSITION. IDECC=2-BUNCH-PARLETT
DECOMPOSITION. IDECC=3-INVERSION.

IU NDECC NUMBER OF DECOMPOSITIONS.

TO TDXX TEXT INFORMATION ON THE DIRECTION VECTOR OBTAINED.

SUBPROGRAMS USED :

S  UNSTEP DETERMINATION OF A SCALING FACTOR FOR THE BOUNDARY STEP.
S  UXSSMM MATRIX-VECTOR PRODUCT.

RF UXSSMQ VALUE OF THE QUADRATIC FORM.

RF UXUDEL NORM OF THE AUGMENTED VECTOR.

S  UXUDIR VECTOR AUGMENTED BY THE SCALED VECTOR.

RF UXUDOT DOT PRODUCT OF VECTORS.

S  UXVNEG COPYING OF A VECTOR WITH CHANGE OF THE SIGN.

S UXVSET INITIATION OF A VECTOR.

¥ OX X XK KK X K KKK K KKK K KKK XK KKK K KKK KKK KKK KX KKK X X XX
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U0D1D1 PRINT OF ENTRY TO DIRECTION DETERMINATION.
U0D1D2 PRINT OF EXIT FROM DIRECTION DETERMINATION.

SUBROUTINE UDSLL2(NF,NC,MC,M,MMAX,H,IH,CG,JCG,KCG,B,IB,JB,KB,IW,
& IW1,IW2,G,CF,S,X0,NAU,NUP,INF)

$INCLUDE (’UMCOMM’)

INTEGER NF,NC,MC,M,MMAX,IH(NF+1),JCG(MC),KCG(MC),IB(NF+NC+1),
& JB(M+MC+NC) ,KB(M+MC+NC) , IW(MMAX) , IW1 (2% (NF+NC)) ,IW2 (3% (NF+NC)),
& NAU,NUP, INF

$FLOAT H(M),CG(MC) ,B(MMAX) ,G(NF),CF(NC) ,S(NF+NC) ,X0(NF+NC)
INTEGER NN,MM

CALL UOD1D1

IDECF=0

M=IH(NF+1)-1

IF (IDECF.NE.7) THEN

CALL UXSKIN(NF,M,H,IH,NC,MC,CG,JCG,KCG,B,IB)

NN=NF+NC

MM=M+MC+NC

BUNCH-PARLETT DECOMPOSITION

CALL UXSIBF(NN,MM,KB,JB,B,MMAX, IW,MMAX,IW1l,IW2,NAU,NUP,INF)
IF (INF.LT.O0) THEN

TDXX="LACK SPC’

ITERM=INF

GO TO 3

ENDIF

NDECF=NDECF+1

IDECF=7

ENDIF

CALL UXVNEG(NF,G,S)

CALL UXVNEG(NC,CF,S(NF+1))

CALL UXSIBB(NN,B,MMAX,IW,MMAX,X0,S,IW1l,NAU,NUP)

NEWTON LIKE STEP

ITERD=1

TDXX = ’B-P STEP’
CALL UOD1D2(NF,G,S)
RETURN

END
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SUBROUTINE UDSLL3 ALL SYSTEMS 97/12/01
C PORTABILITY : ALL SYSTEMS C 97/12/01 LU : ORIGINAL VERSION

PURPOSE :
DETERMINATION OF THE DIRECTION VECTOR AS A SOLUTION OF THE SYSTEM OF
NORMAL EQUATIONS USING ITERATIVE CONJUGATE GRADIENT METHOD.

PARAMETERS :

IT
IT
IT
RI
II
II
RU

II
II
RI
RI
RI
RO
II

IT
IA
IA
RI

NF NUMBER OF VARIABLES.
NC NUMBER OF CONSTRAINTS.
MC NUMBER OF ELEMENTS IN THE FIELD CG.
CG(MC) ELEMENTS OF THE CONSTRAINT JACOBIAN MATRIX.
ICG(NC+1) POSITION OF THE FIRST ROWS ELEMENTS IN THE FIELD CG.
JCG(MC) COLUMN INDICES OF ELEMENTS IN THE FIELD CG.
B(MMAX) NUMERICAL VALUES OF THE SPARSE MATRIX B.
OF THE TRIANGULAR FACTOR.
IB(NC+1) POINTER VECTOR OF THE SPARSE MATRIX A.
JB(MMAX) INDICES OF THE TRIANGULAR FACTOR OF THE HESSIAN MATRIX.
D(NF) DIAGONAL MATRIX.
G(NF) GRADIENT OF THE OBJECTIVE FUNCTION.
CF(NC) CONSTRAINT VECTOR.
S(NF+NC) DIRECTION VECTOR.
PSL(NC+1) POINTER VECTOR OF THE SPARSE TRIANGULAR FACTOR OF THE
HESSTAN MATRIX.
PERM(NC) PERMUTATION VECTOR.
WN11(NC+1) AUXILIARY VECTOR.
WN12(NC+1) AUXILIARY VECTOR.
ETAO MACHINE PRECISION.

COMMON DATA :

I0

IU

TO

ITERD TERMINATION INDICATOR. ITERD<O-BAD DECOMPOSITION.
ITERD=0-DESCENT DIRECTION. ITERD=1-NEWTON LIKE STEP.
ITERD=2-INEXACT NEWTON LIKE STEP. ITERD=3-BOUNDARY STEP.
ITERD=4-DIRECTION WITH THE NEGATIVE CURVATURE.
ITERD=5-MARQUARDT STEP.

IDECC DECOMPOSITION INDICATOR. IDECC=0-NO DECOMPOSITION.
IDECC=1-GILL-MURRAY DECOMPOSITION. IDECC=2-BUNCH-PARLETT
DECOMPOSITION. IDECC=3-INVERSION.

TDXX TEXT INFORMATION ON THE DIRECTION VECTOR OBTAINED.

SUBPROGRAMS USED :

S

S
RF

UXSPCF SPARSE NUMERICAL GILL-MURRAY FACTORIZATION OF A
SYMMETRIC MATRIX USING COMPACT FORM FOR FACTORS WITH
THE CONTROL OF POSITIVE DEFINITENESS.
UXSPCB SPARSE BACK SUBSTITUTION WITH FACTORS IN COMPACT FORM.
UXVDOT DOT PRODUCT OF VECTORS.
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UXVNEG COPYING OF A VECTOR WITH A CHANGE OF THE SIGN.
UXVSFP PERMUTATION OF A VECTOR.

UXVSBP INVERSE PERMUTATION OF A VECTOR.

U0D1D1 PRINT OF ENTRY TO DIRECTION DETERMINATION.

U0D1D2 PRINT OF EXIT FROM DIRECTION DETERMINATION.

UOD1D5 PRINT OF INFORMATION DURING DIRECTION DETERMINATION.

SUBROUTINE UDSLL3(NF,NC,MC,CG,ICG,JCG,D,G,CF,S,X0,G0,XS,GS,XP,GP,
& ETAO,ETA9,SNORM, XDEL,M0S3)

$INCLUDE(’UMCOMM’)

INTEGER NF,NC,MC,ICG(NC+1),JCG(MC),M0S3

INTEGER IMX,MMX

$FLOAT CG(MC),D(NF),G(NF),CF(NC),S(NF+NC),X0(NC),GO(NC),
& XS(NC),GS(NC) ,XP(NC),GP(NC) ,ETAO,ETA9,SNORM, XDEL

$FLOAT RHO,RHO1,RH02,ALF,TEMP2,UXVDOT,UXVNOR,BTB,BTR,RMU,PAR
CALL UOD1D1

IDECC=0

NEWTON LIKE STEP

CALL UXVMUL(NF,D,G,S,-1)

CALL UXSRMD(NF,NC,MC,CG,ICG,JCG,S,0NE,CF,GS)
CALL UXVNEG(NC,GS,GS)

RHO1 = UXVNOR(NC,GS)

PAR = SQRT(ETAO)

CALL UXVSET(NC,ZERO,S(NF+1))

CALL UXVSET(NC,ZERO,XP)

CALL UXVCOP(NC,GS,X0)

CALL UXVCOP(NC,GS,XS)

RHO = UXVDOT(NC,XS,XS)

MMX=2%NC

DO 1 IMX=1,MMX

CALL UXSCMM(NF,NC,MC,CG,ICG,JCG,X0,S)
CALL UXVMUL(NF,D,S,S,-1)

CALL UXSRMM(NF,NC,MC,CG,ICG,JCG,S,G0)
ALF = UXVDOT(NC,X0,G0)

IF (ALF.EQ.ZERO) THEN

ITERD=-5

TDXX="CG BREAK’

CALL UOERR1(’UDSLL3’,5)

GO TO 3

ENDIF

CG STEP

TDXX = ’CG STEP’
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ALF = RHO/ALF

CALL UXVDIR(NC,ALF,X0,XP,XP)
CALL UXVDIR(NC,-ALF,GO,XS,XS)
IF (MOS3.LE.O) THEN

CALL UXVCOP(NC,XS,GS)

CALL UXVCOP(NC,XP,S(NF+1))
ELSE

RMU=0NE/ETA9

CALL UXVDIF(NC,GS,XS,GP)
BTB=UXVDOT (NC,GP,GP)
BTR=UXVDOT (NC,GP,XS)
RMU=-BTR/MAX (BTB,RMU)

CALL UXVDIR(NC,RMU,GP,XS,GS)
CALL UXVDIF(NC,S(NF+1),XP,GP)
CALL UXVDIR(NC,RMU,GP,XP,S(NF+1))
ENDIF

TEMP2 = UXVNOR(NC,GS)

CALL UOD1D4 (RHO1,TEMP2,PAR,SNORM, XDEL)
IF (TEMP2.LE.PAR*RHO1) GO TO 2
RHO2 = UXVDOT(NC,XS,XS)

ALF = RHO2/RHO

CALL UXVDIR(NC,ALF,X0,XS,X0)
RHO = RHO2

CONTINUE

TDXX = ’IT LIMIT’

ITERD=2

CALL UXSCMD(NF,NC,MC,CG,ICG,JCG,S(NF+1),0NE,G,S)
CALL UXVMUL(NF,D,S,S,-1)

CALL UOD1D2(NF,G,S)

RETURN

END
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