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Predmluva

Pii feseni nejriiznéjsich tloh jsme postaveni pred tkol spocitat derivaci zadané
funkce nebo zobrazeni (pfipadné cely gradient, Jacobiho matici, Hessovu matici,
smérové derivace atd.). Takova situace nastava napfiklad pfi FeSeni optimalizacnich
uloh, v meteorologii, fyzice, chemii atd., kdy se mohou pocitat derivace riznych
funkci v mnoha rtznych bodech. Jednim z moznych zptsobt efektivniho vypoctu
hodnot derivaci pomoci pocitace se budeme zabyvat v této praci.

Predpokladejme, ze mame program, ktery pocita hodnotu realné funkce f v za-
daném bodé. Pfipustme, Ze takovy program muze obsahovat cykly, vétveni, volani
podprogramu apod. Chceme ziskat co nejpiesnéjsi hodnotu derivace této funkce
v uvazovaném bodeé.

Jednou z moznosti, jak toho dosdhnout, je pocitat tzv. pomérné diference, na-
priklad

flz+h) - f(x)

f(z) ~ - nebo f'(x) ~ fleth) — flz—h)

2h

Takovy postup neni pfilis vhodny, protoze dostavame pouze priblizné hodnoty de-
rivace: pokud A je malé, projevi se zaokrouhlovaci chyby zptisobené pocitacovou
aritmetikou; pokud h neni malé, dostanou se do popfedi chyby metody (¢leny typu
hf"(x)/2 apod.). Navic, pro vypocet aproximace celého gradientu funkce n promén-
nych je potfeba zhruba (n+ 1)-krat tolik ¢asu, jako pro vypocet piuvodni funkce. Pfi
vypoctu vyssich derivaci pomoci pomérnych diferenci je presnost spoctenych hodnot

Jinou metodou vypoctu derivace funkce (programu) je tzv. symbolickd derivace.
Ta aplikuje pravidlo fetézeni (chain rule, vzorec pro derivaci slozené funkce, fetizkové
pravidlo) zpravidla na symbolickou reprezentaci vypoctu funkce f v paméti pocitace.
Jedna se tedy o symbolické ipravy. Vysledkem je symbolicky popis vypoctu derivace
funkce f v paméti pocitace. Zadany program vsSak velmi ¢asto neobsahuje explicitni
vyjadfeni vzorce pro vypocet f. Navic tento program miize byt znacné dlouhy a
slozity a v takovych pripadech miize byt symbolické derivovani naroc¢né.

Treti moznosti vypoctu derivace pomoci pocitace je automatické derivovani (al-
goritmické derivovani, automatic differentiation, computational differentiation, algo-
rithmic differentiation). Aplikaci automatického derivovani na program, ktery pocita
hodnoty funkce, ziskdme program, ktery vyhodnoti navic i pozadovanou derivaci této
funkce. Hlavni vyhody automatického derivovani jsou:

e transformaci programu lze provést automaticky,
e dostdvame presné hodnoty derivace (chyba metody je nula),

e vyhodnoceni celého gradientu skalarni funkce n proménnych zabere pii po-
uziti zpétného médu automatického derivovani nejvyse ctyrnasobek ¢asu po-
tfebného pro vypocet hodnoty derivované funkce.

Automatickym derivovanim, jeho vlastnostmi a aplikacemi se budeme zabyvat
v této praci.



Z praktického hlediska je automatické derivovani uzitecnd metoda, ktera na-
chazi uplatnéni ve vsech oblastech, kde je potfeba pocitat derivace pomoci pocitace
— v matematice, riznych oblastech fyziky, primyslu atd. Existuje také mnoho im-
plementaci automatického derivovani, ze znamych jmenujme alesponnt ADIFOR nebo
ADOL-C, viz [2] nebo [26].

Zaroven probihéa dalsi vyzkum teoretickych vlastnosti a hledani vylepseni po-
uzivanych metod, naptiklad v oblasti vyuziti struktury derivovanych funkci nebo
fidkosti matic derivaci. Dale jsou zkouméana mozna vylepseni implementaci auto-
matického derivovani, naptiklad v oblasti optimalizace poc¢tu numerickych operaci
a efektivniho vyuziti paméti pocitace.

Vyvoj a pouziti automatického derivovani primo souvisi s vlastnostmi a schop-
nostmi soudobych programovacich jazykt a jejich kompilatorti. Proto v poslednich
letech zaziva automatické derivovani rozmach zajmu. Prvni zminky o automatickém
derivovani lze vysledovat v 60. letech, kdy byl pfimy méd popsan Wengertem (1964).
Dalsi zlepSeni vypracovali Kedem (1980), Rall [23] nebo Kagiwada [15]. Zéklady
zpétného modu byly nezavisle na sobé predstaveny nékolika matematiky, napriklad
Linnainmaaem (1969), Spielpenningem (1980) a Kimem (1984), viz napiiklad [16]
nebo [7].

Literatury, ktera se zabyva automatickym derivovanim, je velké mnozstvi, zejména
z posledni doby. Mnozstvi odkazi lze nalézt naptiklad v [5]. Pravidelné jsou konany
konference o automatickém derivovani, viz napfiklad [1], [3], [6]. Zajimavy rozcestnik
s mnozstvim odkazi a literatury je na internetové adrese http://www.autodiff.org.



Obsah a cile

V prvni kapitole nejprve popiseme formalni tvar programu, na ktery budeme apli-
kovat automatické derivovani, a uvedeme zakladni predpoklady. Odvodime program
pro vypocet prvni, druhé a vyssich derivaci a jejich zékladni vlastnosti. Dale popi-
seme zakladni moznosti implementace programii odvozenych automatickym derivo-
vanim a odhad slozitosti odvozeného vypoctu derivace.

Jednim z hlavnich cilt této diserta¢ni prace byla implementace technik automa-
tického derivovani do systému UFO. Proto ve druhé kapitole popiseme systém UFO
— jeho principy a pouziti.

Ve treti kapitole uvedeme, jakym zpiisobem je automatické derivovani v systému
UFO mozné vyvolat a pouzit. Podrobné ukazeme, jak jsme automatické derivovani
do tohoto systému implementovali. Uvedené principy neplati pouze v systému UFO,
Ize je totiz pouzit obecné i v jinych systémech nebo aplikacich.

Jednim z predpoklad automatického derivovani je, aby vSechny elementéarni
funkce byly spojité az do toho tadu, do jakého pozadujeme spocist derivace. Ve
¢tvrté kapitole rozsifime mnozinu elementarnich funkci o nékteré nehladké funkce,
¢imz bude mozno pomoci automatického derivovani spocitat néjaky subgradient
zadané funkce (gradient nemusi existovat). Diky tomu se (nejen v systému UFO)
mohou optimalizovat nehladké funkce pomoci metod nehladké optimalizace s efek-
tivnim vypoctem derivace, respektive subgradientu, pomoci metod automatického
derivovani.

Uvedené metody budeme ve vSech kapitolach demonstrovat na nékolika ptikla-

dech.



Kapitola 1

Automaticke derivovani

V pruni kapitole se budeme zabyvat hlavnimi principy automatického derivovdni a
jeho vlastnostmi. Formalné popiseme tvar programu, na ktery budeme aplikovat au-
tomatické derivovani, a uvedeme zakladni predpoklady. Odvodime postupy pro vy-
pocet proni, druhé a vyssich derivaci a jejich zdkladni vlastnosti. Ddle se zminime
o tmplemetaci programi odvozenych automatickym derivovanim a o odhadu sloZi-
tosti vgpoctu. Uvedeme nékolik (zameérné jednoduchijch) prikladi, které budou prin-
cipy automatického derivovani jasné demonstrovat. Nejprve vsak popiSeme zdakladni
vlastnosti automatického derivovani.

1.1 Vldastnosti automatického derivovani

Jak jsme jiz uvedli v predmluvé, aplikaci automatického derivovani na program,
ktery pocita hodnoty funkce, ziskame program, ktery vyhodnoti navic i derivaci této
funkce. Tuto transformaci programu lze provést automaticky, jak uvidime v kapi-
tole 1.6. Cely postup je zaloZen na pravidle fetézeni (Véta 1.2), které se aplikuje
na numerické hodnoty ziskané vyhodnocenim elementarnich funkci — na rozdil od
symbolické derivace, kde se pravidlo retézeni pouzivad pro symbolické tpravy. Vy-
sledny program pocita hodnotu funkce a zaroven jeji derivace v jednom konkrétnim
zadaném bodé a vysledkem je ¢iselnd hodnota (nikoliv symbolicky nebo explicitni
vyraz).

Postup pro vypocet derivace, ktery automatickym derivovanim dostaneme, ma
chybu metody rovnou nule. Pokud by tedy pocitacova aritmetika byla presna, do-
stali bychom odvozenym programem hodnotu derivace presné. Asi nejzajimavéjsi
vlastnost automatického derivovani je to, Ze vyhodnoceni celého gradientu skalarni
funkce n proménnych zabere pri pouziti zpétného médu automatického derivovani
nejvyse ctyrnasobek ¢asu potfebného pro vyhodnoceni derivované funkce. Pro vypo-
¢et druhych a vyssich derivaci plati obdobné vlastnosti.

Dalsi vlastnosti automatického derivovani vyplynou z nasledujicich kapitol.



1.2 Zakladni predpoklady

Abychom mohli popsat, jak automatické derivovani funguje, uvedeme nejprve for-
malni popis obecné struktury programu, na ktery budeme automatické derivovani
aplikovat. Dale polozime zakladni predpoklady, které musi byt pro aplikaci automa-
tického derivovani splnény.

1.2.1 Soupis operaci

Predpokladejme, ze program, ktery chceme transformovat, poc¢ita hodnotu funkce
f : DcR" —R"
[ —y= ),

Hodnoty funkce f se pocitaji programem, funkce f je tedy zadéana explicitné. Ne-
boli f je slozenim zdkladnich funkci (elementarnich funkci, elementarnich operaci)
— napriklad s¢itani, nasobeni, sinus apod. Abychom mohli automatické derivovani
pouzit, musime byt schopni urcit parcidlni derivace zékladnich funkci.

Vyse uvedené neznamend, ze by vypocet hodnoty f(z) musel byt popsan pouze
jedinou algebraickou formuli nebo Ze by program pro vypocet hodnoty f(z) nemohl
obsahovat cykly, podminéna vétveni, volani podprogramt aj.

Predpokladejme, Ze hodnoty vSech parametri a vstupnich proménnych jsou jiz
znamy, tj. prubéh programu (vSechny provadéné operace) je jiz jednoznacéné urcen.
Béhem programu se postupné pocitaji vysledky jednotlivych zakladnich operaci a ty
jsou pouzivany jako argumenty dalsich zékladnich operaci. Kazdy takovy vysledek
zakladni funkce oznacme v;.

Pokud takto rozepiseme cely algoritmus vyhodnoceni f(z) (pro konkrétni para-
metry a vstupni data) a pfipojime-li pfifazeni vstupnich proménnych x = (21, ... x,)
do v;, i =1—n,...,0 a pfifazeni vystupnich proménnych do y = (y1, ... Ym), dosta-
vame soupis operact (code-list). Jinak Feceno, soupis operaci je rozpis v8ech operaci
po rozvinuti cykl a podprogramii a po nalezeni spravnych cest pii vétveni programu.

VSechny ¢iselné hodnoty v; spoc¢tené béhem vyhodnoceni funkce f v jednom
konkrétnim bodé oznac¢me nasledujicim zptsobem:

Vi-ny -5 00,V1,025 -« o5 UVl Vg1 - -+, UL -
N————’ ~——
z Yy

Déle zavedeme relaci <. Rekneme, Ze j < i pravé tehdy, kdyz hodnota proménné
v; zavisi primo na proménné v;.

Kazdou hodnotu v;, i = 1,...,[ ziskdme vyhodnocenim zdkladni funkce p; (ele-
mentarni funkce, elemental function, library function), neboli
v = %(%‘)j«‘; (1-1)

kde (v;);<; jsou vSechny proménné, které pfimo ovliviiuji proménnou v;, tj. ty pro-
ménné, ze kterych se pocita hodnota v;. Navic budeme predpokladat, Zze indexy
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proménnych v; spliuji vztah
Jj=1 = j<i,

neboli hodnota v; se pocitd z hodnot v; s indexy j < 7. Dale budeme pozadovat,
aby pokud je definovana hodnota v;, pak aby byly definované i vSechny ptfedchozi
hodnoty v;_,, ..., v;_1, neboli ”posloupnost proménnych v; je v kazdém okamziku
souvisla”. Tyto pozadavky lze snadno splnit vhodnym ocislovanim proménnych v;.

Program, ktery chceme transformovat, lze tedy formalné prepsat do soupisu ope-
raci na obrazku 1.1. V prvni ¢asti jsou proménnym v;_,, ..., vy pfifazeny vstupni
hodnoty z1,...,x,, ve druhé ¢asti probihd vypocet hodnoty f(z) a ve tieti ¢asti
jsou naplnény vystupni hodnoty (y1,...,ym) = f(2).

Vien = T pro i=1,...,n
Ui = ¢i(vj)j<i pro i=1,...,1
Ym—i = V- pro i=m-—1,...,0

Obrazek 1.1: Soupis operaci.

Proces vypoctu hodnoty f(x) je mozné popsat pomoci orientovaného grafu vy-
poctu. Jeho vrcholy odpovidaji proménnym z;, v; a y. Orientovand hrana vede
z vrcholu v; do vrcholu vj, pravé kdyz proménnd proménnd v; pfimo zavisi na pro-
ménné v;, neboli ¢ < v. Graf vypoctu lze vyuzit naptiklad p¥i hledani miniméalniho
poctu provadénych numerickych operaci pii vypoctu derivace, tj. pfi vyuziti struk-
tury derivované funkce. Viz napiiklad [24].

Priklad I. Popisované principy budeme v celé praci demonstrovat na nékolika ilu-
strativnich prikladech. Predpokladejme nyni, Ze mame program pro vypocet hodnot
funkce f C R* : M — R definované piedpisem

sin

f(xlv 1’2) =

+ T172,
T1%2
kde M = {[z1,75] € R*; 1 # 0 a x5 # 0}. Chceme spocitat hodnotu y = f(7/4,1)
a také jeji gradient v tomtéz bodé.
Podle forméalniho postupu uvedeného vyse predpokladejme, ze vypocet hodnoty
f(z) probiha podle obrazku 1.2.
Graf vypoctu odpovidajici tomuto soupisu operaci je uveden na obrazku 1.3. []

Zakladni funkce ¢; jsou zamysleny hlavné jako ”elementarni” funkce (napf. s¢i-
tani, nasobeni, trigonometrické funkce atd.), ale v principu to mohou byt i funkce

Proménné v;,2 = 1,...,1 —m je mozné chapat také jako vektorové, ne nutné
jako skalarni. Na pfimém ani zpétném maddu automatického derivovani tato tprava
nic nezmeéni, vSechny postupy a vlastnosti lze odvodit uplné analogicky jako ve
skalarnim ptipadé.

11



v_1 = T = I =0.7854

v9 = T9 = fOOOO
U1 = sinv_; = 0.7071
Vg = w_1*xvy = 0.7854
vy = /vy = 0.9003
V4 = U+ U3 = 1.6857
Y = = 1.6857

Obrazek 1.2: Soupis operaci pro Priklad I.

) ~(v7) U3

Obréazek 1.3: Graf vypoctu pro Priklad I.

1.2.2 Totalni diferencial sloZzené funkce

Pro tplnost vykladu pfipomeneme dvé zakladni tvrzeni o funkcich vice proménnych,
ktera jsme prevzali z [14] a kterd uvedeme bez dikazu.

Véta 1.1
Necht funkce f : R" — R mé spojité vSechny parcialni derivace v bodé a. Pak
existuje totalni diferencidl df(a) funkce f v bodé a. []

Véta 1.2 (pravidlo fetézeni, chain rule)

Necht funkce yi(x1,...,2%), ..., Yn(x1, ..., %) maji totalni diferencidly dy;(a),
..., dyn(a) vbodé a = (ay, ..., a;). Necht funkce z(y1, . .., y,) ma totalni diferencial
dz(b) v bodé b = (y1(a),...,y,(a)). Pak sloZena funkce

25 (21, xk) = 2(yi(@n, oo Tk)s - Yn(T, - X))

ma totalni diferencidl dz*(a) v bodé a a plati

oy Oz 0z
dz"(a) = o (0) - dyi(a) +--- + ayn(b) dyn(a)
Pro parcidlni derivace plati (i = 1,..., k)
oz* 0z Oy 0z OYn
_ 0z o . , 1.2
@ = ) @)+ ) S (12)

12
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Predpoklad existence totalniho diferencialu na ”vnéjsi”’ funkci z nelze zeslabit,
viz napiiklad [14].

Véta 1.2 je zakladni vétou, na které je automatické derivovani zalozeno. V néasle-
dujicim odstavci polozime pozadavky na zakladni funkce, aby byly splnény teoretické
predpoklady pro automatické derivovani a aby ho tedy bylo mozné pouzit.

1.2.3 Zakladni funkce a jejich vlastnosti

S ohledem na Véty 1.1 a 1.2, budeme v dalsim textu predpokladat splnéni nasledu-
jiciho predpokladu.

Predpoklad 1.1 (Diferencovatelnost zékladnich funkei)
Necht d je pfirozené Cislo. Vsechny elementarni funkce p;, i = 1, ..., [ jsou d-
krat spojité diferencovatelné na svém definiénim oboru D; C R", kde D; je oteviena

vR". ]

Pro praktické ucely jsou dostacujici piipady d = 1 (pro vypocet prvni derivace)
nebo d = 2 (pro vypocet druhé derivace). Jasnym dusledkem predpokladu 1.1 je
nasledujici véta.

Véta 1.3
Necht plati predpoklad 1.1. Pak

D = {z € R"; hodnota f(x) je definované soupisem operaci na obrazku 1.1}
je otevfend mnozina v R" a navic f € C4(D). []
Dalsi ze znamych vét o funkcich vice proménnych tvrdi nasledujici.

Véta 1.4
Necht funkce f : R" — R mé totalni diferencial v bodé a. Pak existuji vSechny
parcialni derivace funkce f v bodé a a jsou konecné. []

Predpoklad spojité diferencovatelnosti elementarnich funkci az do fadu d na ote-
viené mnoziné D; v R" Ize zeslabit na pozadavek spojitosti derivaci zakladnich funkci
¢; a7z do fadu n— 1 a soucasné existence totalniho diferencidlu pro (n—1)-ni derivaci
zakladnich funkci ¢;, oboje na oteviené mnoziné D; v R™ (stejné jako za puvodnich
predpokladii). Pravidlo Fetézeni (véta 1.2) plati totiz i za téchto slabsich pfedpo-
kladt a vSechna odvozeni automatického derivovani lze provést naprosto analogicky.
Dostaneme tak stejné vysledky, jaké jsme ziskali za ptivodnich predpokladii.

V kapitole 4 se budeme zabyvat vypoctem subgradientu pomoci automatického
derivovani. Vyse uvedené predpoklady o zakladnich funkcich tam budou jesté zesla-
beny.

13



1.3 Vypocet prvni derivace - primy mod

Primy méd automatického derivovani (forward mode, tangent) ndm umozni pocitat
derivace vSech vystupnich proménnych vy, ..., najednou podle zadaného sméru.
Pro uplnost si zopakujme jedno znadmé tvrzeni z [14].

Véta 1.5
Necht funkce f: R" — R ma v bodé a totalni diferencial d f(a). Pak pro derivaci
funkce f v bodé a ve sméru v = (vy, ..., v,)%, tj. O,f(a), plati

1.3.1 Vlastnosti a odvozeni pirimého médu

Soupis operaci na obrazku 1.1 zderivujeme s pomoci pravidla fetézeni (Véta 1.2).
Presnéji feceno, ke kazdé zakladni operaci

v = @i (Vk)k<i
pridame novou sdruZenou operaci

i
(%j

@i = (Uk)k<z' . @j, (13)

Jj<1

ktera je derivaci ptivodni operace. Tim jsme ke kazdé proménné v; prifadili novou
sdruZenou proménnou ¥;, ktera je jeji derivaci'. Uvodni a zévérecnou ¢ast soupisu
operaci doplnime analogicky. Takto ziskame sdruZeny soupis operaci, ktery je na
obrazku 1.4.

Vin = I .

. . 1=1,...n
Vin = I

V; = <Pz‘(%)k<z‘ 1 l

: _ Op; . 1= R

Ui = Do (Uk)k<i 1 U ’

Ym—i = Ui— .

. . t=m-—1,...0
Ym—i = V-

Obrazek 1.4: Soupis operaci odvozeny pfimym moédem automatického derivovani.

Jeho vstupnimi parametry jsou bod x, ve kterém pocitame derivaci, a vektor ,
ktery znamend smér pozadované derivace. Pokud chceme urcit derivaci podle i-té
nezavislé proménné, tj. ve sméru i-tého vektoru kartézské baze e;, vezmeme za x
pravé e;. Pokud bychom pozadovali derivaci ve sméru s, staci provést tentyz soupis
operaci jen s tou zménou, ze za & dosadime s.

IBéhem nékolika Fadkt bude zfejmé, derivaci podle ¢eho méame na mysli.
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Kazdé v; je derivaci v; v bodé = ve sméru z. Provedenim celého sdruzeného
soupisu operaci dostaneme derivace vSech vystupnich proménnych y;,, i =1,...,m
v bodé = ve sméru &, které budou ulozeny v proménnych v;, : = 1,...,m.

Odvozeny soupis operaci po¢ita hodnoty smérovych derivaci f'(x) - &. Zdaraz-
néme, ze béhem tohoto vypoctu nedojde explicitné ke spocteni celé Jacobiho ma-
tice f'(x), ale pfimo ke spocteni hodnoty f’(x) - #. Analogickd situace nastava ve
vSech metodach dale uvedenych, nezminime-li jinak.

Je mozné také spocist derivaci podle p smért najednou, pokud proménnou z
budeme uvazovat jako matici, v jejiz sloupcich jsou ulozeny jednotlivé sméry. V tom
pripadé chapeme proménné z; jako vektory.

Demonstrace na piikladu I. Navazeme na vyse uvedeny piiklad I ze strany 11.
Chceme spodist gradient funkce f v bodé (7/4,1), tj. Vf(xw/4,1).

Nejdfive spocitame derivaci podle z;. Na kazdy radek soupisu operaci z minu-
lého prikladu aplikujeme pravidlo fetézeni. Tim dostavame soupis operaci, ktery je
uveden na obrazku 1.5.

T = 7 = 0.7854
) 1 = 1.0000
Ty = 1 = 1.0000
T = 0 = 0.0000
v; = sinx = 0.7071
U1 = COSTy *dq = 0.7071
Vg = I %Xy = 0.7854
Uy = Xy*Zg+axexx; = 1.0000
vy = v1/vy = 0.9003
U3 = (01 —vg*09)/vg = —0.2460
V4 = U+ Us = 1.6857
Vg = Uyt U3 = 0.7540
Yy = 4 = 1.6857
Yy = 1y = 0.7540

Obrazek 1.5: Soupis operaci odvozeny pfimym médem automatického derivovani pro
Priklad I.

Vsimnéme si, Ze kromé hodnoty derivace 0f /0x1(7/4, 1) jsme také spocetli hod-
notu f(m/4,1). Pokud bychom chtéli vypocitat jesté derivaci podle druhé proménné,
totiz 0f /Oxe(m/4,1), provedeme tento soupis operaci znovu, ale s po¢atecnimi hod-
notami (#1,42) = (0,1). [

1.4 Vypocet prvni derivace - zpétny mod
Az do této chvile jsme se zabyvali prfimym mddem automatického derivovani. V
tomto odstavci odvodime zpétny mdéd automatického derivovani, ktery je v mnoha

ohledech zajimavéjsi a poskytuje vétsi praktické vyuziti.

15



Pokud je f skalarni funkce, tj. m = 1, pomoci zpétného médu automatického
derivovani (reverse mode, adjoint, gradients) spocitame jeji gradient. Pokud je f
vektorova funkce, tj. m > 1, spocitdme linearni kombinaci gradientti jednotlivych
slozek f;, respektive gradient ¢-té komponenty funkce f pii vhodné volbé parametri.

1.4.1 Vlastnosti a odvozeni zpétného mdédu

Odvozeni zpétného médu automatického derivovani je mozné nékolika zptsoby. Zde
provedeme odvozeni piimo z pravidla fetézeni a potom z primého médu. Oba ziskané
postupy budou az na malé detaily stejné.

Odvozeni zpétného mdédu z pravidla Fetézeni

Pro jednoduchost vykladu budeme nejprve predpokladat, ze m = 1, neboli vystupni
hodnota v; = y € R je skalar. Numerické hodnoty ziskané béhem vypoctu spliuji
tedy oznaceni

UVi—ny---,00,V1,V2,...,0-1, U
—_——— ~—~—
=x =y

Obecnéjsim piipadem, kdy y € R™, m > 1, se budeme zabyvat pozdéji.
Zavedme nové proménné

_ Oy

vi_@vi’ t=1—mn,..., L
Véta 1.6
Plati nasledujici rovnosti
(a) v =1,
(b) proj=1—mn,...,l — 1 plati
_ e
v = ZZZH v; - a0, (1.4)

Dikaz.
(a) Ziejmé.
(b) Tuto rovnost ukdZeme ve specidlnim pfipadé, kdy pravé tfi proménné v, , v;,
a v, piimo zavisi na proménné v;, tj. j <41, j < iz a j < i3. V jiném piipadé
je dukaz naprosto analogicky.

Hodnotu v; = ¥ je mozné vyjadiit jako funkci proménné v; a dalSich promén-
nych v,,, ..., v,,, které na proménné v; vitbec nezavisi. Neboli

v = (U, Vpy,s o, Uy ).
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ProtoZe vSak proménnd v; ovliviiuje proménné v;,, v;, a v;,, je mozné promén-
nou v; = y vyjadiit jako funkci proménnych v;,, v;, a v;, a dale vy, ..., vp,,
tj.

U = U (Viy, Vi, Vig, Upys o« o, Up, ).
Tuto funkci bychom zde méli oznacit spise jako v/, ale pro jednoduchost tak
nebudeme d¢init. Protoze v;,, v;, a v, jsou funkcl v; (a moznéd i nékterych
dalsich proménnych), lze psat

Uiy, = vil(vj,...),
Vi, = UZ'Q(U]',...),
Vig = Uz‘3(1}j,...).

Pouzitim vySe uvedenych vztahi mizeme psat
v = (Vi (U, -+ ), Vig (U, - ), Vig (V5o )y Uy e, Up, ).

Aplikaci pravidla fetézeni na tuto rovnost dostavame

oy, v, Ov;;, Oy Ovy, = Ovu O,
— = o2 8y
8vj a’l}il 8vj 8vi2 a’l}j 61)23 avj
@.81}7’1 _|_..._|_ﬁ.avpr_
ovy,  Ov, vy, 0v,
ProtoZe vsak vy, ..., v, nezavisi na v;, je
ov,,  Ovy, 0
8vj B B a’l}j -

Odtud jiz

% Oy _8% n oy, ‘8%-2 n oy, ‘81),3
8vj N 8v,~1 8vj 8v,~2 avj 61)23 a’l}j ’

V obecném pripadé

61}1 _ Z 61}1 ) 8’0@

)
v v v,
a] z,i%jal 8]
neboli
L . dp;
J = E, v’
v
i imj 0v;

Tim je diikaz proveden. []

Z pravé dokdzaného vztahu (1.4) vyplyva, Ze pro vypocet hodnoty v; staci znat
(mimo hodnot piislusnych parcidlnich derivaci) hodnoty proménnych v; pro i > j,
neboli vy, vj_1, ..., Vj41.

Tohoto pozorovani vyuziva algoritmus vypoctu hodnot derivaci pomoci zpétného
modu: nejdiive se prifadi v; = 1. Dale se postupné pocitaji hodnoty proménnych

Vi_1, Uj_2, - .., U1, Vg, UV_1, ..., U1_n 2 jiz spoCtenych hodnot. Protoze vSak
__ou_ Of(x) 0y Of(x)
0_8'00_ 8$’n ’ Y 1_n_8’l}1_n_ 8$‘1 ’
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(% Spi(vk)k<i 1= 17 7l
) = u
Uy =1

forj=101—-1,...,1—ndo

_ — 9y

vj = Zi;i>j Ui - a_fj(vk)kﬁ
end for

(@) _ & -
8—%,—’02‘,” Z—n,...,l

Obrazek 1.6: Soupis operaci odvozeny scCitanym zpétnym moédem automatického
derivovani.

spocitali jsme tak cely gradient V f(x) = (01_,, ..., 7p). Cely algoritmus pro vypocet
derivace pomoci zpétného médu je uveden na obrazku 1.6.
Tento postup vypoctu derivace nazveme scitanym zpétnym modem. V jeho prvni

¢asti probihd vypocet hodnot vy_,, ..., v, tedy f(z) = v;, ve druhé ¢asti probiha
vypocet hodnot vy, ..., 01_,, tedy Vf(x) = (01_n, ..., 00). Vypolet hodnot probiha
v potadi v;, U;_1, ..., U1_n, proto se tento moéd automatického derivovani nazyva
zpétny.

Prakticka realizace tohoto postupu neni jednoduché, protoze obvykle nezname
ty indexy ¢, pro které ¢+ > j, neboli indexy téch proménnych v;, pfi jejichz vypoctu se
pouzila hodnota v;. Tuto nevyhodu lze pomérné jednoduse odstranit preformulaci
sumace, jak je ukdzano v soupisu operaci na obrazku 1.7. Tento postup nazveme
nascitavanym zpétnym modem. Jeho numerické vysledky jsou stejné jako numerické
vysledky ziskané séitanym zpétnym moédem.

Vi—n = I izl,...,n
(% = Qi(Vk)k<i 1=1,...,1
Yy = U
U =1
U =0 1=1—1,....,1—n
fori=1,...,1do

for j < do

vj =@j+@i'gfj(vk)k<i

end for
end for
of(x) _ = C_
oz, — Vi-n t=n,...,1

Obrézek 1.7: Soupis operaci odvozeny nasc¢itavanym zpétnym moédem automatického
derivovani.
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Poznamka. Predposledni krok v pravé uvedeném naséitdvaném zpétném maddu
(obrazek 1.7), totiz
fori=1,...,1do

for j < do
v =05+ ;- ‘ZT‘P;(vk)k<i
end for
end for,

ve kterém dochézi k vlastnimu vypoctu hodnot v, 1ze popsat jako:

e Ber postupné jednu operaci za druhou v opac¢ném poradi, nez kdyz se pocitala
hodnota f(z), tj. vezmi nejdiive v; = ¢;(vg) k=i, Pak v_1 = @11 (Vk)k<1—1, - -
a nakonec v; = ¢1(vk)k<1. Pro kazdou z téchto operaci udélej:

*

— Pro kazdou z proménnych na pravé strané, tj. pro kazdou v;,7 < i
(zpracovavame-li i-tou operaci v; = @; (Vg )k<i), udéle;j:

v ; — vevye — dy;
* K proménné o; pficti v; - a—v;(vk)kﬂ-.

Tuto operaci

nazyvejme pridruZenou operaci k operaci

v = @i (Vi) k=i

a proménné v; nazyvejme pridruZené proménné.

Demonstrace na piikladu I. Navazeme na vysSe uvedeny piiklad I ze strany 15.
Chceme spocist gradient funkce f v bodé (7/4,1).

Podle vyse uvedeného postupu dostavame nascitavany zpétny maéd, ktery je uve-
den na obrazku 1.8. Tim jsme spocetli hodnotu y = f(n/4,1) = vy = 1.6857 a
gradient V f(m/4,1) = (v_1, ) = (0.7540, —0.1149). ]

Zatim jsme se omezili na situaci, kdy y € R byl skalar. Jak uvidime v dalsim
odstavci, je mozné pouzit zpétny mdéd automatického derivovani i pro funkce y =
f(z) € R™ m > 1. Spoéteme vSak pouze gradient jedné slozky vektoru vy, resp.
gradient néjaké linearni kombinace slozek vektoru y.

Obecné zpétny mdd pocita hodnotu soucinu

(Vr—mt1, Dmm2, - - - 01) - (),
kde f’(x) znac¢i Jacobiho matici funkce f(z) a Ui_pmi1, Vi—ma2, .- -, 0 jsou predem
zadané koeficienty. Zpétny moéd tedy pocita linearni kombinaci gradientii jednotli-
vych slozek funkce f(z), neboli gradient souéinu(v;_ 41, U—ma2, - - -, 0;) - f (). Pokud
chceme spocitat gradient naptiklad predposledni slozky vektoru y, pak na zacatku
zpétného modu pritradime v, =0, 1,1 =1, 9,0 =0, ..., U1 = 0.
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v_1 = T = I =00.7854

il

V9 = T9 = 1.0000
U1 = sinv_; = 0.7071
Vg = U_q* = 0.7854
vy = /vy = 0.9003
Uy = v+ U3 = 1.6857
y = = 1.6857
vy = 1.0000
1_)3 - ’l_J3 + 1_)4 = 1.0000
1_)2 == ’1_12 + 1_)4 = 10000
U1 = U+ U3/vy = 1.2732
Ty = Uy+U3x(—vy/vd) =

= Uy — U3 *v3/Uy = —0.1463
Uy = Ug+Uy*xv_q = —0.1149
U_1 = U_1+ 7% = —0.1463
U1 = WU_1+vxcosv_y = 0.7540
I = g, = 0.7540
oL o = —0.1149

Obrazek 1.8: Soupis operaci odvozeny nasc¢itavanym zpétnym modem automatického
derivovani pro Piiklad I.

Poznamka. V nésledujicim odstavci odvodime zpétny méd automatického de-
rivovani z primého médu automatického derivovani pomoci maticového vyjadieni
Jacobiho matice f’(x) jako souinu matic, jejichz prvky jsou parcialni derivace ele-
mentarnich funkei ¢;(x). Na toto maticové vyjadieni Jacobiho matice f’(z) lze po-
hliZzet jako na soucin matic, jaky bychom dostali pomoci pravidla fetézeni (neboli
derivace slozené funkce) pro vektorové funkce.

Odvozeni zpétného mdédu z prfimého médu

Piimy mdéd automatického derivovani, jak jsme ho popsali vyse na obrazku 1.4, lze

prepsat jako soucin matic a vektoru . Prot=1,... [ a pro j < ¢ oznacme
i
Cij = v ;.
iJ avj( k)k<z
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Prov=1,...,] zna¢me dale

1 o - 0 0 0 e 0
0 1 0 0 0 0
0 0o .- 1 0 0 e 0
o (n+1)x (n+l)
A Cil—n Cia—n *** Cii—1| 0 0 e 0 cR ’
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
(1.5)
kde ¢;; jsou na (n + ¢)-tém fadku.
Oznac¢me I, jednotkovou matici o velikosti n x n. Dale ozna¢me
P, = (I,0,...,0) € R+ (1.6)
Qm = (0,...,0,1,) € R™*®*D (1.7)

matice, které zobrazuji vektor délky n + [ na jeho prvnich n slozek, resp. poslednich
m slozek.
Z ptimého moédu automatického derivovani vyplyva, Zze hodnotu derivace

g=fl(x)- i
muizeme vyjadrit jako soucin matic tvaru
U= QumAiA_1- - AA P i,

Srovnanim téchto vztahi ziskdvame reprezentaci Jacobiho matice f'(z) jako soucin
matic ve tvaru

f/(ZL') = QmAlAl—l cee AgAlpg S Rmxn. (18)

Jak jsme jiz naznacili, zpétnym moédem chceme dostat derivace ve tvaru

=g f'(v) (1.9)

Zde jsme pro jednoduchost zavedli nové proménné, kde ¢ je pouze zkratka za pro-
ménné (0,11, Vy—m2, - - -, U;). Obé strany vyrazu (1.9) transponujme. S vyuzitim
vyjadfeni vztahu (1.8) tak vlastné chceme spocist hodnotu soucinu

! = p,ATAT ... AT ATQL 3" (1.10)

Vynésobeni vektoru 7 matici QL zleva vnoti vektor 7 do R"* s tim, Ze se jeho
hodnota umisti na poslednich m prvkt. Takto vznikly vektor budeme nadale znacit
(U1, ..., 1), Vynasobime-li jej zleva matici A7, viechny ©; pro j £ i zlstavaji
nezménény, zatimco vSechny o; pro j < ¢ jsou zvétSeny o ¥; - ¢;;. Samotné v; je
nasledné vynulovano. Nakonec po vynasobeni matici AT je pouze prvnich n hodnot
vektoru (01_p, ..., 7;) nenulovych. Ty jsou vynasobenim matici P, pfifazeny do T =

y- f(x).
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Vien = X; 1=1,...,n
U; = ©i(Vr)k<i =1, Ny
Ym—i — Ul—4 i:m—l,...,O
Ui :Igmfi L= 7"'7m_1
U =0 i=l—m,...,1—n
fori=1,...,1do
for j <7 do
_ _ — Ay,
szvj+vi'afj(vk)k<i
end for
end for
x; = Ui_n i:n,...,l

Obrazek 1.9: Soupis operaci odvozeny nasc¢itavanym zpétnym médem automatického
derivovani.

Odvozeny vzorec je mozné prepsat do postupu na obrazku 1.9. Tento postup
je v podstaté shodny s postupem, ktery jsme odvodili pomoci pravidla fetézeni
(obrazek 1.7) — nyni vSak pfimo jiz pro situaci y € R™, m > 1.

Poznamenejme, Ze jsme spocitali hodnotu soucinu - () a také funkéni hodnotu
f(x), ale nespocetli jsme hodnotu f’(x) explicitné.

Demonstrace na prikladu I. Navazeme na vyse uvedeny priklad I ze strany 19.
Plati, Ze n =2, m =1 a [ = 4. Matice (1.6) a (1.7) jsou tedy rovny

(10]000 0 -
P2_(o 1‘0 0 0 O)ER

Qi=(00 00 0]1)eR™.
Dale, pro matice (1.5) plati

1 01]0]o oo 1 0l0]lo o0 o0
0 1 (0|0 0 0 0 1]/0/0 0 0
. g 5221000 0 0 [ | cosvo, 0][0]0 0 0
! 0 010/l 00 0 0/0]1 0 0
0 0 ]0l0 10 0 0[/0/0 1 0
0 o0 0l0 01 0 0l/0/0 01

1 0l0]o 0 0

0 1/0[0 0 0

07071 0]0]0 0 0 o
= 0 ojo1 00|k
0 0/0[0 10
0 o0/0l0 0 1

[\l
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a déale

1 0 o01]o0lo o 1 0 0lo]lo o
0O 1 01]0/0 0 0 1 0]/0/0 0
W 0 0 1]0j0o0| | o 0 1/0[00
2 = gﬁzlg_ﬁg_fooo_vov_l()ooo
0 0 0]0[1 0 0 0 0|01 O
0O 0 00/0 1 0 0 0/0|0 1
1 0 o0]olo o
0 1 o0l0]l0o o0
B 0 0 1l0]/0 0 66
= | T o7t 0j0j0 0 | €%
0 0 o0l0o]1 0
0 0 o0lojo 1
1 0 0 o010]|0 10 0 0 0]0
0O 1 0 0 0]0 01 0 0 1070
Y 0 0 1 ofojof Joo 1 0 100
3 = 0 0 0 10j0o|~foo0o o 1 10)0
B B B w000 | | 00 1/n oo
0 0 001 00 0 0 |01
10 0 0 0]0
01 0 0 00
B 00 1 0 00 6x6
= loo o 1 |olo [ER
0 0 12732 —1.1463|0]0
00 O 0 0]1
a konecné
1 0 0 0 o010 1000 0]0
0O 1 0 0 010 010000
B 0 0 1 0 01/0] |Joo0o100]|0 66
A= 9 0o 0o 1 olo| looo1o0lo R
o 0 0 0 110 0000O0T1/0
5%41%—%%—%3—3%—%0 000110
Dosadime-li nyni do (1.10) jesté § = 1, dostavame
i B 0.7540
7l = PnAlTAzT - ‘AlT—lAlTQZzyT = ( —0.1149 ) ’

a tim jsme tedy spocetli (Z1,Z2) = Vf(7/4,1) = (0.7540, —0.1149). ]

Zatim jsme na proménné v; pohlizeli jako na pomocné proménné. Lze ukazat, ze
jejich vysledné hodnoty charakterizuji citlivost 4 - f(x) na malou zménu v;. Pfesné
feceno, zménme operaci v; = ¢;(vVy)x<; ze soupisu operaci na obrazku 1.1 na operaci

v; = ©i(Vg) k=i + 0, (1.11)
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kde ¢§; chapeme jako novou nezavislou proménnou. Pak jiz lze ukazat, ze

0

R (112

Podrobnosti 1ze najit naptiklad v [5].

Je také mozné spocist gradienty s ¢ riznymi vahami najednou, pokud promeén-
nou § budeme uvazovat jako matici, v jejiz fadcich jsou ulozeny jednotlivé vahové
vektory. V tom ptipadé chapeme proménné y; jako vektory.

1.5 Vypocet druhych a vyssich derivaci

V tomto odstavci popiseme, jak pouzit automatické derivovani pro vypocet druhych
nebo vyssich derivaci pomoci aplikace zpétného a primého modu.

1.5.1 Vlastnosti a odvozeni vypoctu druhych a vyssich de-
rivaci

Pro prehlednost zopakujme, Ze nezavislé a zavislé proménné pii vypoctu hodnot
y = f(z) jsou oznaceny takto:

Vi—ny--5V0,V1,V2y«« oy UVl Vi—m415 - -+, UL -
——

=x =y

Program pro vypocet druhych (nebo vyssich) derivaci je mozné odvodit kom-
binaci pfimého a zpétného médu. Nejdiive na zadany program aplikujeme zpétny
mdd, odkud ziskdme program pro vypocet gradientu funkce f (nebo gradientu va-
zeného souctu ¢ - f(x)). Na tento program aplikujeme pfimy mdd a ziskdme tak
program pro vyhodnoceni druhych derivaci ve tvaru

g-f'(x)-2+7y- f(x) (1.13)

kde ¥ je vstupni parametr, podobné jako # nebo y. Vyraz (1.13) ozna¢me jako .
Abychom spocetli pouze druhou derivaci tvaru - f”(x)- &, je potfeba predem pfifadit
y=0. Vyraz y - f"(x) - & chdpeme v této souvislosti jako

g-f'(x) 1= % g f(x+ax) e R (1.14)

a=0

Prislusny soupis operaci ziskdme naptiklad tim zpiisobem, ze aplikujeme piimy
mod na soupis operaci ziskany naséitavanym zpétnym moédem z obrazku 1.9.

Z vyrazu
_ G
Vj =05+ U W (V) k<i
j
pritom odvodime
Vj =0 + 0 (‘;5» (V) k<i + ;i ((;5 (Uk)/m) ; (1.15)
j j
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Vysledny soupis operaci je na obrazku 1.10. Po provedeni tohoto soupisu operaci
jsou pozadované hodnoty druhych derivaci 3 - f”(x) - & uloZeny v proménnych

i’: (i‘l,...,l‘m).

Vi—n = T4

. _ . 1=1,...,n
Vi—n = T4

U; = %(W)g« i—1 I
Vi = )il af; (VK ) k=i = V; S

SIS
3 3
Ll
I
A
Ll
. . . .
|
|
\‘)—\

Vi = gm—z
él—i =0 Z_Oa 7m_1
61‘ =0 1 =1— n,
forj=1,...,1do
for j <1
_ _ — 9y,
v; = Vj + U - %(vk)m
- i i Op; .
By = B + B S (o) + B+ (Lrcy gy (0 1)
end for
end for
Ti = Vip . 1
T = Ui L=N5.,

Obrazek 1.10: Soupis operaci pro vypocet druhych derivaci, odvozeny nasc¢itavanym
zpétnym moédem a naslednou aplikaci pfimého médu.

Pti vyhodnoceni druhych derivaci jsme ”jako vedlejsi produkt” také spocetli
hodnotu prvnich derivaci tvaru f'(x) - & (jako kdybychom provedli pfimy mdéd) a
také g - f'(x) (jako kdybychom provedli zpétny méd).

Nézorné schéma odvozeni programi pro vypocet druhé derivace je znazornéno
na obrazku 1.11.

Podobné jako v primém modu, je mozné spocist derivace podle vice smért zaro-
ven, pokud budeme uvazovat proménnou & jako maticovou.

Vyssi nez druhé derivace mohou byt ziskany analogicky jednou aplikaci zpétného
modu a nasledné nékolikanasobnou aplikaci primych modii.
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Program Program Program
pro vypocet pro vypocet pro vypocet
y = f(z) — y = f(z), — y = [f(z),
aplikace =g f'(x) aplikace y=f'(z) -1,
zpétného médu pfimého médu | z =3 - f'(x),
T=g-f'(x) &
(Obréazek 1.1) (Obrazek 1.9) (Obrazek 1.10)

Obréazek 1.11: Schématické znazornéni odvozeni programu pro vypocet druhé deri-
vace.

Demonstrace na piikladu I. Navazeme na vysSe uvedeny piiklad I ze strany 22.
Chceme spocist hodnotu druhych parcidlnich derivaci funkce f v bodé (w/4,1).

Nejdfive na soupis operaci pro vyhodnoceni funkce f na obrazku 1.2 aplikujeme
zpétny moéd s hodnotou y = v, = 1. Dostaneme tak soupis operaci na obrazku 1.8,
na ktery aplikujeme pfimy mdéd s hodnotami @7 = 1, i = 0 a §j = 0. Ziskdme
tak soupis operaci na obrazku 1.12, ktery spo¢te hodnoty z; = 0%/9z% f(7w/4,1) a
Ty = 0%/(0x20x1) f(/4,1).

Pro vypodet zbyvajicich dvou hodnot parcidlnich derivaci 92 /(0z10xs) f(7/4,1)
a 0%/0x3 f(r/4,1) staci provést tentyZ soupis operaci (obrazek 1.12), ale s pocated-
nim nastavenim hodnot § = v, =1, 4, =0, @5 = 1 a §j = 0.

Jak jsme jiz poznamenali vyse, kromé hodnot druhych derivaci jsme spocetli také
hodnoty prvnich derivaci ve tvaru f'(r/4,1)-@ ay- f'(n/4,1), tj. hodnoty derivaci,
které jsme ptivodné ziskali jen pfimym a jen zpétnym médem.  []

1.6 Zpusoby implementace automatického deri-
vovani

V predchozich odstavcich jsme popsali zakladni principy automatického derivovani.
V tomto odstavci ukazeme, jak tyto metody prakticky aplikovat na zadany program,
aby pocital i pozadované derivace.

Tato kapitola si neklade za cil a ani nemtize byt detailnim popisem implementace
automatického derivovani. Spise ukazeme zakladni techniky a praktické postiehy.
Konkrétni implementace je ostatné zavisla na pouzitém systému.

Automatické derivovani je transformace programu: program pro vyhodnoceni
funkénich hodnot f(z) je transformovan na program pro vyhodnoceni funkénich
hodnot f(x) a jejich derivaci, za pouziti pfimého nebo zpétného médu popsaného
vySe. Tato transformace programu lze provést ru¢né nebo (v lepsim piipadé) jinym
programem. Tato transformace mutze byt provedena automaticky bez zasahu uziva-
tele, odkud také pochéazi pojmenovani automatické derivovani. To je jedna z velkych
vyhod popisovanych metod.

V predchazejicich odstavcich jsme popsali transformaci soupisu operaci, ale vstu-
pem je program. Tento rozpor snadno odstranime vysvétlenim principi transformace
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V_q = = 1 =0.7854
U_q = I = 1.0000
Vo = I = 1.0000
o = @9 = 0.0000
U = sinwv_j = 0.7071
U = COSU_1*V_q = 0.7071
Vs = V_1* = 0.7854
Uy = v_1*xUy+ vy *V_1 = 1.0000
U3 = /vy = 0.9003
U3 = (01 — vz *V2)/ve = —0.2460
Uy = v+ U3 = 1.6857
on = Uy + U3 = 0.7540
y = = 1.6857
Y = Uy = 0.7540
on = = 1.0000
Uy = 3 = 0.0000
U; = 0 1=3,...,—1
V; = 0 1=3,...,—1
(% = U3+ U4 = 1.0000
f)g = U3 + 1')4 = 0.0000
Ug = U+ 74 = 1.0000
Vs = Uy+ Uy = 0.0000
U1 = U1+ U3/vy = 1.2732
Uy = Uy + U3/vy — Uz * Uy /03 = -1.6211
Vo = Uy — U3 *v3/vy = —0.1463
Uy = Vg — Uz xvg/uy — Vg * (V) — 203 % 0p) /v = 1.7727
Uo = U9+ Uy *xv_1q = —0.1149
o = Ug+UVp*v_1+ Vg %01 = 1.2460
U_1 = V_1+ Uy kg = —0.1463
U_q = U_q+ Uy %0y + Uy * U = 1.7727
U_1 = U_1+ U; *CcOSVU_1 = 0.7540
U1 = U_1+ U1 ¥COSU_] — Uy *Sinv_q*0_g = —0.2739
0*f | 0x3 = U = 1.2460
azf/al’gal’l = ’ILJO = —0.2739

a nepredstavuje zadny problém.
Dale popiseme nejen podobu odvozenych programi, ale zejména postup, jakym
odvozeny program z puvodniho programu ziskat. Popiseme tedy, jak ma automatické
derivovani vlastné pracovat. Budeme se drzet spise na obecnéjsi roviné, konkrétni
podminky jsou totiz zavislé na systému, ve kterém automatické derivovani imple-
mentujeme.
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Obrazek 1.12: Soupis operaci pro vypocet druhych derivaci, odvozeny zpétnym mo-
dem a naslednou aplikaci primého médu pro Priklad I.



Kromé vlastni transformace zadaného programu je nutné ke ztransformovanému
programu pripojit soubor (balik) pomocnych procedur a funkci, které budou timto
programem vyuzivany. Jedna se napiiklad o deklarace novych typd proménnych,
jejich inicializace, pomocné procedury nebo pozménéné definice zakladnich funkci
(aby napfiklad obsahovaly i jejich sdruzené operace). Podrobnosti budou ukézany
v dalsich odstavcich.

Zakladnimi metodami implementace automatického derivovani jsou pretiZeni ope-
ratord a funkci nebo pouzitim preprocesoru, které v nasledujicich odstavcich popi-
seme.

1.6.1 Pretizeni operatoru a funkci

Technika pretizeni operatori (napiiklad operatort +, * nebo =) nebo funkci (na-
priklad funkce sinus nebo funkei definovanych uzivatelem) je ve srovnéani s pouzitim
preprocesoru jednodussi a prehlednéjsi. Byva podporovana modernimi programova-
cimi jazyky, napriklad C++, Adou nebo Fortranem 90. Je zaloZena na jejich schop-
nosti rozlisit pii volani operatora (funkci) pocet a typ parametrt a diky tomu vybrat
mezi operatory (funkcemi) se stejnym jménem tu definici operatoru (funkce), ktera
odpovida zadanym parametrim. Naptiklad, kdybychom méli dva rtzné typy pro-
ménnych typA a typB a dvé definice podprogramu PP (jednu pro pfipad, kdy vstupni
parametr je typu typA, a druhou pro piipad, kdy vstupni parametr je typu typB),
pri volani podprogramu PP (ProménndTypul), resp. PP (ProménnaTypuB) prekladac
podle typu parametru rozlisi, jakou definici procedury PP mé zavolat.

Vyhoda pouziti technik pretizeni je, ze témér cely zadany program mize byt pri
aplikaci automatického derivovani ponechan beze zmény.

V naésledujicich odstavcich predvedeme jednoduchy zptisob implementace au-
tomatického derivovani pomoci pretizeni operatorii a funkci v programovacim ja-
zyce C++. Vsechny ukézky jsou jednoduché a navic je okomentujeme, takze je lze
v pfipadé potfeby snadno prevést do jiného programovaciho jazyka. Vice informaci
o jazyce C++ je mozné nalézt napiiklad v [25].

Prvni derivace - pfimy mod

Popiseme jednoduchy postup, jak pomoci pretizeni operatort a funkci implemento-
vat piimy méd automatického derivovani, ktery jsme odvodili v kapitole 1.3. Timto
zpusobem vyhodnotime derivaci v zadaném smeéru.

Zavedeme novy typ proménné, ktery oznacime doublet. Tato struktura (tiida)
obsahuje dvé proménné typu double (realné ¢islo). Tyto dvé slozky slouzi pro uloZeni
hodnot proménné v; a jeji sdruzené proménné v;.2 Neboli

class doublet // definice t¥idy doublet
{ // obsahujici funkéni hodnotu
// a hodnotu derivace
public:
double v; // funkéni hodnota v_i
double vdot; // hodnota derivace v_i s teckou

2V celé kapitole 1.6 budeme pro jednoduchost piredpokladat, Ze viechny v; jsou skalary.
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}
Provedeme-li nyni deklaraci
doublet a;

nadefinujeme tim proménnou a typu doublet. Na jeji slozku v se pak odvolame
pomoci vyrazu a.v a bude v ni uloZena hodnota v;. Na slozku vdot se odvolame
pomoci a.vdot a bude v ni ulozena hodnota derivace ;.

Nyni mtzeme definovat nové funkce, jejichz vstupni nebo vystupni hodnoty jsou
typu doublet. Diky tomu pfetizime elementarni matematické funkce ;. Budou
provadét nejen obvyklé vycisleni své hodnoty, ale také spocteni piislusné sdruzené
operace. Naptiklad funkci sinus mtizeme pretizit nasledujicim zptsobem.

doublet sin (doublet a) // definice funkce sinus, jejimZ
// vstupem je proménna typu doublet
{ // a vystupem proménna typu doublet
doublet b;
b.v = sin (a.v); // vypo&et funk&ni hodnoty
b.vdot = cos (a.v) * a.vdot; // vypocet derivace
return b;
s

Pokud proménné x a y jsou typu doublet a zavolame funkci y = sin(x), pak
se timto provede nejen pfifazeni y.v = sin (x.v), ale i pfislusné sdruzena operace
y.vdot = cos (x.v) * x.vdot. Pokud bychom zavolali funkci sin na proménnou
typu double, provedla by se funkce sinus, jak je definovana vyrobcem piekladace.
Vysledkem by byla proménna typu double.

Operator * miizeme pfetizit analogickym zpiisobem:

doublet operator* (doublet a, doublet b) // definice operatoru ndsobeni, jehoZz
// vstupy jsou proménné typu doublet

{ // a vystupem proménné typu doublet
doublet c;
c.v = a.v * b.v; // vipolet funkéni hodnoty
c.vdot = a.vdot * b.v + a.v * b.vdot; // vypo&et derivace
return c;
};

Pokud proménné x, y a z jsou typu doublet, pak vyraz z = x * y zpusobi
nejen spocteni soucinu, ale také provedeni prislusné sdruzené operace. Déle je pro
operéator * (a vibec binarni operatory) potfeba nadefinovat smiSené operace pro
konstanty® (napifklad typu double) a typ doublet.

Operator déleni / pretizime napiiklad nasledujicim zptisobem:

doublet operator/ (doublet a, doublet b) // definice operatoru déleni, jehoZz
// vstupy jsou proménné typu doublet
{ // a vystupem promé&nné typu doublet
doublet c;

3Zde konstantou myslime hodnotu, ktera nezavisi na nezavislych proménnych.
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c.v = a.v/ b.v; // vypo&et funkéni hodnoty
c.vdot = (a.vdot * b.v - a.v * b.vdot)/(b.v * b.v);

// vypolet derivace
return c;

};

Podobnym zptisobem pfetizime dalsi aritmetické operace a pouzivané funkce.
Poznamenejme jesté, ze pretizené operatory a funkce maji v jazyce C++ stejnou
prioritu jako jejich nepfretiZeni jmenovci.

Zminéné definice typt proménnych a funkci budou uvedeny v souboru (baliku)
s pomocnymi definicemi a funkcemi, nikoli v hlavnim programu. Dale musime upra-
vit zadany program, aby pracoval s proménnymi typu doublet a zajistit jejich ko-
rektni vstup a vystup.

Zamysleme se tedy, co vsechno musi balik s pomocnymi definicemi a funkcemi
vlastné obsahovat.

e Zavedeni nového typu proménné (nazvali jsme ho doublet), ktery obsahuje
nejen hodnotu v;, ale i jeji derivaci v;.

e Pretizeni obvyklych operatori (funkei) provadénych na bézné typy promén-
nych, aby pracovaly i s parametry typu doublet. Tyto nové operace provadéji
navic i sdruzené operace podle pravidla fetézeni s vyuzitim slozky vdot, ktera
reprezentuje ;.

e Zajisténi spravné inicializace obou slozek proménné typu doublet a naopak
vraceni (vyexportovani) hodnoty v a jeji derivace vdot.

Je jasné, ze musime zménit i derivovany program. Pfirozené se snazime o to,
aby nutnych zmén bylo co nejméné. Nevyhnutelné vsak musime provést nasledujici
upravy.

e Vsechny proménné, jejichz derivace néas zajimaji, musi byt predeklarovany
(naptiklad z typu double) na typ doublet. Toto se tykd vSech nezavislych
proménnych, zavislych proménnych a proménnych, které jsou zavislé na neza-
vislych a ovliviiuji zavislé.

e Pii prifazeni numerické hodnoty do nezavislé proménné musi byt také ptira-
zena odpovidajici hodnota jeji derivace (tj. sméru).

e Kromé tisku (obecnéji exportu) zavislych proménnych musi byt vypsana (vy-
exportovana) také hodnota ptislusné derivace.

Ridici ptikazy (podminky, cykly...) se pfitom neméni. Pouze v ptipadech, kdy na-
priklad v podmince testujeme hodnotu proménné z, ktera zavisi na x, potom v pre-
transformovaném programu musime testovat hodnotu z.v.

Je vhodné (nikoli v8ak bezpodmineéné nutné) mit funkci, kterd provede pfifa-
zeni hodnoty nezavislé proménné a jeji derivace do proménné typu doublet. Tyto
hodnoty bychom mohli do proménnych dosazovat i piimo, ale z hlediska ¢istoty pro-
gramovani a naslednych dalSich zlepseni to neni vhodné. Proto nadefinujeme funkci
makedoublet, ktera pfiradi zadané hodnoty do slozek proménné typu doublet.
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doublet makedoublet (double val, double dotval)
// definice funkce makedoublet, jejimiZz
// vstupy jsou proménné typu double
// a vystupem proménna typu doublet

{
doublet c;
c.v = val; // pfitazeni hodnoty nezavislé proménné
c.vdot = dotval; // pfitazeni jeji derivace (sméru)
return c;

};

Jako "opacnou” k funkci makedoublet je uzitecné zavést funkci value, resp.
dotvalue, kterd ze zadané proménné typu doublet vrati hodnotu jeji slozky v,
resp. vdot.

double value (doublet a) // definice funkce value, jejimZ
// vstupem je proménna typu doublet

{ // a vystupem promé&nna typu double
double d;
d = a.v; // vrati funkéni hodnotu v_i
return d;

};

double dotvalue (doublet a) // definice funkce dotvalue, jejimZ
// vstupem je proménna typu doublet

{ // a vystupem prom&nna typu double
double d;
d = a.vdot; // vrati hodnotu derivace v_i s teckou
return d;
};

Popsanou transformaci zadaného programu ukazeme opét na prikladu I.

Demonstrace na pirikladu I. Navazeme na vysSe uvedeny piiklad I ze strany 26.
Chceme spocitat derivaci funkce

sin 1

f($1,$2)=:

+ T1T2

L1L2
v bodé (7/4,1) a také derivaci 0f /0x; v tomtéz bodé. Tato funkce mize byt vy-
hodnocena pomoci nasledujici ukazky zapsané v C++:

//deklarace a vstup promé&nnyjch
double x1, x2, y;
double temp;

x1 = pi/4;
x2 = 1;
//vipocet

temp = x1 * x2;

y = sin(xl) / temp + temp;
//vjstup proménnjch

cout << y;
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Poznamenejme, ze piikaz cout << y; je operace, kterd zapiSse hodnoty promén-
nych na standardni vystup.

Uvedenou ¢ast programu ztransformujeme, aby pocital i zddanou derivaci. Tak
dostaneme

//deklarace a vstup promé&nnjch
doublet x1, x2, y;
doublet temp;
x1 = makedoublet (pi/4, 1.0);
x2 = makedoublet (1.0, 0.0);
//vipoclet
temp = x1 * x2;
y = sin(xl) / temp + temp;
//vjstup proménnjch
cout << value(y); *
cout << dotvalue(y);

* ¥ ¥ %

Veskeré zmény, které jsme provedli, jsou predefinovani prislusnych proménnych
z typu double na doublet, inicializace proménnych x1 a x2 a vypis hodnot slozek
proménné y. Vsechny radky, které jsou nové, nebo na kterych doslo k néjaké zméne,
jsme oznadili hvézdickou. Jadro programu, ve kterém probiha vlastni vypocet, zl-
stalo nezménéno. To je dilezité, protoze to byva nejobsahlejsi a nejméné prehledna
¢ast derivovaného programu.

Aby bylo mozné tento program pielozit a spustit, je nutné k nému pfipojit balik
s definicemi pomocnych procedur a funkci a deklaracemi novych typd proménnych,
jak jsme se o tom jiz zminili vySe v tomto odstavci. []

Pokud derivovany program vola néjaké podprogramy, je nutné provést analogické
upravy i v téchto podprogramech.

Snadnymi tpravami navrzeného postupu bychom dosahli soucasného vyhodno-
ceni derivace podle p sméri najednou. Museli bychom nadefinovat novy typ pro-
ménné (analogii doublet), znovu pretizit numerické operace a obstarat spréavnou
inicializaci, vstup a vystup sdruzenych proménnych.

Zdaleka jsme se nezminili o vSech aspektech implementace pfimého médu auto-
matického derivovani pomoci pretizeni operatori a funkci. Nékteré dalsi postiehy
vyplynou z néasledujicich kapitol.

Prvni derivace - zpétny mod

V tomto odstavci popiSeme jednoduchou implementaci nascitdvaného zpétného mo-
du automatického derivovani, ktery jsme uvedli v odstavci 1.4 na obrazku 1.7, resp.
1.9. Tak budeme schopni spocitat gradient libovolné slozky zadané funkce f nebo
gradient linedrni kombinace §- f téchto slozek. Nejdiive implementaci zpétného médu
automatického derivovani obecné popiseme a pak ji budeme aplikovat na priklad I.

V pribéhu vypoctu hodnoty funkce f v bodé x budeme zaznamenavat kazdou
zékladni operaci, kterou provedeme, spolu s jejimi argumenty. Tyto idaje budeme
sekven¢né ukladat do dlouhého pole. Po dokonceni vyhodnoceni f(x) projdeme timto
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polem zpét a pro kazdou v ném zaznamenanou operaci provedeme prislusné piidru-
zené operace. Tim splnime pozadavek na prichod soupisem operaci v opa¢ném po-
fadi, jak vyzaduje zpétny mdod automatického derivovani. Tento piistup neni tiplné
vhodny pro velké tlohy, proto je mozné uplatnit néjaka tisporna opatfeni, viz napii-
klad [5] nebo [8].

Podobné jako pti implementaci pfimého moédu, i nyni pripravime balik s pomoc-
nymi definicemi a funkcemi. Ten by mél by obsahovat nasledujici deklarace:

e Zavedeni tfidy element, ktera bude uchovavat informaci o provedené elemen-
tarni operaci. Bude tedy obsahovat

— v proménné v hodnotu v; = ¢;(v;);<i, viz vztah (1.1),

N _ Y P
— v proménné vbar hodnotu o; = > ., ¥; - 522, viz vztah (1.4)

— v proménné opcode oznaceni elementarni operace (naptiklad scitani od-
povida 10, nasobeni 30, viz dale)

— v proménné argl odkaz na prvni argument této elementarni operace

— v proménné arg2 odkaz na druhy argument této elementarni operace

Dale zavedeme pole trace téchto elementd pro zaznam vsech provedenych
zékladnich operaci.

K témto typtm jesté z divodu lepsi manipulace zavedeme dalsi pomocné typy
redouble (tfida s ukazatelem na element) a traceptr (ukazatel na prvek
v poli).

e Pretizeni zakladnich operaci, aby pracovaly s parametry typu redouble. Takto
nadefinované operace nejen pocitaji hodnotu v; (jako jejich nepfetiZeni jme-
novci), ale také zaznamenaji své zavolani véetné svych parametrii do zminé-
ného pole trace.

e Zavedeni funkce reverse_sweep, kterd po vyhodnoceni f(z) projde polem
trace nazpét a spocita vSechny pridruzené proménné v;, jak urcuje pravidlo
fetézeni.

e Zavedeni funkci pro korektni pfifazeni hodnot nezéavislych proménnych z; a
vah g; do sloZek *redouble (tedy elementu) a naopak pro vystup spoctenych
derivaci Z;.

Musime také provést zmény piimo v programu, ktery po¢ita hodnoty funkce f(x).
Mame snahu, aby jich bylo co nejméné, nicméné nasledujici jsou nutné.

e VsSechny nezavislé proménné, zavislé proménné a proménné, které zavisi na
nezavislych a ovliviiuji zavislé, musi byt predeklarovany na typ redouble.

e Hodnoty nezavislych proménnych musi byt na zacatku prifazeny do sprav-
nych slozek proménnych typu redouble. Po vyhodnoceni zavislych promeén-
nych musi byt do jejich piislusnych slozek prifazeny vahy ;. Az pak miize byt
zavolana funkce reverse_sweep, kterd spocte a vrati (vyexportuje) hodnotu
derivace.

33



e Musi byt zavolana funkce reverse_sweep (druhd ¢ast soupisu operaci), aby se
spocetly hodnoty v; a tim i pozadované derivace.

Ridici pitkazy (podminky, cykly,. . .) se automatickym derivovanim neméni. Pouze
v pripadech, kdy napiiklad v podmince testujeme hodnotu proménné z, ktera zavisi
na x, v pretransformovaném programu musime testovat hodnotu sloZky proménné z,
ktera hodnotu ptvodni proménné z obsahuje.

Nyni uvedeme, jak mohou vypadat definice novych typu a funkci, které jsme
vyse popsali. Zakladni datové struktury jsou element, trace a redouble.

class element // definice t¥idy element
{ // obsahujici informace o elementdrni operaci
public:
double v; // funkéni hodnota
double vbar; // hodnota derivace
int opcode; // typ elementarni operace
element *argl; // odkaz na prvni argument
element *arg2; // odkaz na druhjy argument
s
class redouble // definice t¥idy redouble
{ // obsahujici ukazatel na element
public:

element *ref;

};

element trace [VelkéCislol; // pole elementd pro uchovani
// v8ech elementarnich operaci

element *traceptr = trace; // ukazatel do pole na aktudlni
// elementarni operaci p¥i jeho vypliiovani

Tyto typy a proménné jsme zavedli globalné, tj. jsou pfistupné ze vsech funkci
celého programu. Hodnota VelkéCislo je velikost pole, ve kterém jsou uschovany
vSechny provedené elementarni operace. Pokud by velikost pole trace nestacila
(chtéli bychom provadét vice zakladnich operaci nez VelkéCislo), je potieba tuto
hodnotu zvétsit.

Déle potfebujeme definovat celociselné konstanty pro jednoznacnou identifikaci
zékladni funkce, ktera byla zavolana. Tyto konstanty budeme ukladat do slozky
opcode kazdého prvku pole trace, ktery charakterizuje provedenou operaci. Diky
tomu budeme schopni ve druhé ¢asti soupisu operaci provadét prislusné pridruzené
operace.

Definici téchto konstant mizeme provést napriklad takto:

const int

emptyv = 0, constv = 1, indepv = 2, bplusv = 10,

bminusv = 20, bmultv = 30, recipv = 40,

expv = 50, 1nv = 51, sinv = 60, ... ;

Pretizené elementarni funkce nejen spoctou svoji hodnotu, ale také provedou
zaznamenani svého provedeni do pole trace. Po funkci sinus, nasobeni a déleni je
miuizeme definovat napiiklad timto zptisobem.

34



redouble sin (redouble a) // definice funkce sin, jejimZ
// vstupem je proménna typu redouble

{ // vystupem je prom&nnad typu redouble
redouble b;
b.ref =traceptr; // ukazatel do pole na aktudlni operaci
traceptr->v = sin (a.ref->v); // vjpolet hodnoty elementdrni funkce
traceptr->vbar = 0.0; // vynulovéni sloZky vbar, kam se bude

// nas&itéavat derivace

traceptr->opcode = sinv; // ulozeni identifikace této elementdrni operace
traceptr—->argl = a.ref; // uloZeni argumentu této elementdrni operace
traceptr++; // posun na dal$i prvek v poli
return b;

+;

redouble operator* (redouble a, redouble b) // definice funkce nasobeni, jejimiZz
// vstupy jsou promé&nné typu redouble

{ // vystupem je prom&nna typu redouble

redouble c;
c.ref =traceptr; // ukazatel do pole na aktudlni operaci
traceptr->v = (a.ref->v) * (b.ref->v); // vypo&et hodnoty elementarni funkce
traceptr->vbar = 0.0; // vynulovani slozky vbar, kam se bude

// mnasitavat derivace
traceptr->opcode = bmultv; // uloZeni identifikace

// této elementarni operace
traceptr—->argl = a.ref; // zaznamendni prvniho argumentu

// této elementarni operace
traceptr—->arg2 = b.ref; // zaznamendni druhého argumentu

// této elementarni operace
traceptr++; // posun na dalsi prvek v poli

return c;

};

redouble operator/ (redouble a, redouble b) // definice funkce déleni, jejimiZz
// vstupy jsou proménné typu redouble

{ // v§ystupem je prom&nna typu redouble

redouble c;
c.ref =traceptr; // ukazatel do pole na aktudlni operaci
traceptr->v = (a.ref->v) / (b.ref->v); // vypolet hodnoty elementirni funkce
traceptr->vbar = 0.0; // vynulovéani sloZky vbar, kam se bude

// nas&itavat derivace
traceptr->opcode = bdivv; // uloZeni identifikace

// této elementarni operace
traceptr—->argl = a.ref; // zaznamendni prvniho argumentu

// této elementarni operace
traceptr->arg2 = b.ref; // zaznamenani druhého argumentu

// této elementarni operace
traceptr++; // posun na dal$i prvek v poli

return c;

};

Kazda takova pretizena funkce vycisli hodnotu slozky v, vynuluje hodnotu vbar,
zaznamend se (co je to za operaci podle ¢iselniku a hodnota se vlozi do opcode) a
nakonec jesté ulozi ukazatele na své argumenty.

Pro operatory *, / (a dalsi binarni operatory) je dale potfeba nadefinovat smi-

35



Sené operace pro konstanty? (napiiklad typu double) a proménné typu redouble.
Podobnym zptisobem pretizime dalsi aritmetické operace a pouzivané funkce.

Je uzitecné mit funkci, kterd prifadi hodnotu nezavislé proménné na spravné
misto do proménné typu redouble a oznaci ji, ze vznikla z nezavislé proménné.
Takovou funkci nazvéme makeindepvar.

redouble makeindepvar (double a) // definice funkce makeindepvar, jejimZ
// vstupem je proménné typu double

{ // vystupem je promé&nnd typu redouble
redouble b;
b.ref =traceptr; // ukazatel do pole na aktudlni operaci
traceptr->v = a; // pfifazeni hodnoty nezavislé proménné
traceptr->vbar = 0.0; // vynulovani pro nas¢itavéani derivace
traceptr->opcode = indepv; // identifikace této operace
traceptr++; // posun na dalsi prvek v poli
return b;

+;

Dale musime zavést funkci reverse_sweep, ktera projde polem trace nazpét a
pro kazdou operaci provede prislusné pridruzené operace. Tato procedura je vlastné
jen cyklus polem odzadu, ve kterém prikaz switch t¥idi ptivodné provadéné elemen-
tarni funkce a zajistuje vlastni napocitavani derivaci.

void reverse_sweep() // definice funkce reverse_sweep, ktera
{ // nemd Zzadny primy vstup ani vystup
double deriv;
while (traceptr-- > trace) // cyklus pfes vSechny provedené
// elementadrni operace
// od posledni k prvni
// (polem trace odzadu dopfedu)
{
switch(traceptr->opcode) // podle provedené elementarni operace
// rozlisime vjpolet derivace

{
case sinv: // elementédrni operace byla sinus
deriv = cos(traceptr->argl->v);
traceptr->argl->vbar = traceptr->argl->vbar + // postupné nacitani
traceptr->vbar * deriv; // hodnot derivaci
break;
case bmultv: // elementdrni operace byla néasobeni
traceptr->argl->vbar = traceptr->argl->vbar + // postupné nalitéani
traceptr->vbar * traceptr->arg2->v; // hodnot derivaci
traceptr->arg2->vbar = traceptr->arg2->vbar + // postupné naditéani
traceptr->vbar * traceptr->argl->v; // hodnot derivaci
break;
case bdivv: // elementarni operace byla déleni

traceptr->argl->vbar = traceptr->argl->vbar + // postupné nacditani
traceptr->vbar / traceptr->arg2->v; // hodnot derivaci

4Zde konstantou myslime hodnotu, ktera nezavisi na nezavislych proménnych.
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traceptr->arg2->vbar = traceptr->arg2->vbar - // postupné nacitani
traceptr->vbar * traceptr->argl->v / // hodnot derivaci
(traceptr->argl->v)**2;
break;

}
}
};

Po probéhnuti této procedury jsou ve slozkach vbar téch proménnych, do kterych
jsme prirazovali nezavislé hodnoty, zddané hodnoty gradientu.
Cteni spoctenych hodnot v; zévisljch proménnych bude provadét funkce value.

double value (redouble a) // definice funkce value, jejimZ
// vstupem je proménné typu redouble

{ // vystupem je prom&nna typu double
double b;
b = a.ref->v; // vrati funkéni hodnotu v_i
return b; // v_i = \varphi_i(v_j)

};

Ptifazeni pfislusnych piidruzenych hodnot g; (tj. vah) bude zajisténo funkci
setbarvalue.

void setbarvalue(redouble a, double b) // definice funkce setbarvalue, jejimz
// vstupem jsou proménné typu double a redouble
{ // na vystupu neni Zz&dnad proménnd
a.ref->vbar = b; // nastaveni vah y_i s pruhem

};

Tato funkce musi byt provedena pred zavolanim funkce reverse_sweep.
Hodnoty derivaci z; zjistime po probéhnuti funkce reverse_sweep pomoci funkce
barvalue.

double barvalue (redouble a) // definice funkce barvalue, jejimZ
// vstupem je proménna typu redouble
{ // vystupem je promé&nnd typu double
double b;
b = a.ref->vbar; // vrati hodnotu derivace \bar x_i
return b;
s

Zopakujme, 7ze v zadaném programu nemusime délat zadné jiné zmény nez pre-
deklarovani pfislusnych proménnych na typ redouble, spravné pfirazeni hodnot
nezavislych proménnych, po spo¢teni hodnot f(x) musime pfifadit vahy ;, zavolat
funkci reverse_sweep a nakonec precist vypoctené hodnoty derivaci. Jinak feceno,
vlastni jadro programu, kde probiha vypocet, je stejné jako v pripadé pirimého médu
nezmeneno.
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Demonstrace na pirikladu I. Navazeme na vyse uvedeny piiklad I ze strany 31.
Chceme spocitat derivaci funkce

sin x1

f($17$2)::

T1T2
T122
v bodé (7/4,1) a také gradient funkce f v tomtéz bodé.

Nyni, na zékladé predchozich odstavciti, ukdzeme, jak by mohla vypadat trans-
formace programu pomoci zpétného moédu — transformace deklarace proménnych
i vypoctu. Funkce f mize byt vyhodnocena pomoci nasledujici ukazky zapsané
v C++:

//deklarace a vstup proménnjch
double x1, x2, y;
double temp;

x1 = pi/4;
x2 = 1;
//vipoclet

temp = x1 * x2;

y = sin(x1) / temp + temp;
//vystup proménnjch

cout << y;

Tuto ¢ast programu ztransformujeme pomoci zpétného médu, aby pocital i za-
dany gradient. Tak dostaneme

//deklarace a vstup promennjch
redouble x1, x2, y;
redouble temp;
x1 = makeindepvar(pi/4);
x2 = makeindepvar(1.0);
//vypoclet
temp = x1 * x2;
y = sin(xl) / temp + temp;
//vystup proménnjch - hodnota funkce f(x)
cout << value(y); *
//vipolet derivace
setbarvalue(y,1.0);
reverse_sweep();
//vystup proménnjch - hodnota derivace: grad(f(x))
cout << "derivace podle x1: " << barvalue(xl) << endl;
cout << "derivace podle x2: " << barvalue(x2) << endl;

* ¥ ¥ ¥

*  *

Veskeré zmény, které jsme provedli, jsou pfedefinovani prislusnych proménnych
z typu double na redouble, inicializace proménnych x1 a x2, vypis hodnoty pro-
ménné y, pritazeni vahy do ¢, zavolani funkce reverse_sweep a vypis spoctenych
derivaci Z; a Zy. VSechny radky, které jsou nové, nebo na kterych doslo k néjaké
zméné, jsme oznacili hvézdickou. Jadro programu, ve kterém probiha vlastni vy-
pocet, zlistalo nezménéno. To je dilezité, protoze to byva nejobsahlejsi a nejméné
prehledna cast derivovaného programu.
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potradi 1 2 3 4 5 6
provadéné
operace
provadéna definice definice X1+ T sin(x1) sin(xz1)/temp | sin(zl)/temp+
operace nezavislé | nezavislé +temp
proménné | proménné
X1 X9
funkce nebo make- make- x1 * x2 | sin(x1) | sin(x1)/temp | sin(x1)/temp +
operator, odkud indep- indep- + temp
zaznam v polich var var
vznikl (pi/4) (1.0)
index v poli 0 1 2 3 4 5
(C++ disluje od 0)
pole trace:
— slozka v hodnota hodnota | hodnota | hodnota hodnota hodnota
x1 Xo X1+ T sin(x1) sin(x1)/temp sin(x1)/temp
+temp
— slozka vbar 0 0 0 0 0 0
— slozka opcode 2 2 30 60 40 10
— slozka argl nezadano | nezadano | odkaz na | odkaz na odkaz na odkaz na
0.prvek 0.prvek 3.prvek 4.prvek
v poli v poli v poli v poli
— slozka arg2 nezaddno | nezadano | odkaz na | nezadano odkaz na odkaz na
1.prvek 2.prvek 2.prvek
v poli v poli v poli

Obrazek 1.13: Ulozeni dat v polich pro Priklad I.

Na obréazku 1.13 je ukazano, jak jsou data v poli trace ulozena v okamziku pied
zavolanim funkce reverse_sweep. (Funkce reverse_sweep by pouze naplnila slozky

vbar.)

Aby bylo mozné tento program prelozit a spustit, je nutné k nému ptipojit balik
s definicemi pomocnych procedur a funkci a deklaracemi novych typd proménnych,
jak jsme se o tom jiz zminili vySe v tomto odstavci.
Dalsi nazorné priklady pouziti a efektivity automatického derivovani jsou uve-
deny naptiklad v [10], [11], [12] nebo [13] .

]

Pokud derivovany program vola néjaké podprogramy, je nutné provést analogické

upravy i v téchto podprogramech.

Snadnou modifikaci navrzenych postupti mizeme vyhodnocovat ¢ gradient na-
jednou. Za timto cilem musime zménit definici typu element, dale funkce setbarvalue,
barvalue a také reverse_sweep.

Po probéhnuti funkce reverse_sweep je mozné pole trace znovu pouzit pro dalsi
vyhodnoceni derivace. K tomuto opétovnému pouziti poslouzi pritfazeni traceptr
= trace;, které zajisti, ze udaje se do néj budou zapisovat znovu od zacatku.

Nezminili jsme nékteré aspekty transformace programu pii zpétném modu auto-
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matického derivovani. Nekteré z nich vSak vyplynou z nésledujicich kapitol.

Druhé derivace

Implementaci automatického derivovani pro druhé nebo vyssi derivace je mozné
ziskat kombinaci uvedenych technik implementace pro primy a zpétny méd auto-
matického derivovani.

V tomto odstavci naznac¢ime, jak naprogramovat vypocet hodnoty 7 - f”(x) - &
pro funkci f : R® — R™ a pro vektory 2 € R" a § € R™. Vyraz g - f"(x) - &
pritom chapeme stejné ve vztahu 1.14. Pokud & bude i-ty svisly vektor kartézské
béaze a pokud ¢ bude j-ty vodorovny vektor kartézské baze, spocitame tak i-ty radek
Hessovy matice j-té slozky funkce f v bodé x.

K vypoctu g- f(z) - & pouZijeme metodu automatického derivovani, kterou jsme
odvodili v kapitole 1.5, tedy kombinaci zpétného a primého médu automatického
derivovani.

Pro odvozeni implementace vypoc¢tu druhych derivaci vyuZzijeme implementace
primého a zpétného mdédu z predchozich odstavct. Definici tiidy doublet ponechame
beze zmény.

class doublet // definice t¥idy doublet
{ // obsahujici funkéni hodnotu
// a hodnotu smérové derivace
public:
double v; // funkéni hodnota v_i
double vdot; // hodnota derivace v_i s te&kou

};

Pozménime ale definici tfidy element, a to takto:

class element // definice t¥idy element
{ // obsahujici informace o elementdrni operaci
public:
doublet v; // funkéni hodnota - typ doublet!
doublet vbar; // hodnota derivace - typ doublet!
int opcode; // typ elementdrni operace
element *argl; // odkaz na prvni argument
element *arg2; // odkaz na druhjy argument
s

Slozky v a vbar nejsou nyni typu double, ale doublet, obsahuji tedy kromé
funkc¢nich hodnot také derivaci ve sméru z. PTesnéji feceno,
e slozka v.v obsahuje funk¢éni hodnotu v,

e slozka v.vdot obsahuje hodnotu smérové derivace v,

e slozka vbar.v obsahuje hodnotu derivace v,
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e slozka vbar.vdot obsahuje hodnotu druhé derivace .

Proto je nutné ptedefinovat nékteré inicializaéni a naopak pfistupové (expor-
tovaci) funkce, napfiklad value nebo barvalue, které nyni budou vracet hodnotu
typu doublet. Do baliku s pomocnymi definicemi a funkcemi pfidame také pretizené
funkce pro typ doublet.

Jednotlivé slozky proménné v typu element lze po dokonceni vypoctu prislusné
hodnoty interpretovat takto.

value(value(v)) =
dotvalue(value(v))
value(barvalue(v))
dotvalue(barvalue(v)) =

I
SIEESTRECHES

Funkce reverse_sweep bude diky pietizeni operatorii a funkeci obsahovat napii-
klad pro funkci sinus stejné piikazy jako v implementaci zpétného médu, tedy

case sinv:
deriv = cos (traceptr->argl->v);
traceptr->argl->vbar += traceptr->vbar * deriv;
break;

Slozky v, vbar a deriv jsou zde ovSem typu doublet. Operace s nimi jsou
pretizené a diky tomu provadi procedura reverse_sweep vypocet druhé derivace,
jak je popsano v kapitole 1.5.

Pokud by slozka vdot proménné typu doublet byla vektor (pole) délky p, lze
tak vyhodnotit p fadki Hessovy matice zaroven, tedy naptiklad celou Hessovu ma-
tici. PTi této modifikaci bychom museli prepsat definice pretézujicich funkci pro typ
doublet, stejné jako inicializac¢ni, pristupové, vstupni a vystupni funkce.

Tieti a vyssi derivace

Automatické derivovani je mozné pouzit i pro vypocet tietich nebo vyssich deri-
vaci. Letmo se proto o nich zminime, i kdyz se tyto vyssi derivace v praxi prilis
nepouzivaji.

Napriklad, tfeti derivaci lze ziskat aplikaci zpétného, na néj primého a jesté
jednou primého moédu na zadany program. Podobné lze vnotovat i vyse uvedené
datové typy.

Napiiklad pro zminénou tfeti derivaci miizeme definovat typ triplet jako

class triplet

{
public:
double v;
double vdot;
double vdotdot;
}s;
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Pouzijeme-li tento typ triplet (anebo jesté obecnéjsi typy) v definici typu
element

class element // definice t¥idy element
{ // obsahujici informace o elementdrni operaci
public:
triplet v; // funkéni hodnota - typ triplet!
triplet vbar; // hodnota derivace - typ triplet!
int opcode; // typ elementarni operace
element *argl; // odkaz na prvni argument
element *arg2; // odkaz na druhjy argument
s

pak diky zpétnému mdédu ziskdme hodnoty tietich (pfipadné vyssich) derivaci.
Prislusné definice pretizenych operaci je pritom nutné nadefinovat podobnym zpu-
sobem jako vyse.

1.6.2 Pouziti preprocesoru

Implementaci automatického derivovani je kromé techniky pretizeni operatori a
funkci mozné provést i jinym zpisobem, napiiklad pouzitim preprocesoru (”pre-
processing”, " predzpracovani” ). Této moznosti je vyhodné pouzit, pokud programo-
vaci jazyk transfromovaného programu nepodporuje pretizeni operatori a funkci,
napfiklad Fortran 77. O této moznosti se zminime v nasledujicich odstavcich.

Preprocesor je program, jehoz vstupem je program v urcitém programovacim
jazyce a vystupem je program ve stejném programovacim jazyce, ktery byl néjakym
zpusobem pozménén. V nasem piipadé bude program na spoc¢teni hodnot y = f(x)
zménén na program, ktery bude navic pocitat i derivace funkce f v bodé x. Pre-
procesor analyzuje zdrojovy program tadek po tadku, prirazovaci prikazy rozlozi
na jednotlivé elementarni funkce a podle nich vklada ptislusné operace, aby novy
program pocital také derivace (v pfimém mdédu napiiklad vklada sdruzené operace).
Tento vysledek ulozi do vznikajiciho souboru (programu). Jinak feceno, vypocet de-
rivace je fyzicky vlozen preprocesorem do ptivodniho programu. Programovaci jazyk,
ve kterém je program na vyhodnoceni funkce f napsany, muze tedy byt jakykoliv
bézny programovaci jazyk.

Preprocesoru je nutné pii jeho zavolani sd€lit oznaceni nezavislych a zavislych
proménnych, jaké derivace pozadujeme a pokud mozno i méd automatického derivo-
vani, ktery ma pouzit. Tyto tdaje je mozné zadat néjakym dohodnutym zptisobem
pfimo v téle programu nebo v jiném (parametrickém) souboru (a nemusime tedy
zasahovat do puvodniho programu).

V nésledujicim odstavci popiseme zpisob implementace zpétného mdédu auto-
matického derivovani, ktery pouziva preprocesor, nicméné je podobny implementaci
pomoci pretizeni, odkud jsme ale pretézovani odstranili. Tato technika je pouzita
pii implementaci automatického derivovani do systému UFO, jak bude popsano
v kapitole 3. Systém UFO je naprogramovan v jazyce Fortran 77, proto pro popis
implementace pouzijeme tento jazyk. Navic je Fortran 77 v numerické matematice
velmi oblibeny a rosifeny.
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1.6.3 Implementace zpétného médu ve Fortranu 77

Nékteré programovaci jazyky neumoznuji pracovat s ukazateli nebo definovat nové
typy proménnych. Proto popiseme modifikaci implementace automatického derivo-
vani z predchoziho odstavce 1.6.1, ktera tyto vlastnosti obejde. Opét tedy budeme
zaznamenavat jednotlivé provadéné zakladni operace a informace o nich ukladat do
dlouhého pole, kterym na zavér projdeme odzadu a provedeme ptislusné pridruzené
operace. Jak jsme jiz zminili, uvedené ukazky jsou napsané v programovacim jazyce
Fortran 77.

Ttida element obsahuje pét slozek, a to v, vbar, opcode, argl a arg2. Pole
trace téchto elementii nahradime péti samostatnymi poli V, VBAR, OPCODE, ARG1
a ARG2 typu REAL, REAL, INTEGER, INTEGER a INTEGER (ve tomtéz poradi), ve kte-
rych budeme uchovavat stejné hodnoty jako v jednotlivych slozkadch proménné typu
element v poli trace. Neboli, k-ty prvek v poli trace ma stejné hodnoty slozek
jako k-té prvky poli V, VBAR, OPCODE, ARG1 a ARG2.

Pro odkaz na konkrétni provedenou zakladni funkei ¢y (a s ni souvisejici udaje)
budeme namisto proménné typu redouble pouzivat indez poli®. Proto v polich ARG1
a ARG2 budeme uchovéavat pravé index na prvky poli s argumenty pfislusné zakladni
funkce.

Pole budeme deklarovat takto.

PARAMETER (LNGARR = 1000)

REAL V(LNGARR), VBAR(LNGARR)

INTEGER OPCODE(LNGARR), ARG1(LNGARR), AGR2(LNGARR)
INTEGER INDARR

Konstanta LNGARR (délka poli) je néjaké velké cislo, které ma stejny vyznam jako
hodnota VelkéCislo na strané 34. Pokud bychom provadéli vice zakladnich operaci
nez LNGARR, je potieba tuto hodnotu zvétsit a spustit odvozeny program znovu.
Proménna INDARR znamené index prvku v polich, kam budeme zapisovat nasledujici
provadénou zakladni operaci.

Zavedeme konstanty, podle kterych rozezname, jakou zakladni funkci jsme volali.

PARAMETER (EMPV = 0, CONV = 1, INDV = 2, BPLUSV = 10,
BMINUV = 20, BMULTV = 30, RECIPV = 40,
EXPV = 50, LNV = 51, SINV = 60, ...)

Predefinujeme vsSechny elementarni operace, aby jejich argumenty byly indexy
poli (kde jsou uloZeny hodnoty argumenti atd.) a aby vracely index poli, pod
kterym zaznamenaly své zavolani véetné vysledné funkéni hodnoty. Takto pozmé-
néné funkce prejmenujeme, napriklad funkce SIN bude nové SING. Pole V, VBAR,
OPCODE, ARG1, ARG2 se zaznamy o provedenych zakladnich operacich, spolu s pro-
ménnou INDARR, budeme témto funkcim pfedavat pomoci parametri, pripadné je
lze také predavat pomoci tzv. COMMON proménnych, jak bude ukazano v kapitole 3.

Predefinované operace sinus a nasobeni mohou vypadat naptiklad timto zpiso-
bem:

5Vsechny hodnoty v polich, které jsou pfislusné jedné operaci, maji stejny index.

43



INTEGER FUNCTION SING (IARG1,
* V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR)
REAL V(LNGARR), VBAR(LNGARR)
INTEGER OPCODE(LNGARR), ARG1(LNGARR), AGR2(LNGARR)

V(INDARR) = SIN (V(IARG1))
VBAR(INDARR) = 0.0

! vypocet hodnoty elementarni funkce
! vynulovani slozZky vbar, kam se bude
! nascitavat derivace
OPCODE (INDARR) = SINV ! uloZeni identifikace této elementarni operace
ARG1(INDARR) = IARG1 !
SING = INDARR !
INDARR = INDARR + 1 !
END

! uloZeni argumentu této elementarni operace
! index této elementarni operace
! posun na dalsSi prvek v poli

INTEGER FUNCTION BMULTG (IARG1, IARG2,
* V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR)
REAL V(LNGARR), VBAR(LNGARR)
INTEGER OPCODE(LNGARR), ARG1(LNGARR), AGR2(LNGARR)

V(INDARR) = V(IARG1) * V(IARG2) ! vypolet hodnoty elementdrni funkce
VBAR(INDARR) = 0.0 ! vynulovani slozky vbar, kam se bude
nasCitavat derivace

OPCODE (INDARR) = BMULTV ! uloZzeni identifikace této elementdrni operace
ARG1(INDARR) = IARG1
ARG2(INDARR) = IARG2
BMULTG = INDARR
INDARR INDARR + 1

END

! uloZeni druhého argumentu této elem. operace
! index této elementarni operace

]

]

! uloZeni prvniho argumentu této elem. operace
!

!

! posun na dalsSi prvek v poli

Pro binarni operace nadefinujeme jesté funkce, kdy jeden z argumenti je kon-
stanta nezavisla na nezavislych proménnych. Mohli bychom vsSak postupovat i jinak,
kdy bychom konstantu zaznamenali do poli jako konstantu a pak provedli ,funkci
pro dva indexy poli“, napiiklad BMULTG.

Vsechna volani zakladnich funkei tedy musi byt v pivodnim programu nahrazena
volanim modifikovanych funkci, které jsme pravé zminili.

Vsechny nezavislé proménné, zavislé proménné a proménné, které zavisi na neza-
vislych a ovliviiuji zavislé, predeklarujeme na typ INTEGER, neboli index prvki poli,
ve kterych o nich budou uschovavany informace.

Hodnoty nezavislych proménnych je nutné pfed zacatkem vypoctu dosadit do
poli, spolu se vSemi prislusnymi tidaji. K tomu se hodi funkce MKINDP.

INTEGER FUNCTION MKINDP (VALUE,
* V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR)
REAL V(LNGARR), VBAR(LNGARR)
INTEGER OPCODE(LNGARR), ARG1(LNGARR), AGR2(LNGARR)

V(INDARR) = VALUE
VBAR(INDARR) = 0.0

prifazeni hodnoty nezavislé proménné
vynulovani slozky vbar, kam se bude
nasCitavat derivace

uloZeni identifikace této elementarni operace
index této elementdrni operace

posun na dalsSi prvek v poli

OPCODE (INDARR) = INDV
MKINDP = INDARR
INDARR = INDARR + 1

44



END

Nejpozdéji po dokonceni vyhodnoceni funkce f v bodé x je potieba pritadit
hodnoty vah y; na spravnéa mista v poli VBAR, aby se mohla spustit subrutina (pod-
program) RVRSWP pro zpétny prichod poli a vypocteni vSech pfidruzenych hodnot.
Subrutina RVRSWP mtize mit naptiklad nasledujici podobu.

SUBROUTINE RVRSWP (V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR)
REAL V(LNGARR), VBAR(LNGARR)
INTEGER OPCODE(LNGARR), ARG1(LNGARR), AGR2(LNGARR)
REAL DERIV
INTEGER I

DO 999, I = INDARR-1, 1, -1 // cyklus pfes vSechny provedené
// elementdrni operace
// od posledni k prvni
// (polem trace odzadu dopfedu)
IF(OPCODE(I) .EQ. CONV) THEN // podle provedené elementarni operace
// rozliZime vypolet derivace

ELSE IF(OPCODE(I) .EQ. BMULTV) THEN // elementarni operace byla ndsobeni

VBAR(ARG1(I)) = VBAR(ARG1(I)) + VBAR(I) * V(ARG2(I))
// postupné naiitani hodnot derivaci
VBAR(ARG2(I)) = VBAR(ARG2(I)) + VBAR(I) * V(ARG1(I))

// postupné nalitdni hodnot derivaci

ELSE IF(OPCODE(I) .EQ. SINV) THEN // elementarni operace byla sinus
DERIV = COS (V(ARG1(I)))
VBAR(ARG1(I)) = VBAR(ARG1(I)) + VBAR(I) * DERIV // postupné nalitani
// hodnot derivaci
ELSE IF(OPCODE(I) .EQ. COSV) THEN

END IF
999  CONTINUE
END

Po jejim provedeni jsou jiz v prvcich pole VBAR pfislusejicich nezavislym promén-
nym spoctené hodnoty pozadovanych derivaci.

Ridici sekvence (podminky, cykly atd.) se pravé popsanou transformaci nemén,
s vyjimkou zmény nazvu proménnych, napiiklad ABC je potieba zménit na V(ABC).
Pokud se v programu pro vyhodnoceni funkce f pouzivaji néjaké podprogramy,
je nutné je upravit analogickym zptisobem, véetné jejich parametri. Kdybychom
pozadovali vycisleni ¢ gradientl najednou, zménime pole VBAR na g-rozmérné a
ziejmym zptsobem upravime souvisejici funkce, zejména RVRSWP.

Implementaci vypoctu druhych derivaci pomoci Fortranu 77 podrobné popi-

seme v kapitole 3, kterd se zabyva implementaci automatického derivovani do sys-
tému UFO.
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1.7 Slozitost odvozeného programu

Cas potiebny pro vyhodnoceni derivaci pomoci programi vygenerovanych automa-
tickym derivovanim lze shora odhadnout malym nasobkem casu potiebného pro
vypocet hodnoty derivované funkce f(z). Pro tyto odhady je potfebné uvazovat
nékolik predpokladii, které vSak nejsou priliS omezujici. Naptiklad je nutné pred-
pokladat, ze prace potfebna na vykonani ztransformované operace je stejnomérné
omezend nasobkem prace potfebné na vykonani ptvodni (neztransformované) ope-
race atd.

V tabulce 1.1 jsou uvedeny odhady, které za téchto predpokladt plati pro funkci
f:R"™ — R™. Numerické hodnoty uvedené v tabulce jsou odvozené napiiklad v [5].

Chceme-li si zde pfiblizit anebo alespon zhruba odvodit hodnoty z této ta-
bulky 1.1, uvazujme pro pfimy mdd napiiklad operaci sin(z). Ta se ztransformuje
na cos(x) - . K jedné operaci sin(x) jsme pfidali dvé nové operace, a to cos(x) a
nasobeni, coz odpovidd wr = 1 + 2. Ve zpétném mdédu se y = sin(z) ztransfomuje
na T =2 + g - cos(z), které ptiblizné odpovidd wr = 1.5 + 2.5.

Pokud je Jacobiho nebo Hessova matice fidka, lze odvodit efektivnéjsi techniky
vypoctu derivaci a tedy vyrazné lepsi odhady slozitosti vypoctu derivaci.

Prvni derivace — pfimy mod (smérové derivace)

%W <wp  kde pro jeden smér i je wp =3
pro p sméru & zaroven je wp=1+2p
Prvni derivace — zpétny mdd (gradienty)
%W <wgr kde pro jeden vahovy vektor ¥ je wr =14

pro q vahovych vektort y zaroven je wgr = 1.5+ 2.5¢

Druhé derivace — zpétny a pfimy mdd (smérové derivace gradienti)
TIME(g f" (x)-i)

TIME((2)) < wgrr kde pro jeden smér 7 je wrr = 12

pro p sméru & zaroven je wrp =6+ 6p

Tabulka 1.1: Odhady slozitosti vypoctu derivaci pomoci programil ziskanych auto-
matickym derivovanim.
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Kapitola 2

Systém UFO

Jednim z ukolid této disertacni prdace bylo implementovat automatickée derivovani do
systemu UFO, ktery slouzi pro optimalizaci funkci. V této kapitole tedy systéem UFO
strucné popiseme.

2.1 Struény popis systému UFO

Cést 2.1 této kapitoly, ve které uvedeme struény popis systému UFO, vychézi z tech-
nické zpravy [18], kterd systém UFO podrobné dokumentuje.

2.1.1 Zakladni vlastnosti systému UFO

Interaktivni systém UFO (Universal Functional Optimization system), ktery slouzi
pro optimalizaci funkei, byl vyvinut v Ustavu informatiky Akademie véd Ceské re-
publiky. Blizsi informace o tomto systému lze ziskat na internetové adrese http://
www.cs.cas.cz/ luksan/ufo.html. Z této adresy je také mozné stdhnout volné

Sititelnou verzi tohoto systému. Podrobny popis tohoto systému je uveden v [18].
Systém UFO je mozné pouzit pro

e formulaci a feSeni konkrétnich optimalizacnich problémi (dloh);

e pripravu specidlnich optimaliza¢nich metod zalozenych na metodach jiz naim-
plementovanych;

e navrh a testovani novych optimalizacnich metod.

Nejobecnéjsi problém, ktery lze systémem UFO fesit, je (lokdlni i globédlni) mi-
nimalizace funkce F' : R" — R na mnoziné X C R". Tvar této funkce je mozné
blize specifikovat, naptiklad jako souc¢et mocnin hodnot | fx(z)|, maximum z hodnot
| fe(z)| atd. Mnozinu X lze zvolit jako X = R" nebo je mozné ji charakterizovat
jako podmnozinu R" pomoci vazbovych podminek (rovnic a nerovnic) s linedrnimi
i nelinearnimi (hladkymi) funkcemi.

Diky modularni struktufe systému UFO je mozné pouzit celou fadu optimali-
zacnich metod, které lze sestavit na zakladé zadanych pozadavkt. Zakladni tiidy
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implementovanych metod jsou napftiklad metody s proménnou metrikou nebo me-
tody Newtonova typu. Konkrétni metoda je urcena specifikaci dalsich parametri
(naptiklad smér a délka kroku).

Reseni optimaliza¢niho problému probihé ve étyfech fazich.

1. Specifikace optimaliza¢niho problému a vybér metody. Tyto tdaje se popisi
pomoci fidiciho jazyka systému UFO (UFO CL, UFO control language) ve
vstupnim souboru. O tomto jazyce se zminime pozdéji. Vstupni soubor (mé
pfiponu UF0) bud napiSe uzivatel, nebo je vytvoren pomoci dialogového médu,
tj. na zékladé otazek systému a odpovédi uzivatele (v tom piipadé uzivatel
nemusi vibec tusit, ze UFO CL a vstupni soubor existuje).

2. Vstupni soubor se zpracuje UFO preprocesorem. Podle uvedenych pozadavki
vznika fidici program ve Fortranu 77, ktery bude fesit zadany problém pomoci
specifikovanych metod.

3. Tento vygenerovany program je pomoci prekladace Fortranu 77 pfeloZen a
slinkovan (spojen) s knihovnimi podprogramy.

4. Pripraveny program je spustén a jeho prtibéhem ziskdvame feseni naseho op-
timaliza¢niho problému.

Toto zpracovani je mozné provést zavolanim nékolika davkovych soubori anebo
pfimo z integrovaného vyvojového prostiedi, které bylo pro systém UFO vytvoreno.

Protoze systém UFO je naprogramovan v jazyce Fortran 77, lze ho prelozit a
pouzivat napiiklad i pod operacnimi systémy typu UNIX.

Mame moznost zjistit mnozstvi zajimavych tidaji a hodnot ziskanych béhem fe-
Seni zadaného optimaliza¢niho problému — naptiklad hodnoty nezévislych promén-
nych, funkénich hodnot, gradientu, sméru atd., a to nejenom konecné vysledky, ale
i hodnoty ziskané béhem jednotlivych iteraci. Tato data lze znazornit na monitoru
v textové nebo grafické podobé nebo je lze ulozit do textového souboru (standardni
pfipona je OUT). Specifikace pozadovaného vystupu je uvedena ve vstupnim souboru.

2.1.2 Priklad

Pro ilustraci ukadzeme jednoduchy priklad. Chceme lokalné minimalizovat
Rosenbrockovu funkei

F(z) = 100(z] — 29) + (21 — 1)?,

pfi¢emz pocatecni bod pro hledani feSeni (”nulta iterace”) necht je x = (—1.2,1.0).
Pripravime vstupni soubor P.UFO0, ktery bude obsahovat

$SET (INPUT)
X(1)=-1.2D0; X(2)=1.0D0
$ENDSET
$SET (FMODELF)
FF = 1.0D2*(X(1)**2-X(2))**2+(X(1)-1.0D0) **2
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$ENDSET
$NF=2
$NOUT=1
$BATCH
$STANDARD

Tim jsme nastavili po¢atecni bod (INPUT), minimalizovanou funkci (FMODELF) a
specifikovali jsme tvar vystupu (NOUT).! Zpracujeme-li tento soubor systémem UFO,
dostavame soubor P.0UT s pozadovanymi vysledky:

0 NIT= 43 NFV=147 NFG= O NDC= 0 NCG= O F= .233D-15 G= .164D-07
FF= .2333078060D-15
X= .9999999847D+00 .9999999694D+00
TIME= 0:00:00.66

V bodé X bylo nalezeno lokalni minimum s funkéni hodnotou FF. Celkovy pocet
provedenych iteraci je NIT, pocet vyhodnoceni funkéni hodnoty FF je NFV, pocet
vyhodnoceni jeji derivace je NFG atd. Volbu metody, jakou byl nas problém vyfesen,
provedl systém automaticky, protoze jsme zadnou ve vstupnim souboru nespecifiko-
vali. Podrobnéjsi popis vystupt ze systému UFO je uveden v [18]. []

2.1.3 Sablony a moduly

Velké mnozstvi variant implementovanych metod je mozné diky struktuie systému
UFO zalozené na modulech. Tyto moduly se obvykle skladaji ze dvou ¢asti — ze Sab-
lony napojeni (interface template) a vlastniho kédu ve Fortranu 77. Sablonu pouziva
pouze UFO preprocesor, ktery pomoci ni generuje vysledny program fesici zadany
optimaliza¢ni problém. Sablona zajisti spravné volani vlastniho kédu (druh4 souc¢ast
modulu), kterym modul provede to, co ma. Mimo tyto Sablony, které jsou soucasti
modult, existuji i specialni Sablony, které fidi béh UFO preprocesoru. Jednou z nich
je naprtiklad soubor UZDCLP.I nebo vstupni soubor s popisem feSeného optimali-
zacniho problému. V Sablonach jsou také ulozeny informace pro automaticky vybér
optimaliza¢ni metody.

2.1.4 Ridici jazyk systému UFO, makroproménné

Nyni blize popiSeme vstupni soubor, fidici jazyk systému UFO (ve kterém je vstupni
soubor napséan), a zpracovani vstupniho souboru UFO preprocesorem. Ridici jazyk
systému UFO obsahuje ¢tyfi typy instrukei: prikazy Fortranu 77, prikazy Fortranu 77
obsahujici makroproménné, instrukce fidici UFO preprocesor (mohou obsahovat
makroproménné) a specialni makroinstrukce (substituce).

Makroproménné jsou v systému UFO velmi podstatné. Jsou typu textovy retézec
a jejich jméno vzdy zacind znakem $. Hlavni vyznam makroproménnych je v substi-
tuci jejich hodnot v prikazech Fortranu nebo v fidicich piikazech UFO CL. Prifazeni
hodnoty do makroproménné provedeme piikazem $IMENOMAKROPROMENNE="hodnota’.

'Podrobnéjsi popis vstupniho souboru systému UFO je uveden na strané 50.
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Pokud hodnota je ¢islo, neni nutné pouzivat uvozovky. Napiiklad priradime-li
$HESF="D’, $TYPE="L’, $DECOMP=’G’ a $NUMBER=1, pak se =z vyrazu
CALL UD$HESF$TYPE$DECOMP$NUMBER po zpracovani UFO preprocesorem diky sub-
stituci stane CALL UDDLG1. Jiny zpisob, jak nastavit hodnotu makroproménné, je
nasledujici posloupnost prikazt

$SET (JMENOMAKROPROMENNE)
hodnota_makroproménné
$ENDSET

Hodnota hodnota makroproménné nemusi byt pouze jeden rfadek, muize jich obsa-
hovat libovolné mnoho. Tento zptisob se hodi zejména pii vkladani nékolika prikazi
Fortranu. Hodnoty makroproménnych lze ménit pomoci instrukci jazyka UFO CL.

Obecné teceno, pomoci instrukei jazyka UFO CL je mozné naptiklad definovat
a ménit hodnoty makroproménnych, vkladat dalsi soubory (se soucasnym prove-
denim nebo neprovedenim jejich zpracovani UFO preprocesorem), vétvit prubéh
zpracovani a provadét cykly (i zde se napiiklad jako Fidici proménné cyklu pouziva
makroproménnd). Dalsimi instrukcemi jsou specialni substituce, které ovliviiuji béh
UFO preprocesoru. Jedna se napiiklad o instrukce $BATCH, $METHOD, $STANDARD atd.
Napftiklad uvedeni instrukce $METHOD zptlisobi vygenerovani optimalizacni metody
(vlastné slozeni z jednotlivych modul) podle pfedem specifikovanych pozadavki.
Instrukce $STANDARD provede sestaveni programu se (zhruba Feceno) deklaracemi a
inicializaci proménnych, vlastni vypocet sestavenou metodou a vypsanim ziskanych
vysledkti. Pro tiplnost dodejme, Ze kazda instrukce zac¢ind znakem $.

UFO preprocesor je zaloZen na interpretru BEL (Batch Editor Language), ktery
byl vyvinut jako soucast systému UFO. BEL je urc¢en hlavné pro davkové zpracovani
texti (programi, tiskovych vystupi atd.). Jeho hlavni pfikazy jsou bud fidici in-
strukce (podminka, cyklus, operace s makroproménnymi atd.) nebo substituce hod-
not makroproménnych. Vidime tedy, ze nékteré ridici prikazy UFO CL jsou vlastné
Fidicimi ptikazy BELu. Jeho podrobnéjsi popis je uveden v [18].

Vratime-li se nyni k prikladu na strané 48, je jiz témeétr cely jasny. Makro-
proménnou $INPUT specifikujeme pocatec¢ni hodnoty proménné x, makroproménné
$FMODELF definuje postup pro vypocet optimalizované funkce. Kdybychom specifi-
kovali hodnoty makroproménnych $GMODELF a $HMODELF jako postup vypoctu gradi-
entu a Hessovy matice optimalizované funkce, pouzil by se pro jejich vypocet tento
predpis. Tyto makroproménné jsme ale nezadali, takze se gradient i Hessova matice
spoc¢te numericky pomoci pomérnych diferenci. Makroproménna $NF urcuje pocet
nezavislych proménnych a $NOUT podrobnosti vystupu spoctenych hodnot. Instrukce
$BATCH zpiisobi, ze se nebude volat dialogovy moéd, a $STANDARD vytvori program
ve Fortranu, ktery bude fesit nas optimalizacni problém.

V tomto vstupnim souboru jsme neurcili, jakd metoda se mé pouzit. Byla tedy
systémem vybrana automaticky podle idaji o metodach, které jsou ulozeny v Sab-
lonach. Metodu, kterou chceme pouzit, specifikujeme volbou hodnot makropromén-
nych $CLASS, $TYPE, $DECOMP, $NUMBER a $UPDATE.
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2.1.5 Oznacdeni funkci

Vsechny funkce, které souvisi s feSenym optimaliza¢nim problémem?, se zadavaji

pomoci makroproménnych, jejichz jméno se sklada ze tii ¢asti. Prvni ¢ast je nékteré
z pismen F, G, D, H nebo jejich kombinace (FG, FD, GD, FGD nebo FGH). Pismeno F
znamena hodnotu funkce, G gradient vzhledem k zakladnim proménnych, D gradi-
ent vzhledem k stavovym proménnym a H Hessovu matici vzhledem k zakladnim
proménnym. Kombinace téchto pismen znamena, Ze jsou zadany prislusné funkce
zaroven. Druha ¢ast jména makroproménné je vzdy MODEL. Tteti ¢ast je jedno z pis-
men F, A, C, E, Y, navic kazdé z nich (kromé F) muze byt nésledoviano pismenem S.
Podle tohoto jednoho (dvou) pismen specifikujeme, jakou funkei (pfipadné jeji deri-
vace) zaddvame. F znamena minimalizovanou (modelovou) funkei, C znamena funkci
z vazbovych podminek atd. Pokud na konci jména makroproménné neni pismeno S,
zadavame prislusnou funkci pro konkrétni index, jinak zadavame funkce pro vSechny
indexy najednou. Libovolné kombinace prvni, druhé a tfeti casti jména makropro-
ménné nejsou mozné. Jména makroproménnych, které lze z téchto tii ¢asti slozit,
vCetné dalsich podrobnosti jsou uvedeny v [18]. Napfiklad, obsah makroproménné
FGMODELF urcuje vypocet hodnoty optimalizované funkce a jeji prvni derivace. Ze
jmen makroproménnych také vyplyva, jaké je oznaceni zavislych a nezavislych pro-
ménnych funkei, které jsou témito makroproménnymi definovany.

Jak jiz vime, systém UFO pouziva ke svym vypoctim také hodnoty derivaci
funkci. Ty je mozné zadat analyticky pomoci makroproménnych, které jsme po-
psali v pfedchozim odstavci (napfiklad makroproménnou FGMODELF), nebo jsou je-
jich aproximace pocitany pomoci pomérnych diferenci (viz makroproménna $MCG).

Jeden z ukold této disertacni prace bylo implementovat automatické derivovani
do systému UFO jako dalsi zptisob vypoc¢tu derivaci funkci. Automatickou trans-
formaci vypoctu hodnot funkce na vypocet hodnoty funkce a jeji derivace bude
provadét BEL preprocesor. V dalsi kapitole tuto implementaci detailné popiseme.

2Jedn4 se naptiklad o minimalizovanou (maximalizovanou) funkci, funkce uréujici vazbové pod-
minky atd.
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Kapitola 3

Automatické derivovani
v systému UFO

Jednim z ukolu této disertacni prace byla implementace automatického derivovani do
systému UFO jako dalsi zpusob vypoctu derivaci funkci. V ndsledujicich odstavcich
popiseme detaily této itmplementace.

3.1 Vyvolani automatického derivovani
v systému UFO

Pomoci automatického derivovani je mozné v systému UFO pocitat hodnoty prv-
nich nebo druhych derivaci funkei, které jsou zadany makroproménnymi FMODELF,
FMODELA nebo FMODELC.

Zadanim jedné z néasledujicich hodnot do proménné $IADF se urcuje, zda se
ma pouzit automatické derivovani pro vypocet hodnoty derivace funkce FF v pro-
ménné FMODELF:

e $TADF=0 (defaultni hodnota)
Derivace funkce FF zadané v FMODELF se nepocitaji pomoci automatického
derivovani.

e $TADF=1
Prvni derivace funkce FF zadané proménnou FMODELF se pocitaji pomoci zpét-
ného médu automatického derivovani. Je vytvorena proménné FGMODELF s vy-
poc¢tem hodnoty funkce FF a jejiho gradientu GF. Proménna FMODELF je poté
zrusena.

e $TADF=2
Druhé derivace funkce FF zadané proménnou FMODELF se pocitaji pomoci zpét-
ného a pfimého mdédu automatického derivovani. Jsou vytvoreny proménné
FGMODELF (s vypoctem hodnoty funkce FF a jejtho gradientu GF — pomoci
zpétného médu) a proménnd HMODELF (s vypoctem hodnoty funkce FF, jejiho
gradientu GF a jeji Hessovy matice HF — pomoci zpétného moédu a naslednou
aplikaci pfimého médu). Pak je proménna FMODELF zruSena.
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Vyvolani automatického derivovani pro funkce definované proménnymi FMODELA,
resp. FMODELC se provadi analogicky jako pro proménnou FMODELF, lisi se vSak jméno
proménné urcujici pozadovanou transformaci: misto proménné $IADF se pouziva
$IADA, resp. $IADC.

V réamci jednoho vstupniho souboru je mozné nezavisle kombinovat hodnoty
proménnych $IADF, $TADA a $IADC, napiiklad $TADA=2, $IADC=1 atp.

3.2 Omezeni pri pouziti automatického derivovani
v systému UFO

Jak jiz vime z predchozich kapitol, transformace proménné FMODELF, FMODELA nebo
FMODELC pomoci automatického derivovani je transformace programu, nebo jeho
¢asti. Aby implementace automatického derivovani v systému UFO nebyla prilis
komplikovand, polozili jsme jistd omezeni na obsah téchto proménnych FMODELF,
FMODELA a FMODELC, tj. na vypocet hodnot FF, FA a FC:

e ve vypoctu je zakazano volani subroutin a funkci, kromé standardnich funkci
Fortranu. (Toto omezeni neplati, mame-li k dispozici navic i subroutinu nebo
funkci s vypocétem derivace podle konvenci popsanych v dalsim odstavci. V tom
piipadé je mozné uzivatelsky definované subroutiny nebo funkce ve vypoctu
pouzit.)

e pokud se ve vypoctu pouziva pole (definované napiiklad REAL*8 W(100)) a
jeho hodnoty jsou zavislé na nezavislych proménnych X(), pak je tfeba "rucné”
deklarovat pole INTEGER IAD_W(100), tj. pole, jehoz jméno je slozenim fetézce
IAD_ a jména puvodniho pole. Toto nové definované pole je typu INTEGER a
ma stejnou velikost jako ptivodni pole. Toto nové pole bude obsahovat indexy
do pole, kde jsou zaznamenavany vsechny provadéné operace.

e ve jménu proménné nemiize byt obsazena cislice
e v prikazu IF a ELSEIF:

— lze porovnavat pouze ¢isla a proménné, zadné vyrazy nelze v podminkéach
pouzit,

— neni mozné pouzivat mezery (napiiklad, neni mozné pouzit podminku IF
(A .LT. B) C=D+1, lze vSak pouzit podminku IF(A.LT.B)C=D+1 ,

— indexy poli a argumenty funkci se netransformuji, jsou pouze prekopiro-
vany. Toto omezeni se tyka pouze podminky, nikoliv piikazu provadéného,
kdyz je podminka splnéna.

e v prikazu pfirazeni:

— na rozdil od prikazu IF a ELSEIF, mezery v piikazu prifazeni mohou byt
obsazeny,
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— "iteracni piitazeni” (napfiklad F=F*X(I)) s proménnymi, které jsou za-
vislé na nezavislych proménnych X(), je nutné preformulovat za pouziti
cyklu a nové nadefinovaného pole, naptiklad W(I+1)=W(I)*X(I).

e nelze pouzit tzv. "computed goto statement”, tj. prikaz
GO TO(labell, label2, ...labelN) INTEGER-EXPRESSION

Jak vidime, tyto predpoklady na zapis vypoctu funkci FF, FA a FC v makropro-
ménnych FMODELF, FMODELA a FMODELC nejsou pfili§ omezujici.

3.3 Zakladni principy implementace
automatického derivovani v systému UFO

V tomto a nasledujicim odstavci popiseme zakladni principy implementace automa-
tického derivovani pro proménnou FMODELF. Pro proménné FMODELA a FMODELC je
postup implementace tplné analogicky.

VSechny popsané transformace automatickym derivovanim probihaji na iplném
zacatku zpracovani vstupniho souboru *.UF0 systémem UFO.

Jak jiz vime z odstavce 3.1, pii zadani hodnoty 1 nebo 2 do proménné $IADF
dojde k vytvoreni proménné FGMODELF (a pro $IADF=2 také k vytvofeni proménné
HMODELF) a smazani proménné FMODELF.

Do proménné FGMODELF se pfitom ulozi postup vypoctu hodnoty funkce FF a
jejiho gradientu GF pomoci zpétného médu automatického derivovani. Pouzivame
zpétny mod, protoze v proménné FMODELF se pocita skalarni hodnota FF a pro
vypocet jejiho gradientu je zpétny mod vyhodnéjsi.

Proménnou FGMODELF ziskdme z proménné FMODELF nésledujicicim zptsobem.
Struc¢né feceno, vsechny vypocty a prifazeni ztransformujeme, aby se kromé prove-
deni tohoto vypoctu a prifazeni zaznamenala provedend operace spolecné s argu-
menty do poli, kterymi ve druhé ¢asti vypoctu projdeme odzadu a vykoname pat-
fi¢né operace pro vypocet derivace. Prednastavené délky téchto poli jsou $NADARR=
1000. Je-li potfeba tato hodnota zvétsit, vlozime do vstupniho souboru radek, na
kterém pfiradime potiebnou hodnotu, naptiklad $NADARR=2000.

Pro proménnou HMODELF plati vyse uvedend fakta analogicky jako pro proménnou
FGMODELF, ale vypocet derivace probiha pomoci aplikace nejprve zpétného médu a
nasledné primého modu.

Konkrétni ukazky prislusnych definic proménnych a subrutin a dalsi podrobnosti
implementace uvedeme v nasledujicim odstavci 3.4.

3.4 Technické detaily implementace
automatického derivovani v systému UFO

V tomto odstavci uvedeme technické podrobnosti o implementaci automatického
derivovani v systému UFO. Vice detailii je mozné najit ve vyzkumné zpraveé [9].
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3.4.1 Prvni derivace

Jak jsme jiz naznadili, pti vypoc¢tu hodnot derivace pomoci automatického derivovani
($IADF=1 nebo 2) jsou vSechny nezavislé proménné a provadéné operace (jejich
typ, argumenty a numerické hodnoty vysledki) postupné zaznamenévany do poli
o velikosti $NADARR. Pro $IADF=1 nebo 2 se jedna o pole:

e REAL*8 V($NADARR) — je pole, ve kterém jsou ulozeny hodnoty v; = ¢;(v;),<,
viz vztah (1.1),

e REAL*8 VBAR($NADARR) — je pole, ve kterém jsou ulozeny hodnoty v; = ij vj-

%L;Z, viz vztah (1.4),

e INTEGER OPCODE($NADARR) — je pole, ve kterém je ulozena identifikace operace
provadéné v i-tém kroku (napiiklad, s¢itdni odpovida 10, nédsobeni odpovida
30, sinu odpovida 60 atp.),

e INTEGER ARG1($NADARR) — je pole odkazi do téchto poli pro prvni argument
pravé provadéné operace,

e INTEGER ARG2($NADARR) — je pole odkazi do téchto poli pro druhy argument
pravé provadéné operace.

Pfi vypoctu druhych derivaci ($IADF = 2) se pouzivaji dvé dalsi pole, kterd
uvedeme v nasledujicim odstavci.

Kazda elementarni funkce ¢;(v;),<; (napfiklad nasobeni, sinus atd.) v postupu
vypoctu hodnoty y = f(x) je v priabéhu transformace nahrazena subrutinou, ktera
kromé pivodni operace ¢;(v;);<; provede i zaznamenani svého zavolani do poli V,
VDOT, OPCODE, ARG1, ARG2, piipadné také VDOT, VBARDT. Naptiklad, elementarni
funkce nasobeni nebo sinus jsou nahrazeny subrutinami BMULTG, resp. SING:

!-—- ztransformovana operace nasobeni ---
INTEGER FUNCTION BMULTG(IARG1, IARG2)  !vstupni parametry: pofadi (index)
'numerickych hodnot v polich, které
'mame vynasobit
!v§stupni hodnota: pofadi (index)
!v polich pro pravé tuto operaci
COMMON /AD_F1/ V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR)
INTEGER OPCODE ($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR
INTEGER IARG1, TIARG2

V(INDARR)=V(IARG1)*V(IARG2) !spoCteni elementarni operace nasobeni
VBAR (INDARR)=0.0DO !vynulovani proménné v_i s pruhem
! (bude se do ni postupné piicitat)
OPCODE (INDARR)=30 !zaznamendni kédu této operace (30=nasobeni)
ARG1 (INDARR)=IARG1 !zaznamendni po¥adi (indexu) v polich
'pro prvni (levy) argument
ARG2 (INDARR)=TIARG2 !zaznamendni po¥adi (indexu) v polich

!pro druhy (pravy) argument
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BMULTG=INDARR !poradi této operace
INDARR=INDARR+1 !pfiprava na dalSi elementarni operaci -
!- posunuti indexu ("ukazovatka") do poli,
'kam aZ jsou pole vyplnény
END

!-—- ztransformovana operace sinus ---
INTEGER FUNCTION SING(IARG1)
COMMON /AD_F1/ V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR)
INTEGER OPCODE ($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR
INTEGER IARG1

V(INDARR)=SIN(V(IARG1))
VBAR (INDARR)=0.0D0O
OPCODE (INDARR)=60 !zaznamendni kédu této operace (60=sinus)
ARG1 (INDARR)=IARG1 !'sinus m& pouze jeden argument
SING=INDARR
INDARR=INDARR+1

END

V pribéhu ztransformovaného vypoctu se na vSechny nezavislé proménné a na
proménné, které na nich zavisi, a také na konstanty, odkazujeme pomoci poradového
¢isla provadéné operace, ve které vznikly. Toto pofadi odpovidd indexu v polich,
kde jsou informace o této operaci ulozeny. Jména proménnych jsou pro tento ucel
transformovana — jsou slozenim fetézce IAD_ a jména pfislusné proménné, napiiklad
IAD X (*) pro nezavislou proménnou X(*) nebo IAD_PROM pro proménnou PROM. Na
strané 58 uvedeme nézorny piiklad s vysvétlenim, jak se operace a hodnoty do poli
ukladaji.

Posledni faze vypoctu hodnoty derivace je zavolani subrutiny RVRSWP, ktera pro-
jde poly V, VDOT, OPCODE, ARG1, ARG2 odzadu dopredu a provede tak vlastni vypocet

hodnot (1.4), tj.
_ _ 0p;
B= 0
g-i !

neboli

0p; o .
ﬁi:@i+ﬁj-a—?(vk)k<j pro i <j j=1...,1.

Procedura RVRSWP:

SUBROUTINE RVRSWP ()
COMMON /AD_F1/ V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR)
INTEGER OPCODE ($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR
REAL*8 DERIV
INTEGER I

DO 999, I=INDARR-1, 1, -1 'cyklus pres jednotlivé operace pozpatku,
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'tj. prichod polemi odzadu dopredu
IF(OPCODE(I) .EQ.30) THEN loperace nasobeni
VBAR (ARG1(I))=VBAR(ARG1(I))+VBAR(I)*V(ARG2(I)) !postupné pfic¢itani hodnot
!do proménné v_. s pruhem
VBAR (ARG2(I))=VBAR(ARG2(I))+VBAR(I)*V(ARG1(I)) 'postupné pri¢itani hodnot
!do proménné v_. s pruhem

ELSEIF (OPCODE(I) .EQ.60) THEN loperace sinus

DERIV=COS(V(ARG1(I))) !pomocna proménnd
VBAR (ARG1(I))=VBAR(ARG1(I))+VBAR(I)*DERIV !postupné p¥i&itani hodnot
!do proménné v_. s pruhem
ELSEIF (OPCODE(I) .EQ.2) THEN loperace nezavisla proménna
CONTINUE
ENDIF
999 CONTINUE
END

Po provedeni této subrutiny jsou jiz spoc¢teny hodnoty derivaci v prislusnych
prvcich pole VBAR, odkud je pritadime do proménnych GF (*), jak se predpoklada
pro vystup z proménné FGMODELF — napftiklad pro X=(X;,Xs):

DO 86 IADCOUNT=1,2
GF (TADCOUNT)=VBAR (IAD_X (IADCOUNT))
86 CONTINUE

Pro dplnost bychom méli dodat, ze na zacatku proménné FGMODELF je zavolan
cyklus pro spravnou definici a oznaceni nezavislych proménnych X(*) — napiiklad
pro X=(X{,Xs):

DO 85 IADCOUNT=1,2
TAD_X(IADCOUNT)=MKINDP (X (IADCOUNT))
85 CONTINUE

kde MKINDP(X(.)) je subrutina, ktera ulozi hodnotu proménné X(.) do poli a
oznaci ji jako nezévislou proménnou:

! ——— operace definovani nezavislé proménné ---
INTEGER FUNCTION MKINDP(CISLO)
COMMON /AD_F1/ V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR)
INTEGER OPCODE ($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR
REAL*8 CISLO

V(INDARR)=CISLO

VBAR (INDARR)=0.0D0O

OPCODE (INDARR) =2

MKINDP=INDARR

INDARR=INDARR+1
END
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Protoze vime, jaké jsou zavislé a nezavislé proménné pro funkce zadané makro-
proménnymi FMODELF, FMODELA a FMODELC (napfiiklad pro FMODELF jsou nezavislé
X a zavislé FF), je oznaceni téchto proménnych jako nezavislé (a zavislé) pomoci
procedur MKINDP snadné.

Konstanty, které se ve vypoctu pouzivaji, jsou také ulozeny do poli pomoci
subroutiny MKCNST (hodnota_konstanty)

! ——— operace definovani konstanty ---
INTEGER FUNCTION MKCNST(CISLO)
COMMON /AD_F1/ V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR)
INTEGER OPCODE ($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR
REAL*8 CISLO

V(INDARR)=CISLO

VBAR (INDARR)=0.0D0O

OPCODE (INDARR)=1

MKCNST=INDARR

INDARR=INDARR+1
END

Priklad

Na jednoduchém prikladu ukazeme, jak jsou data v polich V, VBAR, OPCODE, ARG1 a
ARG2 ulozena.

Méjme funkci f(zq,x2) = 21 - 22 + 1. Ve zdrojovém programu, na ktery budeme
aplikovat automatické derivovani, se pocita jeji hodnota vyrazem

X(1) * X(2) + 1.
Tento vyraz se transformuje automatickym derivovanim na vyraz
BPLUSG (BMULTG(IAD_X(1),IAD_X(2)),MKCNST(DBLE(1))),

kde TAD_X(1) a IAD_X(2) jsou odkazy (indexy) do poli, kde jsou uloZeny nezévislé
proménné X(1) a X(2) (pomoci procedur MKCNST (X (1)) a MKCNST(X(2))).

V tabulce 3.1 je ukadzano, jak jsou data v polich V, VBAR, OPCODE, ARG1 a ARG2
tésné pred zavolanim procedury RVRSWP uloZena. [7]

3.4.2 Druhé derivace

Pii vypoctu druhych derivaci ($IADF=2) se kromé péti poli se zaznamenanymi ele-
mentarnimi operacemi (kapitola 3.4.1) pouzivaji dvé pole navic:

e REAL*8 VDOT($NADARR) — je pole, ve kterém jsou uloZeny hodnoty v; =
S 20 () jsi - B, Viz vatah (1.3),

j‘<i 8vj

e REAL*8 VBARDT($NADARR) — je pole, ve kterém jsou uloZeny hodnoty 7;, viz
vztah 1.15.

o8



poradi 1 2 3 4 5
provadéné operace
provadéna operace definice definice T1 - To definice T, -2+ 1

nezavislé | nezavislé konstanty

proménné | promeénné 1

X(1) X(2)
subrutina, odkud MKINDP | MKINDP | BMULTG | MKCNST | BPLUSG
zadznam operace (X(1)) (X(2)) () (DBLE(1)) ()
v polich vznikl
index v polich | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 |...
pole V hodnota hodnota hodnota hodnota hodnota
X1 Xro Ty Tg 1 $1'$2+1

pole VBAR | 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | ...
pole OPCODE | 2 | 2 | 30 | 1 | 10 | ...
pole ARG1 | 0 | 0 | 1 | 0 | 3 | ...
pole ARG2 | 0 | 0 | 2 | 0 | 4 | ...

Obréazek 3.1: Ulozeni dat v polich pro ptiklad implementace automatického derivo-
vani.

Ve vypoctu druhych derivaci, kdy se aplikuje nejprve zpétny méd a pak primy
mod, jsou vyse uvedené podprogramy slozitéjsi. Odvodime je naptiklad tak, ze na
podprogramy z odstavce 3.4.1 aplikujeme pfimy mod automatického derivovani.

I--- ztransformovand operace nasobeni (vjpolet druhjch derivaci) ---
INTEGER FUNCTION BMULTH(IARG1, IARG2) !vstupni parametry: pofadi (index)
'numerickych hodnot v polich, které
!mame vynasobit
'vystupni hodnota: po¥adi (index)
!v polich pro pravé tuto operaci
COMMON /AD_F2/ V, VBAR, VDOT, VBARDT, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR), VDOT($NADARR),VBARDT ($NADARR)
INTEGER OPCODE ($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR
INTEGER IARG1, IARG2

V(INDARR)=V(IARG1)*V(IARG2) Ispolteni elementarni operace nasobeni
VDOT (INDARR)=V (IARG1)*VDOT (IARG2)+VDOT (IARG1)*V(IARG2) !aplikace pfimého médu
'na operaci néasobeni

VBAR (INDARR)=0.0DO lvynulovani proménné v_i s pruhem
! (bude se do ni postupné pricitat)
VBARDT (INDARR)=0.0DO0 lvynulovani proménné v_i s pruhem a teckou
! (bude se do ni postupné pricitat)
OPCODE (INDARR)=30 lzaznamendni kédu této operace (30=nasobeni)
ARG1 (INDARR)=IARG1 lzaznamendni pofadi (indexu) v polich
Ipro prvni (levy) argument
ARG2 (INDARR)=IARG2 lzaznamenani potradi (indexu) v polich
Ipro druhy (pravy) argument
BMULTH=INDARR lporadi této operace
INDARR=INDARR+1 Ipfiprava na dalSi elementdrni operaci -
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- posunuti indexu ("ukazovatka") do poli,

'kam aZ jsou pole vyplnény
END

I--- ztransformovand operace sinus (vjpolet druhjch derivaci) ---
INTEGER FUNCTION SING2(IARG1)
COMMON /AD_F2/ V, VBAR, VDOT, VBARDT, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR), VDOT($NADARR),VBARDT ($NADARR)
INTEGER OPCODE ($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR
INTEGER IARG1

V(INDARR)=SIN(V(IARG1))

VDOT (INDARR)=COS(V(IARG1))*VDOT(IARG1)
VBAR (INDARR)=0.0DO

VBARDT (INDARR)=0.0DO0

OPCODE (INDARR)=60 lzaznamendni kédu této operace (60=sinus)
ARG1 (INDARR)=IARG1 Isinus md pouze jeden argument

SING2=INDARR
INDARR=INDARR+1
END

Subrutina, ktera prochazi poli odzadu dopredu a pocita vlastni derivace:

SUBROUTINE RVRSWPH()
COMMON /AD_F2/ V, VBAR, VDOT, VBARDT, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR), VDOT($NADARR),VBARDT ($NADARR)
INTEGER OPCODE ($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR
REAL*8 DERIV
INTEGER I

DO 998, I=INDARR-1, 1, -1

'cyklus pres jednotlivé operace pozpatku,

'tj. prichod polemi odzadu dopredu

IF(OPCODE(I) .EQ.30) THEN loperace nasobeni
VBAR(ARG1(I))=VBAR(ARG1(I))+VBAR(I)*V(ARG2(I)) !postupné pfi
!do proménné
VBARDT (ARG1 (I))=VBARDT (ARG1(I))+ Ipostupné p¥i
& VBARDT (I)*V(ARG2(I))+ !do proménné
& VBAR (I)*VDOT (ARG2(I))

VBAR(ARG2(I))=VBAR(ARG2(I))+VBAR(I)*V(ARG1(I)) !postupné pfi
!do proménné

¢
v

¢
v

¢
v

itani hodnot

. s pruhem

itani hodnot

. s pruhem a teckou

itani hodnot

. s pruhem

VBARDT (ARG2(I))=VBARDT (ARG2(I) )+ !postupné p¥icitani hodnot
& VBARDT (I)*V(ARG1(I))+ 'do proménné v_. s pruhem a teckou
& VBAR (I)*VDOT (ARG1(I))
ELSEIF (OPCODE(I) .EQ.60) THEN loperace sinus
DERIV=COS(V(ARG1(I))) !pomocna hodnota
VBAR(ARG1(I))=VBAR(ARG1(I))+VBAR(I)*DERIV !postupné pri¢itani hodnot

!do proménné v_. s pruhem

VBARDT (ARG1(I))=VBARDT (ARG1(I))+
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& VBAR(I)*SIN(V(ARG1(I)))*VDOT(ARG1(I))

60

!postupné pricitani hodnot
VBARDT (I)*DERIV- 'do proménné v_.

s pruhem a teckou



ELSEIF (OPCODE(I) .EQ.2) THEN loperace nezavisla proménna
CONTINUE

ENDIF
998 CONTINUE
END

Protoze pfi vypoctu druhych derivaci pro proménnou HMODELF chceme spocist
celou Hessovu matici, musi byt uvnitt proménné HMODELF cyklus, ve kterém se po-
¢itaji jednotlivé radky Hessovy matice. Naptiklad pro X=(X;,Xs):

DO 97 IADN=1,2
vipoCet IADN-tého fadku Hessovy matice
97 CONTINUE

Dale, cyklus pro prifazeni hodnot spoc¢tenych derivaci do proménnych HF — na-
priklad pro X=(X;,Xs):

DO 99 IADCOUNT=1,IADN
HF (IADN1+IADCOUNT)=VBARDT (IAD_X (IADCOUNT)) ! spoétend hodnota derivace
99 CONTINUE
TADN1=TADN1+IADN

Cyklus pro pfitazeni hodnot nezavislych proménnych do poli na zacatku vypoctu
proménné HMODELF, kde se navic urcuje, podle kterych proménnych se bude derivovat
v primém modu:

DO 98 IADCOUNT=1,2
IF(IADCOUNT.EQ.IADN) THEN
IAD_X(IADCOUNT)=MKINDPH (X (IADCOUNT),1.0D0) !definice nezavislé proménné
! a smérové derivace
ELSE
IAD_X(IADCOUNT)=MKINDPH (X (IADCOUNT),0.0D0) !definice nezavislé proménné
! a smérové derivace
ENDIF
98 CONTINUE

Definice nezavislé proménné:

I ——— operace definovani nezdvislé proménné (vypolet druhjch derivaci) ---
INTEGER FUNCTION MKINDPH(CISLO1,CISL02)
COMMON /AD_F2/ V, VBAR, VDOT, VBARDT, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR), VDOT ($NADARR) ,VBARDT ($NADARR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR
REAL*8 CISLO1, CISLO2

V(INDARR)=CISLO1 ldefinice nezavislé promé&nné
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VBAR (INDARR)=0.0DO
VDOT (INDARR)=CISLO2 I'smérovy vektor
VBARDT (INDARR)=0.0DO0
OPCODE (INDARR)=2
MKINDPH=INDARR
INDARR=INDARR+1
END

Definice konstanty:

| ——- operace definovéani konstanty (vypolet druhjch derivaci) ---
INTEGER FUNCTION MKCNSTH(CISLO)
COMMON /AD_F2/ V, VBAR, VDOT, VBARDT, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR), VDOT($NADARR) ,VBARDT ($NADARR)
INTEGER OPCODE ($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR
REAL*8 CISLO

V(INDARR)=CISLO ldefinice konstanty
VBAR (INDARR)=0.0D0O
VDOT (INDARR)=0.0DO
VBARDT (INDARR)=0.0DO0
OPCODE (INDARR) =1
MKCNSTH=INDARR
INDARR=INDARR+1
END

Shrnéme nyni pro prehlednost jesté jednou vSechny zmény, které pri transformaci
automatickym derivovanim nastéavaji:

e definice procedur BPLUSG, BSING, RVRSWP atd., slouzici pro vypocet a zazna-
menani elementarnich operaci atd. a jejich slinkovani s ptivodnim programem,

e transformace vypoctu (tak, aby se kromé spoc¢teni elementarnich operaci také
zaznamenalo jejich pofadi, parametry a vysledné hodnoty) a s tim souvise-
jici pfejmenovani proménnych (nezavislych proménnych a vSech proménnych,
které na nich zavisi),

e zavolani procedury RVRSWP pro $IADF=1 (resp. RVRSWPH pro $IADF=2), ktera
projde seznamem provadénych operaci ,,pozpatku“ a provede vlastni vypocet
derivaci.

3.5 Modifikace sablon systému UFO pro automa-
tické derivovani

Systém UFO je zalozen na textovém preprocesoru BEL, ktery byl vyvinut jako
soucast systému UFO. Zajistuje vytvareni vysledného programu, ktery fesi zadany
optimalizacni problém. Preprocesor BEL zpracovava Sablony a podle specifikova-
nych pozadavkid na optimalizacni problém provadi dosazovani jednotlivych casti
programu. Pti implementaci automatického derivovani do systému UFO bylo nutné
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zménit nékteré sablony i samotny textovy preprocesor BEL. Zde popiseme nékolik
zékladnich myslenek, detaily jsou popsané ve vyzkumné zpravé [9].

Sablona UZDECL.I slouzi k deklaraci proménnych, pouzivanjch ve vysledném
programu P.UF0. Proto jsme na jeji konec pridali ¢ast kddu, kterym se, pomoci
Sablon UZADD1.I, resp. UZADD.I, deklaruji proménné pouzivané pii automatickém
derivovani, popsané v odstavci 3.4.1 na strané 55, respektive v odstavci 3.4.2 na
strané 58.

Sablona UZINIT.I se pouZziva pro inicializaci numerickjch metod. V piipadé
automatického derivovani zde, anebo ve vnotenych Sablonach, probihaji nasledujici
kroky:

e Piirazeni $NADARR=1000, pokud hodnota $NADARR neni v souboru P.UFQ defi-
novana jinak. Toto pfifazeni probiha v Sablonach UZADS1, resp. UZADS2.1.

e Deklarace procedur, které se pouzivaji pti volani automatického derivovani.
Jedna se o procedury z odstavce 3.4.1, resp. z odstavce 3.4.2. Tyto procedury
jsou vlozZeny do makroproménné SUBROUTINES a do vysledného programu jsou
vloZeny pomoci Sablon UZADS1.I, resp. UZADS2.T.

e Vlastni transformace makroproménné FMODELF (resp. FMODELA nebo FMODELC)
na makroproménnou FGMODELF (resp. FGMODELA nebo FGMODELC) a piipadné
také HMODELF (resp. HMODELA nebo HMODELC), aby tyto upravené makropro-
ménné pocitaly derivace automatickym derivovanim. Tato transformace je za-
jisténa Sablonami UZADF1.1I, resp. UZADF2.1.

e Vymazéani makroproménné FMODELF (resp. FMODELA nebo FMODELC), provedené
ze Sablony UZADF1.I, resp. UZADF2.1.

3.6 Priklad

Pouziti automatického derivovani v systému UFO a jeho vyhody budeme demon-
strovat na nasledujicim pfikladu. Necht z € RY a nechf funkce F' : RY — R je
definovana jako

=> (N+i-P), (3.1)

=1

kde
P;

Z ( (1 + mod(i,5) + mod(j,5)) sin(z;) + % cos(a:j)>,

J=1

kde mod(a, b) je zbytek po vydéleni ”a déleno b”. Hledame lokalni minimum funkce F'

s pocatecni iteraci
1 1 1
Ty = — = .
0 ) 27 ) N

Vstupni soubor pro systém UFO P.UFO je na obrazku 3.2.
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INTEGER IAD_W($$NF+1) 101

REAL*8 W($$NF+1) 102
$SET (INPUT) 103
DO 80 I=1, $3$NF 104
X(I)=1.0D0/I 105

80 CONTINUE 106
$ENDSET 107
$SET (FMODELA) 108
W(1)=0.0D0 109

DO 81 I=1, $3$NF 110
A=5.0D 0%(1.0D 0+MOD(I,5)+MOD(KA,5)) 111
B=DBLE(I+KA)/1.0D1 112
W(I+1)=W(I)+A*SIN(X(I))+B*C0OS(X(I)) 113

81 CONTINUE 114
FA=(DBLE ($$NF+KA) -W ($SNF+1) ) **2 115
$ENDSET 116
$MODEL="AF’ 117
$NF=50 118
$NA=50 119
$NOUT=1 120
$IADA=1 121
$BATCH 122
$STANDARD 123

Obrézek 3.2: Vstupni soubor P.UFQ pro ptiklad — automatické derivovani v systému

UFO.

Pti vypoctu chceme pouzit automatické derivovani pro funkce definované makro-
proménnymi FMODELA, proto pfifadime $IADA=1 (fddek 21). Makroproménna $NF
(fadek 18) urc¢uje pocet nezavislych proménnych X (), makroproménné MODEL (¥&-
dek 17) a $NA (fadek 19) specifikuji typ optimalizované tlohy (viz [18]). Vypodcet
hodnoty

(N +i—P)° (3.2)

(viz vztah 3.1) se definuje proménnou FA v makroproménné FMODELA (fadky 8 az 16).
Hodnoty poc¢atecni iterace x se zadavaji makroproménnou INPUT (fadky 3 az 7).

Protoze makroproménna $IADA je nastavena na hodnotu 1 (fddek 21), provede se
na zacatku zpracovani vstupniho souboru P.UF0 vymazani makroproménné FMODELA
a vytvoreni makroproménné FGMODELA, ktera je zobrazena na obrazku 3.3. Zde jsou
na tadcich 2 az 4 oznaceny proménné X(.) jako nezavislé proménné. Na tadcich 9
az 10 je ztransformovany piikaz pfitazeni W(I+1)=W(I)+A*SIN(X(I))+B*COS(X(I))
z fadku 13 (na obrazku 3.2) a na fadcich 12 a 13 (na obrazku 3.3) je ztransformo-
vany Fadek 15 (na obrazku 3.2), totiz FA=(DBLE ($$NF+KA) -W ($$NF+1) ) **2. Z téchto
ztransformovanych 1adk jsou volany subroutiny, které provadi nejen puvodni ele-
mentarni aritmetické operace, ale také zaznamenani téchto operaci do poli (viz ka-
pitola 1.6). Parametry téchto subroutin jsou odkazy do poli (indexy poli) — jméno
proménné je vzdy spojeni fetézce IAD_ a jména ptivodni proménné. *

ITyto proménné — odkazy do poli neni tfeba zvlast deklarovat, s vyjimkou p¥ipadu, kdy ptivodni
proménna je pole, jak je popsano v kapitole 3.2. Proto na fadku 1 na obrazku 3.2 deklarujeme pole
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INDARR=1 101

DO 85 IADCOUNT=1,50 102
IAD_X (IADCOUNT)=MKINDP (X (IADCOUNT)) 103

85 CONTINUE 104
IAD_W(1)=MKCNST(DBLE(0.0D0)) 105

DO 81 I=1, 50 106
A=5.0D 0*(1.0D 0+MOD(I,5)+MOD(KA,5)) 107
B=DBLE(I+KA)/1.0D1 108
IAD_W(I+1)=BPLUSG(BPLUSG(IAD_W(I) ,BMULTG(MKCNST(DBLE(A)),SING(IAD_ !09

& X(I)))),BMULTG(MKCNST(DBLE(B)),COSG(IAD_X(I)))) 110
81 CONTINUE 111
TAD_FA=BEXPG (BMINUG (MKCNST (DBLE (DBLE(50+KA))) ,IAD_W(50+1)) ,MKCNST( !12

& DBLE(2))) 113
FA=V(IAD_FA) 114
VBAR(IAD_FA)=1.0D0 115
CALL RVRSWP() 116

DO 86 IADCOUNT=1,50 117

GA (IADCOUNT)=VBAR (IAD_X (IADCOUNT)) 118

86 CONTINUE 119

Obrazek 3.3: Hodnota proménné FGMODELF pro piiklad — automatické derivovani
v systému UFO

Na tadku 14 je prifazena spoc¢tena hodnota FA, tj. hodnota
(N +i—PB)>.

Na tadku 15 se provadi
U =1

Priichod poly nazpét se zaznamenanymi operacemi se vyvola z fadku 16 subrou-
tinou RVRSWP (). Po jejim provedeni jsou spoctené hodnoty derivaci pritazeny do
proménnych GA (fadky 17 az 19).

R4dky 5 az 8 (na obréazku 3.3) jsou ponechany beze zmény, protoZe nejsou zavislé
na nezavislych proménnych X(.). Nafadku 1 (na obrazku 3.3) je pocate¢ni nastaveni
indexu do poli na uklddani provedenych operaci.

Pro porovnani doby vypoctu jsme tuto tilohu provedli také s vypoctem derivaci
pomoci pomérnych diferenci (ve vstupnim souboru P.UFO jsme pfifazeni $IADA=1
nahradili pfifazenim $IADA=0). Doby trvani vypoc¢ti jsou uvedeny v tabulce 3.1.
P1i vypoctu pomoci automatického derivovani spoctené hodnoty konverguji k reseni
rychleji a vypocet trva kratsi dobu. []

INTEGER IAD_W($$NF+1).
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Pocet proménnych H automatické derivovani | pomérné diference ‘

N =10 0.11 s 0.16 s
N =20 0.49 s 0.94 s
N =50 1.37 s 6.97 s
N =100 3.36 s 44.93 s

Tabulka 3.1: Porovnani doby trvani vypoc¢tu — Piiklad UFO.
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Kapitola 4

Automaticke derivovani
a subgradient

V této kapitole automatické derivovani zobecnime — zeslabime pozZadavek spojitosti
derwaci elementarnich funkci radu n na lipschitzovskost, pripadné konvezitu. V bo-
dech, kde derivace nebude spojitd, budeme pro funkce absolutni hodnota a mazximum
schopni spocist nejaky subgradient. Tato hodnota je dostatecnd pro pouziti v nehlad-
kych optimalizacnich metodach, jak budeme demonstrovat v zavéru této kapitoly.

4.1 Lipschitzovské funkce a subgradient

Nejprve uvedeme nékteré vlastnosti lipschitzovskych funkci. Dale zavedeme pojem
subgradient a subdiferencial a uvedeme jejich vlastnosti pro lipschitzovské funkce.
Nedokazana tvrzeni jsou prevzata z [4], [17] nebo [20].

Definice 4.1
Rekneme, Ze funkce f : R" — R je lipschitzovskd v okoli bodu z € R" (s kon-
stantou L), jestlize existuje € > 0 tak, ze plati

|f(z2) — f(z1)| < L2 — 2|,

pokud z; € B(z,¢) a xs € B(z,¢).
Rekneme, Ze funkce f : R™ — R je lokdlné lipschitzovskd v oblasti €, je-li lipschi-
tzovska v okoli kazdého bodu z € Q. []

O existenci derivaci lipschitzovskych funkci vypovida nésledujici tvrzeni:

Véta 4.1 (Rademacher)

Necht funkce f : R"™ — R je lokalné lipschitzovska v oblasti 2 € R". Pak f je dife-
rencovatelna skoro vsude, tj. mnozina {x € R" : V f(x) neexistuje} ma Lebesgueovu
miru nula.

Definice 4.2
Rekneme, ze funkce f : R" — R mé v bodé z € R" smérovou derivaci ve sméru
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h € R", existuje-li konecna limita

o) — i L) = @)

t—0+ t

[

Protoze v nékterych bodech nemusi pro lipschitzovské funkce derivace existovat,
pojem derivace zobecnime a pojem zavedeme subdiferencial a subgradient.

Definice 4.3
Zobecnénou (Clarkovu) smérovou derivaci funkce f : R" — R v bodé x € R" ve
sméru h € R" definujeme predpisem

£z, h) = limsup YT = I 0)

y—a t
t—0+

[

Definice 4.4
Necht funkce f : R"™ — R je lipschitzovska v okoli bodu z € R". Pak mnozinu

of(x) ={g €R™: f°x,h) > ¢g"h Vh cR"}

nazveme subdiferencidlem funkce f v bodé z. Elementy g € 0f(z) budeme nazyvat
subgradienty funkce f v bodé . []

V bodech, kde neexistuje derivace, je pro numerické optimalizacni metody po-
stac¢ujici namisto derivace pouzit subdiferencial, respektive néjaky subgradient. Za-
kladni vlastnosti subgradientu popisuji nasledujici tvrzeni.

Véta 4.2
Necht funkce f : R" — R je spojité diferencovatelna v bodé = € R". Pak f je
lipschitzovska v okoli bodu x a plati

Of (x) = {Vf(x)}. (4.1)
[

Véta 4.3
Je-1li funkce f : R" — R lipschitzovska v okoli bodu x € R" a diferencovatelna
v tomto bodé, plati

Vf(z) e df(x).

Rovnost (4.1) lze dokdzat pouze v ptipadé spojité diferencovatelnosti. [

Véta 4.4
Necht funkce f : R™ — R je lokalné lipschitzovska v okoli bodu x € R", ktery je
jejim lokalnim extrémem (minimem nebo maximem). Pak plati

0 € df(x).
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L]

Pro zdtivodnéni vypoctu subgradientu funkci absolutni hodnota nebo maximum
pomoci automatického derivovani je zapotiebi dokazat nasledujici tvrzeni.

Véta 4.5
Necht funkce f; : R" — R, i € {1,..., k} jsou lipschitzovské v okoli bodu z € R".
Definujme funkci f : R" — R predpisem

f(a) = max fi(x).

i=1,..k
Necht [ € {1,...,k} je takové, ze f(Z) = fi(Z), a necht V fi(Z) existuje. Pak
Vii(z) € 0f(%).

Diikaz:
Potrebujeme ukazat, Ze pro vSechna h € R" plati

FZ h) =V fi(z) .
Protoze f(z) > fi(z) pro z v okoli bodu Z, plati

fly+th) — f(y)

th) —
f°(z, h) = limsup > lim sup fily + t) f(y)
ot =0+

Omezime-li se na y = z, dostavame

lim sup fily + ﬁz) — W) S i sup O tfz) — /(@)
a protoze f(z) = fi(Z), je déle
limsup fl(f + th) - f(:f) — lim fl(f + th) - fl(j) _ Vfl(f)Th
t—0+ t t—0+ t

Tim je dtkaz proveden. []

4.2 Funkce maximum a absolutni hodnota,
vypocet subgradientu

Funkce mazimum (resp. minimum) a absolutni hodnota nemaji derivace na celém
svém defini¢nim oboru. Pfitom v praxi byvaji tyto funkce, jako elementarni funkce,
soucasti optimalizovanych funkci. Z toho divodu byly vyvinuty optimaliza¢ni me-
tody, kterym v bodé s neexistujici derivaci postaci hodnota néjakého subgradientu.
Proto je uzitecné rozsirit automatické derivovani i pro vypocet subgradientu.
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Implemetaci vypoctu subgradientu pomoci automatického derivovani pro funkci
maximum lze podle Véty 4.5 provést takovym zpiisobem, Ze se spocte gradient té
funkce, kterda maximum v bodé urcuje. Neboli, ozna¢me

flx) = max, fi(z)

a necht naptiklad v bodé z je [ € {1,..., k} takové, ze f(Z) = fi(Z), a necht existuje
V fi(z), pak automatické derivovani spocte hodnotu V f;(Z).

Je-li v tomto bodé Z funkce f je hladkd, reprezentuje spoétend hodnota V fi(Z)
gradient funkce f v bodé z.

Jestlize v bodé 7 funkce f neni hladka, podle Véty 4.5 (a za jejich predpokladi)
se tedy spocetl néjaky subgradient funkce f v bodé 7.

Poznamenejme, ze pro funkci minimum plati analogicka situace. Pro funkci ab-
solutni hodnota

f(x) = lg()]

plati také analogickd tvrzeni, nebot

la| = max(a, —a).

4.3 Implementace funkce maximum
a absolutni hodnota

V tomto odstavci struéné ukadzeme, jak lze automatické derivovani pro funkci ma-
ximum implemetovat. Doplnime tak vlastné odstavce 1.6.3 a 3.4.1 o dalsi funkce a
detaily.

Jak jiz vime, kazda elementéarni funkce ¢;(v;);<; v postupu vypocétu hodnoty y =
f(z) (kterou chceme derivovat) je v prubéhu transformace nahrazena subrutinou,
ktera kromé ptvodni operace ¢;(v;);j<; provede i zaznamenani svého zavolani do
poli V, VDOT, OPCODE, ARG1, ARG2, pripadné také VDOT, VBARDT. Elementarni funkce
maximum je takto nahrazena subrutinou MAXG:

!-—- ztransformovand operace maximum ---
INTEGER FUNCTION MAXG(IARG1, IARG2) !vstupni parametry: pofadi (index)
'numerickych hodnot v polich, ze
'kterych urc¢ime maximum
!v§stupni hodnota: pofadi (index)
!v polich pro pravé tuto operaci
COMMON /AD_F1/ V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR)
INTEGER OPCODE ($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR
INTEGER IARG1, TARG2

IF(V(IARG1) .GT.V(IARG2)) THEN IspoCteni elementarni operace maximum
V(INDARR)=V(IARG1)
ELSE
V(INDARR)=V(IARG2)
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ENDIF

VBAR (INDARR)=0.0DO 'vynulovani proménné v_i s pruhem
! (bude se do ni postupné piicitat)
OPCODE (INDARR)=100 !zaznamendni kédu této operace (100=maximum)
ARG1 (INDARR)=IARG1 !zaznamendni pof¥adi (indexu) v polich
'pro prvni (levy) argument
ARG2 (INDARR)=IARG2 !zaznamendni pofadi (indexu) v polich
!pro druhyj (pravy) argument
MAXG=INDARR !poradi této operace
INDARR=INDARR+1 !priprava na dalSi elementarni operaci -

!- posunuti indexu ("ukazovatka") do poli,
'kam aZ jsou pole vyplnény
END

Do procedury RVRSWP, ktera prochézi poli se zaznamenanymi hodnotami a pocita
derivace, jsme doplnili funkci maximum:

SUBROUTINE RVRSWP ()
COMMON /AD_F1/ V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR

INTEGER I
DO 999, I=INDARR-1, 1, -1 'cyklus pres jednotlivé operace pozpatku,
'tj. prichod polemi odzadu dopredu
ELSEIF (OPCODE(I) .EQ.100) THEN loperace maximum

IF(V(ARG1(I)).GT.V(ARG2(I))) THEN
VBAR(ARG1(I))=VBAR(ARG1(I))+VBAR(I) !postupné pf¥i€itani hodnot
!do proménné v_. s pruhem
VBAR (ARG2(I))=VBAR(ARG2(I)) !postupné pric¢itani hodnot
!do proménné v_. s pruhem
'tento radek lze samozfejmé vynechat

ELSE
VBAR (ARG1(I))=VBAR(ARG1(I)) !postupné pric¢itani hodnot
!do proménné v_. s pruhem
'tento fadek lze samozfejmé vynechat
VBAR(ARG2(I))=VBAR(ARG2(I))+VBAR(I) !postupné pf¥i€itani hodnot
!do proménné v_. s pruhem
ENDIF

ENDIF
999 CONTINUE
END

Jak jsme jiz zminili vysSe, pro funkce minimum a absolutni hodnota plati tvrzeni
analogicka. Tvar jednotlivych subrutin pfi vypoc¢tu druhych derivaci lze odvodit
stejné jako v kapitole 3.4 — aplikaci pfimého médu na zde uvedené subrutiny. Ele-
mentarni funkce maximum je tedy nahrazena subrutinou MAXH:

!-—- ztransformovand operace maximum ---
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INTEGER FUNCTION MAXH(IARG1l, IARG2) !vstupni parametry: pofadi (index)
'numerickych hodnot v polich, ze
'kterych urc¢ime maximum
'vystupni hodnota: pofadi (index)
!v polich pro pravé tuto operaci
COMMON /AD_F2/ V, VBAR, VDOT, VBARDT, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR), VDOT($NADARR),VBARDT ($NADARR)
INTEGER OPCODE ($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR
INTEGER IARG1, TARG2

IF(V(IARG1) .GT.V(IARG2)) THEN !spocteni elementarni operace maximum
V(INDARR)=V(IARG1)
VDOT (INDARR)=VDOT (IARG1) laplikace p¥imého médu
ELSE
V (INDARR) =V (IARG2)
VDOT (INDARR)=VDOT (IARG2) laplikace p¥imého médu
ENDIF
VBAR (INDARR)=0.0DO 'vynulovani proménné v_i s pruhem
! (bude se do ni postupné pfiitat)
VBARDT (INDARR)=0.0DO0 !vynulovani promenné v_i s pruhem a teckou
! (bude se do ni postupne pricitat)
OPCODE (INDARR)=100 !zaznamendni kédu této operace (100=maximum)
ARG1 (INDARR)=IARG1 !zaznamendni pofadi (indexu) v polich
'pro prvni (levy) argument
ARG2 (INDARR)=TIARG2 !zaznamendni po¥adi (indexu) v polich
'pro druhy (pravy) argument
MAXH=INDARR !poradi této operace
INDARR=INDARR+1 !pfiprava na dalsSi elementdrni operaci -

!- posunuti indexu ("ukazovatka") do poli,
'kam aZ jsou pole vyplnény
END

A daéle, do procedury RVRSWPH, ktera prochézi poli se zaznamenanymi hodnotami
a pocita derivace, jsme doplnili funkci maximum:

SUBROUTINE RVRSWPH()

COMMON /AD_F2/ V, VBAR, VDOT, VBARDT, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR), VDOT ($NADARR) ,VBARDT ($NADARR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)

INTEGER INDARR

INTEGER I
DO 998, I=INDARR-1, 1, -1 'cyklus pfes jednotlivé operace pozpatku,
'tj. prichod polemi odzadu dopredu
ELSEIF (OPCODE(I) .EQ.100) THEN loperace maximum

IF(V(ARG1(I)).GT.V(ARG2(I))) THEN
VBAR(ARG1(I))=VBAR(ARG1(I))+VBAR(I) !postupné p¥iéitani hodnot
v

!do proménné v_. s pruhem
VBARDT (ARG1(I))=VBARDT (ARG1(I))+ !postupné p¥i&itani hodnot
& VBARDT (I) 'do proménné v_. s pruhem a teckou
ELSE
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VBAR(ARG2(I))=VBAR(ARG2(I))+VBAR(I) !postupné p¥icitani hodnot
!do proménné v_. s pruhem

VBARDT (ARG2(I))=VBARDT (ARG2(I))+ 'postupné pf¥ic¢itani hodnot
& VBARDT (I) 'do proménné v_. s pruhem a teckou
ENDIF
ENDIF
998 CONTINUE
END

4.4 Priklad

Vypocet subgradientu, jak jsme ho popsali v predchazejicim odstavci, je mozné
vyuzit napriklad pfi nehladké optimalizaci. V tomto odstavci budeme demonstrovat
optimalizaci nehladké funkce pomoci svazkové metody, kde v pfipadé neexistujici
derivace spocteme néjaky subgradient pomoci automatického derivovani.

Nejdrive vSak jesté uvedeme dvé tvrzeni o subgradientu souctu funkci a zminime
se také o svazkovych metodach.

4.4.1 Subgradient souctu funkci
Dtikazy nasledujicich dvou tvrzeni o subgradientu souc¢tu funkci jsou uvedeny na-

priklad ve [20].

Véta 4.6
Necht funkce f; : R® — R a fy : R® — R jsou lipschitzovské v okoli bodu = € R".
Pak

O(f1 + f2)(x) C 0f1(x) + D fa(x). (4.2)

Je-li alespori jedna z nich spojité diferencovatelna v bodé z, nastava ve vztahu (4.2)
rovnost. []

Véta 4.7
Necht funkce f; : R" — R, i = 1,...m, jsou lipschitzovské v okoli bodu x € R".

Pak
9 (Z ﬁ) (z) C Z of(x). (4.3)

Rovnost ve vztahu 4.3 nastane, jsou-li vSechny funkce f; az na jednu spojité
diferencovatelné. []

4.4.2 Optimalizace nehladkych funkci —
svazkové metody

V tomto odstavci struéné popiseme svazkovou metodu, tj. jednu z metod pro nehlad-
kou optimalizaci. Jeji podrobny popis je uveden napiiklad v [22].
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Budeme minimalizovat funkci f : R" — R, ktera je lokéalné lipschitzovska. Pro-
toze lokalné lipschitzovska funkce je podle Rademacherovy véty 4.1 diferencovatelna
skoro vsude, existuje gradient skoro vSude a oznac¢me ho g(x) = V f(x). V bodech,
kde derivace funkce f neexistuje, je mozné spocitat néjaky subgradient g(z) € df(x),
kde 0f(x) je subdiferencial funkce f(z).

Protoze hodnota subgradientu nemusi dostatecné popisovat chovani funkce f
v okoli bude z, pouziva se radéji "svazek hodnot” y;, € R", j € J, C {1,2,...k},
ktery toto chovani lépe popisuje.

Namisto funkce f se pouziva jeji "kvadraticky model”

@) = 3 = )" Gulo = aa) + max(f () + 9(4)" (@ — ) — ),

kde ozf = f(zx) — f(y;) — 9(y;)" (zr. — y;). Jeji minimalizaci je vybrdn smérovy
vektor dj. Délka kroku ¢, se voli naptiklad tak, aby x,.; = x3 + trpdy byl bud
spadovy nebo nulovy krok. Vice podrobnosti je uvedeno napiiklad v [22]. Nova
hodnota y;11 je také pfidana, respektive nahradi jinou, ve svazku hodnot y;, 7 €
Jer1 C{1,2,...k+ 1}.

4.4.3 Priklad

Vypocet néjakého subgradientu pomoci automatického derivovani a jeho aplikaci
demonstrujme na jiz zminéné svazkové metodé (viz také napiiklad [20] nebo [21]) a
na testovaci tloze 3.15 z baliku testovacich tloh [19].

Oznac¢me zobrazeni F : R® — R:

50

F(z) = Z }xle_““ cos(wst; + x4) + w56 " — 5 (4.4)
i=1

kde

Yi = 0.5¢7% — e 2 4 0.5e 3% + 1.5e i sin 7t; + e 2% sin bt;
t; = 01(i—1), 1<i<5L

Hledame lokalni minimum zobrazeni F' s pocatecni iteraci o = (0,2,7,0,—2,1).

Vypocet jsme provedli pomoci svazkové metody z odstavce 4.4.2; viz téz [21].
Porovnali jsme t¥i varianty, kdy derivace (resp. subgradient) byla vypo¢itana ana-
lyticky, pomoci automatického derivovani a pomoci pomérnych diferenci.

V bodech, kde neexistuje derivace vyrazu

—xet;

— Y

, (4.5)

‘xle_“t" cos(zst; + x4) + z5€

se vyhodnocoval néjaky jeho subgradient. Véta 4.7 nam poskytuje zdivodnéni faktu,
ze sectenim gradientt (pfip. néjakého subgradientu) vyrazi (4.5) dostaneme gradient
(pfip. subgradient) funkce (4.4). Pfedpoklad spojitosti derivaci funkei f;, az na jednu
z nich, byl ovéfen v priibéhu vypoctu nenulovosti argumentu absolutni hodnoty.
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Doby trvani vypocti jsou uvedené v tabulce 4.1. Nejkratsi dobu trval vypocet
s derivaci spoc¢tenou analyticky, jen o zlomek sekundy vice potfeboval vypocet s de-
rivaci spoctenou automaticky. Nejdelsi dobu, pfiblizné 2,5krat vice, trval vypocet
s derivaci spoctenou pomoci pomérnych diferenci. Ziskané hodnoty lokalniho minima
jsou pro vSechny zpiisoby vypoctu derivace shodné.

‘ derivace spoc¢tena pomoci: ‘ doba vypoctu ‘

analyticky ”v ruce” 0,0605 s
automatickym derivovanim 0,0635 s
pomérnych diferenci 0,1547 s

Tabulka 4.1: Doba vypoc¢tu pfi nehladké optimalizace, pro rizné druhy vypoctu
derivaci pro priklad 4.4.3.

Poznamka. Programy pro vyse uvedeny piiklad vznikaly tak, Ze nebylo pfihli-
zeno ke strukture tlohy a programu. Pokud vsSak vyuzijeme toho, zZe automatické
derivovani spocitd navic hodnotu funkce pfi vypoctu jeji derivace, lze dobu tr-
vani programu s vypocCtem derivace pomoci automatického derivovani snizit na
0,0575 sekundy, coz je dokonce méné nez pro analyticky vypocet derivace. Divo-
dem je analyticky postup vypoctu derivace, ktery je narocny a ktery neptihlizi ke
strukture derivované funkce, zatimco automatické derivovani vyuziva jiz spoc¢tenych
a ulozenych hodnot.
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Zavér

Automatické derivovani je numericka metoda pro vypocet derivaci funkce, kteréd
je zadana programem. Jeji piivab spociva v jednoduchosti pouziti a efektivnosti
vypoctu derivace. Cilem této diserta¢ni prace byla implementace automatického de-
rivovani do systému UFO, aby bylo mozné vyuzit efektivni vypocet derivaci pfi
optimalizaci funkci. V prvni kapitole jsme tedy popsali zédkladni principy automa-
tického derivovani, jeho vlastnosti a moznosti implementace. Ve druhé kapitole jsme
uvedli stru¢ny popis systému UFO. Ve tieti kapitole jsme detailné popsali imple-
mentaci automatického derivovani do systému UFO. Tato implementace byla navr-
Zena s ohledem na jeho specifické vlastnosti, pozadavky a pouziti. Déale byla tato
implementace zrealizovana a v soucasné dobé je automatické derivovani soucasti
programového baliku UFO. Uvedené postupy implementace jsou univerzalni a lze je
pouzit i pro realizaci automatického derivovani v jinych systémech nebo aplikacich.

Zaroven bylo ve ¢tvrté kapitole automatické derivovani rozsiteno o efektivni vy-
pocet subgradientu v ptipadé, ze mezi elementarnimi funkcemi jsou i nehladké funkce
maximum, minimum nebo absolutni hodnota, a gradient tedy nemusi existovat.
Hodnotu subgradientu je mozné pouzit namisto gradientu napriklad v nehladkych
optimalizac¢nich metodach.
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