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Abstrakt

Disertačńı práce se zabývá odvětv́ım matematické optimalizace, a sice metodami s
lokálně omezeným krokem. Pod pojmem optimalizace rozumı́me hledáńı (lokálńıho) mi-
nima nelineárńı, tzv. účelové funkce, a to bud’ bez omezeńı nebo na množině omezeńı
dané rovnostmi a nerovnostmi. Řeš́ı se rozsáhlé problémy s velmi obecnou strukturou.
Metody s lokálně omezeným krokem maj́ı iteračńı charakter, kde kĺıčovým problémem je
volba směrového vektoru. Ten se hledá opět iteračně, č́ımž vzniká vnitřńı iteračńı cyklus.
Princip spoč́ıvá v tom, že se sestroj́ı jednoduchý model vystihuj́ıćı chováńı účelové funkce
v okoĺı daného bodu, např. kvadratická aproximace, a hledá se minimum tohoto modelu.

Metody s lokálně omezeným krokem byly vyvinuty, aby se odstranily problémy s nekon-
vexnost́ı účelové funkce. Při vnitřńım iteračńım cyklu se minimalizuje obecně nekonvexńı
kvadratická funkce na oblasti (např́ıklad na kouli) s proměnným poloměrem. Většina
metod vede na řešeńı systému lineárńıch rovnic, což je neefektivńı hlavně pro rozsáhlé op-
timalizačńı úlohy. Existuj́ı však iteračńı metody s postupně generovanými Krylovovými
podprostory maj́ıćı speciálńı strukturu, která nám dovoĺı řešit tento problém efektivně.
Po konečném počtu krok̊u lze źıskat téměř optimálńı řešeńı, které splňuje podmı́nky opti-
mality. Jiný př́ıstup při řešeńı vnitřńıho cyklu spoč́ıvá v transformaci úlohy na paramet-
rizovaný problém vlastńıch č́ısel. Hlavńı výhodou metod s lokálně omezeným krokem jsou
jejich výborné konvergenčńı vlastnosti.

V této práci je pojednáno o teorii metod s lokálně omezeným krokem. Jsou uvedeny jed-
notlivé typy těchto metod, jejich základńı vlastnosti a algoritmus. Práce obsahuje nové al-
goritmy pro neomezenou minimalizaci a u každé metody je uveden p̊uvodńı d̊ukaz globálńı
konvergence. Je rovněž provedeno numerické porovnáńı metod na r̊uzných typech testo-
vaćıch úloh.

Posledńı kapitola se zabývá metodami vnitřńıch bod̊u nelineárńıho programováńı. Me-
tody vnitřńıch bod̊u jsou efektivńım nástrojem pro řešeńı obecných problémů nelineárńıho
programováńı zejména tehdy, je-li úloha velká a strukturovaná (např. ř́ıdká nebo rozložitelná).
V práci je studována metoda vnitřńıch bod̊u, kde se směrové vektory určuj́ı použit́ım me-
tod s lokálně omezeným krokem a je provedena teoretická analýza takto sestrojeného
postupu. Sestavené nové algoritmy jsou prověřeny řadou numerických test̊u.
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Poděkováńı 127

Literatura 128

1



Úvod

Tato práce je věnována metodám s lokálně omezeným krokem pro řešeńı úloh lokálńı
optimalizace. Pod pojmem optimalizace rozumı́me minimalizaci nebo maximalizaci obecné
účelové funkce

F : Rn → R

bez omezeńı na proměnné nebo s obecnými omezuj́ıćımi podmı́nkami ve tvaru rovnost́ı
a nerovnost́ı. Protože maximum funkce F je minimem funkce −F, lze se omezit jen na
př́ıpad minimalizace. Zabýváme se pouze lokálńı optimalizaćı, nebot’ hledáńı globálńıch
extrémů vyžaduje odlǐsné prostředky založené sṕı̌se na diskrétńı matematice a statistice
než na numerické analýze. Předpokládáme, že funkce F je dvakrát spojitě diferencova-
telná, č́ımž se vyhýbáme nehladkým úlohám, které lze sice také řešit metodami s lokálně
omezeným krokem, ale jejich konkrétńı forma a teoretické vlastnosti jsou založeny na
odlǐsném př́ıstupu využ́ıvaj́ıćım výsledky nehladké analýzy.

K lokálńı minimalizaci hladké účelové funkce se použ́ıvaj́ı převážně iteračńı metody
a to bud’ metody spádových směr̊u nebo metody s lokálně omezeným krokem [34]. Me-
tody spádových směr̊u jsou implementačně jednodušš́ı, nebot’ určuj́ı směrový vektor po-
moćı násobeńı matice vektorem nebo pomoćı řešeńı soustavy lineárńıch rovnic. Jejich
nevýhoda se projev́ı při použit́ı Newtonovy metody pro minimalizaci nekonvexńı funkce,
kdy Hessova matice neńı pozitivně definitńı, takže můžeme dostat směrové vektory, které
nejsou spádové. Také v př́ıpadě minimalizace součtu čtverc̊u, kdy je matice normálńı sou-
stavy rovnic velmi špatně podmı́něná nebo dokonce singulárńı, můžeme dostat nevhodné
směrové vektory, bud’ téměř kolmé ke gradientu minimalizované funkce nebo př́ılǐs velké
v normě. Pro tyto účely byly vyvinuty metody s lokálně omezeným krokem, kdy je norma
směrového vektoru omezená poloměrem oblasti přijatelnosti (trust region) a kdy indefi-
nitnost matice modelu neńı na překážku.

Určeńı směrového vektoru v metodách s lokálně omezeným krokem je mnohem složitěǰśı
úloha než ta, která se použ́ıvá v metodách spádových směr̊u, nebot’ je třeba řešit (přesně
nebo přibližně) minimalizačńı úlohu s kvadratickou účelovou funkćı a omezeńım na normu.
Existuje proto celá řada metod, přesných i přibližných, složitých i jednodušš́ıch, které byly
k tomuto účelu vyvinuty. Tato práce má za ćıl vyhodnotit metody s lokálně omezeným
krokem vhodné pro řešeńı rozsáhlých strukturovaných (např. ř́ıdkých nebo rozložitelných)
úloh a nalézt pro tento př́ıpad nové metody, jejichž efektivita by byla vyšš́ı než efekti-
vita metod již publikovaných. V oblasti obecných úloh nelineárńıho programováńı (třet́ı
kapitola) se poušt́ıme do problematiky, která je v počátćıch svého rozvoje.

Metody s lokálně omezeným krokem [45] jsou iteračńı metody k nalezeńı lokálńıho
minima funkce F bez omezeńı, př́ıpadně s omezuj́ıćımi podmı́nkami ve tvaru rovnost́ı
a nerovnost́ı. Zvoĺıme počátečńı bod y0 a jestliže známe bod yk, k ≥ 0, a k němu
př́ıslušnou funkčńı hodnotu F (yk), urč́ıme bod yk+1 následuj́ıćım zp̊usobem. V bodě yk
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sestroj́ıme kvadratický model F̃k(x) funkce F (např. pomoćı Taylorova rozvoje) a najdeme
bod xk, ve kterém docháźı k největš́ımu poklesu funkce F̃k(x). Je-li kvadratická funkce
F̃k(x) nekonvexńı, je zdola neomezená, takže pokus naj́ıt bod největš́ıho poklesu může
bud’ selhat nebo dávat př́ılǐs velký krok xk a model F̃k(xk) nemuśı dobře reprezentovat
hodnotu F (yk + xk). Proto zvoĺıme poloměr ∆k > 0 a bod xk hledáme pouze v oblasti,
kde ∥xk∥ ≤ ∆k. Pokud pokles předpověděný modelem odpov́ıdá skutečnému poklesu
funkce F v bodě yk + xk, polož́ıme yk+1 = yk + xk. V opačném př́ıpadě je krok
xk př́ılǐs velký, polož́ıme yk+1 = yk a v daľśı iteraci zmenš́ıme poloměr ∆k+1. Takto
postupujeme dále, dokud nenajdeme bod y⋆, který je lokálńım minimem funkce F. Tento
bod splňuje podmı́nky optimality, které jsou kriteriem zastaveńı algoritmu. Metoda s
lokálně omezeným krokem tedy vede na řešeńı podproblému

min
x∈Rn

F̃k(x) vzhledem k ∥x∥ ≤ ∆k

s pevným indexem k, který budeme při řešeńı tohoto podproblému vynechávat. Zvoĺıme-li
jiný počátečńı bod y0, můžeme dostat jiné lokálńı minimum.

Jestliže se vyskytuj́ı omezeńı ve tvaru rovnost́ı, použ́ıvaj́ı se metody s lokálně ome-
zeným krokem jako efektivńı nástroj pro určeńı směrového vektoru v metodách rekur-
sivńıho kvadratického programováńı. V př́ıpadě výskytu omezeńı ve tvaru nerovnost́ı se
často, zejména pro rozsáhlé strukturované úlohy, použ́ıvaj́ı metody vnitřńıch bod̊u, kdy
se p̊uvodńı úloha převede na posloupnost úloh s pomocnými proměnnými vystupuj́ıćımi
v barierovém členu. Tyto úlohy obsahuj́ı pouze omezeńı ve tvaru rovnost́ı. Je tedy logické
použ́ıt metody s lokálně omezeným krokem i v tomto př́ıpadě.

Prvńı kapitola je úvodem do problematiky. Je zde popsána základńı optimalizačńı me-
toda, uvedena myšlenka metod s lokálně omezeným krokem a jsou podrobněji studovány
vlastnosti těchto metod v př́ıpadě minimalizace bez omezeńı. Je uvedena definice obecné
metody s lokálně omezeným krokem, popsán obecný algoritmus a stanoveny předpoklady
kladené na funkci F, které zaruč́ı globálńı a superlineárńı konvergenci tohoto algoritmu.

Metody s lokálně omezeným krokem lze rozdělit na dvě skupiny. Hledá se minimum
funkce

ψ(x) =
1

2
xTAx+ gTx vzhledem k ∥x∥ ≤ ∆.

V prvńım př́ıpadě uvažujeme libovolné x ∈ Rn, tzv. optimálńı lokálně omezený krok.
Ve druhém př́ıpadě, kdy jde pouze o přibližné řešeńı, se použ́ıvaj́ı metody Krylovových
podprostor̊u, které generuj́ı po částech lineárńı křivku. Iteračńı proces se ukonč́ı v takovém
bodě, ve kterém tato křivka překroč́ı hranici oblasti zadané omezeńım ∥x∥ ≤ ∆. Źıskané
minimum funkce ψ(x), at’ už optimálńı nebo přibližné, je označeno jako x⋆. V závěru prvńı
kapitoly jsou ukázány některé vlastnosti lokálně omezeného kroku.

Ve druhé kapitole se zabýváme jednotlivými metodami vycházej́ıćımi z principu lokálně
omezeného kroku pro minimalizaci bez omezeńı [08].

Na začátku kapitoly vycháźıme z nutných a postačuj́ıćıch podmı́nek, které charakteri-
zuj́ı optimálńı lokálně omezený krok a provád́ıme podrobnou analýzu výpočtu zakončenou
algoritmem.

Dále je studována metoda pśı nohy (název pocháźı od jej́ıho autora M.J.D.Powella)
a metoda sdružených gradient̊u pro přibližný výpočet lokálně omezeného kroku. Jelikož
metoda pśı nohy použ́ıvá právě jeden krok metody sdružených gradient̊u, zobecnili jsme
tento postup tak, že použ́ıváme v́ıce krok̊u. Źıskané výsledky jsou p̊uvodńı a výsledný
algoritmus źıskaný na základě těchto úvah se ukázal být účinným.
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Při použit́ı metod Krylovových podprostor̊u pro rozsáhlé úlohy dostaneme, jak známo,
efektivńı algoritmus použit́ım vhodného předpodmı́něńı. Důkaz globálńı konvergence i pro
tento př́ıpad patř́ı mezi p̊uvodńı výsledky práce a je formulován ve větě 2.9.

Kromě minimalizace funkcionálu ψ s matićı A se v daľśı části druhé kapitoly zabýváme
minimalizaćı funkcionálu ψ̃ s tř́ıdiagonálńı matićı T, která vznikne použit́ım Lanczo-
sova procesu. Tato metoda je velmi účinná, má však jednu nevýhodu – nelze použ́ıt
předpodmı́něńı. I když Lancozs̊uv proces lze předpodmiňovat jako každou jinou metodu
Krylovových podprostor̊u, ztráćıme ortogonalitu p̊uvodńıch vektor̊u báze a změńı se ome-
zeńı kvadratického podproblému. Proto jsou navrženy dvě nové p̊uvodńı metody, které
jsou kombinaćı Lanczosova procesu a metody sdružených gradient̊u.

Prvńı metoda spoč́ıvá v tom, že se nejprve pomoćı omezeného počtu krok̊u Lanc-
zosova procesu sestav́ı kvadratický podproblém s tř́ıdiagonálńı matićı, který slouž́ı k
přibližnému určeńı parametru ξ definuj́ıćımu optimálńı lokálně omezený krok. Aproximace
optimálńıho lokálně omezeného kroku se pak źıská předpodmı́něnou metodou sdružených
gradient̊u aplikovanou na soustavu rovnic s matićı A+ ξI. Tato metoda byla porovnána
s ostatńımi metodami pro výpočet lokálně omezeného kroku a ukázala se být jednou z
nejefektivněǰśıch (výsledky jsou uvedeny v § 2.8).

U druhé metody použijeme nejprve metodu sdružených gradient̊u, abychom źıskali
tř́ıdiagonálńı matici T řádu m. Poté na základě hodnoty normy směrového vektoru bud’

z̊ustaneme u metody sdružených gradient̊u nebo řeš́ıme kvadratický podproblém s matićı
T. Tuto metodu však nelze předpodmiňovat, nebot’ bychom změnili omezeńı kvadratického
podproblému.

Jiný př́ıstup k výpočtu optimálńıho lokálně omezeného kroku spoč́ıvá v parametrizaci
celé úlohy, která převede výpočet na problém vlastńıch č́ısel. Provedli jsme analýzu celého
postupu a dokázali globálńı konvergenci.

Původńımi výsledky druhé kapitoly jsou kromě tř́ı nových algoritmů také d̊ukazy
globálńı konvergence všech vyšetřovaných metod. Posledńı část této kapitoly se zabývá
praktickým porovnáńım těchto metod. Jsou testovány pomoćı několika kolekćı testovaćıch
problémů s velkým počtem proměnných. Hodnotili jsme celkový počet iteraćı, vyč́ısleńı
funkčńı hodnoty, gradientu a čas výpočtu. Na základě źıskaných výsledk̊u prezentovaných
formou tabulek a graf̊u je provedeno zhodnoceńı jednotlivých metod.

Třet́ı kapitola je věnována použit́ı principu lokálně omezeného kroku v metodách
vnitřńıch bod̊u pro obecné úlohy nelineárńıho programováńı (s omezeńımi ve tvaru rov-
nost́ı i nerovnost́ı). Nerovnosti se odstrańı zavedeńım pomocných proměnných a použit́ım
barierové funkce s parametrem µ, přičemž aproximace řešeńı dostaneme limitńım přechodem
pro µ→ 0.

Podle zp̊usobu konstrukce směrových vektor̊u můžeme metody vnitřńıch bod̊u [66]
realizovat bud’ jako metody spádových směr̊u nebo jako metody s lokálně omezeným
krokem. Aplikace metod s lokálně omezeným krokem pro obecná omezeńı patř́ı mezi
p̊uvodńı výsledky. Je vysvětleno, proč se lokálně omezený krok hledá ve dvou kroćıch
jako součet vertikálńıho a horizontálńıho kroku (nekompatibilita lineárńıho omezeńı a
omezeńı ∥x∥ ≤ ∆) a jsou formulovány kvadratické podproblémy pro určeńı těchto d́ılč́ıch
krok̊u. Použit́ım vhodné lineárńı transformace lze doćılit toho, že soustava rovnic použitá
pro určeńı horizontálńıho kroku je stejná jako předpodmı́něná soustava rovnic vyskytuj́ıćı
se v metodách spádových směr̊u.

Dále je navržena nová rozš́ı̌rená barierová Lagrangeova funkce slouž́ıćı k výpočtu po-
loměru oblasti přijatelnosti a délky kroku. Protože vyžadujeme kladnost pomocných
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proměnných, které nejsou zahrnuty v omezeńıch kvadratického podproblému, a také
Lagrangeových multiplikátor̊u odpov́ıdaj́ıćıch omezeńım ve tvaru nerovnost́ı, je třeba ome-
zit př́ıslušné délky kroku pomoćı speciálńı strategie. Dále je popsán efektivńı zp̊usob aktu-
alizace poloměru ∆ a barierového parametru µ. Závěrem je uveden kompletńı algoritmus
metody vnitřńıch bod̊u s lokálně omezeným krokem pro obecnou úlohu nelineárńıho pro-
gramováńı.

Zcela novou myšlenkou je použit́ı jiných prostředk̊u než pokutových funkćı k posouzeńı
toho, zda je bod źıskaný v daném iteračńım kroku přijatelný. Jde o použit́ı tzv. filtru,
jehož význam je popsán v závěru třet́ı kapitoly.

V posledńı části práce jsou metody vnitřńıch bod̊u testovány a porovnány pomoćı
několika kolekćı testovaćıch problémů s velkým počtem proměnných. Výsledky jsou uve-
deny ve formě tabulek a graf̊u podobným zp̊usobem jako ve druhé kapitole.

Shromáždili a prostudovali jsme 69 praćı k uvedené problematice. Kromě nových výsledk̊u
zmiňovaných výše jsme se pokusili o stručný přehled všech výsledk̊u, kterých bylo dosaženo
v problematice, která byla předmětem disertačńı práce. Naprogramovali jsme všechny
známé metody a porovnali je s postupy, které jsme sami sestavili. Ke všem metodám
ve druhé kapitole jsme připojili d̊ukaz globálńı konvergence a výsledky dosažené v této
práci byly použity ve společném článku [36], který byl přijat do tisku a vyjde v časopisu
Numerical Linear Algebra with Applications v roce 2004.
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Kapitola 1

Úloha nelineárńıho programováńı

V prvńı kapitole se seznámı́me s problémem minimalizace funkce F, definujeme úlohu
nelineárńıho programováńı a uvedeme podmı́nky optimality pro nalezeńı lokálńıho mi-
nima funkce F. Dále definujeme obecně základńı optimalizačńı metodu – iteračńı metodu
slouž́ıćı k nalezeńı tohoto minima a uvedeme př́ıklady těchto metod, mezi které patř́ı
metody s lokálně omezeným krokem. Uvedeme základńı pojmy, definice, algoritmus a
dokážeme globálńı a superlineárńı konvergenci této metody. Vyslov́ıme KKT (Karush,
Kuhn, Tucker) podmı́nky pro nalezeńı optimálńıho lokálně omezeného kroku a ukážeme
některé jeho vlastnosti.

1.1 Základńı optimalizačńı metoda

Necht’ jsou dány (dvakrát) spojitě diferencovatelné funkce

F : Rn → R, cI : Rn → RmI cE : Rn → RmE

v proměnné y ∈ Rn, kde F je funkce, jej́ıž (lokálńı) minimum hledáme, cI a cE jsou
funkce, které reprezentuj́ı omezeńı na hledané minimum a dále

I = {1, . . . ,mI} a E = {mI + 1, . . . ,mI +mE = m}.

Mohou též nastat př́ıpady mI = 0, mE = 0 i m = 0, ale předpokládáme, že mE ≤ n.

Definice 1.1 Obecnou úlohou nelineárńıho programováńı nazýváme úlohu nalezeńı bodu
y⋆ ∈ Rn takového, že plat́ı

y⋆ = arg min
y∈Rn

F (y)(1.1)

na množině zadané omezeńımi

ck(y) ≤ 0, k ∈ I, ck(y) = 0, k ∈ E,(1.2)

kde ck(y) ≤ 0 je mı́něno po složkách.

Jestliže m = 0, jedná se o neomezenou minimalizaci, v opačném př́ıpadě jde o minima-
lizaci s omezeńımi. Označme

g(y) =

[
∂F (y)

∂y1
, . . . ,

∂F (y)

∂yn

]T
a G(y) =


∂2F (y)

∂y21
· · · ∂2F (y)

∂y1∂yn
...

...
∂2F (y)
∂yn∂y1

· · · ∂2F (y)
∂y2n
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gradient a Hessovu matici (matici druhých parciálńıch derivaćı) funkce F. Spojitost druhých
parciálńıch derivaćı implikuje symetrii matice G(y).

Definice 1.2 Množinu

P = {y ∈ Rn : cI(y) ≤ 0, cE(y) = 0}

nazveme př́ıpustnou množinou úlohy (1.1)-(1.2). Jestlǐze m = 0, pak P = Rn.

Funkce F (y) může mı́t hodně lokálńıch minim, protože uvažujeme velmi obecné problémy.
Je proto obt́ıžné ř́ıci něco o řešeńı problému (1.1)-(1.2). Zaměř́ıme se na hledáńı lokálńıho
minima.

Definice 1.3 Bod y⋆ ∈ P je globálńım minimem funkce F : Rn → R vzhledem k
omezeńım (1.2), jestlǐze plat́ı

F (y⋆) ≤ F (y) ∀y ∈ P .

Bod y⋆ ∈ P je lokálńım minimem funkce F : Rn → R, jestlǐze existuje č́ıslo ε > 0
takové, že

F (y⋆) ≤ F (y) ∀y ∈ B(y⋆, ε) ∩ P , kde B(y⋆, ε) = {y ∈ Rn : ∥y − y⋆∥ < ε}.

Jestlǐze nav́ıc

F (y⋆) < F (y) ∀y ∈ P , resp. ∀y ∈ B(y⋆, ε) ∩ P , y ̸= y⋆,

pak bod y⋆ ∈ P je ostrým globálńım, resp. lokálńım minimem funkce F vzhledem k
omezeńım (1.2). Každé globálńı minimum je též lokálńım minimem.

K tomu, abychom mohli o bodu y prohlásit, že je lokálńım minimem funkce F vzhle-
dem k omezeńım (1.2), hledáme tzv. optimalizačńı podmı́nky, které tento bod splňuje.
Pokud se jedná o neomezenou minimalizaci (m = 0), jsou tyto podmı́nky poměrně jed-
noduché. Následuj́ıćı lemmata stanovuj́ı nutné podmı́nky optimality prvńıho a druhého
řádu (lemma 1.1) a postačuj́ıćı podmı́nky druhého řádu (lemma 1.2).

Lemma 1.1 Necht’ bod y⋆ ∈ Rn je lokálńım minimem funkce F : Rn → R a necht’

F ∈ C1 (spojitě diferencovatelná) na B(y⋆, ε). Pak plat́ı

g(y⋆) = 0.

Jestlǐze nav́ıc F ∈ C2 (dvakrát spojitě diferencovatelná) na B(y⋆, ε), pak plat́ı

G(y⋆) ≽ 0,

neboli, že matice G(y⋆) je positivně semidefinitńı.

Lemma 1.2 Necht’ F : Rn → R, F ∈ C2 na B(y⋆, ε) a necht’ plat́ı

g(y⋆) = 0 a G(y⋆) ≻ 0,

neboli, že matice G(y⋆) je positivně definitńı. Pak bod y⋆ ∈ Rn je ostrým lokálńım
minimem funkce F.
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V př́ıpadě minimalizace s omezeńımi (m > 0) je věc poněkud složitěǰśı. Hledáme podmı́nky,
které jsou nutné nebo postačuj́ıćı k tomu, aby byl bod y, který splňuje tyto podmı́nky,
lokálńım minimem funkce F vzhledem k omezeńım (1.2). Dř́ıve než uvedeme nutné KKT
podmı́nky prvńıho řádu (věta 1.1) a postačuj́ıćı podmı́nky druhého řádu (lemma 1.3),
zavedeme následuj́ıćı pojmy.

Definice 1.4 Necht’ P ⊂ Rn je př́ıpustná množina úlohy (1.1)-(1.2) a necht’ y ∈ P .

1. Množinu
E = E ∪ {k ∈ I : ck(y) = 0}

nazveme množinou index̊u aktivńıch omezeńı v bodě y.

2. Řekneme, že v bodě y jsou splněny podmı́nky regularity, jestlǐze jsou vektory{
∇ck(y) =

(
∂ck(y)

∂y1
, . . . ,

∂ck(y)

∂yn

)T
: k ∈ E

}
lineárně nezávislé.

3. Jestlǐze existuje vektor u ∈ Rm takový, že plat́ı

g(y) +
m∑
k=1

uk∇ck(y) = 0,(1.3)

ck(y) = 0, k ∈ E; ck(y) ≤ 0, uk ≥ 0, ukck(y) = 0, k ∈ I,(1.4)

pak řekneme, že y je stacionárńım bodem úlohy (1.1)-(1.2). Podmı́nky (1.3)-(1.4) se
nazývaj́ı podmı́nky optimality a vektor u ∈ Rm je Lagrange̊uv multiplikátor. (Tı́m,
že y ∈ P , plat́ı jǐz ck(y) = 0, k ∈ E a ck(y) ≤ 0, k ∈ I.)

4. Necht’ y ∈ P je stacionárńım bodem úlohy (1.1)-(1.2). Jestlǐze ck(y) < uk ∀k ∈ I,
pak řekneme, že v bodě y jsou splněny podmı́nky striktńı komplementarity.

Věta 1.1 (Karush-Kuhn-Tucker) Necht’ F : Rn → R a ck : Rn → R, 1 ≤ k ≤ m
jsou spojitě diferencovatelné funkce, necht’ y⋆ ∈ Rn je lokálńım minimem funkce F na
množině zadané omezeńımi (1.2) a jsou v něm splněny podmı́nky regularity. Pak y⋆ je
stacionárńım bodem úlohy (1.1)-(1.2).
Kromě toho, jsou-li funkce F a cI konvexńı, funkce cE lineárńı, jsou-li splněny podmı́nky
regularity v bodě y⋆ ∈ Rn a plat́ı-li (1.3)-(1.4), je bod y⋆ globálńım minimem funkce F
na množině zadané omezeńımi (1.2).

Důkaz: Viz např. [13], [45].

Lemma 1.3 Necht’ F : Rn → R a ck : Rn → R, 1 ≤ k ≤ m jsou dvakrát spojitě
diferencovatelné funkce, necht’ y ∈ P je stacionárńım bodem úlohy (1.1)-(1.2) a jsou v
něm splněny podmı́nky regularity a striktńı komplementarity. Jestlǐze plat́ı

zT
[
G(y) +

m∑
k=1

uk∇2
yyck(y)

]
z > 0 ∀z ∈ Rn, z ̸= 0

takové, že
zT∇ck(y) = 0 ∀k ∈ E ,

pak je bod y ostrým lokálńım minimem funkce F na množině zadané omezeńımi (1.2).
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Důkazy lemmat 1.1-1.3 lze naj́ıt např. v [21].
V této práci se budeme zabývat iteračńımi metodami k nalezeńı lokálńıho minima y⋆

funkce F na množině P. Nejprve uvedeme definici základńı metody tohoto typu.

Definice 1.5 Základńı optimalizačńı metoda je iteračńı proces, jehož výsledkem je po-
sloupnost bod̊u yk ∈ Rn, k ∈ N0, taková, že

yk+1 = yk + αkxk,(1.5)

kde směrový vektor xk se určuje na základě hodnot yj, F (yj), g(yj), G(yj), 0 ≤ j ≤ k,
a délka kroku αk > 0 se určuje na základě chováńı funkce F v okoĺı bodu yk ∈ Rn.

Definice 1.6 Základńı optimalizačńı metoda je globálně konvergentńı, jestlǐze pro libo-
volný počátečńı vektor y0 ∈ Rn plat́ı

lim inf
k→∞

∥g(yk)∥ = 0.

Pokud je základńı optimalizačńı metoda globálně konvergentńı, neznamená to ještě, že
yk → y⋆, ani že ∥g(yk)∥ → 0 pro k → ∞. Máme však jistotu, že po dostatečném počtu
krok̊u dostaneme bod yk takový, že ∥g(yk)∥ ≤ ε pro ε > 0 jakkoliv malé.

Mezi nejjednodušš́ı a nejznáměǰśı optimalizačńı metody patř́ı tyto metody:

Metoda největš́ıho spádu – je definována vztahy

xk = −g(yk), αk = argmin
α≥0

F (yk + αxk).

Výhodou této metody je, že je globálně konvergentńı a použ́ıvá pouze vektory z Rn,
což znamená O(n) pamět’ových mı́st a O(n) operaćı na iteraci. Nevýhodou je, že
použ́ıvá přesný výběr délky kroku a neńı superlineárně konvergentńı.

Newtonova metoda – je definována vztahy

xk = −G−1(yk) g(yk), αk = 1.

Tato metoda je kvadraticky konvergentńı a pokud konverguje, stač́ı k nalezeńı
lokálńıho minima pouze několik iteraćı. Dále použ́ıvá jednoduchý výběr délky kroku.
Neńı však globálně konvergentńı a kromě toho je třeba řešit soustavu lineárńıch rov-
nic, což znamená O(n2) pamět’ových mı́st a O(n3) operaćı na iteraci. Nav́ıc je třeba
poč́ıtat druhé derivace.

Aby se odstranily nevýhody těchto jednoduchých metod, byly vyvinuty d̊umyslněǰśı a
tud́ıž i složitěǰśı metody:

Metody spádových směr̊u – vyvinuté z metody největš́ıho spádu, které použ́ıvaj́ı nepřesný
výběr délky kroku a rychleji konverguj́ı (princip sdružených směr̊u). Mezi tyto me-
tody patř́ı metoda sdružených gradient̊u a metoda s proměnnou metrikou.

Metody s lokálně omezeným krokem – vyvinuté z Newtonovy metody, u kterých je
zajǐstěna globálńı konvergence a je sńıžen počet operaćı (nepřesné řešeńı lineárńıch
rovnic). T́ımto zp̊usobem se realizuje Newtonova metoda a Gaussova-Newtonova
metoda pro minimalizaci součtu čtverc̊u.
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V této práci se budeme zabývat metodami s lokálně omezeným krokem kv̊uli jejich globálńı
konvergenci při řešeńı optimalizačńıch problémů. Budeme přitom uvažovat takové imple-
mentace, které dovoĺı řešit rozsáhlé optimalizačńı problémy.

K d̊ukazu globálńı a superlineárńı konvergence metod s lokálně omezeným krokem
budeme použ́ıvat následuj́ıćı předpoklady na funkci F.

Definice 1.7 Necht’ F : Rn → R je dvakrát spojitě diferencovatelná. Řekneme, že

1. F je zdola omezená, jestlǐze plat́ı

F (y) ≥ F ∀y ∈ Rn, F ∈ R.(1.6)

2. F má omezené druhé derivace, jestlǐze plat́ı

|zTG(y)z| ≤ G ∥z∥2 ∀y, z ∈ Rn, G > 0.(1.7)

Je to ekvivalentńı podmı́nce ∥G(y)∥ ≤ G ∀y ∈ Rn, protože G(y) je symetrická
matice.

3. F je stejnoměrně (nebo silně) konvexńı, jestlǐze plat́ı

zTG(y)z ≥ G ∥z∥2 ∀y, z ∈ Rn, G > 0.(1.8)

Dále uvedeme vlastnosti konvergentńıch posloupnost́ı.

Definice 1.8 Posloupnost {yk}k∈N0 ∈ Rn konverguje k bodu y⋆ Q-lineárně, jestlǐze exis-
tuje index i ∈ N a konstanta 0 < C < 1 tak, že plat́ı

∥yk+1 − y⋆∥ ≤ C ∥yk − y⋆∥ ∀k ≥ i.

Posloupnost {yk}k∈N0 ∈ Rn konverguje k bodu y⋆ Q-superlineárně, jestlǐze plat́ı

lim
k→∞

∥yk+1 − y⋆∥
∥yk − y⋆∥

= 0.

(Superlineárńı konvergence implikuje monotonnost posloupnosti {∥yk−y⋆∥}k∈N0 poč́ınaje
vhodným indexem i ∈ N, i ≤ k.)
Posloupnost {yk}k∈N0 ∈ Rn konverguje k bodu y⋆ Q-kvadraticky, jestlǐze existuje index
i ∈ N a konstanta 0 < C <∞ tak, že plat́ı

∥yk+1 − y⋆∥ ≤ C ∥yk − y⋆∥2 ∀k ≥ i.

Poznámka 1.1 Při vyšetřováńı konvergence použijeme věty o středńı hodnotě:

1. F (y+ z) = F (y)+ zTg(y)+ 1
2
zTG(y+ α̃z)z = F (y)+ zTg(y)+ 1

2
zTG(y)z+ o(∥z∥2)

⇒ pro funkci F splňuj́ıćı (1.7) a (1.8) plat́ı

zTg(y) +
1

2
G ∥z∥2 ≤ F (y + z)− F (y) ≤ zTg(y) +

1

2
G ∥z∥2,

kde 0 ≤ α̃ ≤ 1.

2. g(y + z) = g(y) +
∫ 1

0
G(y + αz)z dα = g(y) +G(y)z + o(∥z∥)

⇒ pro funkci F splňuj́ıćı (1.7) a (1.8) plat́ı

G ∥z∥ ≤ ∥g(y + z)− g(y)∥ ≤ G ∥z∥.

Uvedené vztahy plynou z Taylorova rozvoje.
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1.2 Metody s lokálně omezeným krokem

Nejprve se budeme zabývat úlohou nalezeńı minima funkce F : Rn → R v př́ıpadě,
že nemáme žádné omezeńı tvaru (1.2) – neomezená minimalizace (m = 0), [08], [34], [35],
[38], [45]. Pro výklad metod s lokálně omezeným krokem zavedeme následuj́ıćı označeńı:

Fk = F (yk), gk = g(yk), Gk = G(yk),

definujeme kvadratickou funkci

ψk(x) =
1

2
xTAkx+ gTk x,

která lokálně aproximuje rozd́ıl F (yk + x)− F (yk), vektor

wk(x) =
Akx+ gk

∥gk∥

pro přesnost určeńı směrového vektoru a č́ıslo

ϱk(x) =
F (yk + x)− F (yk)

ψk(x)

pro pod́ıl skutečného a předpověděného poklesu funkce F. Z Taylorova rozvoje funkce F
v bodě yk dostáváme

F (yk + x) = F (yk) + gTk x+
1

2
xTGkx+ o(∥x∥2),

takže podle výše uvedených vzorc̊u očekáváme, že matice Ak bude aproximovat Hessovu
matici Gk. Normu uvažujeme euklidovskou.

Definice 1.9 Základńı optimalizačńı metoda (1.5) je metodou s lokálně omezeným kro-
kem, jestlǐze se směrové vektory xk ∈ Rn, k ∈ N0, určuj́ı tak, že plat́ı

∥xk∥ ≤ ∆k,(1.9)

∥xk∥ < ∆k ⇒ ∥wk(xk)∥ = ωk ≤ ω,(1.10)

−ψk(xk) ≥ σ ∥gk∥min

{
∥xk∥,

∥gk∥
∥Ak∥

}
,(1.11)

kde ω < 1, 0 < σ < 1, a délky kroku αk ≥ 0, k ∈ N0, se vyb́ıraj́ı tak, že

ϱk(xk) ≤ 0 ⇒ αk = 0,(1.12)

ϱk(xk) > 0 ⇒ αk = 1.(1.13)

Posloupnost ∆k > 0, k ∈ N0, se konstruuje tak, že

ϱk(xk) < ϱ ⇒ β ∥xk∥ ≤ ∆k+1 ≤ β ∥xk∥,(1.14)

ϱk(xk) ≥ ϱ ⇒ ∆k ≤ ∆k+1 ≤ γ∆k,(1.15)

kde 0 < β ≤ β < 1 < γ a 0 < ϱ < 1.
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Poznámka 1.2 Aby byla metoda s lokálně omezeným krokem globálně konvergentńı, kon-
struuje se posloupnost {Ak}k∈N0 tak, aby byly matice Ak ̸= 0 stejnoměrně omezené,
tj.

∥Ak∥ ≤M ∀k ∈ N0,(1.16)

kde konstanta M < ∞ nezáviśı na k ∈ N0. Globálńı konvergence plat́ı i za slabš́ıch
předpoklad̊u, [50]. Stač́ı, aby platilo

∞∑
k=0

1

∥Ak∥
= ∞.

My však budeme vycházet z předpokladu (1.16).

Základńı algoritmus metody s lokálně omezeným krokem vypadá následovně. Symbol
Rn×n
S znač́ı prostor symetrických matic řádu n× n.

Algoritmus 1.1 Metoda s lokálně omezeným krokem.

Zvoĺıme y0 ∈ Rn, 0 ̸= A0 ∈ Rn×n
S , ∆0 > 0, ε > 0, spoč́ıtáme F (y0), polož́ıme k = 0.

1. Vypočteme gradient g(yk). Je-li ∥g(yk)∥ < ε, pak STOP.

2. Urč́ıme vektor xk tak, aby byly splněny podmı́nky (1.9) až (1.11).

3. Polož́ıme y+k = yk + xk a vypočteme hodnoty F (y+k ) a ϱk(xk) =
F (y+k )−F (yk)

ψk(xk)
.

4. Je-li ϱk(xk) < ϱ, urč́ıme ∆k+1 tak, aby byla splněna podmı́nka (1.14).
Je-li ϱk(xk) ≥ ϱ, urč́ıme ∆k+1 tak, aby byla splněna podmı́nka (1.15).

5. Je-li ϱk(xk) ≤ 0, přejdeme na krok 2.
Je-li ϱk(xk) > 0, urč́ıme matici Ak+1 ̸= 0 tak, aby byla splněna podmı́nka (1.16),
polož́ıme yk+1 = y+k , F (yk+1) = F (y+k ), k := k + 1 a návrat na krok 1.

V daľśı části dokážeme globálńı a superlineárńı konvergenci metody s lokálně omezeným
krokem. Z globálńı konvergence plyne, že mezi body 5. a 2. nenastane nekonečný cyklus.
Budeme použ́ıvat následuj́ıćı množiny index̊u (N0 = N ∪ {0}):

• N1 = {k ∈ N0 : ∥xk∥ < ∆k},

• N2 = {k ∈ N0 : ϱk(xk) > 0},

• N3 = {k ∈ N0 : ϱk(xk) ≥ ϱ},

• N4 = {k ∈ N0 : k ̸∈ N1, k ∈ N3, k ̸= 0}.

Lemma 1.4 Aplikujeme-li metodu s lokálně omezeným krokem (1.9)-(1.15) na funkci F,
která splňuje podmı́nku (1.7), plat́ı-li (1.16) a označ́ıme-li mk = min{∥gj∥ : 0 ≤ j ≤ k},
pak existuje konstanta c > 0 taková, že ∀k ∈ N0 plat́ı

∥xk∥ ≥ c
mk

M

Důkaz:
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1. Necht’ k ∈ N1. Pak podle (1.10) plat́ı∣∣∣∥Akxk∥ − ∥gk∥
∣∣∣ ≤ ∥Akxk + gk∥ = ∥wk(xk)∥∥gk∥ ≤ ω ∥gk∥,

takže

−(∥Akxk∥ − ∥gk∥) ≤ ω ∥gk∥ ⇒ ∥Ak∥∥xk∥ ≥ ∥Akxk∥ ≥ (1− ω) ∥gk∥

a tedy

∥xk∥ ≥ (1− ω)
∥gk∥
∥Ak∥

≥ (1− ω)
mk

M
= c1

mk

M
.

2. Necht’ k ̸∈ N3, tedy ϱk(xk) < ϱ. Pak z ψk(xk) ≤ 0, vztah (1.11), plyne

F (yk + xk)− F (yk) = ϱk(xk)ψk(xk) ≥ ϱψk(xk) ≥ ϱ (gTk xk −
1

2
∥Ak∥∥xk∥2)

a z věty o středńı hodnotě dostaneme F (yk + xk)−F (yk) ≤ gTk xk +
1
2
G ∥xk∥2, což

dohromady dává

gTk xk +
1

2
G ∥xk∥2 ≥ ϱ (gTk xk −

1

2
∥Ak∥∥xk∥2) ⇒

⇒ 1

2

(
G+ ϱ ∥Ak∥

)
∥xk∥2 ≥

(
ϱ− 1

)
gTk xk.

Z (1.11) dostaneme

−σ ∥gk∥min

{
∥xk∥,

∥gk∥
∥Ak∥

}
≥ ψk(xk) ≥ gTk xk −

1

2
∥Ak∥∥xk∥2

a to spolu s předchoźı nerovnost́ı, protože ϱ− 1 < 0, dává

1

2

(
G+ ϱ ∥Ak∥

)
∥xk∥2 ≥

1

2

(
ϱ− 1

)
∥Ak∥∥xk∥2 − σ

(
ϱ− 1

)
∥gk∥min

{
∥xk∥,

∥gk∥
∥Ak∥

}
,

neboli
1

2

(
G+ ∥Ak∥

)
∥xk∥2 ≥ σ

(
1− ϱ

)
∥gk∥min

{
∥xk∥,

∥gk∥
∥Ak∥

}
.

Jestliže ∥xk∥ ≥ ∥gk∥
∥Ak∥

≥ mk

M
, jsme hotovi. Necht’ tedy ∥xk∥ < ∥gk∥

∥Ak∥
. Pak můžeme

psát

1

2

(
G

M

∥A0∥
+M

)
∥xk∥2 ≥

1

2

(
G+ ∥Ak∥

)
∥xk∥2 ≥ σ

(
1− ϱ

)
mk∥xk∥

a tedy

∥xk∥ ≥
[
2σ
(
1− ϱ

) ∥A0∥
G+ ∥A0∥

]
mk

M
= c2

mk

M
.

3. Necht’ k = 0. Pokud ∥g0∥ = 0, plat́ı zřejmě ∥x0∥ ≥ ∥g0∥
∥A0∥ ≥ m0

M
. Jestliže ∥g0∥ ̸= 0,

pak

∥x0∥ =
∥x0∥∥A0∥

∥g0∥
∥g0∥
∥A0∥

≥ ∥x0∥∥A0∥
∥g0∥

m0

M
= c3

m0

M
.

13



4. Necht’ k ∈ N4. Necht’ j < k je největš́ı index takový, pro který plat́ı j ̸∈ N4

(takový index existuje, nebot’ 0 ̸∈ N4). Pak postupně podle (1.15), (1.14) a (1.9)
dostaneme

∥xk∥ = ∆k ≥ ∆j+1 ≥ min
{
∆j, β ∥xj∥

}
= β ∥xj∥,

takže podle již dokázaného v bodech 1.-3. plat́ı

∥xk∥ ≥ β ∥xj∥ ≥ β min {c1, c2, c3}
mk

M
= c

mk

M
.

2

Věta 1.2 (globálńı konvergence) Necht’ {yk}k∈N0 je posloupnost generovaná metodou
s lokálně omezeným krokem (1.9)-(1.15) na funkci F, která splňuje podmı́nky (1.6)-(1.7)
a necht’ je splněna podmı́nka (1.16). Pak plat́ı

lim inf
k→∞

∥gk∥ = 0.

Důkaz: Předpokládejme existenci ε > 0, že ∥gk∥ ≥ ε ∀k ∈ N0. Pak podle lemmatu
1.4 plat́ı

∥xk∥ ≥ c
ε

M
∀k ∈ N0.(1.17)

Necht’ k ∈ N3 ⊂ N2. Označ́ıme-li Fk = F (yk), Fk+1 = F (yk + xk), pak podle (1.11) a
(1.15) plat́ı

Fk − Fk+1 = −ϱk(xk)ψk(xk) ≥ ϱk(xk) σ ∥gk∥min

{
∥xk∥,

∥gk∥
∥Ak∥

}
≥

≥ ϱ σ εmin
{
c
ε

M
,
ε

M

}
= ϱ σ

ε2

M
min{c, 1}.

Dále z (1.6) plyne

F0 − F ≥ F0 − lim
k→∞

Fk+1 = lim
k→∞

(F0 − Fk+1) =
∞∑
k=0

(Fk − Fk+1) ≥

≥
∑
k∈N3

(Fk − Fk+1) ≥ ϱ σ
ε2

M

∑
k∈N3

min{c, 1}.

Je-li množina N3 nekonečná, dojdeme ihned ke sporu s předpokladem (1.6). Je-li N3

konečná, pak podle (1.14) plat́ı ∆k → 0 pro k → ∞, tedy ∥xk∥ → 0 podle (1.9) a to
je spor s (1.17). 2

Věta 1.3 (superlineárńı konvergence) Necht’ {yk}k∈N0 je posloupnost generovaná
metodou s lokálně omezeným krokem (1.9)-(1.15) taková, že yk → y⋆, kde y⋆ je lokálńı
minimum funkce F, která splňuje podmı́nky (1.7)-(1.8) pro

G < λmin(G⋆) ≤ λmax(G⋆) < G,

kde λmin(G⋆) je nejmenš́ı a λmax(G⋆) nejvěťśı vlastńı č́ıslo matice G⋆ = G(y⋆), a
necht’ je splněna podmı́nka (1.16). Necht’ dále

lim
k→∞

ωk = 0, lim
k→∞

∥uk∥ = 0, kde uk =
1

∥xk∥
(Ak −Gk)xk.(1.18)

Pak posloupnost yk konverguje Q-superlineárně k bodu y⋆.
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Důkaz:

1. Podle definice uk plat́ı

xTkAkxk = xTkGkxk + xTk uk∥xk∥ ≥ xTkGkxk − ∥uk∥∥xk∥2

a jelikož ∥uk∥ → 0, Gk → G⋆ a G < λmin(G⋆), existuje index k1 ∈ N0, že plat́ı

xTkAkxk ≥ G ∥xk∥2 ∀k ≥ k1.

Z definice ψk(xk) a z (1.11) plyne

0 ≥ ψk(xk) =
1

2
xTkAkxk + gTk xk ≥

1

2
G ∥xk∥2 − ∥gk∥∥xk∥ ⇒

⇒ ∥gk∥ ≥ 1

2
G ∥xk∥ ∀k ≥ k1.

Použijeme-li ještě jednou (1.11), můžeme pro k ≥ k1 psát

−ψk(xk) ≥ σ ∥gk∥min

{
∥xk∥,

∥gk∥
∥Ak∥

}
≥ 1

2
σ G ∥xk∥2min

{
1,

∥gk∥
∥Ak∥∥xk∥

}
≥

≥ 1

2
σ G min

{
1,

G

2M

}
∥xk∥2.

2. Podle věty o středńı hodnotě plat́ı

F (yk + xk)− F (yk) = gTk xk +
1

2
xTkGkxk + o(∥xk∥2) =

= ψk(xk) +
1

2
xTk (Gk −Ak)xk + o(∥xk∥2),

takže

ϱk(xk) =
F (yk + xk)− F (yk)

ψk(xk)
= 1 +

1

2

xTk (Gk −Ak)xk + o(∥xk∥2)
ψk(xk)

.

Podle bodu 1. však pro k ≥ k1 plat́ı∣∣∣∣xTk (Gk −Ak)xk + o(∥xk∥2)
2ψk(xk)

∣∣∣∣ ≤ ∥uk∥∥xk∥2 + o(∥xk∥2)
2|ψk(xk)|

≤

≤ 1

σ G min
{
1, G

2M

} ∥uk∥∥xk∥2 + o(∥xk∥2)
∥xk∥2

→ 0,

nebot’ ∥uk∥ → 0. Tedy ϱk(xk) → 1 a jelikož ϱ < 1, existuje index k2 ≥ k1, že

ϱk(xk) ≥ ϱ ∀k ≥ k2 ⇒ k ∈ N3 ∀k ≥ k2.

3. Množina N1 je nekonečná. Kdyby tomu tak nebylo, muselo by platit ∥xk∥ = ∆k

pro k ≥ k3 ≥ k2, přičemž ∆k ≥ ∆k2 ∀k ≥ k2 podle bodu 2. a (1.15). Současně

však podle bodu 1. plat́ı ∥xk∥ ≤ 2 ∥gk∥
G
, takže yk → y⋆ implikuje ∥gk∥ → 0,

tedy ∥xk∥ → 0 a to je spor. Dále se omeźıme pouze na indexy k ≥ k2 takové, že
k ∈ N1 a označ́ıme wk ≡ wk(xk).
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4. Plat́ı

Gkxk = (Akxk + gk)− (Ak −Gk)xk − gk = ∥gk∥wk − ∥xk∥uk − gk,

a protože podle (1.10) je ∥wk∥ < 1 (k ∈ N1), pak(
∥Gk∥+ ∥uk∥

)
∥xk∥ ≥

∥∥∥Gkxk + ∥xk∥uk
∥∥∥ =

∥∥∥∥gk∥wk − gk

∥∥∥ ≥

≥
∣∣∣∥wk∥∥gk∥ − ∥gk∥

∣∣∣ = (1− ∥wk∥
)
∥gk∥ ⇒

⇒ ∥xk∥ ≥ 1− ∥wk∥
∥Gk∥+ ∥uk∥

∥gk∥.

Jelikož ∥uk∥ → 0, ∥wk∥ → 0 a ∥Gk∥ → ∥G⋆∥ = λmax(G⋆) < G, existuje index

k4 ≥ k2, že ∥xk∥ ≥ ∥gk∥
G

∀k ≥ k4.

Podobně plat́ı xk = G−1
k

(
∥gk∥wk − ∥xk∥uk − gk

)
, takže za předpokladu, že ∥uk∥

je tak malá, že 1− ∥G−1
k ∥∥uk∥ > 0, plat́ı

∥xk∥ ≤ ∥G−1
k ∥
(
∥gk∥∥wk∥+∥xk∥∥uk∥+∥gk∥

)
⇒ ∥xk∥ ≤ ∥G−1

k ∥ (1 + ∥wk∥)
1− ∥G−1

k ∥∥uk∥
∥gk∥

a jelikož ∥uk∥ → 0, ∥wk∥ → 0 a ∥G−1
k ∥ → ∥G−1

⋆ ∥ = 1
λmin(G⋆)

< 1
G
, existuje index

k5 ≥ k4, že ∥xk∥ ≤ ∥gk∥
G

∀k ≥ k5. Celkem dostáváme

∥gk∥
G

≤ ∥xk∥ ≤ ∥gk∥
G

∀k ≥ k5, k ∈ N1.

5. Podle věty o středńı hodnotě plat́ı

gk+1 − gk = Gkxk + o(∥xk∥).

Označme

vk =
1

∥gk∥
(gk+1 − gk −Akxk) =

1

∥gk∥
[(Gk −Ak)xk + o(∥xk∥)].

Pak podle bodu 4. plat́ı

∥vk∥ ≤ 1

∥xk∥G

[
∥(Gk −Ak)xk∥+ o(∥xk∥)

]
=

∥uk∥
G

+
o∥xk∥
∥xk∥

→ 0.

Jelikož zároveň ∥wk∥ → 0, existuje index k6 ≥ k5, k6 ∈ N1, že

∥vk∥ ≤ G

2G
, ∥wk∥ ≤ G

2G
∀k ≥ k6, k ∈ N1.

Odtud a z bodu 4. plyne

∥xk+1∥ ≤ ∥gk+1∥
G

≤ 1

G

(
∥gk+1 − gk −Akxk∥+ ∥Akxk + gk∥

)
=

=
1

G

(
∥vk∥∥gk∥+ ∥wk∥∥gk∥

)
≤ 1

G

(
G

2G
G ∥xk∥+

G

2G
G ∥xk∥

)
= ∥xk∥.

Jelikož k ∈ N3 ∩ N1 podle bod̊u 2. a 3., plat́ı

∥xk+1∥ ≤ ∥xk∥ < ∆k ≤ ∆k+1 ⇒ k + 1 ∈ N1.

Indukćı dostaneme k ∈ N1 ∀k ≥ k6.
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6. Podle věty o středńı hodnotě plat́ı

∥gk∥ ≤ G ∥yk − y⋆∥, ∥gk+1∥ ≥ G ∥yk+1 − y⋆∥.

Dále ∥vk∥ → 0, ∥wk∥ → 0 implikuje

∥gk+1∥
∥gk∥

≤ ∥gk+1 − gk −Akxk∥+ ∥Akxk + gk∥
∥gk∥

= ∥vk∥+ ∥wk∥ → 0,

což dohromady dává

lim
k→∞

∥yk+1 − y⋆∥
∥yk − y⋆∥

≤ lim
k→∞

G

G

∥gk+1∥
∥gk∥

= 0.

2

Metody s lokálně omezeným krokem lze rozdělit na dvě skupiny. Hledá se minimum
kvadratické funkce ψk(x) vzhledem k omezeńı ∥x∥ ≤ ∆k. V prvńım př́ıpadě jde o
minimalizaci na celém prostoru, x ∈ Rn, tzv. optimálńı lokálně omezený krok, ve druhém
př́ıpadě jde pouze o přibližné řešeńı, kdy x hledáme na podprostorech prostoru Rn (např.
na Krylovových podprostorech). V daľśı části uvedeme vlastnosti optimálńıho lokálně
omezeného kroku.

Definice 1.10 Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda je metodou s optimálńım lokálně
omezeným krokem, jestlǐze použ́ıvá směrové vektory xk ∈ Rn, k ∈ N0, takové, že

xk = arg min
∥x∥≤∆k

ψk(x),(1.19)

přičemž bereme ∥xk∥ = ∆k, pokud toto minimum neńı jediné.

Existuj́ı-li dvě r̊uzná lokálńı minima z1, z2 funkce ψk taková, že ∥z1∥ < ∆k, ∥z2∥ < ∆k,
pak plat́ı

Akz1 + gk = 0, Akz2 + gk = 0 ⇒ Ak(z1 − z2) = 0.

Tedy Ak je singulárńı a jádro N (Ak) ̸= {0}. Bud’ 0 ̸= z3 ∈ N (Ak), např. z3 = z1−z2.
Protože Akz3 = 0 a gTk z3 = −zT1 Akz3 = 0, pak pro libovolný vektor xk = z1 + κz3,
kde κ ∈ R, plat́ı

ψk(xk) =
1

2
xTkAkxk + gTk xk =

1

2
(z1 + κz3)

TAk(z1 + κz3) + gTk (z1 + κz3) =

=
1

2
zT1 Akz1 + gTk z1 = ψk(z1).

Existuje tedy nekonečně mnoho lokálńıch minim funkce ψk vyplňuj́ıćıch lineárńı varietu,
takže můžeme zvolit κ > 0 takové, aby ∥xk∥ = ∆k.

Věta 1.4 Směrový vektor určený podle (1.19) vyhovuje podmı́nkám (1.9) až (1.11) pro
ω = 0 a σ = 1

2
, tedy

ψk(xk) ≤ −1

2
∥gk∥min

{
∥xk∥,

∥gk∥
∥Ak∥

}
.(1.20)
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Důkaz: Podmı́nka (1.9) je př́ımo součást́ı podmı́nky (1.19).

1. Necht’ ∥xk∥ < ∆k. Pak toto minimum je jediné podle definice 1.10, Ak je positivně
definitńı, ψk(x) je ryze konvexńı funkce a Akxk + gk = 0. Takže wk(xk) = 0 a
můžeme položit ω = 0. Dále

gTkA
−1
k gk ≥ λmin(A

−1
k ) ∥gk∥2 =

1

λmax(Ak)
∥gk∥2 ≥

1

∥Ak∥
∥gk∥2,

takže

ψk(xk) = gTk xk +
1

2
xTkAkxk = −gTkA−1

k gk +
1

2
gTkA

−1
k gk ≤ −1

2

∥gk∥2

∥Ak∥
.

2. Necht’ ∥xk∥ = ∆k. Jestliže gTkAkgk > 0, definujme x̂ = − gTk gk
gTk Akgk

gk.

(a) Necht’ ∥x̂∥ < ∆k. Pak

ψk(x̂) = gTk x̂+
1

2
x̂TAkx̂ = − (gTk gk)

2

gTkAkgk
+

1

2

(gTk gk)
2gTkAkgk

(gTkAkgk)2
= −1

2

(gTk gk)
2

gTkAkgk
≤

≤ −1

2

∥gk∥4

∥gk∥2∥Ak∥
= −1

2

∥gk∥2

∥Ak∥

a podle (1.19) je

ψk(xk) ≤ ψk(x̂) ≤ −1

2

∥gk∥2

∥Ak∥
.(1.21)

(b) Necht’ ∥x̂∥ ≥ ∆k. Pak

∆k ≤ ∥x̂∥ =
∥gk∥3

gTkAkgk
⇒ gTkAkgk ≤

∥gk∥3

∆k

.

3. Jestliže gTkAkgk ≤ 0, pak plat́ı

gTkAkgk ≤ 0 ≤ ∥gk∥3

∆k

.

V př́ıpadech 2b. a 3. položme x̃ = − ∆k

∥gk∥
gk. Plat́ı

ψk(x̃) = gTk x̃+
1

2
x̃TAkx̃ = −∆k∥gk∥+

1

2

∆2
k

∥gk∥2
gTkAkgk ≤

≤ −∆k∥gk∥+
1

2
∆k∥gk∥ = −1

2
∆k∥gk∥.

Protože ∥x̃∥ = ∆ a ∥xk∥ = ∆, plat́ı

ψk(xk) ≤ ψk(x̃) ≤ −1

2
∆k∥gk∥ = −1

2
∥xk∥∥gk∥.(1.22)
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Ve všech př́ıpadech dostáváme

ψk(xk) ≤ −1

2

∥gk∥2

∥Ak∥
nebo ψk(xk) ≤ −1

2
∥xk∥∥gk∥,

což dohromady dává vztah (1.20). 2

Nyńı se zaměř́ıme na to, jak nalézt optimálńı lokálně omezený krok xk podle definice
1.10. Následuj́ıćı věta stanovuje podmı́nky, které takové řešeńı splňuje.

Věta 1.5 Vektor xk ∈ Rn je řešeńım úlohy (1.19) ve smyslu definice 1.10 právě tehdy,
když ∥xk∥ ≤ ∆k a existuje č́ıslo ξk ≥ 0 takové, že matice Ak + ξkI je positivně
semidefinitńı (Ak + ξkI ≽ 0) a plat́ı

(Ak + ξkI)xk + gk = 0, (∥xk∥ −∆k) ξk = 0.

Důkaz:

1. Necht’ xk je řešeńım (1.19). Zavedeme Langrangeovu funkci

L(x, ξ) = ψk(x) +
ξ

2
(xTx−∆2).

Podle věty 1.1 existuje ξk ∈ R, ξk ≥ 0 takové, že plat́ı

(Ak + ξkI)xk + gk = 0 a (∥xk∥ −∆k) ξk = 0.

Zbývá dokázat, že Ak + ξkI ≽ 0. Pro libovolný vektor x ∈ Rn plat́ı

ψk(x)− ψk(xk) =
1

2
xTAkx+ gTk x−

1

2
xTkAkxk − gTk xk =

= (xk − x)T (Ak + ξkI)xk +
1

2
(xTAkx− xTkAkxk) =

=
1

2
(xk − x)T (Ak + ξkI)(xk − x) +

+
1

2

[
(xk − x)T (Ak + ξkI)(xk + x) + xTAkx− xTkAkxk

]
=

=
1

2
(xk − x)T (Ak + ξkI)(xk − x) +

1

2
ξk(x

T
k xk − xTx).(1.23)

(a) Jestliže ∥xk∥ < ∆k, pak toto xk je jediné a je lokálńım minimem funkce ψk(x).
Plat́ı ξk = 0 a Ak ≻ 0.

(b) Necht’ ∥xk∥ = ∆k. Bud’ x(i) libovolný vektor takový, že ∥x(i)∥ = ∥xk∥ = ∆k

a označme vi =
1

∥xk−x(i)∥
(xk − x(i)), pokud x(i) ̸= xk. Pak podle (1.23) plat́ı

0 ≤ ψk(x
(i))− ψk(xk) =

1

2
∥xk − x(i)∥2 vTi (Ak + ξkI)vi.(1.24)

Voĺıme-li vektory x(i) ̸= xk libovolně na množině ∥x(i)∥ = ∆, nabývá kosinus

cosφi =

(
xk − x(i)

)T
xk

∥xk − x(i)∥∥xk∥
=
vTi xk
∥xk∥

libovolných hodnot v intervalu (0, 1⟩. Volme nyńı posloupnost {x(i)} takovou,
že x(i) → xk tak, aby cosφi → 0. Jelikož vTi (Ak + ξkI)vi ≥ 0 podle (1.24)
a posloupnost {vi} konverguje k jistému vektoru v (kolmému na xk), je též ze
spojitosti vT (Ak + ξkI)v ≥ 0. Tato nerovnost tedy plat́ı pro všechny vektory
z Rn a tud́ıž je Ak + ξkI ≽ 0.
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2. Necht’ ∥xk∥ ≤ ∆k, necht’ ∃ ξk ≥ 0 takové, že Ak + ξkI ≽ 0 a necht’ plat́ı

(Ak + ξkI)xk + gk = 0, (∥xk∥ −∆k) ξk = 0.

(a) Jestliže ∥xk∥ < ∆k, pak je ξk = 0 a plat́ı

Akxk + gk = 0 ⇔ ψ′
k(xk) = 0 ⇒ xk je kritický bod;

Ak ≽ 0 ⇔ ψ′′
k(xk) ≥ 0 ⇒ v xk je lokálńı minimum.

Tedy xk je řešeńım (1.19).

(b) Jestliže ∥xk∥ = ∆k, pak podle (1.23) dostaneme pro libovolný vektor x takový,
že ∥x∥ ≤ ∥xk∥ = ∆k

ψk(x)− ψk(xk) =
1

2
(xk − x)T (Ak + ξkI)(xk − x) +

1

2
ξk(x

T
k xk − xTx) ≥ 0,

což znamená, že v xk je lokálńı minimum a plat́ı (1.19). 2

Poznámka 1.3 K d̊ukazu globálńı konvergence jednotlivých metod ve druhé kapitole použijeme
větu 1.2. Vždy budeme předpokládat, že funkce F splňuje podmı́nky (1.6)-(1.7). Označme
dále x⋆ spoč́ıtané řešeńı pomoćı algoritmu dané metody. Podmı́nky (1.9)-(1.16) lze splnit
algoritmicky, kromě podmı́nky (1.11), kterou je třeba pro xk ≡ x⋆ ověřit. Ukážeme-li,
že x⋆ je optimálńı lokálně omezený krok, tzn. že splňuje podmı́nky věty 1.5, pak nerovnost
(1.11) plyne z věty 1.4. Pokud x⋆ neńı optimálńı lokálně omezený krok, ale pouze přiblǐzné
řešeńı, muśıme pro něj nerovnost (1.11) dokázat. V obou př́ıpadech bude globálńı konver-
gence dané metody plynout z věty 1.2.

1.3 Vlastnosti optimálńıho lokálně omezeného kroku

V daľśı části se budeme zabývat podproblémem problému hledáńı minima funkce F bez
omezeńı, a sice určeńım lokálně omezeného kroku xk. Protože k tomu použijeme iteračńı
proces {xk,i}i∈N0 , označ́ıme lokálně omezený krok v k-tém kroku jako xk,⋆. Jelikož se jedná
o podproblém a k je pevné, tento index pro jednoduchost vynecháme. Nejprve shrneme
celý podproblém. Budeme se snažit naj́ıt takové x⋆, které splňuje (1.19). Hledáme tedy
řešeńı podproblému

min
x∈Rn

ψ(x) vzhledem k ∥x∥ ≤ ∆,(1.25)

kde

ψ(x) =
1

2
xTAx+ gTx,(1.26)

A je symetrická matice řádu n× n , g je n-dimenzionálńı vektor, ∆ je dané kladné č́ıslo
a norma je euklidovská. Řešeńı x⋆ je optimálńı lokálně omezený krok a plat́ı pro něj věta
1.5. Z ńı plyne, že řešit podproblém (1.25) je ekvivalentńı nalezeńı ξ⋆ (tzv. Levenberg̊uv-
Marquardt̊uv parametr) a řešeńı lineárńıho systému

(A+ ξI)x = −g(1.27)

pro ξ = ξ⋆. Protože chceme A + ξ⋆I ≽ 0, plat́ı ξ⋆ ≥ −λ1, kde λ1 je nejmenš́ı vlastńı
č́ıslo matice A, což spolu s ξ⋆ ≥ 0 dává

ξ⋆ ∈ ⟨max{0,−λ1},∞).

Pod́ıvejme se, co dále implikuje věta 1.5.
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1. Necht’ A ≻ 0. Pak λ1 > 0 a tud́ıž ξ⋆ ≥ 0 > −λ1. Odpov́ıdaj́ıćı x⋆ splňuje rovnici
x⋆ = −(A+ ξ⋆I)

−1g. Jestliže ∥x⋆∥ < ∆, pak je ξ⋆ = 0 a v bodě x⋆ nabývá funkce
ψ(x) globálńıho minima na Rn.

2. Necht’ A ̸≻ 0, tedy λ1 ≤ 0. Pak plat́ı ξ⋆ ≥ −λ1 ≥ 0. Jestliže je ξ⋆ > −λ1, pak
pro odpov́ıdaj́ıćı x⋆, které splňuje ∥x⋆∥ = ∆, plat́ı opět x⋆ = −(A+ ξ⋆I)

−1g.

Pokud je tedy ξ⋆ > −λ1, lze x⋆ vyjádřit následuj́ıćım zp̊usobem. Uvažujme rozklad
A = QDQT , kde Q je ortonormálńı matice, jej́ıž sloupce tvoř́ı vlastńı vektory matice A
a D je diagonálńı matice s vlastńımi č́ısly λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn a necht’ {λi, qi}ni=1 jsou
vlastńı páry matice A. Pak x⋆ je řešeńım (1.25) právě když plat́ı (QDQT +ξ⋆I)x⋆ = −g.
Označ́ıme-li x̃⋆ = QTx⋆, g̃ = QTg a x̃

(i)
⋆ , g̃i i-té složky těchto vektor̊u, pak plat́ı

(λi + ξ⋆)x̃
(i)
⋆ = −g̃i, i = 1, . . . , n a (∆− ∥x⋆∥)ξ⋆ = 0.(1.28)

Existuje tedy jediný vektor x̃⋆, který má složky

x̃(i) =
−g̃i

λi + ξ⋆
, i = 1, 2, . . . , n(1.29)

a tud́ıž existuje jediný vektor x⋆ = Qx̃⋆, který je řešeńım podproblému (1.25).
Nyńı se pod́ıvejme na př́ıpad, kdy je ξ⋆ = −λ1. V tomto př́ıpadě je věc složitěǰśı,

protože je matice A+ ξ⋆I singulárńı a rovnice (1.27) nemá jediné řešeńı. Označme

S1 = {q : Aq = λ1q, q ̸= 0}

podprostor všech vlastńıch vektor̊u matice A asociovaných s vlastńım č́ıslem λ1. Plat́ı
následuj́ıćı lemma.

Lemma 1.5 Pro řešeńı x⋆ podproblému (1.25) plat́ı:

1. ξ⋆ = −λ1 nebo x⋆ ⊥ S1 ⇒ g ⊥ S1,

2. g ⊥ S1 ⇒ ξ⋆ = −λ1 nebo ξ⋆ ̸= −λ1 & x⋆ ⊥ S1.

Důkaz: Tvrzeńı plynou z rovnic (A+ ξ⋆I)x⋆ = −g a (A− λ1I)q = 0 pro q ∈ S1 :

1. Jestliže ξ⋆ = −λ1, pak (A− λ1I)x⋆ = −g. Odtud plyne

qT (A− λ1I)x⋆ = −qTg & xT⋆ (A− λ1I)q = 0 ⇒ qTg = 0.

Jestliže x⋆ ⊥ q, pak

qT (A+ξ⋆I)x⋆ = −qTg & xT⋆ (A−λ1I)q = 0 ⇒ qTAx⋆ = −qTg & xT⋆Aq = 0

a tedy qTg = 0.

2. Pro q ∈ S1 plat́ı

0 = qTg = −qT (A+ ξ⋆I)x⋆ & 0 = xT⋆ (A− λ1I)q.

Tedy ξ⋆ q
Tx⋆ = −qTAx⋆ = −λ1 xT⋆ q ⇒ (ξ⋆ + λ1) q

Tx⋆ = 0. 2
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Rozhoduj́ıćı pro vznik singulárńıho systému je tedy to, zda je g ⊥ S1. Pokud ne, nemůže
nastat ξ⋆ = λ1. Naopak, pokud ano, může, ale také nemuśı být ξ⋆ = −λ1.

Definice 1.11 Jestlǐze je vektor g kolmý na podprostor S1, pak řekneme, že pro problém
(1.25) nastal

”
singulárńı př́ıpad“.

V př́ıpadě ξ⋆ = −λ1 lze řešeńı (1.25) dostat nalezeńım libovolného řešeńı rovnice

(A− λ1I)x = −g,

kde ∥x∥ ≤ ∆, a určeńım vlastńıho vektoru q ∈ S1. Polož́ıme-li

x⋆ = x+ κq,(1.30)

kde κ je určeno tak, že ∥x⋆∥ = ∆, plat́ı

(A+ ξ⋆I)x⋆ = (A− λ1I)(x+ κq) = (A− λ1I)x = −g

a x⋆ je řešeńım podproblému (1.25), protože jsou splněny podmı́nky věty 1.5.
Na závěr uvedeme několik daľśıch poznámek o řešeńı x⋆.

Poznámka 1.4 Řešeńı x⋆ budeme hledat ve tvaru x⋆ = (A + ξI)†w pro nějaké w, kde
symbol .† znač́ı Moore-Penroseovu pseudoinverzi (poznámka A.1). Přitom plat́ı

(A+ ξI)x⋆ = −g ⇒ (A+ ξI)(A+ ξI)†w = −g ⇒

⇒ (A+ ξI)†w = −(A+ ξI)†g ⇒ x⋆ = −(A+ ξI)†g.

Lemma 1.6 Pro řešeńı x⋆ podproblému (1.25) plat́ı:

1. gTx⋆ ≤ 0.

2. ψ(x⋆) ≤ 0.

Důkaz:

1. Protože A+ ξ⋆I ≽ 0, plat́ı

(A+ ξ⋆I)x⋆ = −g ⇒ 0 ≤ xT⋆ (A+ ξ⋆I)x⋆ = −gTx⋆.

2. Pro x = 0 plat́ı ψ(0) = 0. Proto pro řešeńı x⋆, ve kterém nabývá funkce ψ
nejmenš́ı hodnoty, plat́ı ψ(x⋆) ≤ ψ(0) = 0. 2

Poznámka 1.5 V definici 1.9 lze mı́sto normy ∥x∥ ≤ ∆ uvažovat také normu

∥x∥M =
√
xTMx ≤ ∆,

kde M je symetrická a positivně semidefinitńı matice. Podmı́nky pro řešeńı x⋆ ve větě 1.5
potom maj́ı tvar

∥x∥M ≤ ∆, ξ ≥ 0, (A+ ξM)x+ g = 0, (∥x∥M −∆)ξ = 0, A+ ξM ≽ 0.

Poznámka 1.6 Z (1.27) vid́ıme, že iterace x záviśı na ξ. Budeme proto ve zvláštńıch
př́ıpadech uvádět x ≡ x(ξ), aby byla vidět závislost x na ξ.
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Kapitola 2

Výpočet lokálně omezeného kroku

V této kapitole se budeme věnovat řešeńı problému (1.25), tedy nalezeńı lokálně ome-
zeného kroku x⋆. Jedná se o krok 2. algoritmu 1.1 pro minimalizaci funkce F (y) bez ome-
zeńı. Uvedeme přehled existuj́ıćıch metod (jsou zde též uvedeny nové p̊uvodńı metody
vhodné pro řešeńı rozsáhlých strukturovaných úloh), teoretický rozbor jejich vlastnost́ı,
algoritmy a d̊ukazy globálńı konvergence podle poznámky 1.3.

Optimálńı lokálně omezený krok lze určit pomoćı Choleského rozkladu matice v rov-
nici (1.27) nebo jako lineárńı kombinaci vlastńıch vektor̊u matice A. Nehledáme-li op-
timálńı lokálně omezený krok, ale pouze přibližné řešeńı, pak metody generuj́ı po částech
lineárńı křivky. Metoda pśı nohy aproximuje minimum funkce ψ na dvourozměrném pod-
prostoru, metoda sdružených gradient̊u hledá přibližné řešeńı na Krylovových podprosto-
rech a použit́ı Lanczosova procesu vede na posloupnost aproximaćı optimálńıho lokálně
omezeného kroku řešeńım transformovaných tř́ıdiagonálńıch systémů. Optimálńı lokálně
omezený krok lze naj́ıt také tak, že problém (1.25) převedeme na parametrizovaný problém
vlastńıch č́ısel a poč́ıtáme vlastńı páry jisté matice Bτ .

2.1 Použit́ı Choleského rozkladu

Nejprve se budeme zabývat metodou, která hledá optimálńı lokálně omezený krok.
Provedeme rozklad A = QDQT , kde D je diagonálńı matice s vlastńımi č́ısly matice A
a Q = (q1, . . . , qn) je ortonormálńı matice, jej́ıž sloupce tvoř́ı př́ıslušné vlastńı vektory.
Při řešeńı rovnice (1.27) provedeme Choleského rozklad A + ξI = RTR a ukážeme, že
źıskané řešeńı je téměř optimálńı, [08], [34], [43], [45], [51], [59], [68].

Vektor x⋆, který je řešeńım (1.19), můžeme źıskat řešeńım rovnice (A+ ξ⋆I)x⋆ = −g,
známe-li č́ıslo ξ⋆ ≥ max{0,−λ1}, kde λ1 je nejmenš́ı vlastńı č́ıslo matice A, vyhovuj́ıćı
podmı́nkám věty 1.5. Je-li ξ⋆ > max{0,−λ1}, pak A+ ξ⋆I je positivně definitńı matice
a rovnice (A + ξ⋆I)x = −g má jediné řešeńı x⋆, kde ∥x⋆∥ = ∆ (věta 1.5). Č́ıslo ξ⋆ je
řešeńım rovnice

ϕ(ξ) ≡ 1

∆
− 1

∥x∥
= 0 pro ξ > max{0,−λ1},(2.1)

kde x je definováno jako řešeńı rovnice (A+ξI)x = −g. Rovnice (2.1) má velmi výhodné
vlastnosti z hlediska použit́ı Newtonovy metody, jak dále uvid́ıme (funkce ϕ(ξ) je na
intervalu (−λ1,∞) konvexńı, klesaj́ıćı a tud́ıž existuje jediné ξ⋆ takové, že ϕ(ξ⋆) = 0),
oproti rovnici ϕ̃(ξ) ≡ ∥x∥ −∆ = 0.
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Lemma 2.1 Jestlǐze ξ > max{0,−λ1}, pak plat́ı

ϕ′(ξ) = −x
T (A+ ξI)−1x

∥x∥3
a ϕ′′(ξ) ≥ 0.(2.2)

Důkaz: Protože x ≡ x(ξ), z rovnosti ϕ(ξ) = 1
∆
− 1

∥x(ξ)∥ plyne

ϕ′(ξ) =
∥x(ξ)∥′

∥x(ξ)∥2
.

Spoč́ıtáme derivaci

∥x(ξ)∥′ =
[√

(x(ξ)Tx(ξ))
]′
=
x(ξ)Tx′(ξ)

∥x(ξ)∥
a zderivujeme obě strany rovnosti (A+ ξI)x(ξ) = −g, abychom dostali

(A+ ξI)′x(ξ) + (A+ ξI)x′(ξ) = 0 ⇒ x′(ξ) = −(A+ ξI)−1x(ξ).

Tedy

∥x(ξ)∥′ = −x(ξ)
T (A+ ξI)−1x(ξ)

∥x(ξ)∥
a celkem

ϕ′(ξ) = −x(ξ)
T (A+ ξI)−1x(ξ)

∥x(ξ)∥3
.

Nyńı využijme rozklad A = QDQT a pro ξ > max{0,−λ1} dostaneme

QT (A+ ξI)Q = D+ ξI ⇒ (A+ ξI)−1 = Q(D+ ξI)−1QT ;

x(ξ) = −(A+ ξI)−1g = −Q(D+ ξI)−1QTg.

Tedy

∥x(ξ)∥ =
√
gTQ(D+ ξI)−2QTg =

√√√√ n∑
i=1

ϑ2
i

(λi + ξ)2
,(2.3)

kde g =
∑n

i=1 ϑiqi a dále

ϕ(ξ) =
1

∆
−

[
n∑
i=1

ϑ2
i

(λi + ξ)2

]− 1
2

,(2.4)

ϕ′(ξ) = −

[
n∑
i=1

ϑ2
i

(λi + ξ)3

][
n∑
i=1

ϑ2
i

(λi + ξ)2

]− 3
2

a(2.5)

ϕ′′(ξ) = 3ω(ξ)

[
n∑
i=1

ϑ2
i

(λi + ξ)2

]− 5
2

, kde(2.6)

ω(ξ) =

[
n∑
i=1

ϑ2
i

(λi + ξ)4

][
n∑
i=1

ϑ2
i

(λi + ξ)2

]
−

[
n∑
i=1

ϑ2
i

(λi + ξ)3

]2
≥ 0(2.7)
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podle Schwarzovy nerovnosti. 2

Z tohoto lemmatu plyne, že ϕ(ξ) klesá monotonně a je konvexńı, protože ϕ′(ξ) < 0 a
ϕ′′(ξ) ≥ 0 ∀ξ > max{0,−λ1} a g ̸= 0.

Dále podle (2.3) dostáváme tyto limity:

lim
ξ→−λ1+

∥x(ξ)∥ = ∞, lim
ξ→∞

∥x(ξ)∥ = 0.

Plat́ı tedy

−∞ ≤ ϕ(ξ) ≤ 1

∆
(2.8)

Prvńı derivace ϕ′(ξ) je rostoućı funkce a je omezená. Vyšetřeńım limit pro ξ → ∞ a
ξ → −λ1+ ve vztahu (2.5) odvod́ıme tyto meze:

− 1

|ϑk|
≤ ϕ′(ξ) ≤ − 1

∥g∥
,(2.9)

kde k ∈ {1, . . . , n} je nejmenš́ı celé č́ıslo takové, že ϑk ̸= 0.

1. ξ → ∞ :

lim
ξ→∞

ϕ′(ξ) = − lim
ξ→∞

[
n∑
i=1

ϑ2
i

(λi + ξ)3

][
n∑
i=1

ϑ2
i

(λi + ξ)2

]− 3
2

· ξ
3

ξ3
=

= − lim
ξ→∞

[ n∑
i=1

ξ3

(λi + ξ)3︸ ︷︷ ︸
→ 1

· ϑ2
i

]
︸ ︷︷ ︸

→ ∥g∥2

[ n∑
i=1

ξ2

(λi + ξ)2︸ ︷︷ ︸
→ 1

· ϑ2
i

]
︸ ︷︷ ︸

→ ∥g∥2

− 3
2

= − 1

∥g∥

2. ξ → −λ1+ :

(a) Necht’ λ1 je l-násobné a k ≤ l.

lim
ξ→−λ1+

ϕ′(ξ) = − lim
ξ→−λ1+

[
l∑

i=k

ϑ2
i

(λ1 + ξ)3
+

n∑
i=l+1

ϑ2
i

(λi + ξ)3

]
·

·

[
l∑

i=k

ϑ2
i

(λ1 + ξ)2
+

n∑
i=l+1

ϑ2
i

(λi + ξ)2

]− 3
2

· (λ1 + ξ)3

(λ1 + ξ)3
=

= − lim
ξ→−λ1+

[ l∑
i=k

(λ1 + ξ)3

(λ1 + ξ)3
· ϑ2

i︸ ︷︷ ︸
→ ϑ2k+...+ϑ

2
l

+
n∑

i=l+1

(λ1 + ξ)3

(λi + ξ)3
· ϑ2

i︸ ︷︷ ︸
→ 0

]
·

·
[ l∑
i=k

(λ1 + ξ)2

(λ1 + ξ)2
· ϑ2

i︸ ︷︷ ︸
→ ϑ2k+...+ϑ

2
l

+
n∑

i=l+1

(λ1 + ξ)2

(λi + ξ)2
· ϑ2

i︸ ︷︷ ︸
→ 0

]− 3
2

=

= − 1√
ϑ2
k + . . .+ ϑ2

l

≥ − 1

|ϑk|
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(b) Necht’ k > l. Pak λk > λ1 a v limitě můžeme dosadit ξ := −λ1.

lim
ξ→−λ1+

ϕ′(ξ) = − lim
ξ→−λ1+

[
n∑
i=k

ϑ2
i

(λi + ξ)3

][
n∑
i=k

ϑ2
i

(λi + ξ)2

]− 3
2

=

= −

[
n∑
i=k

ϑ2
i

(λi − λ1)3

][
n∑
i=k

ϑ2
i

(λi − λ1)2

]− 3
2

=

= −

[
n∑
i=k

(
ϑi

λi − λ1

)2

· 1

λi − λ1

][
n∑
i=k

(
ϑi

λi − λ1

)2
]− 3

2

≥

≥ − 1

λk − λ1

[
n∑
i=k

(
ϑi

λi − λ1

)2
]− 1

2

=

= − 1

|ϑk|
|ϑk|

(λk − λ1)

[
n∑
i=k

(
ϑi

λi − λ1

)2
]− 1

2

= − 1

|ϑk|
|ϱk|
∥ϱ∥

≥ − 1

|ϑk|
,

kde ϱ je vektor o složkách (ϱk, . . . , ϱn) =
(

ϑk
λk−λ1

, . . . , ϑn
λn−λ1

)
.

Lemma 2.2 Necht’ g =
∑n

i=1 ϑiqi a k ∈ {1, . . . , n} je nejmenš́ı celé č́ıslo takové, že
ϑk ̸= 0. Necht’ l < n je takové, že λ1 = λ2 = . . . = λl. Pak singulárńı př́ıpad pro
problém (1.25) nastává právě když plat́ı k > l.

Důkaz: Necht’ g =
∑n

i=1 ϑiqi a S1 = {q1, . . . , ql} je podprostor vlastńıch vektor̊u
asociovaných s l-násobným vlastńım č́ıslem λ1. Plat́ı

gT (q1, . . . , ql) =
n∑
i=1

ϑiq
T
i (q1, . . . , ql) = (ϑ1, . . . , ϑl).

Jestliže nastane singulárńı př́ıpad, tedy g ⊥ S1, pak ϑ1 = . . . = ϑl = 0 a tud́ıž je
k > l. Jestliže naopak je k > l, tedy ϑ1 = . . . = ϑl = 0, pak je g ⊥ S1. 2

Nyńı použijeme Newtonovu metodu na rovnici (2.1). Abychom mohli spoč́ıtat derivace
ϕ′(ξ) podle lemmatu 2.1, budeme uvažovat Choleského rozklad matice A+ ξI = RTR,
kde R je horńı trojúhelńıková matice. Zavedeme-li vektor w, pro který plat́ı RTw = x,
pak z (2.2) plyne

ϕ′(ξ) = −∥w∥2

∥x∥3
.

Abychom mohli provést Choleského rozklad, muśıme zajistit (a to provedeme později),
aby A+ ξI ≻ 0, tj. ξ > −λ1.

Newton̊uv krok je definován takto:

ξ+ = ξ − ϕ(ξ)

ϕ′(ξ)
,

což po dosazeńı za derivaci dává:

ξ+ = ξ +
∥x∥3

∥w∥2
·
(
1

∆
− 1

∥x∥

)
= ξ +

∥x∥2

∥w∥2
·
(
∥x∥ −∆

∆

)
.(2.10)

Newtonova metoda má tento tvar:
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Algoritmus 2.1 Newtonova metoda.

Necht’ je dáno ∆ > 0 a ξ ≥ 0, kde A+ ξI ≻ 0.

1. Provedeme rozklad A+ ξI = RTR.

2. Řeš́ıme RTRx = −g.

3. Řeš́ıme RTw = x.

4. Polož́ıme ξ := ξ +
(

∥x∥
∥w∥

)2
·
(

∥x∥−∆
∆

)
.

Necht’ pro problém (1.25) nastane singulárńı př́ıpad. Podle definice 1.11 tedy plat́ı
g ⊥ S1, odtud je qTi g = ϑi = 0 pro i = 1, . . . , l, kde l je násobnost vlastńıho č́ısla λ1,
a plat́ı

ϕ(ξ) =
1

∆
−

[
n∑

i=l+1

ϑ2
i

(λi + ξ)2

]− 1
2

a lim
ξ→−λ1+

∥x(ξ)∥ <∞.

Použijeme-li rozklad A = QDQT , lze rovnici (A+ ξI)x = −g přepsat na tvar

(D+ ξI)QTx = −QTg.

Pokud je ξ > −λ1, plat́ı qT1 x = 0. Jestliže však je ξ = −λ1, může výraz qT1 x nabývat
libovolných hodnot, matice A+ ξI je singulárńı a funkce ϕ(ξ) nabývá v tomto př́ıpadě
v́ıce hodnot. Jej́ı minimálńı hodnotu dostaneme pro qT1 x = 0, nebot’ z ortogonality matice
Q plyne ∥x∥ = ∥QTx∥.

Pokud limξ→−λ1+ ϕ(ξ) > 0, má rovnice ϕ(ξ) = 0 řešeńı ξ⋆ v intervalu (−λ1,∞),
můžeme použ́ıt iteračńı proces (2.10) a hledat řešeńı problému (1.25) pomoćı Choleského
rozkladu A+ ξI = RTR tak jako v př́ıpadě, kdy g ̸⊥ S1. Pokud limξ→−λ1+ ϕ(ξ) ≤ 0,
tedy ∥x∥ ≤ ∆, má rovnice ϕ(ξ) = 0 řešeńı ξ⋆ = −λ1 a vektor řešeńı x⋆ je třeba
spoč́ıtat jako x⋆ = x+ κq, kde

(A− λ1I)(x+ κq) = −g, ∥x+ κq∥ = ∆ a q ∈ S1.

Na obrázku 2.1 jsou znázorněny možnosti funkce ϕ(ξ) v okoĺı bodu −λ1. V levé části je
př́ıpad ϑ1 ̸= 0 (k = 1), nenastává tedy singulárńı př́ıpad. Jakmile se ϑ1 bĺıž́ı k nule, začne
se funkce ϕ(ξ) v bodě −λ1 spojovat. V pravé části obrázku plat́ı ϑ1 = 0, ϑ2 ̸= 0 (k = 2),
což odpov́ıdá singulárńımu př́ıpadu. Vpravo nahoře plat́ı limξ→−λ1+ ϕ(ξ) ≤ 0, což vede
na singulárńı systém (1.27), protože ξ⋆ = −λ1. Vpravo dole plat́ı limξ→−λ1+ ϕ(ξ) > 0,
existuje tedy ξ⋆ > −λ1 a systém (1.27) je positivně definitńı. Svislá úsečka v bodě −λ1
obsahuje hodnoty ϕ(−λ1) pro r̊uzné hodnoty výrazu qT1 x.

V daľśı části se budeme zabývat hledáńım řešeńı problému (1.25).

Lemma 2.3 Necht’ je dáno σ ∈ (0, 1), necht’ A+ ξI = RTR, (A+ ξI)x = −g, ξ ≥ 0
a necht’ vektor z ∈ Rn splňuje

∥x+ z∥ = ∆, ∥Rz∥2 ≤ σ(∥Rx∥2 + ξ∆2).(2.11)

Pak plat́ı
−ψ(x+ z) ≥ (1− σ)|ψ⋆|,(2.12)

kde ψ⋆ = ψ(x⋆) a x⋆ je řešeńı problému (1.25).
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Obrázek 2.1: Funkce ϕ(ξ) v okoĺı bodu −λ1

Důkaz: Pro každé z ∈ Rn plat́ı:

ψ(x+ z) = gT (x+ z) +
1

2
(x+ z)TA(x+ z) =

= −xT (A+ ξI)(x+ z) +
1

2
(x+ z)T (A+ ξI)(x+ z)− 1

2
ξ(x+ z)T (x+ z) =

= −xTRTR(x+ z) +
1

2
∥Rx∥2 + 1

2
∥Rz∥2 + xTRTRz − 1

2
ξ∥x+ z∥2 =

=
1

2
∥Rx∥2 + 1

2
∥Rz∥2 − 1

2
ξ∥x+ z∥2 − ∥Rx∥2 =

= −1

2

(
∥Rx∥2 + ξ∥x+ z∥2

)
+

1

2
∥Rz∥2.(2.13)

Dále pro každé z, které splňuje (2.11), plat́ı

−ψ(x+ z) ≥ 1

2
(∥Rx∥2 + ξ∆2)− 1

2
σ(∥Rx∥2 + ξ∆2) =

1

2
(1− σ)(∥Rx∥2 + ξ∆2).

Kromě toho, je-li ψ⋆ = ψ(x+ z⋆), kde ∥x+ z⋆∥ ≤ ∆, pak (2.13) implikuje, že

−ψ(x+ z⋆) =
1

2
(∥Rx∥2 + ξ∥x+ z⋆∥2)−

1

2
∥Rz⋆∥2 ≤

1

2
(∥Rx∥2 + ξ∆2).(2.14)

Celkem

−ψ(x+ z) ≥ 1

2
(1− σ)(∥Rx∥2 + ξ∆2) ≥ (1− σ)(−ψ⋆) = (1− σ)|ψ⋆|,

nebot’ ψ⋆ < 0. 2

Důsledkem je, že |ψ(x+z)−ψ⋆| ≤ σ|ψ⋆|. Tedy plat́ı-li (2.11), pak x+z je pro dostatečně
malá σ téměř optimálńı řešeńı problému (1.25).
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Poznámka 2.1 Označme x̃ = x + z a předpokládejme, že plat́ı x̃ = ∆
∥x∥ x. Jestlǐze

vektor x splňuje podmı́nku (
∆

∥x∥
− 1

)2

≤ σ

(
1 +

ξ∆2

∥Rx∥2

)
,(2.15)

pak plat́ı nerovnost (2.11).

Důkaz: Plat́ı

∥Rz∥2 = ∥R(x̃− x)∥2 = ∥R
( ∆

∥x∥
x− x

)
∥2 = ∥R

( ∆

∥x∥
− 1
)
x∥2 =

=
( ∆

∥x∥
− 1
)2
∥Rx∥2 ≤ σ

(
1 +

ξ∆2

∥Rx∥2
)
∥Rx∥2 = σ(∥Rx∥2 + ξ∆2),

což je nerovnost (2.11). 2

Vektor z ∈ Rn použitý v lemmatu 2.3 nemuśı mı́t nutně tvar z = κq pro q ∈ S1. Je
však třeba, aby výraz ∥Rz∥2 = zT (A+ ξI)z byl co nejmenš́ı, abychom mohli očekávat,
že bude splněna nerovnost (2.11). Pro ξ = −λ1 a z = κq, q ∈ S1, pochopitelně plat́ı

∥Rz∥2 = zT (A+ ξI)z = κ2qT (A− λ1I)q = 0.

Obvykle voĺıme z = κv, kde v je vektor, který je aproximaćı nějakého vektoru q ∈ S1 a
∥v∥ = 1. Lze ho naj́ıt vhodnou numerickou metodou, např. inverzńı mocninnou metodou.
Č́ıslo κ urč́ıme tak, aby platilo ∥x+ z∥ = ∥x+ κv∥ = ∆ :

∥x+ κv∥ = ∆ ⇒ κ2 + 2κxTv + ∥x∥2 −∆2 = 0,

tedy

κ1,2 = −xTv ±
√

(xTv)2 +∆2 − ∥x∥2 ·
−xTv ∓

√
(xTv)2 +∆2 − ∥x∥2

−xTv ∓
√
(xTv)2 +∆2 − ∥x∥2

=

=
(xTv)2 − [(xTv)2 +∆2 − ∥x∥2]
−xTv ∓

√
(xTv)2 +∆2 − ∥x∥2

=
∆2 − ∥x∥2

xTv ±
√

(xTv)2 +∆2 − ∥x∥2
.

Znaménko ve jmenovateli zvoĺıme tak, aby byl jmenovatel větš́ı a obešla se možnost děleńı
malým č́ıslem (když se ∥x∥ bĺıž́ı k ∆, je jmenovatel bĺızko nuly). Odtud plyne

κ =
∆2 − ∥x∥2

xTv + sgn(xTv)
√
(xTv)2 +∆2 − ∥x∥2

.(2.16)

Test konvergence se provede na základě následuj́ıćıho lemmatu.

Lemma 2.4 Necht’ je dáno σ, σ1, σ2 ∈ (0, 1), iterace {ξ, x}, necht’

A+ ξI = RTR, (A+ ξI)x = −g, ξ ≥ 0

a necht’ x⋆ je řešeńı (1.25) s funkčńı hodnotou ψ(x⋆) ≡ ψ⋆.
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1. Jestlǐze ∣∣∣∆− ∥x∥
∣∣∣ ≤ σ∆ nebo ∥x∥ ≤ ∆ & ξ = 0,(2.17)

pak plat́ı
−ψ(x) ≥ (1− σ)2|ψ⋆|(2.18)

a tedy x je aproximačńı řešeńı problému (1.25).

2. Kdykoli je ∥x∥ < ∆ a ξ ̸= 0, pak necht’ κ a v jsou takové, že ∥x + κv∥ = ∆.
Jestlǐze

∥R(κv)∥2 ≤ σ1(2− σ1)max{σ2, ∥Rx∥2 + ξ∆2},(2.19)

pak plat́ı
0 ≤ ψ(x+ κv)− ψ⋆ ≤ σ1(2− σ1)max{|ψ⋆|, σ2}(2.20)

a tedy x + κv je aproximačńı řešeńı problému (1.25), pro který nastal singulárńı
př́ıpad.

Důkaz:

1. (a) Vztah (2.13) pro z = 0 implikuje, že

−ψ(x) =
1

2
(∥Rx∥2 + ξ∥x∥2) ≥ 1

2
(∥Rx∥2 + (1− σ)2ξ∆2) ≥

≥ 1

2
(1− σ)2(∥Rx∥2 + ξ∆2),

nebot’ ∥Rx∥2 ≥ (1− σ)2∥Rx∥2 a podle předpokladu∣∣∣∆− ∥x∥
∣∣∣ ≤ σ∆ ⇒ ∥x∥ ≥ (1− σ)∆.

Do této posledńı nerovnosti dosad́ıme (2.14) a dostaneme

−ψ(x) ≥ (1− σ)2(−ψ⋆) = (1− σ)2|ψ⋆|.

(b) Pro ∥x∥ ≤ ∆ & ξ = 0 dosad́ıme (2.13) a (2.14) a dostaneme

−ψ(x) = 1

2
∥Rx∥2 ≥ −ψ⋆

a protože triviálně plat́ı ψ(x) ≥ ψ⋆, pak ψ(x) = ψ⋆.

2. (a) Necht’ ∥Rx∥2 + ξ∆2 > σ2. Pak jsou splněny předpoklady lemmatu 2.3 pro

σ = σ1(2− σ1) ∈ (0, 1) a z = κv

a plat́ı
−ψ(x+ κv) ≥ (1− σ)|ψ⋆|.

Odtud plyne
ψ(x+ κv)− ψ⋆ ≤ σ1(2− σ1)|ψ⋆|.
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(b) Necht’ ∥Rx∥2 + ξ∆2 ≤ σ2. Jestliže ψ⋆ = ψ(x+ z⋆), kde ∥x+ z⋆∥ ≤ ∆, pak
(2.13) implikuje, že

−ψ⋆ =
1

2
(∥Rx∥2 + ξ∥x+ z⋆∥2)−

1

2
∥Rz⋆∥2 ≤

1

2
(∥Rx∥2 + ξ∆2).

Tato nerovnost, (2.13) a (2.19) implikuj́ı, že

ψ(x+ κv) = −1

2
(∥Rx∥2 + ξ∥x+ κv∥2) + 1

2
∥R(κv)∥2 ≤ ψ⋆ +

1

2
σ1(2− σ1)σ2.

Odtud plyne

ψ(x+ κv)− ψ⋆ ≤
1

2
σ1(2− σ1)σ2 ≤ σ1(2− σ1)σ2.

Spojeńım obou část́ı plyne druhá část tvrzeńı lemmatu. 2

Nyńı se vrát́ıme k Newtonově metodě. Z rovnice ϕ(ξ) = 0, vlastnost́ı funkce ϕ(ξ)
(konvexńı a klesaj́ıćı pro ξ ≥ −λ1) a iteračńıho procesu (2.10) plynou tyto možnosti (viz
obrázek 2.1):

1. Je-li ξ ∈ (−λ1, ξ⋆), tj. ϕ(ξ) > 0, pak ξ+ ∈ (−λ1, ξ⋆) a Newtonova metoda
produkuje monotonně rostoućı posloupnost {ξi}i∈N konverguj́ıćı ke ξ⋆.

2. Je-li ξ ∈ (ξ⋆,∞), tj. ϕ(ξ) < 0, pak ξ+ < ξ⋆. Nemuśı však být splněna podmı́nka
ξ+ > −λ1, tedy A+ ξ+I nemuśı být positivně definitńı.

3. Je-li ξ ∈ (−∞,−λ1⟩, pak A+ξI neńı positivně definitńı, nelze provést Choleského
rozklad a muśıme zajistit zvětšeńı ξ+.

Proto je třeba upravit Newtonovu metodu tak, aby nedošlo k jej́ımu selháńı, aby byla
matice A + ξ+I positivně definitńı z hlediska provedeńı Choleského rozkladu. Zave-
deme meze ξL a ξU , pro které plat́ı ξ⋆ ∈ ⟨ξL, ξU⟩, a bod ξS jako dolńı odhad pro −λ1.
Polož́ıme ξS := maxi=1,...,n{−aii} ≤ −λ1, kde aii jsou diagonálńı prvky matice A. Hod-
noty ξL, ξU , ξS se během výpočtu aktualizuj́ı. Z (1.27) plyne xT⋆ (A + ξ⋆I)

2x⋆ = ∥g∥2 a
dále

λ1∥x⋆∥2 ≤ xT⋆Ax⋆ ≤ λn∥x⋆∥2

⇒ (λ1 + ξ⋆)
2∥x⋆∥2 ≤ xT⋆ (A+ ξ⋆I)

2x⋆ ≤ (λn + ξ⋆)
2∥x⋆∥2.

• Jestliže je řešeńı x⋆ na hranici, ∥x⋆∥ = ∆, dostáváme vztah

λ1 + ξ⋆ ≤
∥g∥
∆

≤ λn + ξ⋆.

Spektrum matice A lež́ı pro jakoukoli multiplikativńı maticovou normu v intervalu
⟨−∥A∥, ∥A∥⟩, tedy

∥g∥
∆

− ∥A∥ ≤ ξ⋆ ≤
∥g∥
∆

+ ∥A∥.

• Jestliže je ∥x⋆∥ < ∆, pak ξ⋆ = 0 a dostaneme

∥g∥2 = xT⋆A
2x⋆ ≤ ∥A∥2∥x⋆∥2 < ∥A∥2∆2 ⇒ ∥g∥

∆
−∥A∥ < 0 = ξ⋆ <

∥g∥
∆

+∥A∥.
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Z těchto úvah dostáváme pro ξ⋆ meze ξL ≥ 0 a ξU > 0 :

ξL = max

{
0, ξS,

∥g∥
∆

− ∥A∥
}
, ξU =

∥g∥
∆

+ ∥A∥(2.21)

a jako počátečńı ξ0 polož́ıme ξ ≡ ξ0 = 0. Kdykoli je však ξ ≤ ξL, polož́ıme

ξ = max
{
10−3ξU ,

√
ξLξU

}
∈ (ξL, ξU).(2.22)

Je to zvoleno čistě heuristicky, aby platilo ξ ∈ (ξL, ξU). V praxi se tato volba ukázala
jako velmi efektivńı.

Nyńı rozebereme všechny možné př́ıpady, které mohou nastat pro počátečńı a daľśı
aktualizovaná ξ (viz obrázek 2.1):

1. ξ ∈ (−λ1, ξ⋆). V tomto př́ıpadě je A + ξI ≻ 0, źıskáme Choleského rozklad
A + ξI = RTR a pomoćı něho řeš́ıme rovnici (A + ξI)x = −g, č́ımž dostaneme
iteraci x a protože ϕ(ξ) > 0, plat́ı ∥x∥ > ∆. Testujeme, zda x splňuje podmı́nky
konvergence uvedené v bodě 1. lemmatu 2.4. Pokud ne, polož́ıme ξL = ξ, podle
(2.10) spoč́ıtáme ξ+ > ξ, pro které plat́ı ξ+ ∈ (−λ1, ξ⋆) a dostaneme posloupnost
{ξi}i∈N, která konverguje monotonně ke ξ⋆.

2. ξ ∈ (ξ⋆,∞). V tomto př́ıpadě je opět A + ξI ≻ 0, č́ımž źıskáme Choleského
rozklad A+ ξI = RTR a řeš́ıme rovnici (A+ ξI)x = −g. Dostaneme iteraci x a
protože ϕ(ξ) < 0, plat́ı ∥x∥ < ∆. Urč́ıme vektor v, ∥v∥ = 1, který aproximuje
vlastńı vektor q ∈ S1, spoč́ıtáme κ podle (2.16) a testujeme podmı́nky konvergence
uvedené v bodech 1. a 2. lemmatu 2.4. Pokud plat́ı (2.19), źıskáváme přibližné řešeńı
problému (1.25), pro který nastal singulárńı př́ıpad. Nejsou-li podmı́nky (2.17) a
(2.19) splněny, pak postupujeme dále následuj́ıćım zp̊usobem. Plat́ı

∥Rv∥2 = vT (A+ ξI)v ≥ λ1 + ξ ⇒ −λ1 ≥ ξ − ∥Rv∥2

a polož́ıme

ξS := max
{
ξS, ξ − ∥Rv∥2

}
, ξL := max {ξL, ξS} , ξU := ξ.(2.23)

Pokud je v přesně vektor q ∈ S1, plat́ı rovnost

−λ1 = ξ − ∥Rv∥2.
Newtonovou metodou dále spoč́ıtáme ξ+ < ξ podle vzorce (2.10), pro které plat́ı
ξ+ ∈ (−∞, ξ⋆). Je-li ξ+ < ξL, polož́ıme podle (2.22)

ξ+ = max
{
10−3ξU ,

√
ξLξU

}
∈ (ξL, ξU) ⊇ ⟨−λ1, ξU).

3. ξ ∈ (−∞,−λ1⟩. V tomto př́ıpadě je A+ ξI ̸≻ 0, źıskáme pouze částečný rozklad
RT
k−1Rk−1 a v k-tém kroku se proces zhrout́ı. Toto k je nejmenš́ı takové, že hlavńı

k × k podmatice matice A+ ξI neńı positivně definitńı. Necht’

Rk−1 =



r1 . . . . . . . . . . . . r

0
. . .

...
...

. . . rk−1 . . . . . . r
...

. . . 0 . . . 0
...

. . . . . .
...

0 . . . . . . . . . 0 0


, Zk =



0 . . . . . . . . . . . . 0
...

...
... 0 . . . . . . 0
...

... zk . . . z
...

...
...

...
0 . . . 0 z . . . zn


,
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kde r a z znač́ı nenulové prvky a index .i znamená i-tý prvek na diagonále. Pak
plat́ı

A+ ξI = RT
k−1Rk−1 + Zk, kde zk ≤ 0.

Definujme vektor
u = (u1, . . . , uk−1, 1, 0, . . . , 0)

T ∈ Rn,(2.24)

jehož posledńıch n − k složek je nula, k-tá složka je jednička a je-li k > 1, pak
prvńıch k − 1 složek u je zvoleno tak, že u je ortogonálńı na k − 1 řádk̊u matice
Rk−1, tj. Rk−1u = 0. Pro takovou volbu u plat́ı

uT (A+ ξI)u = uT (RT
k−1Rk−1 + Zk)u = zk ≤ 0

a

uT (A+ ξI)u ≥ (λ1 + ξ)∥u∥2 ⇒ −λ1 ≥ ξ − uT (A+ ξI)u

∥u∥2

Protože nav́ıc A+ ξ⋆I ≽ 0, pak

0 ≤ uT (A+ ξ⋆I)u = uT (A+ ξI)u+ (ξ⋆ − ξ)uTu

⇒ ξ⋆ ≥ −λ1 ≥ ξ − uT (A+ ξI)u

∥u∥2
≥ ξ

a polož́ıme

ξL := ξ − uT (A+ ξI)u

∥u∥2
a ξ+ = max

{
10−3ξU ,

√
ξLξU

}
∈ (ξL, ξU).(2.25)

Opět se ptáme, zda je A + ξ+I ≻ 0. Pokud ne, konstruujeme posloupnost {ξi},
která má následuj́ıćı vlastnosti:

ξU > ξi > ξL ∀i, ξi+1 > ξi, ξi+1 ≥
√
ξLξU ≥

√
ξiξU ,(2.26)

přičemž v každém kroku aktualizujeme dolńı mez ξL ≥ ξi+1. Posloupnost {ξi} má
limitu, protože je rostoućı, monotonńı, shora omezená a plat́ı následuj́ıćı lemma.

Lemma 2.5 Necht’ je posloupnost {ξi} konstruována podle (2.26). Pak plat́ı

lim
i→∞

ξi = ξU .

Důkaz: Z 2.26 plyne

ξi+1 ≥
√
ξiξU ⇒ ξi+1

ξi
≥

√
ξU
ξi

⇒ 1 = lim
i→∞

ξi+1

ξi
≥ lim

i→∞

√
ξU
ξi

Jelikož ξi < ξU ∀i, plat́ı limi→∞ ξi = ξU . 2

Protože pro všechna ξL plat́ı ξL ≤ −λ1, plyne z lemmatu 2.5, že pro ξU > −λ1
existuje index i takový, pro který je ξi+1 > −λ1, tedy že A+ ξi+1I ≻ 0 a můžeme
provést Choleského rozklad. Je-li ξU = −λ1, pak ale ξ⋆ = −λ1 a z lemmatu plyne,
že ξi → ξU = −λ1 = ξ⋆.
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Posloupnost bod̊u {ξi} konstruovaná podle bod̊u 1.-3., kde ξi+1 ≡ ξ+ a ξi+1 ∈ (ξL, ξU)
má limitu, nebot’ v každém kroku zmenšujeme interval ⟨ξL, ξU⟩ tak, že ξU − ξL → 0.
Ćılem je dostat ξi+1 ∈ (−λ1, ξ⋆), nebot’ poté dostaneme monotonně rostoućı posloupnost,
která konverguje ke ξ⋆.

Poznámka 2.2 Výpočet nového č́ısla ξ+ je kromě Newtonovy metody (2.10) možno provést
daľśımi jednodušš́ımi, avšak méně výhodnými zp̊usoby, např.:

1. Protože funkce ϕ(ξ) klesá od 1
∆

k nule, když ξ roste od −λ1 ke ξ⋆, pak z iteračńıho
procesu (2.10) dostaneme podle (2.8) a (2.9)

ξ+ = ξ − ϕ(ξ)

ϕ′(ξ)
≥ ξL − 1

∆ϕ′(ξ)
≥ ξL +

∥g∥
∆

a m̊užeme jednodušeji položit ξ+ = ξL + ∥g∥
∆
.

2. Máme-li k dispozici ξU , pak m̊užeme položit ξ+ = ξL + θ(ξU − ξL), kde např.
θ ≤ 0.1, aby ξ+ bylo pokud možno v intervalu ⟨−λ1, ξ⋆⟩.

3. Jakmile máme položeno ξL a ξU a v́ıme-li, že ξL > −λ1, m̊užeme využ́ıt vlastnosti
konvexńı funkce ϕ(ξ). Metodou regula-falsi lze spoč́ıtat hodnotu ξF , pro kterou plat́ı
ξ⋆ < ξF < ξU :

ξF =
ϕ(ξL)ξU − ϕ(ξU)ξL
ϕ(ξL)− ϕ(ξU)

.

Touto metodou lze rovněž spoč́ıtat ξ⋆.

Nyńı shrneme všechny části a načrtneme algoritmus pro řešeńı problému (1.25).

Algoritmus 2.2 Použit́ı Choleského rozkladu pro výpočet lokálně omezeného kroku.

Zvoĺıme ε, σ1, σ2 ∈ (0, 1), δ, δ tak, že 0 < δ < 1 < δ (ε je bĺızko 0, δ a δ bĺızko 1).

1. Polož́ıme

ξS = max
i=1,...,n

{−aii}, ξL = max

{
0, ξS,

∥g∥
∆

− ∥A∥
}
, ξU =

∥g∥
∆

+ ∥A∥, ξ = 0.

2. Jestlǐze ξ > ξL, přejdeme na krok 3. Jinak polož́ıme ξ = max
{
10−3ξU ,

√
ξLξU

}
.

3. Je-li A + ξI ≻ 0, provedeme rozklad A + ξI = RTR a přejdeme na krok 4.
Jinak urč́ıme vektor u ∈ Rn podle (2.24), provedeme aktualizaci podle (2.25) a
opakujeme krok 3.

4. Urč́ıme vektor x, který je řešeńım rovnice RTRx = −g.

(a) Jestlǐze ∥x∥ > δ∆, čili ϕ(ξ) > 0, polož́ıme ξL = ξ a přejdeme na krok 6.

(b) Jestlǐze δ∆ ≤ ∥x∥ ≤ δ∆, pak polož́ıme x⋆ = x, ξ⋆ = ξ a STOP.

(c) Jestlǐze ∥x∥ < δ∆ a ξ < ε, pak x⋆ = x, ξ⋆ = 0 a STOP.

(d) Jestlǐze ∥x∥ < δ∆ a ξ > ε, čili ϕ(ξ) < 0, přejdeme na krok 5.
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5. Urč́ıme vektor v ∈ Rn, který aproximuje vlastńı vektor q1 př́ıslušný vlastńımu
č́ıslu λ1 a spoč́ıtáme č́ıslo κ podle (2.16). Jestlǐze plat́ı nerovnost (2.19), polož́ıme
x⋆ = x + κv, ξ⋆ = ξ a STOP. Jinak aktualizujeme meze podle (2.23) a přejdeme
na krok 6.

6. Řeš́ıme soustavu RTw = x pro w, pomoćı Newtonovy metody spoč́ıtáme ξ+ podle
(2.10), polož́ıme ξ = ξ+ a návrat na krok 2.

Na následuj́ıćım velmi jednoduchém př́ıkladě spoč́ıtáme jednu iteraci algoritmu 1.1.
Pokud bude pro ξ+ spočtené podle vzorce (2.10) platit ξ+ /∈ (ξL, ξU), nebudeme uvažovat
heuristiku (2.22), ale podle potřeby zvoĺıme ξ+ ∈ (ξL, ξU), abychom viděli možnosti
chováńı algoritmu 2.2 pro r̊uzná ξ.

Př́ıklad 2.1 Necht’ je dána následuj́ıćı dvakrát spojitě diferencovatelná a zdola omezená funkce

F (y) =
1

2
y21y

2
2 + y21 + 6y1y2 + y22 − 4y1 + 3y2,

jej́ı̌z minimum (bez omezeńı) hledáme. Necht’ je dána k-tá aproximace

y(k) = (1, 1)T .

Takový vektor m̊uže být bud’ zvolen jako počátečńı (k = 0) nebo spoč́ıtán z předchoźı iterace po
zvoleńı počátečńıho y(0) = (0, 0)T . Úkolem je nalézt směrový vektor x⋆ ∈ R2 tak, že polož́ıme
y(k+1) = y(k) + x⋆. Urč́ıme tedy kvadratickou aproximaci ψ(x) :

F ′(y) = (y1y
2
2 + 2y1 + 6y2 − 4, y21y2 + 6y1 + 2y2 + 3) ⇒ F ′(1, 1) = (5, 12) ≡ gT ;

F ′′(y) =

(
y22 + 2 2y1y2 + 6

2y1y2 + 6 y21 + 2

)
⇒ F ′′(1, 1) =

(
3 8
8 3

)
≡ G ≈ A,

takže

ψ(x) ≡ ψ(x1, x2) =
1

2
xTAx+ gTx =

3

2
x21 + 8x1x2 +

3

2
x22 + 5x1 + 12x2.

Postupujeme podle algoritmu 2.2. Vlastńı č́ısla a vlastńı vektor odpov́ıdaj́ıćı nejmenš́ımu vlastńımu
č́ıslu matice A jsou

λ1 = −5, q1 =
1√
2
(1,−1)T a λ2 = 11 ⇒ ∥A∥ ≥ 11.

Necht’ aproximace v vlastńıho vektoru q1 je

v =
1

5
(4,−3)T .

Dále máme ∥g∥ = 13 a zvoĺıme ∆ = 5, takže plat́ı

ξS = −3, ξL = 0, ξU ≥ 13.6, počátečńı ξ = 0 /∈ (ξL, ξU ).

Zvoĺıme proto např. ξ = 1 a jelikož A+ 1I ̸≻ 0, dostaneme částečný rozklad(
4 8
8 4

)
︸ ︷︷ ︸

A+ξI

=

(
2 0
4 0

)(
2 4
0 0

)
︸ ︷︷ ︸

RT
1 R1

+

(
0 0
0 −12

)
︸ ︷︷ ︸

Z2
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Urč́ıme vektor u podle (2.24), který má druhou složku jedničku a je kolmý na prvńı řádek matice
R1, tedy

u = (−2, 1)T .

Aktualizujeme

ξL = 1 +
12

5
= 3.4

a zvoĺıme ξ ∈ (3.4, 13.6), např. ξ = 4. Avšak opět A + 4I ̸≻ 0, takže obdobně jako výše
dostaneme

R1 =
1√
7

(
7 8
0 0

)
, Z2 =

1

7

(
0 0
0 −15

)
, u =

1

7
(−8, 7)T , ξL

.
= 4.9

a zvoĺıme ξ ∈ (4.9, 13.6). Vid́ıme, jak ξL směřuje k hodnotě −λ1 = 5.
Necht’ nyńı ξ = 13. Pak je jǐz A + 13I ≻ 0, m̊užeme provést rozklad a řeš́ıme systém

(A+ 13I)x = RTRx = −g. Dostaneme

R =

(
4 2

0
√
12

)
, x =

1

24
(2,−19)T .

Protože ∥x∥ < ∆, je ξ = 13 > ξ⋆, takže aktualizujeme meze podle (2.23) takto (předpokládáme,
že nerovnost (2.19) neńı splněna):

ξ − ∥Rv∥2 = 13−

22 +(3
√
12

5

)2
 = 4.68 ≤ −λ1,

tedy
ξS = 4.68 ⇒ ξL = 4.9 a ξU = 13.

Řeš́ıme soustavu RTw = x, dostaneme

w =

(
1

48
,− 5

6
√
12

)T
,

takže podle (2.10) plat́ı

ξ := ξ +
∥x∥2

∥w∥2
·
(
∥x∥ −∆

∆

)
.
= 3, 86 /∈ (ξL, ξU ).

Zvoĺıme tedy ξ ∈ (4.9, 13), např. ξ = 10. Protože A+ 10I ≻ 0, dostaneme

R
.
=

1

9

(
32.45 20
0 25.5

)
, x

.
= (0.3,−1.1)T , ∥x∥ =

√
1.3 < ∆,

takže opět ξ = 10 > ξ⋆ a dále

Rv =
1

45
(69.8,−76.5)T , w

.
=

(
1

12
,− 9

20

)T
a protože ∥x∥ < ∆, aktualizujeme

ξS = max{4.68, ξ − ∥Rv∥2} .
= 4.7, ξL = 4.9, ξU = 10, ξ

(2.10).
= 5.2 ∈ (ξL, ξU ).
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Tentokrát Newtonova metoda poskytla ξ ∈ (ξL, ξU ) a protože A+ 5.2I ≻ 0, dostaneme

R
.
=

(
2.86 2.8
0 0.6

)
, x

.
= (17,−18)T , w

.
= (5.944,−57.739)T .

Jelikož nyńı plat́ı ∥x∥ > ∆, nemuśıme poč́ıtat ∥Rv∥2 a nav́ıc plat́ı ξ = 5.2 ∈ (−λ1, ξ⋆), takže
je od této chv́ıle záležitost jǐz jednoduchá, protože Newtonova aktualizace (2.10) povede př́ımo k
řešeńı ξ⋆. Tedy

ξL = ξ = 5.2, ξ
(2.10).
= 5.9,

takže pro A+ 5.9I plat́ı

R
.
=

(
2.98 2.68
0 1.31

)
, x

.
= (3.4,−4.4)T , w

.
= (1.141,−5.693)T .

Dále

∥x∥ > ∆ ⇒ ξL = ξ = 5.9, ξ
(2.10).
= 6.

Pro hodnotu ξ = 6 dostaneme x = (3,−4)T a protože ∥x∥ = 5, źıskáváme řešeńı x⋆.
Polož́ıme tedy

y+ = y(k) + (3,−4)T = (4,−3)T

a pokračujeme v algoritmu 1.1 t́ım, že testujeme hodnotu pod́ılu skutečného a předpověděného
poklesu funkce F :

ϱ(x⋆) =
F (y+)− F (y(k))

ψ(x⋆)
=
F (4,−3)− F (1, 1)

ψ(3,−4)
=

0− 7.5

−91.5

.
= 0.082 > 0,

takže m̊užeme položit
y(k+1) = (4,−3)T .

Protože však je ϱ(x⋆) bĺızko nuly, lze usoudit, že poloměr ∆ = 5 je př́ılǐs velký. Pro daľśı iteraci
proto v souladu s podmı́nkou (1.15) poloměr ∆ sńı̌źıme.

Funkce F nabývá globálńıho minima F (y⋆)
.
= −23.3911 v bodě y⋆

.
= (2.5503,−2.1521)T ,

takže krok v oblasti o poloměru ∆ = 5 je skutečně velký. Polož́ıme-li k = 0, m̊uže posloupnost
iteraćı podle algoritmu 1.1 vypadat např́ıklad tak, jak je uvedeno v tabulce 2.1.

k ∆ ξ⋆ x⋆1 x⋆2 ψ(x⋆) ϱ(x⋆) y1 y2 F (y) ∥g(y)∥

0 – – – – – – 1 1 7.5 13

1 5 6 3 -4 -91.5 0.082 4 -3 0 34.83

2 3 3.906 1.61 2.55 -34.55 0.118 5.61 -0.45 -4.08 22.33

3 2 0.464 -1.913 -0.583 -12.63 1.16 3.697 -1.033 -18.77 9.07

4 2.5 0 -0.72 -0.65 -3.33 1.2 2.977 -1.683 -22.77 2.6

5 2.5 0 -0.372 -0.375 -0.54 1.1 2.605 -2.058 -23.37 0.56

6 2.5 0 -0.051 -0.09 -0.022 1 2.554 -2.148 -23.391 0.02

Tabulka 2.1: Posloupnost iteraćı pro př́ıklad 2.1.
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T́ımto př́ıkladem jsme demonstrovali aplikaci algoritmu 2.2. Na závěr ukážeme, že je tato
metoda globálně konvergentńı.

Věta 2.1 Metoda použit́ı Choleského rozkladu, sestavená na základě algoritmu 2.2, je
globálně konvergentńı.

Důkaz: Použijeme poznámku 1.3. Protože hledáme optimálńı lokálně omezený krok
x⋆ podle podmı́nek věty 1.5, je splněna nerovnost (1.11) podle věty 1.4. Kromě toho
použ́ıváme matice A ≡ Ak = G(yk), takže z (1.7) plyne ∥Ak∥ = ∥G(yk)∥ ≤ G a je
splněna podmı́nka (1.16). 2

2.2 Použit́ı lineárńı kombinace vlastńıch vektor̊u

Známe-li vlastńı vektory matice A, lze řešeńı x⋆ problému (1.25) nalézt jako lineárńı
kombinaci těchto vlastńıch vektor̊u, [25]. Uvažujme rozklad A = QDQT , kde D je
diagonálńı matice s prvky λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn a Q je matice, jej́ıž sloupce q1, q2, . . . , qn
jsou ortonormálńı vlastńı vektory A. Definujme g =

∑n
i=1 ϑiqi.

Lemma 2.6 Vektor x = −
∑n

i=1 ciqi je řešeńım (1.25), je-li vektor c = (c1, . . . , cn)
T

zvolen následuj́ıćım zp̊usobem:

1. Necht’ λ1 > 0. Jestlǐze
n∑
i=1

ϑ2
i

λ2i
≤ ∆2,

pak

ci =
ϑi
λi
.

2. Jestlǐze λ1 ≤ 0, g je ortogonálńı na množinu vlastńıch vektor̊u odpov́ıdaj́ıćıch λ1 a∑
λi ̸=λ1

ϑ2
i

(λi − λ1)2
≤ ∆2,

pak

ci =
ϑi

(λi − λ1)
pro λi ̸= λ1,

zat́ımco zbývaj́ıćı ci jsou libovolná č́ısla splňuj́ıćı podmı́nku∑
λi=λ1

c2i = ∆2 −
∑
λi ̸=λ1

ϑ2
i

(λi − λ1)2
.

3. Nejsou-li podmı́nky 1. nebo 2. splněny, pak

ci =
ϑi

λi + ξ
,

kde ξ > max{0,−λ1} je zvoleno tak, aby platilo

n∑
i=1

ϑ2
i

(λi + ξ)2
= ∆2.
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Důkaz:

1. Všechna vlastńı č́ısla matice A jsou kladná, A je tedy positivně definitńı a plat́ı

Ax = −
n∑
i=1

ciAqi = −
n∑
i=1

ciλiqi = −
n∑
i=1

ϑiqi = −g.

Kromě toho,

∥x∥2 = xTx =
n∑
i=1

c2i =
n∑
i=1

ϑ2
i

λ2i
≤ ∆2.

Polož́ıme-li ξ = 0, je podle věty 1.5 x řešeńım (1.25).

2. Toto je tzv. singulárńı př́ıpad, g ⊥ S1. Pro ξ = −λ1 je A + ξI ≽ 0 a ϑi
odpov́ıdaj́ıćı λ1 jsou podle lemmatu 2.2 rovna nule. Dále

(A− λ1I)x = −(A− λ1I)
n∑
i=1

ciqi = −
n∑
i=1

ciλiqi +
n∑
i=1

ciλ1qi =

= −
∑
λi ̸=λ1

ci(λi − λ1)qi = −
∑
λi ̸=λ1

ϑiqi = −g.

Mimoto, č́ısla ci jsou volena tak, že ∥x∥ = ∆. Opět jsou splněny předpoklady věty
1.5 a x je řešeńım (1.25).

3. Pro x plat́ı ∥x∥ = ∆ a A+ ξI ≽ 0. Obdobně

(A+ ξI)x = −(A+ ξI)
n∑
i=1

ciqi = −
n∑
i=1

ci(λi + ξ)qi = −
n∑
i=1

ϑiqi = −g

a proto je x řešeńım (1.25). 2

Ve třet́ım př́ıpadě lze pro ξ źıskat horńı a dolńı odhad. Protože λi+ ξ ≥ λ1+ ξ > 0, plat́ı

∆2 =
n∑
i=1

ϑ2
i

(λi + ξ)2
≤

n∑
i=1

ϑ2
i

(λ1 + ξ)2
=

∥g∥2

(λ1 + ξ)2
.

Odtud plyne horńı mez

ξ ≤ ∥g∥
∆

− λ1 =: ξU .(2.27)

Dále necht’ λ1 = λ2 = . . . = λl pro nějaké l ≥ 1. Potom

∆2 =
n∑
i=1

ϑ2
i

(λi + ξ)2
≥

l∑
i=1

ϑ2
i

(λi + ξ)2
=

1

(λ1 + ξ)2

l∑
i=1

ϑ2
i ,

což vede na dolńı mez

ξ ≥ −λ1 +
1

∆

√√√√ l∑
i=1

ϑ2
i =: ξL.(2.28)
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Nyńı přetransformujeme problém (1.25) na ekvivalentńı problém, na který snadno apli-
kujeme lemma 2.6. Matici A převedeme nejprve na tř́ıdiagonálńı matici pomoćı Arnoldiho
algoritmu a nakonec provedeme diagonalizaci.

Uvažujme nejprve obecnou matici M ∈ Rn×n. Pro jej́ı převod na horńı Hessenberg̊uv
tvar a výpočet ortonormálńıch vektor̊u použijeme Arnoldiho algoritmus, který generuje
ortonormálńı vektory v1, . . . , vk.

Algoritmus 2.3 Arnoldiho algoritmus.

Zvoĺıme v1, kde ∥v1∥ = 1, polož́ıme k = 1 a provedeme

1. hj,k = vTj Mvk, j = 1, 2, . . . , k.

2. y = Mvk −
∑k

j=1 hj,kvj.

3. hk+1,k = ∥y∥.

4. Je-li hk+1,k = 0, pak STOP.

5. vk+1 =
1

hk+1,k
y.

6. Polož́ıme k := k + 1 a návrat na krok 1.

Označme Vk = (v1, . . . , vk) a

H̃k =



h1,1 h1,2 . . . . . . h1,k
h2,1 h2,2 . . . . . . h2,k

h3,2 . . . . . . h3,k
. . .

...
hk,k−1 hk,k

hk+1,k


Matice Vk je ortonormálńı a H̃k ∈ R(k+1)×k je horńı Hessenbergova matice. Arnoldiho
proces lze napsat v maticovém tvaru

MVk = Vk+1H̃k.(2.29)

Bud’ Hk ∈ Rk×k čtvercová matice, která vznikne z matice H̃k vynecháńım posledńıho
řádku. Pak z ortogonality plyne vztah VT

kMVk = Hk. V př́ıpadě, že M je naše sy-
metrická matice A, pak je Hk symetrická Hessenbergova matice, tud́ıž je tř́ıdiagonálńı,
kterou označ́ıme Tk.

Na matici A aplikujeme Arnoldiho algoritmus, který zač́ıná s vektorem v1 = 1
∥g∥ g,

konč́ı pro nějaké k ≤ n a využijeme vztah VT
kAVk = Tk. Označ́ıme-li pro jednoduchost

V ≡ Vk a T ≡ Tk, dostaneme substitućı x = Vx̄ v (1.25) problém

min
x̄∈Rn

{
1

2
x̄TTx̄+ ḡT x̄

}
vzhledem k ∥x̄∥ ≤ ∆,(2.30)

kde ḡ = VTg. Necht’ nakonec T = BDBT je diagonalizace T, kde B je ortonormálńı
a D je diagonálńı matice. Substituce x̄ = B¯̄x v (2.30) vede na diagonálńı verzi

min
¯̄x∈Rn

{
1

2
¯̄xTD¯̄x+ ¯̄gT ¯̄x

}
vzhledem k ∥¯̄x∥ ≤ ∆,(2.31)
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kde ¯̄g = BT ḡ = BTVTg. Tento diagonálńı problém je snadno řešitelný užit́ım lemmatu
2.6 a meźı ξL, ξU podle (2.27) a (2.28). Pro rozklad matice A plat́ı

VTAV = T = BDBT ⇒ A = VBD(VB)T ≡ QDQT ,

kde D je diagonálńı matice s vlastńımi č́ısly A.

Algoritmus 2.4 Použit́ı vlastńıch pár̊u pro výpočet lokálně omezeného kroku.

1. Polož́ıme v1 =
1

∥g∥ g.

2. Pomoćı Arnoldiho algoritmu 2.3 provedeme rozklad VTAV = T.

3. Provedeme rozklad T = BDBT .

4. Polož́ıme g := (VB)Tg ≡ QTg =
∑k

i=1 ϑiqi.

5. Spoč́ıtáme ξL a ξU podle (2.27) a (2.28).

6. Pomoćı lemmatu 2.6 spoč́ıtáme x a ξ.

7. Polož́ıme x⋆ = VBx ≡ Qx a ξ⋆ = ξ.

K dosažeńı dané chybové tolerance spoč́ıtaného řešeńı však může být zapotřeb́ı velké k,
což zp̊usobuje uložeńı velké plné matice V i dlouhý výpočetńı čas jedné iterace.

Věta 2.2 Metoda použit́ı vlastńıch pár̊u, sestavená na základě algoritmu 2.4, je globálně
konvergentńı.

Důkaz: Vektor x je řešeńım diagonálńıho problému (2.31) a podle lemmatu 2.6 splňuje
podmı́nky věty 1.5 pro maticiD a vektor ¯̄g. Je tedy optimálńım lokálně omezeným krokem,
pro který plat́ı nerovnost (1.11) potřebná ke globálńı konvergenci (poznámka 1.3). Protože
však plat́ı ∥x⋆∥ = ∥x∥, matice D má stejná vlastńı č́ısla jako A a

(A+ ξI)x⋆ + g = VB(D+ ξI)(VB)Tx⋆ + g = VB[(D+ ξI)x+ ¯̄g] = 0,

plat́ı totéž i pro x⋆. 2

2.3 Metoda pśı nohy

Výpočet optimálńıho lokálně omezeného kroku je poměrně náročný a proto byly vyvi-
nuty jednodušš́ı metody, které hledaj́ı pouze přibližné řešeńı. Přesné řešeńı úlohy (1.25)
nahrad́ıme přibližným řešeńım

x = τ1g + τ2A
−1g(2.32)

na podprostoru generovaném vektory g a A−1g. Metoda pśı nohy, vyvinutá Powellem,
nebo modifikovaná metoda pśı nohy Dennise a Meie, [08], [11], [34], [35], [45], [49], [60],
[68], [69], aproximuje řešeńı x⋆ tak, že generuje po částech lineárńı křivku x(τ) s vlastnost́ı,
že ψ(x(τ)) je monotonně klesaj́ıćı a ∥x(τ)∥ je monotonně rostoućı pro 0 ≤ τ ≤ T.
Přibližné řešeńı (1.25) je dáno takto:

min{ψ(x(τ)), ∥x(τ)∥ ≤ ∆, 0 ≤ τ ≤ T}.(2.33)
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V našich úvahách budeme pracovat s Cauchyho bodem xC = α1g a Newtonovým bodem
xN = α2A

−1g a k efektivńımu využit́ı této metody je třeba mı́t určité předpoklady na
matici A.

Předpokládejme nejprve, že gTAg ≤ 0. Pak matice A neńı positivně definitńı,
polož́ıme x⋆ = − ∆

∥g∥ g a ukonč́ıme výpočet. Jestliže gTAg > 0, budeme uvažovat Cau-

chyho bod xC = α1g, bod z 1-dimensionálńıho podprostoru sp{g}, ve kterém nabývá
funkce ψ lokálńıho minima. Dosad́ıme-li do funkce ψ(xC), zderivujeme a polož́ıme rovno

nule, dostaneme α1 = − gT g
gTAg

.

Necht’ nyńı plat́ı ∥xC∥ ≥ ∆. Pak polož́ıme x⋆ = − ∆
∥g∥ g a ukonč́ıme výpočet, protože

nemá význam poč́ıtat Newton̊uv bod xN , nebot’ plat́ı ∥xC∥ ≤ ∥xN∥, jak uvid́ıme dále.
V obou těchto př́ıpadech ve vztahu (2.32) pro x⋆ plat́ı τ1 = − ∆

∥g∥ a τ2 = 0.

Necht’ tedy ∥xC∥ < ∆. Přibližné řešeńı (1.25) budeme uvažovat ve tvaru

x⋆ = xC + κv,(2.34)

kde v je konkrétně zvolený vektor a κ je určeno tak, že ∥x⋆∥ = ∆.
Jestliže neńı matice A regulárńı, nelze spoč́ıtat Newton̊uv bod xN . V tom př́ıpadě

zvoĺıme vektor v tak, aby

vTAv ≤ 0, vT (AxC + g) ≤ 0, ∥v∥ = 1

(druhá podmı́nka udává pouze orientaci vektoru v) a κ ≥ 0 urč́ıme tak, aby ∥x⋆∥ = ∆.
Pro takové x⋆ plat́ı

ψ(x⋆)− ψ(xC) =
1

2
(xC + κv)TA(xC + κv) + gT (xC + κv)− 1

2
xTCAxC − gTxC =

= κxTCAv +
1

2
κ2vTAv + κgTv = κvT (AxC + g) +

1

2
κ2vTAv ≤ 0.(2.35)

Je to jediný př́ıpad, kdy x⋆ nemá tvar (2.32). Vektor v se urč́ı pomoćı zobecněného Cho-
leského rozkladu, např. Gilla a Murraye [18] nebo Buncha a Parletta [02].

Nyńı se dostáváme k př́ıpadu, kdy je matice A regulárńı a lze spoč́ıtat Newton̊uv bod
xN . Tento bod splňuje AxN + g = 0, takže α2 = −1. Matice A−1 se nepoč́ıtá, provede
se opět Choleského rozklad nebo jeho zobecněńı. Jestliže plat́ı ∥xN∥ ≤ ∆, ukonč́ıme
výpočet pro x⋆ = xN , které je optimálńım řešeńım problému (1.25).

Dostáváme se k posledńımu a nejd̊uležitěǰśımu př́ıpadu, kdy ∥xC∥ < ∆ < ∥xN∥, kde

xC = − gTg

gTAg
g, xN = −A−1g(2.36)

a gTAg > 0. Nejprve stanov́ıme podmı́nky, které určuj́ı, kdy je funkce ψ(x) monotonně
klesaj́ıćı na úsečce spojuj́ıćı body xC a xN . Libovolný bod na této úsečce označ́ıme

x(ϑ) = xC + ϑ(xN − xC), ϑ ∈ ⟨0, 1⟩.

Lemma 2.7 Plat́ı:

∂ψ(x(ϑ))

∂ϑ
= (1− ϑ)(xN − xC)

T (AxC + g).(2.37)
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Důkaz: Protože

ψ(x(ϑ)) =
1

2
(xC + ϑ(xN − xC))

TA(xC + ϑ(xN − xC)) + gT (xC + ϑ(xN − xC)),

pak

∂ψ(x(ϑ))

∂ϑ
= (xN − xC)

TA(xC + ϑ(xN − xC)) + gT (xN − xC) =

= (xN − xC)
TA(xC + ϑ(xN − xC))− (xN − xC)

TAxN =

= (1− ϑ)(xN − xC)
TA(xC − xN) = (1− ϑ)(xN − xC)

T (AxC + g).

2

Definice 2.1 Definujme č́ıslo

β =
(gTg)2

gTAggTA−1g
=
xTCxC
xTNxC

(2.38)

Lemma 2.8 Necht’ gTAg > 0. Pak jsou následuj́ıćı podmı́nky ekvivalentńı:

1. (xN − xC)
TxC > 0,

2. β ∈ (0, 1),

3. (xN − xC)
TA(xN − xC) > 0,

4. (xN − xC)
T (AxC + g) < 0.

Důkaz: Necht’ (xN − xC)
TxC > 0. Pak podle (2.36) plat́ı

(xN−xC)TxC =
gTg

(gTAg)2
(
gTAggTA−1g − (gTg)2

)
> 0 ⇒ gTAggTA−1g−(gTg)2 > 0.

Z této implikace plyne

gTAggTA−1g > (gTg)2 > 0 ⇒ gTA−1g > 0.

Můžeme tedy vydělit členem gTAggTA−1g, aniž se změńı znaménko nerovnosti a dosta-
neme

0 < β < 1.

Naopak, jestliže 0 < β < 1, pak plat́ı (xN − xC)
TxC > 0. Podobně

(xN − xC)
TA(xN − xC) = gTA−1g − 2

(gTg)2

gTAg
+

(gTg)2

gTAg
=

=
1

gTAg
(gTAggTA−1g − (gTg)2) > 0 ⇔ 0 < β < 1.

Konečně pro g = −AxN máme

(xN − xC)
T (AxC + g) = −(xN − xC)

TA(xN − xC),

takže všechny podmı́nky jsou ekvivalentńı. 2
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Důsledek 2.1 Necht’ gTAg > 0 a necht’ je splněna libovolná podmı́nka v lemmatu 2.8.
Pak gTA−1g > 0, tedy xTNxC > 0 a β je dobře definováno.

Z (2.37) a lemmatu 2.8 je patrné, že chováńı funkce ψ(x) na úsečce ⟨xC , xN⟩ záviśı na
skalárńım součinu (xN − xC)

TxC .
Předpokládejme nejprve, že (xN − xC)

TxC ≤ 0. Pak ψ(x) neńı na úsečce ⟨xC , xN⟩
monotonně klesaj́ıćı a polož́ıme x⋆ ve tvaru (2.34) pro v = −(xN − xC) a κ > 0 urč́ıme
tak, že ∥x⋆∥ = ∆. Pro takto zvolené x⋆ obdobnou úpravou jako u (2.35) dostaneme

ψ(x⋆)− ψ(xC) = −κ(xN − xC)
T (AxC + g) +

1

2
κ2(xN − xC)

TA(xN − xC) ≤ 0(2.39)

podle lemmatu 2.8 (pozor na ekvivalenci, nebot’ předpokládáme (xN − xC)
TxC ≤ 0).

Zbývá uvažovat možnost, kdy (xN − xC)
TxC > 0. Funkce ψ(x) je v tomto př́ıpadě

na úsečce ⟨xC , xN⟩ monotonně klesaj́ıćı a polož́ıme x⋆ ve tvaru (2.34) pro v = xN − xC ,
které splňuje (2.33). Křivku x(τ) metody pśı nohy pro T = 2 definujeme tak, že spoj́ıme
body xC a xN :

x(τ) =

{
τxC , 0 ≤ τ ≤ 1;

xC + (τ − 1)(xN − xC), 1 ≤ τ ≤ 2.
(2.40)

Na obrázku 2.2 jsou znázorněny oba př́ıpady:
vlevo (xN − xC)

TxC > 0 a vpravo (xN − xC)
TxC ≤ 0 a zp̊usob výběru řešeńı x⋆.

∆

o

y

xC
xN

x*

∆

o

y

xC
xN

x*

Obrázek 2.2: Řešeńı metody pśı nohy

Bod xN je optimálńım řešeńım problému (1.25), pokud je ∥xN∥ ≤ ∆. Protože však
zde je jeho norma větš́ı než ∆, budeme se snažit k tomuto bodu alespoň přibĺıžit. Pokud
je tedy (xN−xC)TxC > 0, provedeme modifikaci metody pśı nohy tak, aby bylo zajǐstěno
přibĺıžeńı k Newtonovu bodu xN .

Cauchyho bod je definován tak, že funkce ψ(x) klesá monotonně do bodu xC . Obdobně
pro Newton̊uv bod plat́ı, že ψ(x) klesá monotonně do bodu xN . Zavedeme bod γxN , kde
γ ∈ ⟨0, 1⟩ tak, aby byla splněna podmı́nka, že funkce ψ(x) je monotonně klesaj́ıćı na
úsečce ⟨xC , γxN⟩. Konstrukćı ukážeme, že existuje celá množina takových č́ısel γ s výše
uvedenou vlastnost́ı. Označme

x(ϑ) = xC + ϑ(γxN − xC), ϑ ∈ ⟨0, 1⟩

libovolný bod na úsečce ⟨xC , γxN⟩ a hledáme γ takové, že

∂ψ(x(ϑ))

∂ϑ
< 0 ∀ϑ ∈ (0, 1).
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Takže

x(ϑ) = − gTg

gTAg
g + ϑ

(
−γA−1g +

gTg

gTAg
g
)
= (ϑ− 1)

gTg

gTAg
g − ϑγA−1g

∂x(ϑ)

∂ϑ
=

gTg

gTAg
g − γA−1g

ψ(x(ϑ)) =
1

2
x(ϑ)TAx(ϑ) + gTx(ϑ),

což po dosazeńı a úpravě dává

∂ψ(x(ϑ))

∂ϑ
= x(ϑ)TA

∂x(ϑ)

∂ϑ
+ gT

∂x(ϑ)

∂ϑ
=

=

[
(ϑ− 1)

gTg

gTAg
g − ϑγA−1g

]T
A

[
gTg

gTAg
g − γA−1g

]
+ gT

[
gTg

gTAg
g − γA−1g

]
=

= (ϑ− 1)

[
(gTg)2

gTAg
− γ

(gTg)2

gTAg

]
− ϑγ

(gTg)2

gTAg
+ ϑγ2gTA−1g +

(gTg)2

gTAg
− γgTA−1g =

= gTA−1g
[
(ϑ− 1)β − (ϑ− 1)γβ − ϑγβ + ϑγ2 + β − γ

]
=

= gTA−1g
[
ϑ(γ2 − 2γβ + β) + γ(β − 1)

]
.

Tato funkce je lineárńı a rostoućı, protože jej́ı derivace podle ϑ je

∂2ψ(x(ϑ))

∂ϑ2
= gTA−1g [(γ − β)2 + β(1− β)] > 0,

nebot’ β ∈ (0, 1) a gTA−1g > 0 podle d̊usledku 2.1. Tedy

∂ψ(x(ϑ))

∂ϑ
<
∂ψ(x(ϑ))

∂ϑ

∣∣∣∣
ϑ=1

= gTA−1g [γ2 − (β + 1)γ + β]

ze spojitosti funkce ψ a hledáme takové γ ∈ ⟨0, 1⟩, pro které je tento výraz nekladný.
Snadným výpočtem zjist́ıme, že γ ∈ ⟨β, 1⟩. Odtud plyne, že funkce ψ(x) je monotonně
klesaj́ıćı podél úsečky od xC ke γxN pro všechna

γ ∈ ⟨β, 1⟩.

Dále ukážeme, že norma Cauchyho bodu neńı větš́ı než γ-násobek normy Newtonova
bodu.

Věta 2.3 Necht’ gTAg > 0, β > 0, γ ∈ ⟨β, 1⟩. Pak plat́ı

∥xC∥ ≤ ∥γxN∥.(2.41)

Jestlǐze ∥xC∥ = ∥γxN∥, pak xC = γxN .

Důkaz: Plat́ı

∥xC∥ =
∥g∥3

gTAg
· ∥g∥∥A

−1g∥
∥g∥∥A−1g∥

≤ ∥g∥4∥A−1g∥
gTAggTA−1g

= β∥A−1g∥ ≤ γ∥A−1g∥ = ∥γxN∥.

Jestliže ∥xC∥ = ∥γxN∥, pak jsou všude rovnosti a plat́ı γ = β a ∥g∥∥A−1g∥ = gTA−1g.
Tedy g = αA−1g pro nějaké α > 0, což spolu s ∥xC∥ = ∥γxN∥ dává xC = γxN . 2
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Důsledek 2.2 Specielně pro γ = 1 plat́ı:

1. ∥xC∥ ≤ ∥xN∥ a jestlǐze ∥xC∥ = ∥xN∥, pak xC = xN .

2. ψ(x) je monotonně klesaj́ıćı od Cauchyho bodu xC k Newtonovu bodu xN .

Dále již můžeme definovat křivku modifikované metody pśı nohy.

x(τ) =


τxC , 0 ≤ τ ≤ 1;

xC + τ−1
γ

(γxN − xC), 1 ≤ τ ≤ 1 + γ;

(τ − 1)xN , 1 + γ ≤ τ ≤ 2.

(2.42)

Jako řešeńı x⋆ opět uvažujeme bod splňuj́ıćı (2.33).
Na obrázku 2.3 jsou znázorněny Cauchyho bod xC , Newton̊uv bod xN , bod γxN ,

křivka x(τ) metody pśı nohy (krátce čárkovaná), modifikované metody pśı nohy (dlouze
čárkovaná) a řešeńı x⋆ metody pśı nohy (tečkovaná čára) a modifikované metody pśı nohy
(plná čára).

∆

o

y

xC

xN

x

γxN

x(τ)

x*

Obrázek 2.3: Křivka x(τ) metody pśı nohy

Na závěr shrneme všechny úvahy do algoritmu. Budeme uvažovat obě verze této me-
tody. Jestliže polož́ıme γ = 1, dostaneme jednoduchou metodu pśı nohy, polož́ıme-li
γ = β, dostaneme modifikovanou (dvojitou) metodu pśı nohy.

Algoritmus 2.5 Metoda pśı nohy pro výpočet lokálně omezeného kroku.

1. Spoč́ıtáme η = gTAg. Jestlǐze η ≤ 0, pak x⋆ = − ∆
∥g∥ g a STOP.

2. Urč́ıme vektor xC = − gT g
gTAg

g. Jestlǐze ∥xC∥ ≥ ∆, pak x⋆ = − ∆
∥g∥ g a STOP.

3. Je-li matice A regulárńı, urč́ıme vektor xN = −A−1g a přejdeme na krok 5.

4. Urč́ıme vektor v tak, že

∥v∥ = 1, vTAv ≤ 0, vT (AxC + g) ≤ 0,

polož́ıme x⋆ = xC + κv, kde κ > 0 je určeno tak, že ∥x⋆∥ = ∆, a STOP.
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5. Jestlǐze ∥xN∥ ≤ ∆, pak x⋆ = xN a STOP.

6. Jestlǐze (xN−xC)TxC ≤ 0, polož́ıme x⋆ = xC−κ(xN−xC), kde κ > 0 je určeno
tak, že ∥x⋆∥ = ∆, a STOP.

7. Polož́ıme γ = 1 nebo γ = (gT g)2

gTAggTA−1g
=

xTCxC
xTNxC

.

8. Jestlǐze ∥γxN∥ ≤ ∆, polož́ıme x⋆ = − ∆
∥xN∥ xN a STOP.

9. Polož́ıme x⋆ = xC + κ(γxN − xC), kde κ > 0 je určeno tak, že ∥x⋆∥ = ∆.

Věta 2.4 Metoda pśı nohy, sestavená na základě algoritmu 2.5, je globálně konvergentńı.

Důkaz: Podle poznámky 1.3 stač́ı ukázat, že pro x⋆ je splněna nerovnost (1.11). Důkaz
rozlož́ıme na několik část́ı podle toho, jak algoritmus 2.5 konč́ı pro x⋆.

• Je-li gTAg ≤ 0 nebo gTAg > 0 a ∥xC∥ ≥ ∆, pak x⋆ = − ∆
∥g∥ g. Pro takové x⋆

plat́ı nerovnost (1.11) podle (1.22).

• Necht’ tedy ∥xC∥ < ∆. Pak pro xC plat́ı nerovnost (1.11) podle (1.21).

• Neńı-li A regulárńı, pak polož́ıme x⋆ = xC + κv pro jistá κ a v a podle 2.35 plat́ı
ψ(x⋆)− ψ(xC) ≤ 0, takže pro x⋆ plat́ı nerovnost (1.11).

• Je-li A regulárńı a ∥xN∥ ≤ ∆, pak x⋆ = xN a x⋆ je optimálńı krok, pro který
plat́ı (1.11).

• Jestliže ∥xN∥ > ∆ a (xN −xC)TxC ≤ 0, pak x⋆ = xC+κv pro v = −(xN −xC)
a jisté κ. Pro takové x⋆ plat́ı ψ(x⋆)− ψ(xC) ≤ 0 podle 2.39, takže i (1.11).

• Konečně, pokud (xN − xC)
TxC > 0, pak je funkce ψ(x) na úsečce ⟨xC , γxN⟩

monotonně klesaj́ıćı. Plat́ı tedy ψ(x⋆) ≤ ψ(xC), a t́ım i (1.11). 2

Kromě metody pśı nohy, která hledá přibližné řešeńı na dvoudimenzionálńım podpro-
storu, můžeme též uvažovat přesné řešeńı následuj́ıćı úlohy. Uvažujme opět řešeńı x ve
tvaru (2.32), kde τ1 a τ2 jsou určeny tak, že ∥x∥ ≤ ∆. Takové x dosad́ıme do vzorce pro
ψ a dostaneme

ψ(x) =
1

2
(τ1g + τ2A

−1g)TA(τ1g + τ2A
−1g) + gT (τ1g + τ2A

−1g) =

=
1

2
(τ1, τ2)

(
gTAg gTg
gTg gTA−1g

)(
τ1
τ2

)
+ (gTg, gTA−1g)

(
τ1
τ2

)
Dále plat́ı

xTx = (τ1g + τ2A
−1g)T (τ1g + τ2A

−1g) = (τ1, τ2)

(
gTg gTA−1g

gTA−1g (A−1g)T (A−1g)

)(
τ1
τ2

)
Vektor A−1g se spoč́ıtá pomoćı vhodného rozkladu matice A. Dostáváme úlohu mini-
malizace funkce

ψ̃(τ) =
1

2
τT Ãτ + g̃T τ vzhledem k ∥τ∥2

C̃
= τT C̃τ ≤ ∆2,
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kde

Ã =

(
gTAg gTg
gTg gTA−1g

)
, g̃ =

(
gTg

gTA−1g

)
, C̃ =

(
gTg gTA−1g

gTA−1g gTA−2g

)
,(2.43)

pro vektor τ = (τ1, τ2)
T ∈ R2, kterou budeme řešit pomoćı Choleského rozkladu, algo-

ritmus 2.2.
Řešeńı τ⋆ je řešeńım rovnice (Ã + ξC̃)τ = −g̃, poznámka 1.5, pro jisté ξ. Polož́ıme

tedy

ϕ̃(ξ) =
1

∆
− 1

∥τ∥C̃
(plat́ı τ ≡ τ(ξ)) a postupujeme obdobně jako v d̊ukazu lemmatu 2.1

ϕ̃′(ξ) =
∥τ∥′

C̃

∥τ∥2
C̃

, ∥τ∥′
C̃
=
τT C̃T τ ′

∥τ∥C̃
.

Zderivujeme obě strany rovnosti (Ã+ ξC̃)τ = −g̃ a dostaneme

τ ′ = −(Ã+ ξC̃)−1C̃τ.

Takže za předpokladu, že Ã+ ξC̃ = R̃T R̃, máme

ϕ̃′(ξ) = −τ
T C̃T (R̃T R̃)−1C̃τ

∥τ∥3
C̃

.

Jestliže definujeme vektor w̃ ∈ R2 tak, že

R̃T w̃ = C̃τ,

pak Newton̊uv krok ξ+ má tvar obdobný vztahu (2.10)

ξ+ = ξ +
∥τ∥2

C̃

∥w̃∥2
·
(
∥τ∥C̃ −∆

∆

)
(2.44)

Krok 5. algoritmu 2.2 dostane následuj́ıćı podobu. Necht’ ṽ ∈ R2 je vektor, který
aproximuje vlastńı vektor q̃1 př́ıslušný nejmenš́ımu vlastńımu č́ıslu λ̃1 matice Ã, pro něhož

plat́ı ∥ṽ∥C̃ =
√
ṽT C̃ṽ = 1. Pak pro č́ıslo κ, které splňuje ∥τ + κṽ∥C̃ = ∆, plat́ı obdoba

vztahu (2.16)

κ =
∆2 − ∥τ∥2

C̃

τT C̃ṽ + sgn(τT C̃ṽ)
√
(τT C̃ṽ)2 +∆2 − ∥τ∥2

C̃

(2.45)

Algoritmus vypadá takto.

Algoritmus 2.6 Kombinace metody pśı nohy a Choleského rozkladu
pro výpočet lokálně omezeného kroku.

Sestav́ıme Ã, g̃, C̃ podle (2.43) a postupujeme stejně jako v algoritmu 2.2, kde na-
hrad́ıme veličiny takto:

n = 2, A Ã, g  g̃, x τ, ∥x∥ ∥τ∥C̃ , (A+ξI = RTR) (Ã+ξC̃ = R̃T R̃).

Čı́slo κ poč́ıtáme podle (2.45) a ξ+ podle (2.44). Jakmile źıskáme řešeńı τ⋆ = (τ1, τ2)
T ,

polož́ıme x⋆ = τ1g + τ2A
−1g.
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Věta 2.5 Kombinovaná metoda pśı nohy a Choleského rozkladu, sestavená na základě
algoritmu 2.6, je globálně konvergentńı.

Důkaz: Protože se řeš́ı přesně úloha pro ψ̃(τ) podle algoritmu 2.2, je τ⋆ optimálńı krok
této modifikované úlohy, takže x⋆ je optimálńı krok na dvoudimenzionálńım podprostoru
sp{g,A−1g}. Proto pro libovolné x z tohoto podprostoru plat́ı ψ(x⋆) ≤ ψ(x). Jelikož xC
patř́ı do tohoto podprostoru, plat́ı ψ(x⋆) ≤ ψ(xC) a je tedy splněna nerovnost (1.11)
podle (1.21). 2

2.4 Použit́ı metody sdružených gradient̊u

V této části se budeme věnovat metodám, které hledaj́ı řešeńı problému (1.25) na
podprostorech prostoru Rn. Jako Cauchyho bod je definováno řešeńı problému

min
x∈sp{g}

ψ(x) ≡ 1

2
xTAx+ gTx, ∥x∥ ≤ ∆,(2.46)

tedy bod, ve kterém nabývá funkce ψ lokálńıho minima, je z 1-dimensionálńıho pod-
prostoru sp{g}. Stejně tak lze uvažovat minimum ψ na 2-dimensionálńım podprostoru,
atd. V těchto př́ıpadech lze řešeńı snadno nalézt, protože tyto podprostory jsou malé. V
obecném problému (1.25) je však hledaný prostor Rn velký. Budeme proto uvažovat řešeńı
x⋆ kompromisńıho problému

min
x∈Kk+1

ψ(x), ∥x∥ ≤ ∆,(2.47)

kde
Kk+1 = sp{g,Ag,A2g, . . . ,Akg}(2.48)

je Krylov̊uv podprostor generovaný vektorem g a matićı A. Nejprve najdeme bázi tohoto
podprostoru a řešeńım problému (2.47) bude lineárńı kombinace této báze.

Jako prvńı použil myšlenku sdružených gradient̊u Steihaug, [26], [35], [45], [60], [68].
Stručně ukážeme princip této metody, která generuje po částech lineárńı křivku, jej́ıž
koncové body jsou iterace sdružených gradient̊u. Proces ukonč́ıme v tom bodě, ve kterém
tato křivka opust́ı hranici. Metoda je dobře definovaná pro libovolnou matici A a je
vhodná pro rozsáhlé problémy.

Je-li A positivně definitńı a ∥x⋆∥ < ∆, pak minimum x⋆ splňuje rovnici Ax+ g = 0.
Jako residuum označ́ıme vektor r = Ax+ g.

V následuj́ıćım algoritmu uvažujeme tři r̊uzná kriteria ukončeńı iteraćı:

• Zjist́ıme-li, že matice A neńı positivně definitńı, ukonč́ıme proces prodloužeńım i-té
iterace na hranici.

• Je-li norma (i + 1)-ńı iterace větš́ı než ∆, prodlouž́ıme i-tou iteraci na hranici a
skonč́ıme.

• Je-li residuum dostatečně malé, skonč́ıme s i-tou iteraćı jako aproximačńım řešeńım
problému (2.47).

Je-li spočtená iterace xi+1 uvnitř kruhu o poloměru ∆ (jej́ı norma je menš́ı než ∆), lze ji
přijmout a můžeme pokračovat daľśı iteraćı.
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Algoritmus 2.7 Metoda sdružených gradient̊u pro výpočet lokálně omezeného kroku.

Zvoĺıme ε ∈ (0, 1) a polož́ıme x0 = 0, r0 = g, p0 = −r0, i = 0.

1. Spoč́ıtáme ηi = pTi Api. Je-li ηi > 0, přejdeme na krok 2. Jinak urč́ıme κ > 0
tak, že ∥xi + κpi∥ = ∆, polož́ıme x⋆ = xi + κpi a STOP.

2. Polož́ıme αi =
rTi ri
ηi

a xi+1 = xi + αipi.

(a) Je-li ∥xi+1∥ > ∆, urč́ıme κ > 0 tak, že ∥xi + κpi∥ = ∆, polož́ıme
x⋆ = xi + κpi a STOP.

(b) Je-li ∥xi+1∥ = ∆, polož́ıme x⋆ = xi+1 a STOP.

(c) Je-li ∥xi+1∥ < ∆, přejdeme na krok 3.

3. Spoč́ıtáme ri+1 = ri + αiApi. Je-li ∥ri+1∥ ≤ ε∥g∥, polož́ıme x⋆ = xi+1 a STOP.

Jinak přejdeme na krok 4.

4. Polož́ıme βi =
rTi+1ri+1

rTi ri
, pi+1 = −ri+1 + βipi, i := i+ 1 a návrat na krok 1.

Po ukončeńı iteraćı źıskáme aproximačńı řešeńı x⋆ a mohou nastat tyto tři př́ıpady:

x⋆ =


xi + κpi, κ > 0, pro ηi ≤ 0, bod 1.
xi + κpi, κ > 0, pro ηi > 0, bod 2a.
xi+1, body 2b. a 3.

Nyńı ukážeme, že posloupnost {∥xi∥}i∈N0 je ostře rostoućı, zat́ımco posloupnost funkčńıch
hodnot {ψ(xi)}i∈N0 ostře klesaj́ıćı. Nejprve ukážeme některé vlastnosti metody sdružených
gradient̊u.

Lemma 2.9 Necht’ ηi = pTi Api ̸= 0, i = 0, 1, . . . , k a uvažujme iterace generované
algoritmem 2.7. Pak plat́ı

pTi Apj = 0, 0 ≤ i < j ≤ k,(2.49)

rTi rj = 0, 0 ≤ i < j ≤ k,(2.50)

rTi pj = −rTj rj, 0 ≤ i ≤ j ≤ k,(2.51)

pTi pj =
rTj rj

rTi ri
pTi pi > 0, 0 ≤ i ≤ j ≤ k,(2.52)

ψ(xi+1) = ψ(xi)−
1

2

(rTi ri)
2

ηi
, 0 ≤ i ≤ k.(2.53)

Důkaz: Provede se indukćı s využit́ım vztah̊u v algoritmu 2.7. 2

Věta 2.6 Necht’ {xj}j=0,1,...,i jsou iterace generované algoritmem 2.7. Pak:

1. Posloupnost {∥xj∥}j=0,1,...,i je ostře rostoućı a

∥x⋆∥ > ∥xi∥.(2.54)
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2. Posloupnost {ψ(xj)}j=0,1,...,i je ostře klesaj́ıćı a

ψ(x⋆) < ψ(xi).(2.55)

Důkaz:

1. Z kroku 2. algoritmu 2.7 plyne

xj = xj−1 + αj−1pj−1 =

j−1∑
k=0

αkpk, j = 1, . . . , i(2.56)

a
αj > 0, j = 0, 1, . . . , i− 1.(2.57)

Odtud podle (2.52) je

xTj pj = α0p
T
0 pj + . . .+ αj−1p

T
j−1pj > 0, j = 1, . . . , i.(2.58)

Nyńı
xTj+1xj+1 = (xj + αjpj)

T (xj + αjpj) > xTj xj, j = 0, 1, . . . , i(2.59)

podle (2.58) a (2.57). Odtud plyne, že posloupnost {∥xj∥}j=0,1,...,i je ostře rostoućı.
Je-li x⋆ = xi+1, pak (2.54) plyne z (2.59). Je-li x⋆ = xi + κpi, pak

xT⋆ x⋆ = xTi xi + 2κxTi pi + κ2pTi pi > xTi xi

podle (2.58) a toho, že κ > 0. Odtud plyne (2.54).

2. Je-li ηj > 0, j = 0, 1, . . . , i−1, pak z (2.53) plyne, že posloupnost {ψ(xj)}j=0,1,...,i

je ostře klesaj́ıćı.
Je-li x⋆ = xi+1, pak (2.55) plyne odtud. Je-li x⋆ = xi + κpi, pak

(Axi + g)Tpi = rTi pi = −rTi ri < 0(2.60)

podle (2.51) a dále

• Je-li ηi > 0, pak z algoritmu 2.7 plyne ∥xi∥ < ∆ a zároveň ∥xi+1∥ > ∆.
Plat́ı tedy ∥x⋆∥ = ∆ pro x⋆ = xi + κpi, kde 0 < κ < αi, a z (2.53) plyne
ψ(xi+1) < ψ(xi). Definujme funkci

ω(κ) = ψ(xi + κpi)− ψ(xi) =
1

2
κ2pTi Api + κxTi Api + κgTpi =

1

2
κ2ηi − κ∥ri∥2.

Plat́ı ω(0) = 0 a ω(αi) < 0. Tato funkce je pro 0 < κ < αi klesaj́ıćı, minima

nabývá pro κ = ∥ri∥2
ηi

= αi. Tedy ψ(xi) > ψ(xi + κpi) > ψ(xi+1).

• Je-li ηi ≤ 0, pak z algoritmu 2.7 plyne ∥xi∥ < ∆. Nyńı

ψ(xi + κpi) =
1

2
(xi + κpi)

TA(xi + κpi) + gT (xi + κpi) =

= ψ(xi) + κxTi Api +
1

2
κ2pTi Api + κgTpi =

= ψ(xi) +
1

2
κ2ηi + κ(Axi + g)Tpi < ψ(xi)

podle (2.60).
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V obou př́ıpadech tud́ıž pro x⋆ = x+ κpi dostáváme vztah (2.55). 2

V praxi se rovněž zkoušela kombinace metody sdružených gradient̊u s metodou pśı
nohy. Ukazuje se, že tyto metody konverguj́ı téměř stejně dobře jako metody s optimálńım
lokálně omezeným krokem a efektivita těchto metod založených na promı́táńı do podpro-
storu generovaného vektory g a A−1g se př́ılǐs nezměńı, nahrad́ıme-li přesné řešeńı úlohy
(1.25) přibližným řešeńım x = τ1g + τ2A

−1g. Krátce uvedeme obecněǰśı algoritmus.
Zvoĺıme m ≥ 1, spoč́ıtáme m krok̊u metody sdružených gradient̊u a jsou-li všechny

iterace uvnitř oblasti, přejdeme na metodu pśı nohy. Uvažujme iteraci xm a Newton̊uv
bod xn, pro který plat́ı Axn+g = 0 a uvažujme libovolný bod x(ϑ) = xm+ϑ(xn−xm)
na úsečce ⟨xm, xn⟩. Plat́ı tato věta.

Věta 2.7 Necht’ pTi Api > 0, 0 ≤ i ≤ m−1, kde m ≥ 1 a uvažujme iterace generované
algoritmem 2.7. Necht’ ∥xm∥ < ∆ a Axm + g = rm ̸= 0. Necht’ xn ∈ Rn je vektor
takový, že Axn + g = 0. Pak plat́ı:

∂ψ(x(ϑ))

∂ϑ
= (1− ϑ)(xn − xm)

T rm.(2.61)

Důkaz: Provede se stejně jako u vztahu (2.37), kde za xC dosad́ıme xm. 2

Tvrzeńı této věty tvoř́ı základ následuj́ıćıho nového algoritmu, který vycháźı z analýzy
metody pśı nohy v § 2.3.

Algoritmus 2.8 Kombinace metody sdružených gradient̊u a pśı nohy
pro výpočet lokálně omezeného kroku.

Zvoĺıme ε ∈ (0, 1), m ≥ 1 a polož́ıme x0 = 0, r0 = g, p0 = −r0, i = 0.

1. Spoč́ıtáme ηi = pTi Api. Je-li ηi > 0, přejdeme na krok 2. Jinak urč́ıme κ > 0
tak, že ∥xi + κpi∥ = ∆, polož́ıme x⋆ = xi + κpi a STOP.

2. Polož́ıme αi =
rTi ri
ηi

a xi+1 = xi + αipi.

(a) Je-li ∥xi+1∥ > ∆, urč́ıme κ > 0 tak, že ∥xi + κpi∥ = ∆, polož́ıme
x⋆ = xi + κpi a STOP.

(b) Je-li ∥xi+1∥ = ∆, polož́ıme x⋆ = xi+1 a STOP.

(c) Je-li ∥xi+1∥ < ∆, přejdeme na krok 3.

3. Spoč́ıtáme ri+1 = ri + αiApi. Je-li ∥ri+1∥ ≤ ε∥g∥, polož́ıme x⋆ = xi+1 a STOP.

Jinak přejdeme na krok 4.

4. Jestlǐze i+ 1 = m, přejdeme na krok 5. Jinak polož́ıme

βi =
rTi+1ri+1

rTi ri
, pi+1 = ri+1 + βipi, i := i+ 1 a návrat na krok 1.

5. Řeš́ıme soustavu Axn + g = 0. Jestlǐze ∥xn∥ ≤ ∆, polož́ıme x⋆ = xn a STOP.

6. Jestlǐze (xn−xm)T rm ≥ 0, polož́ıme x⋆ = xm−κ(xn−xm), kde κ > 0 je určeno
tak, že ∥x⋆∥ = ∆, a STOP.

7. Jestlǐze (xn−xm)T rm < 0, polož́ıme x⋆ = xm+κ(xn−xm), kde κ > 0 je určeno
tak, že ∥x⋆∥ = ∆, a STOP.
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Obvykle voĺıme m ≤ 5. Pro m = 1 dostaneme jednoduchou metodu pśı nohy.
Podle poznámky 1.3 jsou obě tyto metody globálně konvergentńı, jestliže x⋆ splňuje

nerovnost (1.11).

Věta 2.8 Necht’ {xj}j=0,...,i jsou iterace generované algoritmy 2.7 a 2.8 a necht’ plat́ı
ηj = pTj Apj > 0, j = 0, . . . , i. Pak je pro x⋆ splněna nerovnost (1.11).

Důkaz: Z věty 2.6 a vztahu (2.53) plyne

−ψ(x⋆) ≥ −ψ(xi) > . . . > −ψ(x1) = −ψ(x0) +
1

2

(rT0 r0)
2

η0
=

1

2

(rT0 r0)
2

pT0Ap0
≥

≥ 1

2

∥g∥4

∥g∥2∥A∥
=

1

2
∥g∥ ∥g∥

∥A∥
≥ 1

2
∥g∥min

{
∥x⋆∥,

∥g∥
∥A∥

}
,

kde σ = 1
2
. 2

Důsledek 2.3 Použit́ı metody sdružených gradient̊u, resp. jej́ı kombinace s metodou pśı
nohy, sestavené na základě algoritmu 2.7, resp. 2.8, je globálně konvergentńı metodou.

2.5 Předpodmı́něná metoda sdružených gradient̊u

Pro velké ř́ıdké systémy je vhodné předpodmı́nit metodu sdružených gradient̊u užit́ım
symetrické a positivně definitńı matice C ∈ Rn×n. Jestliže použijeme metodu sdružených
gradient̊u, algoritmus (2.7), na minimalizaci kvadratické funkce

ψ̃(x̃) =
1

2
x̃T Ãx̃+ g̃T x̃, ∥x̃∥ ≤ ∆,

kde
Ã = C− 1

2AC− 1
2 , g̃ = C− 1

2 g, x̃ = C
1
2x,(2.62)

a polož́ıme-li
xi = C− 1

2 x̃i, ri = C
1
2 r̃i, pi = C− 1

2 p̃i,

dostaneme předpodmı́něnou metodu sdružených gradient̊u. Matice C ≈ A se voĺı tak,
aby Ã byla lépe podmı́něná než A a aby C byla snadno invertovatelná. Nejčastěji se
provede neúplný rozklad A ≈ RTR a polož́ıme C = RTR, kde horńı trojúhelńıková
matice R má stejnou strukturu nenulových prvk̊u jako matice A.

Použit́ı předpodmiňovače C změńı omezeńı ∥x∥ ≤ ∆ na ∥x∥C =
√
xTCx ≤ ∆, což

je třeba algoritmicky ošetřit.

Algoritmus 2.9 Předpodmı́něná metoda sdružených gradient̊u
pro výpočet lokálně omezeného kroku.

Zvoĺıme ε ∈ (0, 1) a polož́ıme x0 = 0, r0 = g, p0 = −C−1r0, i = 0.

1. Spoč́ıtáme ηi = pTi Api. Je-li ηi > 0, přejdeme na krok 2. Jinak urč́ıme κ > 0
tak, že ∥xi + κpi∥ = ∆, polož́ıme x⋆ = xi + κpi a STOP.

2. Polož́ıme αi =
rTi C−1ri

ηi
a xi+1 = xi + αipi.
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(a) Je-li ∥xi+1∥ > ∆, urč́ıme κ > 0 tak, že ∥xi + κpi∥ = ∆, polož́ıme
x⋆ = xi + κpi a STOP.

(b) Je-li ∥xi+1∥ = ∆, polož́ıme x⋆ = xi+1 a STOP.

(c) Je-li ∥xi+1∥ < ∆, přejdeme na krok 3.

3. Spoč́ıtáme ri+1 = ri + αiApi. Je-li ∥ri+1∥ ≤ ε∥g∥, polož́ıme x⋆ = xi+1 a STOP.

Jinak přejdeme na krok 4.

4. Polož́ıme βi =
rTi+1C

−1ri+1

rTi C−1ri
, pi+1 = −C−1ri+1 + βipi, i := i+ 1 a návrat na krok 1.

Je nutno poznamenat, že posloupnost norem {∥xj∥} nemuśı být monotonně rostoućı. To
plat́ı pro posloupnost {∥x̃j∥} = {∥xj∥C}. Výpočet ukonč́ıme, jakmile bod xi+1 překroč́ı
hranici ∆, tj. ∥xi+1∥ ≥ ∆. Źıskané přibližné řešeńı x⋆ proto nemuśı být tak dobré jako
u nepředpodmı́něné metody sdružených gradient̊u, kde normy iteraćı rostou monotonně,
avšak použit́ım předpodmı́něńı doćıĺıme zrychleńı konvergence.

K d̊ukazu globálńı konvergence této metody použijeme poznámku 1.3.

Věta 2.9 Necht’ C je matice předpodmı́něńı a κ(C) jej́ı č́ıslo podmı́něnosti (poznámka
A.3). Jestlǐze je splněna podmı́nka

κ(C) ≤ C <∞,

pak pro x⋆ plat́ı nerovnost (1.11).

Důkaz: Nerovnost, kterou máme dokázat, plat́ı pro ψ̃(x̃⋆) s konstantou σ̃ ∈ (0, 1), věta
2.8. Ze vztah̊u (2.62) plyne

ψ(x) = ψ̃(x̃), ∥Ã∥ ≤ ∥C− 1
2∥2∥A∥, ∥g∥ ≤ ∥C

1
2∥∥g̃∥, ∥x∥ ≤ ∥C− 1

2∥∥x̃∥,

takže

−ψ(x⋆) = −ψ̃(x̃⋆) ≥ σ̃ ∥g̃∥min

{
∥x̃⋆∥,

∥g̃∥
∥Ã∥

}
≥

≥ σ̃
∥g∥
∥C 1

2∥
min

{
∥x⋆∥
∥C− 1

2∥
,

∥g∥
∥C 1

2∥∥C− 1
2∥2∥A∥

}
=

= σ̃
∥g∥
κ(C

1
2 )

min

{
∥x⋆∥,

∥g∥
κ(C

1
2 )∥A∥

}
≥

≥ σ̃
∥g∥
κ(C

1
2 )

min

{
∥x⋆∥
κ(C

1
2 )
,

∥g∥
κ(C

1
2 )∥A∥

}
=

σ̃

κ(C)
∥g∥min

{
∥x⋆∥,

∥g∥
∥A∥

}

a protože je 1 ≤ κ(C) ≤ C <∞, položeńım σ = 1
C
σ̃ dostaneme 0 < σ < 1. 2

Důsledek 2.4 Předpodmı́něná metoda sdružených gradient̊u, sestavená na základě algo-
ritmu 2.9, je globálně konvergentńı.
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2.6 Použit́ı Lanczosovy metody

V této části použijeme pro vytvořeńı báze Krylovova podprostoru Kk+1 pomoćı me-
tody sdružených gradient̊u myšlenku Lanczosovy metody, [08], [23], která generuje orto-
normálńı bázi Kk+1 = sp{g,Ag,A2g, . . . ,Akg} = sp{q0, q1, . . . , qk}.

Algoritmus 2.10 Metoda sdružených gradient̊u (CGM).

Polož́ıme r0 = g, p0 = −r0 a pro j = 0, 1, . . . , k − 1 provedeme:

1. αj =
rTj rj

pTj Apj
, rj+1 = rj + αjApj,

2. βj =
rTj+1rj+1

rTj rj
, pj+1 = −rj+1 + βjpj

Algoritmus 2.11 Lanczosova metoda (LM).

Polož́ıme t0 = g, q−1 = 0 a pro j = 0, 1, . . . , k provedeme:

1. γj = ∥tj∥, qj =
1
γj
tj,

2. δj = qTj Aqj, tj+1 = Aqj − δjqj − γjqj−1

Metoda CGM konč́ı pro rk+1 = 0 a v Kk+1 generuje A-ortogonálńı bázi p0, p1, . . . , pk,
zat́ımco metoda LM konč́ı pro tk+1 = 0 a vKk+1 generuje ortonormálńı bázi q0, q1, . . . , qk.
Lanczosovu iteraci lze psát v maticovém tvaru

AQk = QkTk + γk+1qk+1e
T
k+1,(2.63)

kde Qk = (q0, . . . , qk), Q
T
kQk = Ik+1 a Tk ∈ R(k+1)×(k+1) je tř́ıdiagonálńı matice

Tk =


δ0 γ1

γ1 δ1
. . .

. . . . . . γk
γk δk

(2.64)

Dále plat́ı vztahy
QT
kAQk = Tk, QT

k g = γ0e1 a g = γ0q0.(2.65)

Prvńı rovnost plyne z (2.63). Dále q0 = 1
γ0
t0 = 1

∥g∥ g a proto je qT0 g = ∥g∥ = γ0 a

qTi g = 0 ∀i ̸= 0. Tedy QT
k g = γ0e1. T́ım jsou dokázány druhá a třet́ı rovnost (2.65).

Protože residua {rk} jsou ortogonálńı, vztah (2.50), můžeme Lanczosovy vektory qi
źıskat z iteraćı sdružených gradient̊u pomoćı vztahu

qi = σi
1

∥ri∥
ri, i = 0, 1, . . . , k, kde σi = ±1,(2.66)

jak lze nalézt např. v [19] a plat́ı následuj́ıćı lemma.
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Lemma 2.10 Uvažujme algoritmy CGM a LM a necht’ αj ̸= 0, j = 0, . . . , k. Pak plat́ı

σi = −σi−1 sgn(αi−1), σ0 = +1

a matici Tk lze vyjádřit následuj́ıćım zp̊usobem

Tk =



1
α0

√
β0

|α0|√
β0

|α0|
1
α1

+ β0
α0

√
β1

|α1|
√
β1

|α1|
. . . . . .

. . . . . .
√
βk−1

|αk−1|√
βk−1

|αk−1|
1
αk

+ βk−1

αk−1


(2.67)

Důkaz: Použijeme algoritmy CGM a LM a využijeme A-ortogonalitu směr̊u {pi} a or-
togonalitu residúı {ri}. Z (2.65) plyne q0 =

1
∥g∥ g =

1
∥r0∥ r0 a tedy σ0 = +1. Označ́ıme-li

dále

Pk = (p0, . . . , pk), Rk = (r0, . . . , rk), Sk = diag(σ0∥r0∥, . . . , σk∥rk∥) a

Bk =


−1 β0

. . . . . .
. . . βk−1

−1

 ,

pak lze psát Rk = QkSk a Rk = PkBk. Protože αi =
rTi ri
pTi Api

a směry {pi} jsou

A-ortogonálńı, plat́ı

PT
kAPk = diag

(
rT0 r0
α0

, . . . ,
rTk rk
αk

)
= Sk diag

(
1

α0

, . . . ,
1

αk

)
Sk.

Dále βi =
rTi+1ri+1

rTi ri
a tud́ıž

SkBkS
−1
k =


−1 σ0σ1

√
β0

. . . . . .
. . . σk−1σk

√
βk−1

−1


Nyńı dosad́ıme za Tk a dostaneme

Tk = QT
kAQk = S−1

k RT
kARkS

−1
k = S−1

k BT
kP

T
kAPkBkS

−1
k =

= S−1
k BT

kSk diag

(
1

α0

, . . . ,
1

αk

)
SkBkS

−1
k =

=


1
α0

−σ0σ1
√
β0
α0

−σ0σ1
√
β0
α0

1
α1

+ β0
α0

. . .

. . . . . . −σk−1 σk

√
βk−1

αk−1

−σk−1 σk

√
βk−1

αk−1

1
αk

+ βk−1

αk−1

(2.68)
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Źıskáváme výrazy pro δi, i = 0, . . . , k, a protože γi = ∥ti∥ ≥ 0, vycháźı srovnáńım

prvk̊u matic (2.64) a (2.68), že γi =

√
βi−1

|αi−1| a σi−1 σi sgn(αi−1) = −1, i = 1, . . . , k. T́ım

jsme převedli matici Tk(δ, γ) na matici Tk(α, β). 2

Nyńı se vrát́ıme k problému (1.25) a uvažujme řešeńı z Krylovova podprostoru Kk+1 :
x ∈ Kk+1 = {x ∈ Rn : x = Qkh}, tedy řešeńı je tvaru

xk = Qkhk,(2.69)

kde xk řeš́ı problém

min
x∈Kk+1

{
1

2
xTAx+ gTx

}
vzhledem k ∥x∥ ≤ ∆.(2.70)

Ze vztah̊u (2.65) plyne po dosazeńı, že vektor hk řeš́ı problém

min
h∈Rk+1

{
1

2
hTTkh+ (γ0e1)

Th

}
vzhledem k ∥h∥ ≤ ∆.(2.71)

Podle věty 1.5 plat́ı
(Tk + ξkIk+1)hk = −γ0e1,(2.72)

kde Tk + ξkIk+1 ≽ 0, ξk ≥ 0 a ξk(∥hk∥ −∆) = 0. Odtud a ze vztah̊u (2.65) plyne

QT
k (A+ ξkIn)xk = QT

k (A+ ξkIn)Qkhk = (Tk + ξkIk+1)hk = −γ0e1 = −QT
k g

a dále
ξk(∥xk∥ −∆) = ξk(∥hk∥ −∆) = 0.

Vid́ıme, že xk je Galerkinova aproximace k x⋆ z prostoru generovaného matićı Qk. Ptáme
se tedy, jak dobrá tato aproximace je, konkrétně jaká je chyba (A+ ξkIn)xk + g.

Věta 2.10 Plat́ı:
(A+ ξkIn)xk + g = γk+1 · eTk+1hk · qk+1

a tedy
∥(A+ ξkIn)xk + g∥ = γk+1 · |eTk+1hk|.(2.73)

Důkaz: Použijeme vztahy (2.63), (2.72) a (2.65):

Axk = AQkhk = QkTkhk + γk+1(e
T
k+1hk)qk+1 =

= −Qk(ξkhk + γ0e1) + γk+1(e
T
k+1hk)qk+1 =

= −ξkQkhk − γ0Qke1 + γk+1(e
T
k+1hk)qk+1 =

= −ξkxk − γ0q0 + γk+1(e
T
k+1hk)qk+1 = −ξkxk − g + γk+1(e

T
k+1hk)qk+1.

Odtud již snadno plyne vztah (2.73). 2

Tedy k tomu, abychom změřili chybu, stač́ı znát č́ıslo γk+1 a posledńı složku vektoru hk.
Chyba bude malá, bude-li malé alespoň jedno z těchto dvou č́ısel.

Nyńı se zaměř́ıme na problém (2.71) a uvedeme někeré vlastnosti Lanczosovy metody.
Začneme jednoduchou definićı.
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Definice 2.2 Řekneme, že symetrická tř́ıdiagonálńı matice je degenerovaná (reducibilńı,
rozložitelná), jestlǐze alespoň jeden prvek mimo diagonálu je nulový. V opačném př́ıpadě
řekneme, že je nedegenerovaná (ireducibilńı, nerozložitelná).

Lemma 2.11 Necht’ obecná tř́ıdiagonálńı matice T je nedegenerovaná a v je vlastńı vek-
tor matice T. Pak prvńı složka v je nenulová.

Důkaz: Uvažujme vztah Tv = µv pro nějaké vlastńı č́ıslo µ matice T. Necht’ prvńı
složka v(1) vektoru v je nulová. Protože T je nedegenerovaná, je nutně druhá složka v(2)

rovna nule. Obdobně dostaneme v(3) rovno nule, atd. Tedy v(i) = 0 ∀i, což je spor. 2

Lemma 2.12 Necht’ matice Tk je nedegenerovaná. Pak singulárńı př́ıpad nem̊uže nastat
pro problém (2.71).

Důkaz: Necht’ singulárńı př́ıpad nastane. Pak podle definice singulárńıho př́ıpadu (defi-
nice 1.11) je vektor γ0e1 ortogonálńı na vk, což je vlastńı vektor odpov́ıdaj́ıćı nejmenš́ımu
vlastńımu č́ıslu µk matice Tk. Plat́ı tedy

0 = γ0e
T
1 vk = γ0v

(1)
k + 0 · v(2)k + . . . ⇒ v

(1)
k = 0,

protože γ0 je norma nenulového vektoru g. Prvńı složka vlastńıho vektoru je nulová a to
je spor. 2

Důsledek 2.5 Necht’ matice Tn−1 je nedegenerovaná. Pak singulárńı př́ıpad nem̊uže na-
stat pro p̊uvodńı problém (1.25).

Důkaz: Je-li k = n − 1, pak sloupce matice Qn−1 tvoř́ı bázi prostoru Rn. Problémy
(1.25) a (2.70) jsou proto identické a mezi (2.70) a (2.71) existuje regulárńı transformace.
Tvrzeńı d̊usledku plyne z předchoźı věty v př́ıpadě k = n− 1. 2

Důsledek 2.6 Jestlǐze pro problém (1.25) nastane singulárńı př́ıpad, pak se Lanczosova
tř́ıdiagonálńı matice Tn−1 degeneruje v nějakém bodě k ≤ n− 1.

Lemma 2.13 Necht’ Tk je nedegenerovaná, hk a ξk splňuj́ı (2.72) a Tk + ξkIk+1 ≽ 0.
Pak Tk + ξkIk+1 ≻ 0.

Důkaz: Sporem: necht’ je Tk + ξkIk+1 singulárńı. Pak existuje nenulový vlastńı vektor
vk, pro který je (Tk + ξkIk+1)vk = 0. To spolu s (2.72) implikuje, že

0 = vTk (Tk + ξkIk+1)hk = −γ0vTk e1 = −γ0v(1)k .

Protože γ0 je norma vektoru g, který je nenulový, je nutně v
(1)
k = 0, což je spor. Matice

Tk+ξkIk+1 je tedy regulárńı, podle předpokladu positivně semidefinitńı, tud́ıž je positivně
definitńı. 2

Pokud je tedy matice Tk nedegenerovaná, má rovnice (2.72) jediné řešeńı hk ∈ Rk+1.

Lemma 2.14 Necht’ eTk+1hk = 0. Pak matice Tk je degenerovaná.

Důkaz: Necht’ Tk je nedegenerovaná. Podle předpokladu je h
(k+1)
k = 0. Protože Tk

je nedegenerovaná, tak z (k + 1)-ńı složky rovnice (2.72) plyne, že h
(k)
k = 0. Obdobně

dostaneme h
(k−1)
k = 0, atd. až ze druhé složky téže rovnice vyplyne h

(1)
k = 0. Ale to je

spor, nebot’ současně z prvńı složky plyne, že h
(1)
k ̸= 0. Tedy Tk je degenerovaná. 2

Nyńı přistouṕıme k řešeńı problému (1.25).
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• Necht’ nenastane singulárńı př́ıpad. Dokud jsou matice Ti, i ≥ 1 nedegenerované,
plat́ı h

(i+1)
i ̸= 0 podle lemmatu 2.14. Jestliže existuje k takové, že se Tk degeneruje,

tedy že γk+1 = 0, pak źıskáváme řešeńı problému (1.25), věta 2.11.

• Jestliže nastane singulárńı př́ıpad, pak se matice Tk pro nějaké k ≤ n − 1 podle
d̊usledku 2.6 degeneruje a má l-blokově diagonálńı tvar

Tk =


Tk1

Tk2
. . .

Tkl

(2.74)

kde γki+1 = 0 pro i = 1, . . . , l. Pro řešeńı problému (1.25) plat́ı věta 2.12.

Věta 2.11 Necht’ pro problém (1.25) nenastane singulárńı př́ıpad, necht’ γk+1 = 0 a
necht’ matice Tk je nedegenerovaná. Pak xk řeš́ı problém (1.25).

Důkaz: Protože nenastane singulárńı př́ıpad, plat́ı g ̸⊥ S1, kde S1 je prostor vlastńıch
vektor̊u asociovaných s nejmenš́ım vlastńım č́ıslem λ1 matice A. Podle lemmatu A.1 je
λ1 též nejmenš́ım vlastńım č́ıslem matice Tk. Vektor xk nyńı splňuje podmı́nky věty 1.5:

• (2.72) ⇒ Tk + ξkIk+1 ≽ 0 ⇒ ξk ≥ −λ1 ⇒ A+ ξkIn ≽ 0, nav́ıc ξk ≥ 0;

• (2.69) ⇒ ∥xk∥ = ∥hk∥ ⇒ ξk(∥xk∥ −∆) = ξk(∥hk∥ −∆) = 0;

• (2.73) ⇒ ∥(A+ ξkIn)xk + g∥ = 0 ⇒ (A+ ξkIn)xk + g = 0. 2

Žádané řešeńı tedy dostaneme z prvńıho a jediného nedegenerovaného bloku Lanczosovy
tř́ıdiagonálńı matice Tk. Zbývá uvažovat možnost, že se matice Tk degeneruje na l blok̊u
tvaru (2.74), tedy že pro problém (1.25) nastal singulárńı př́ıpad. Předpokládejme, že
posledńı blok Tkl je prvńı, jehož nejmenš́ı vlastńı č́ıslo se rovná nejmenš́ımu vlastńımu
č́ıslu λ1 matice A. Necht’ dále [hk1 , ξk1 ] je řešeńı problému (2.71), kde namı́sto Tk je jej́ı
prvńı nedegenerovaný blok Tk1 . Pak lze uvažovat dva př́ıpady.

Věta 2.12 Necht’ pro problém (1.25) nastane singulárńı př́ıpad a Tk má blokový tvar
(2.74). Pak

1. Je-li −λ1 ≤ ξk1 , pak řešeńı [xk, ξk] problému (1.25) je dáno takto:

xk = Qk1hk1 , ξk = ξk1 ,

kde Qk1 = (q0, . . . , qk1) ∈ Rn×(k1+1) a hk1 ∈ Rk1+1 řeš́ı positivně definitńı systém
(Tk1 + ξk1Ik1+1)hk1 = −γ0e1.

2. Je-li −λ1 > ξk1 , pak řešeńı [xk, ξk] problému (1.25) je dáno takto:

xk = Qkhk, ξk = −λ1,

kde hk má l vektorových složek hk = (hT , 0, . . . , 0, κzT )T odpov́ıdaj́ıćıch blok̊um
Tk1 , . . . ,Tkl , h je řešeńı regulárńıho tř́ıdiagonálńıho systému

(Tk1 − λ1Ik1+1)h = −γ0e1,

z je vlastńı vektor podmatice Tkl odpov́ıdaj́ıćı nejmenš́ımu vlastńımu č́ıslu λ1 a κ je
určeno tak, že ∥hk∥ = ∆.
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Důkaz:

1. Protože −λ1 ≤ ξk1 , je A + ξk1In ≽ 0. Řešme problém (2.71) pro k = k1. Zde
nenastává singulárńı př́ıpad, protože Tk1 je nedegenerovaná matice. Přitom plat́ı

ξk1 ≥ 0, ξk1(∥hk1∥ −∆) = 0 a Tk1 + ξk1Ik1+1 ≽ 0.

Podle lemmatu 2.13 je Tk1 + ξk1Ik1+1 ≻ 0 a proto je řešeńı hk1 ∈ Rk1+1, které
splňuje ∥hk1∥ ≤ ∆, jediné. Protože ∥xk∥ = ∥hk1∥, plat́ı

∥xk∥ ≤ ∆ a ξk1(∥xk∥ −∆) = 0.

Konečně podle věty 2.10 je

∥(A+ ξk1In)xk + g∥ = 0

a xk tedy společně s ξk = ξk1 splňuje podmı́nky věty 1.5.

2. Systém (Tk1 −λ1Ik1+1)h = −γ0e1 je regulárńı, protože podle předpokladu patř́ı λ1
do l-tého bloku Tkl , takže v prvńım bloku Tk1 jsou vlastńı č́ısla λi > λ1 a proto
je Tk1 − λ1Ik1+1 ≻ 0. Kromě toho, jelikož [hk1 , ξk1 ] je řešeńı problému (2.71) pro
k = k1, pak pro −λ1 > ξk1 plyne z rovnic

(Tk1 − λ1Ik1+1)h = −γ0e1 a (Tk1 + ξk1Ik1+1)hk1 = −γ0e1,

že ∥h∥ < ∥hk1∥ ≤ ∆ podle lemmatu A.2. Existuje tedy κ takové, že

∥xk∥2 = ∥hk∥2 = ∥h∥2 + κ2∥z∥2 = ∆2.

Nav́ıc plat́ı
ξk1 ≥ 0 ⇒ −λ1 > 0.

Matice Tk1 je prvńı celý nedegenerovaný blok matice Tk a proto je γk1+1 = 0.
Obdobně Tkl je posledńı blok, takže γkl+1 = 0. Naṕı̌seme-li x = Qk1h a y = Qklz,
pak z (2.63) plyne

Ax = AQk1h = Qk1Tk1h = Qk1(λ1h− γ0e1) = λ1x− g,

Ay = AQklz = QklTklz = Qklλ1z = λ1y.

Tedy

(A− λ1In)xk = (A− λ1In)Qkhk = (A− λ1In)(Qk1h+ κQklz) =

= (A− λ1In)(x+ κy) = Ax+ κAy − λ1x− κλ1y =

= λ1x− g + κλ1y − λ1x− κλ1y = −g

a xk společně s ξk = −λ1 splňuje všechny podmı́nky věty 1.5. 2

Srovnáme-li to s Newtonovou metodou, konkrétně s obrázkem 2.1, vid́ıme, že výsledek 1.
odpov́ıdá singulárńımu př́ıpadu na obrázku vpravo dole, kde ξ⋆ ≥ −λ1. Naopak výsledek
2. je ekvivalentńı singulárńımu př́ıpadu znázorněnému na obrázku vpravo nahoře, kde
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plat́ı ξ⋆ = −λ1 a pro řešeńı x⋆ ≡ xk se vztahuje analýza singulárńıho př́ıpadu uvedená
v § 1.3, tedy obdoba vztahu x⋆ = x+ κq pro q ∈ S1.

Nyńı uvedeme algoritmus této metody. K použit́ı věty 2.12 však potřebujeme spoč́ıtat
nejmenš́ı vlastńı č́ıslo matice A, což je obt́ıžné pro rozsáhlé problémy. Tvar řešeńı uve-
dený v této větě je užitečný jen z teoretického hlediska. Hledáme-li pouze aproximaci
lokálně omezeného kroku, vystač́ıme s řešeńım v jednodušš́ım tvaru. K vytvořeńı Lanczo-
sových vektor̊u použijeme metodu sdružených gradient̊u (algoritmus 2.10). Na rozd́ıl od
předchoźıho př́ıstupu (algoritmy 2.7 a 2.8) připust́ıme též možnost pTkApk ≤ 0. Jakmile
bude ovšem tento skalárńı součin malý, přejdeme k Lanczosově metodě (algoritmus 2.11).
Zavedeme parametr INT, který bude určovat, zda je řešeńı uvnitř oblasti či nikoli. Protože
dále potřebujeme ukládat maticiQk, je z praktického hlediska vhodné uvažovat maximálńı
počet sloupc̊u této matice. Zvoĺıme pevné m, které určuje, jaký maximálńı počet orto-
normálńıch vektor̊u qk připust́ıme. Obvykle voĺıme m = 100.

Algoritmus 2.12 Použit́ı Lanczosovy metody pro výpočet lokálně omezeného kroku.

Zvoĺıme εsg, ε ∈ (0, 1), např. 10−6, m > 0 a polož́ıme

x0 = 0, r0 = g, γ0 = ∥g∥, q0 =
1

∥g∥
g, σ = 1, p0 = −r0, INT =

”
true“, k = 0.

1. Je-li |pTkApk| ≤ εsg, přejdeme na krok 8. Jinak polož́ıme αk =
rTk rk
pTk Apk

.

2. Je-li k = 0, pak δ0 =
1
α0
, jinak δk =

1
αk

+ βk−1

αk−1
.

3. Je-li INT =
”
true“, ale

{
αk ≤ 0 nebo ∥xk + αkpk∥ ≥ ∆

}
, pak INT =

”
false“.

4. Je-li INT =
”
true“, pak xk+1 = xk + αkpk, jinak řeš́ıme tř́ıdiagonálńı problém

(2.71) pro hk.

5. Polož́ıme rk+1 = rk + αkApk, βk =
rTk+1rk+1

rTk rk
a γk+1 =

√
βk

|αk|
.

6. Je-li INT =
”
true“, pak: Je-li ∥rk+1∥ ≤ ε, polož́ıme x⋆ = xk+1 a STOP.

Je-li k + 1 = m, polož́ıme x⋆ = Qkhk a STOP.

Je-li INT =
”
false“, pak: Je-li γk+1 · |eTk+1hk| ≤ ε, polož́ıme x⋆ = Qkhk a STOP.

7. Polož́ıme σ := −σ sgn(αk), qk+1 = σ 1
∥rk+1∥

rk+1, pk+1 = −rk+1 + βkpk, k := k + 1

a návrat na krok 1.

8. Polož́ıme INT =
”
false“.

9. Spoč́ıtáme δk = qTkAqk.

10. Je-li k = 0, pak polož́ıme t1 = Aq0 − δ0q0, jinak tk+1 = Aqk − δkqk − γkqk−1.

11. Spoč́ıtáme γk+1 = ∥tk+1∥ a řeš́ıme tř́ıdiagonálńı problém (2.71) pro hk.

12. Je-li γk+1 · |eTk+1hk| ≤ ε nebo k + 1 = m, polož́ıme x⋆ = Qkhk a STOP.

13. Polož́ıme qk+1 =
1

γk+1
tk+1, k := k + 1 a návrat na krok 9.
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Pokud potřebujeme spoč́ıtat ∥xk + αkpk∥, lze to provést rekurentně. Jelikož

∥xk + αkpk∥2 = ∥xk∥2 + 2αkx
T
k pk + α2

k∥pk∥2,

lze použ́ıt následuj́ıćı lemma.

Lemma 2.15 Plat́ı

1. xTk pk = βk−1

[
xTk−1pk−1 + αk−1∥pk−1∥2

]
;

2. ∥pk∥2 = ∥rk∥2 + β2
k−1∥pk−1∥2.

Všechny hodnoty vystupuj́ıćı v rekurenci jsou známé z předchoźı iterace. Lze tedy snadno
spoč́ıtat ∥xk + αkpk∥.
Důkaz: Využijeme ortogonalitu residúı {ri}.

1. xTk pk = (xk−1+αk−1pk−1)
T (−rk+βk−1pk−1) = βk−1

[
xTk−1pk−1 + αk−1∥pk−1∥2

]
, nebot’

(a) pk−1 je lineárńı kombinaćı rk−1, rk−2, . . . , r0 a proto pTk−1rk = 0;

(b) xk−1 je lineárńı kombinaćı pk−2, . . . , p0, tedy rk−2, . . . , r0 a proto xTk−1rk = 0.

2. ∥pk∥2 = pTk pk = (−rk + βk−1pk−1)
T (−rk + βk−1pk−1) = ∥rk∥2 + β2

k−1∥pk−1∥2, nebot’

opět pTk−1rk = 0. 2

Nakonec zbývá uvažovat problém (2.71) pro hk. Aplikujeme algoritmus 2.2 na rovnici

ϕ(ξk) ≡
1

∆
− 1

∥hk∥
= 0,

kde hk řeš́ı systém (2.72). Protože matice Tk je tř́ıdiagonálńı, jedná se o jednoduchý
problém. Choleského rozklad matice Tk + ξkIk+1 provedeme ve tvaru

Tk + ξkIk+1 = BDBT ,

kde B je jednotková horńı bidiagonálńı a D je diagonálńı matice. Výpočet (2.72) se t́ım
zjednoduš́ı o jeden maticovo-vektorový součin:

BDBThk = −γ0e1 ⇔ DBThk = −γ0B−1e1 = −γ0e1 ⇔ BThk = −γ0D−1e1,

nebot’ B−1 má v prvńım sloupci stejně jako B vektor e1 a proto plat́ı B−1e1 = e1.
Globálńı konvergence této metody plyne z toho, že hledáme optimálńı lokálně omezený

krok redukovaného problému (2.71) pro hk.

Věta 2.13 Metoda sestavená na základě algoritmu 2.12 je globálně konvergentńı.

Důkaz: Dokážeme nerovnost (1.11) pro x⋆, která podle poznámky 1.3 stač́ı ke globálńı
konvergenci uvedené metody. Je-li řešeńı uvnitř oblasti, ∥x⋆∥ < ∆, tj. INT =

”
true“,

plat́ı pTkApk > 0, metoda je totožná s metodou sdružených gradient̊u, algoritmus 2.7, a
globálńı konvergence plyne z věty 2.8. Je-li INT =

”
false“, pak řeš́ıme problém (2.71)

pro hk a řešeńı x⋆ je tvaru x⋆ = Qkhk. Protože se problém (2.71) řeš́ı pomoćı algoritmu
2.2, je hk optimálńı lokálně omezený krok pro problém (2.71) a tud́ıž plat́ı

−ψ̃(hk) ≥ σ̃ ∥γ0e1∥min

{
∥hk∥,

∥γ0e1∥
∥Tk∥

}
,
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kde

ψ̃(h) =
1

2
hTTkh+ (γ0e1)

Th,

takže pro x⋆ = Qkhk máme ∥x⋆∥ = ∥hk∥ a podle (2.65) ∥γ0e1∥ = ∥g∥, ∥Tk∥ ≤ ∥A∥,
tedy

−ψ(x⋆) = −1

2
hTkQ

T
kAQkhk + gTQkhk = −ψ̃(hk) ≥

≥ σ̃ ∥γ0e1∥min

{
∥hk∥,

∥γ0e1∥
∥Tk∥

}
≥ σ ∥g∥min

{
∥x⋆∥,

∥g∥
∥A∥

}
,

kde σ = σ̃. 2

Uvedeme ještě dvě nové modifikace použit́ı Lanczosovy metody, které se v praxi osvědčily,
kombinované s metodou sdružených gradient̊u a Choleského rozkladem.

V prvńım př́ıpadě zvoĺıme pevné m (obvykle malé) a spoč́ıtáme m krok̊u Lanczosovy
metody (algoritmus 2.11). Źıskáme tř́ıdiagonálńı matici Tm−1 řádu m a pomoćı Cho-
leského rozkladu matice Tm−1+ξm−1Im řeš́ıme problém (2.71) pro hm−1 ∈ Rm, abychom
źıskali parametr ξ⋆ > 0. Tato hodnota nám pro přibližný výpočet řešeńı problému (1.25)
postač́ı a řeš́ıme rovnici (A+ ξ⋆I)x+ g = 0 metodou sdružených gradient̊u. Dostaneme
lepš́ı aproximaci lokálně omezeného kroku, nežli v př́ıpadě ξ = 0. Obdobně jako u al-
goritmu 2.9 budeme uvažovat předpodmı́něńı s matićı C ∈ Rn, která je symetrická,
positivně definitńı, snadno invertovatelná a plat́ı C = RTR, kde RTR je neúplný
rozklad matice A + ξ⋆I a R má nenulové prvky pouze tam, kde jsou nenulové prvky
matice A+ ξ⋆I. Tuto variantu nazveme LCG, Lanczos – sdružené gradienty pro výpočet
lokálně omezeného kroku.

Algoritmus 2.13 Kombinovaná metoda LCG pro výpočet lokálně omezeného kroku.

Zvoĺıme ε ∈ (0, 1), ω ∈ (0, 1⟩, ξ̄ > 0, m,m1,m2 ∈ N.

1. Provedeme m krok̊u Lanczosova algoritmu 2.11, dostaneme matici T řádu m a
polož́ıme ξ = 0, i = 1.

2. Jestlǐze ξ ≥ ξ̄, polož́ıme ξ = ξ̄ a přejdeme na krok 6.

3. Je-li T + ξI ≻ 0, provedeme rozklad T + ξI = BDBT a přejdeme na krok 4.
Jinak zvěťśıme ξ a opakujeme krok 3.

4. Řeš́ıme rovnici BDBTh + γ0e1 = 0. Jestlǐze ∥h∥ ≤ ∆ nebo i = m1, přejdeme
na krok 6.

5. Řeš́ıme rovnici Bw = h, polož́ıme ξ := ξ + ∥h∥2
wTD−1w

· ∥h∥−ω∆
ω∆

, i := i+ 1 a návrat
na krok 2.

6. Polož́ıme x0 = 0, r0 = g, p0 = −C−1r0, i = 0.

7. Spoč́ıtáme ηi = pTi (A+ξI)pi. Je-li ηi ≤ 0, urč́ıme κ > 0 tak, že ∥xi+κpi∥ = ∆,
polož́ıme x⋆ = xi + κpi a STOP.

8. Polož́ıme αi =
rTi C−1ri

ηi
a xi+1 = xi + αipi. Je-li ∥xi+1∥ ≥ ∆, urč́ıme κ > 0

tak, že ∥xi + κpi∥ = ∆, polož́ıme x⋆ = xi + κpi a STOP.
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9. Spoč́ıtáme ri+1 = ri + αi(A + ξI)pi. Je-li ∥ri+1∥ ≤ ε∥g∥ nebo i + 1 = n +m2,
polož́ıme x⋆ = xi+1 a STOP.

10. Polož́ıme βi =
rTi+1C

−1ri+1

rTi C−1ri
, pi+1 = −C−1ri+1 + βipi, i := i+ 1 a návrat na krok 7.

Obvykle voĺıme ε = 10−6, ω = 0.9, ξ̄ = 100, m = 5, m1 = 10, m2 = 3. Prove-
deme tedy m krok̊u Lanczosovy metody, poté provedeme nejvýše m1 krok̊u Choleského
rozkladu pro nalezeńı parametru ξ⋆ a nakonec řeš́ıme rovnici (A + ξ⋆I)x + g = 0 me-
todou sdružených gradient̊u a to tak, že pokud nedostaneme řešeńı po n kroćıch (např.
kv̊uli špatné podmı́něnosti soustavy), provedeme nav́ıc m2 krok̊u. U Choleského rozkladu
můžeme uvažovat meze ξL a ξU , ale rovněž jednoduchá mez ξ̄ pro výpočet aproximace
ξ⋆ dostačuje. Při aktualizaci ξ voĺıme mı́sto ∆ hodnotu ω∆, která se v praxi ukázala
z hlediska konvergence jako výhodněǰśı. Vynecháme-li kroky 1.-5. a polož́ıme ξ⋆ = 0,
dostaneme metodu sdružených gradient̊u uvedenou jako algoritmus 2.7.

Věta 2.14 Kombinovaná metoda LCG, sestavená na základě algoritmu 2.13, je globálně
konvergentńı.

Důkaz: Ukážeme, že x⋆ splňuje nerovnost (1.11). Uvažujme nejprve tuto metodu bez
předpodmı́něńı, tj. C = I. Protože aplikujeme metodu sdružených gradient̊u na matici
A+ ξI, podle věty 2.8 plat́ı

−ψ(x⋆) ≥ σ̃ ∥g∥min

{
∥x⋆∥,

∥g∥
∥A+ ξI∥

}
,

kde σ̃ ∈ (0, 1). Č́ıslo ξ se určuje řešeńım úlohy (2.71) pomoćı Choleského rozkladu matice
T+ ξI, takže plat́ı

ξ ≤ γ0
∆

+ ∥T∥ ≤ ∥g∥
∆

+ ∥A∥

podle (2.21), (2.65) a toho, že γ0 = ∥g∥. Odtud máme

∥A+ ξI∥
∥g∥

≤ 2∥A∥
∥g∥

+
1

∆
≤ 2max

{
2∥A∥
∥g∥

,
1

∆

}
⇒ ∥g∥

∥A+ ξI∥
≥ min

{
∥g∥
4∥A∥

,
∆

2

}
,

takže

−ψ(x⋆) ≥ σ̃ ∥g∥min

{
∥x⋆∥,

∥g∥
4∥A∥

,
∆

2

}
≥ σ̃ ∥g∥min

{
∥x⋆∥
2

,
∥g∥
4∥A∥

}
≥

≥ 1

4
σ̃ ∥g∥min

{
∥x⋆∥,

∥g∥
∥A∥

}
Polož́ıme-li σ = 1

4
σ̃, plat́ı 0 < σ < 1. Jestliže uvažujeme tuto metodu s předpodmı́něńım,

pak je rovněž globálně konvergentńı podle věty 2.9, kde σ = 1
4κ(C)

σ̃. 2

Druhá modifikace spoč́ıvá v tom, že použijeme metodu sdružených gradient̊u ke gene-
rováńı Lanczosových vektor̊u, vztah (2.66). Zvoĺıme pevné m (obvykle malé) a spoč́ıtáme
m krok̊u metody sdružených gradient̊u (algoritmus 2.10). T́ım źıskáme tř́ıdiagonálńı ma-
tici Tm−1 řádu m a dále postupujeme následuj́ıćım zp̊usobem. Jestliže ∥xm∥ < ∆, po-
kračujeme metodou sdružených gradient̊u až do konce, protože již neaktualizujeme matici
Tm−1. Jestliže ∥xm∥ ≥ ∆, řeš́ıme přibližně problém (2.71) pro hm−1 ∈ Rm pomoćı Cho-
leského rozkladu matice Tm−1 + ξm−1Im a polož́ıme x⋆ = Qm−1hm−1. U této metody

64



nelze uvažovat předpodmı́něńı, nebot’ bychom dostali nesprávnou tř́ıdiagonálńı matici
Tm−1, tedy jiné koeficienty αi a βi. Tuto variantu nazveme CGL, sdružené gradienty –
Lanczos pro výpočet lokálně omezeného kroku.

Algoritmus 2.14 Kombinovaná metoda CGL pro výpočet lokálně omezeného kroku.

Zvoĺıme ε ∈ (0, 1), ω ∈ (0, 1⟩, ω̄ > 1, m,m1,m2 ∈ N.

1. Polož́ıme x0 = 0, r0 = g, p0 = −r0, q0 = 1
∥g∥ g, σ = 1, i = 0.

2. Spoč́ıtáme ηi = pTi Api. Je-li ηi > 0, přejdeme na krok 3. Jinak urč́ıme κ > 0
tak, že ∥xi + κpi∥ = ∆, polož́ıme x⋆ = xi + κpi a STOP.

3. Polož́ıme αi =
rTi ri
ηi

a xi+1 = xi + αipi. Jestlǐze

∥xi+1∥ ≥ ∆ a i+ 1 > m nebo ∥xi+1∥ ≥ ω̄∆,

urč́ıme κ > 0 tak, že ∥xi + κpi∥ = ∆, polož́ıme x⋆ = xi + κpi a STOP. Jinak
spoč́ıtáme ri+1 = ri + αiApi a přejdeme na krok 4.

4. Pokud ∥xi+1∥ ≥ ∆ : jestlǐze i+1 = m nebo ∥ri+1∥ ≤ ε∥g∥, přejdeme na krok 7.
Pokud ∥xi+1∥ < ∆ : jestlǐze i + 1 = n + m2 nebo ∥ri+1∥ ≤ ε∥g∥, polož́ıme
x⋆ = xi+1 a STOP.

5. Spoč́ıtáme βi =
rTi+1ri+1

rTi ri
a pi+1 = −ri+1 + βipi. Je-li i + 1 < m, polož́ıme

σ := −σ sgn(αi) a qi+1 = σ 1
∥ri+1∥ ri+1.

6. Je-li i = 0, pak δ0 =
1
α0
, jinak δi =

1
αi

+ βi−1

αi−1
a γi =

√
βi−1

|αi−1| .

Polož́ıme i := i+ 1 a návrat na krok 2.

7. Je-li i = 0, pak δ0 =
1
α0
, jinak δi =

1
αi

+ βi−1

αi−1
a γi =

√
βi−1

|αi−1| .

Polož́ıme γ0 = ∥g∥, ξ = 0, i = 1.

8. Je-li T + ξI ≻ 0, provedeme rozklad T + ξI = BDBT a přejdeme na krok 9.
Jinak zvěťśıme ξ a opakujeme krok 8.

9. Řeš́ıme rovnici BDBTh+γ0e1 = 0. Jestlǐze bud’ ∥h∥ ≤ ∆ nebo i = m1, polož́ıme
x⋆ = Qh a STOP.

10. Řeš́ıme rovnici Bw = h, polož́ıme ξ := ξ + ∥h∥2
wTD−1w

· ∥h∥−ω∆
ω∆

, i := i+ 1 a návrat
na krok 8.

Obvykle voĺıme ε = 10−6, ω = 0.9, ω̄ = 100, m = 10, m1 = 10, m2 = 3. Provedeme
tedy nejméně m krok̊u metody sdružených gradiet̊u, i když překroč́ıme hranici (skonč́ıme
pouze v př́ıpadě velkého překročeńı hranice, parametr ω̄). To je rozd́ıl oproti algoritmu
2.7, kde konč́ıme vždy při překročeńı hranice. Potom se rozhodujeme, zdali z̊ustaneme
u metody sdružených gradiet̊u, ∥xm∥ < ∆, nebo přejdeme na Lanczosovu metodu,
∥xm∥ ≥ ∆. V prvńım př́ıpadě provedeme nejvýše n+m2 iteraćı a algoritmus je totožný s
algoritmem 2.7. Ve druhém př́ıpadě ukonč́ıme Lanczosovu metodu nejvýše pom1 iteraćıch
a řešeńı h, i když nesplňuje podmı́nku ∥h∥ ≤ ∆, použijeme k výpočtu přibližného řešeńı
x⋆. Při použit́ı Choleského rozkladu pro aktualizaci ξ opět zvoĺıme mı́sto ∆ hodnotu ω∆.
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Věta 2.15 Kombinovaná metoda CGL, sestavená na základě algoritmu 2.14, je globálně
konvergentńı.

Důkaz: Necht’ nejprve plat́ı ∥xm∥ < ∆. Pak je algoritmus 2.14 totožný s algoritmem
2.7 a plat́ı věta 2.8. Jestliže ∥xm∥ ≥ ∆, řeš́ıme problém (2.71) pro hm−1 s matićı Tm−1

a polož́ıme x⋆ = Qm−1hm−1. Plat́ı tedy věta 2.13. 2

Všechny tři algoritmy 2.12, 2.13 a 2.14, které jsme zde uvedli, hledaj́ı přibližné řešeńı
x⋆ lokálně omezeného kroku na Krylovově podprostoru Kk+1 pro nějaké k a v praxi se
ukázaly (hlavně algoritmus 2.13) jako efektivńı.

V posledńı části této kapitoly, § 2.7, se zaměř́ıme na trochu složitěǰśı metodu, ve které
budeme hledat x⋆ opět na celém prostoru Rn a toto x⋆ je optimálńım lokálně omezeným
krokem.

2.7 Parametrizovaný problém vlastńıch č́ısel

V této části převedeme problém hledáńı minima funkce ψ na parametrizovaný problém
vlastńıch č́ısel, [08], [46], [54], [55], [56], [57], [58]. Jak je patrné z (1.25)-(1.26), pro g = 0
źıskáváme problém nalezeńı nejmenš́ıho vlastńıho č́ısla a odpov́ıdaj́ıćıho vlastńıho vektoru
matice A, č́ımž źıskáme řešeńı. Jestliže g ̸= 0, přidáńım nového parametru τ převedeme
problém (1.25) na nový problém, nalezeńı nejmenš́ıho vlastńıho páru jisté matice Bτ .
Ćılem bude nalézt takový parametr τ⋆, který zajist́ı, že vlastńı vektor bude obsahovat
řešeńı problému (1.25). Nebudeme potřebovat maticové rozklady, výsledný algoritmus
použ́ıvá pouze násobeńı matićı. Pro nalezeńı vlastńıch pár̊u použijeme implicitně restar-
tovanou Lanczosovu metodu, [29].

2.7.1 Struktura problému

Necht’ je dán problém (1.25)-(1.26). Pro řešeńı x⋆ plat́ı věta 1.5, je tedy řešeńım (1.25)
právě když plat́ı

∥x⋆∥ ≤ ∆, (A+ ξ⋆I)x⋆ + g = 0, ξ⋆ ≥ 0, (∥x⋆∥ −∆)ξ⋆ = 0, A+ ξ⋆I ≽ 0,(2.75)

tedy ξ⋆ ≥ −λ1, kde λ1 je nejmenš́ı vlastńı č́ıslo matice A. Zavedeme parametr τ ∈ R
a sestroj́ıme matici

Bτ =

(
τ gT

g A

)
∈ R(n+1)×(n+1),(2.76)

pro kterou plat́ı
τ

2
+ ψ(x) =

1

2
(1, xT )Bτ

(
1
x

)
.(2.77)

Problém (1.25) můžeme přepsat na problém

min
y∈Rn+1

1

2
yTBτy vzhledem k yTy ≤ 1 + ∆2, eT1 y = 1,(2.78)

kde y = (1, xT )T , e1 = (1, 0, . . . , 0)T ∈ Rn+1, což dává podnět k tomu, že řešeńı
problému (1.25) lze źıskat nalezeńım nejmenš́ıho vlastńıho č́ısla −ξ a jemu odpov́ıdaj́ıćıho
vlastńıho vektoru (1, xT )T matice Bτ pro vhodné τ. Rovnice(

τ gT

g A

)
·
(
1
x

)
= (−ξ)

(
1
x

)
(2.79)
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je ekvivalentńı zápisu
τ + ξ = −gTx, (A+ ξI)x+ g = 0.(2.80)

Necht’ λ1, λ2, . . . , λn jsou vlastńı č́ısla matice A a q1, q2, . . . , qn př́ıslušné ortonormálńı
vlastńı vektory (qj odpov́ıdá λj), které tvoř́ı bázi prostoru Rn. Necht’ g =

∑n
j=1 ϑjqj a

ξ ̸= −λj ∀j. Pak pro j = 1, . . . , n plat́ı

Aqj = λjqj ⇒ (A+ ξI)qj = (λj + ξ)qj ⇒ (A+ ξI)−1ϑjqj =
ϑj

λj + ξ
qj.

Sečteme přes j :

(A+ ξI)−1

n∑
j=1

ϑjqj =
n∑
j=1

ϑj
λj + ξ

qj

a dostaneme

gT (A+ ξI)−1g =

(
n∑
j=1

ϑjq
T
j

)
(A+ ξI)−1

(
n∑
j=1

ϑjqj

)
=

=

(
n∑
j=1

ϑjq
T
j

)
n∑
j=1

ϑj
λj + ξ

qj =
n∑
j=1

ϑ
2

j

λj + ξ
.

Přeč́ıslujme nyńı vlastńı č́ısla matice A tak, že λ1 < λ2 < . . . < λm jsou navzájem
r̊uzná, m ≤ n. Necht’ q1, . . . , qi1 odpov́ıdaj́ı λ1, qi1+1, . . . , qi2 odpov́ıdaj́ı λ2, atd. až
qim−1+1, . . . , qim odpov́ıdaj́ı λm. Pak

g =
n∑
j=1

ϑjqj =

i1∑
j=1

ϑjqj +

i2∑
j=i1+1

ϑjqj + . . .+
im∑

j=im−1+1

ϑjqj.

Označ́ıme-li nyńı

ϑ2
1 =

i1∑
j=1

ϑ
2

j , ϑ2
2 =

i2∑
j=i1+1

ϑ
2

j , . . . , ϑ2
m =

im∑
j=im−1+1

ϑ
2

j ,

pak plat́ı

−gTx = gT (A+ ξI)−1g =
n∑
j=1

ϑ
2

j

λj + ξ
=

m∑
j=1

ϑ2
j

λj + ξ

a

xTx = gT (A+ ξI)−2g =
n∑
j=1

ϑ
2

j

(λj + ξ)2
=

m∑
j=1

ϑ2
j

(λj + ξ)2
,

kde ϑ2
j je součet čtverc̊u rozvojových koeficient̊u vektoru g v bázi vlastńıch vektor̊u, od-

pov́ıdaj́ıćı všem vlastńım vektor̊um asociovaným s λj. Jestliže ξ = −λi pro nějaké i, pak
pro j ̸= i plat́ı

(A− λiI)qj = (λj − λi)qj ⇒ qj = (A− λiI)
†(A− λiI)qj = (λj − λi)(A− λiI)

†qj
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a tedy obdobně pro př́ıpad x = −(A− λiI)
†g plat́ı

−gTx = gT (A− λiI)
†g =

m∑
j=1, j ̸=i

ϑ2
j

λj − λi

a

xTx = gT (A− λiI)
†(A− λiI)

†g =
m∑

j=1, j ̸=i

ϑ2
j

(λj − λi)2
.

Necht’ Sj znač́ı množiny vlastńıch vektor̊u asociovaných s vlastńım č́ıslem λj matice A,
tedy

Sj = {q : Aq = λjq}, j = 1, . . . ,m.

Jestliže je g ⊥ Sk pro nějaká k ∈ {1, . . . ,m} (např. k = 1 pro ξ⋆ = −λ1, lemma
1.5), pak jsou odpov́ıdaj́ıćı ϑk = 0. Definujeme-li množinu index̊u M jako

M = {1, . . . ,m} − {j : ξ = −λj} − {j : g ⊥ Sj},
pak plat́ı

−gTx =
∑
j∈M

ϑ2
j

λj + ξ
a xTx =

∑
j∈M

ϑ2
j

(λj + ξ)2
(2.81)

Označme−ξ1(τ) nejmenš́ı vlastńı č́ıslo maticeBτ . Z Cauchyho věty (věta A.1) plyne, že
vlastńı č́ısla maticeA odděluj́ı vlastńı č́ısla maticeBτ . Proto je ξ1(τ) ≥ −λ1. To znamená,
že matice A + ξ1(τ)I je nezávisle na hodnotě τ ∈ R vždy positivně semidefinitńı.
Definujme dále funkci ϕ(ξ) :

ϕ(ξ)
def
=
∑
j∈M

ϑ2
j

λj + ξ
= −gTx ⇒ ϕ′(ξ) = −

∑
j∈M

ϑ2
j

(λj + ξ)2
= −xTx.(2.82)

Definičńı obor funkce ϕ(ξ) je podle (2.81) množina R− {−λj : j ∈ M}. Nyńı uděláme
shrnut́ı celého postupu hledáńı řešeńı problému (1.25).

1. Najdeme nejmenš́ı vlastńı č́ıslo −ξ1(τ) a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor y matice Bτ

pro dané τ.

2. Normalizujeme vektor y tak, aby měl prvńı složku rovnou jedné: y = (1, xT )T .
Př́ıpad, kdy je prvńı složka rovna nule, je popsán ńıže.

3. Vypoč́ıtáme hodnotu ϕ′(ξ1(τ)).

4. Podař́ı-li se nám naj́ıt takové τ⋆, že odpov́ıdaj́ıćı x splňuje

−xTx = ϕ′(ξ1(τ⋆)) = −∆2, kde τ⋆ + ξ1(τ⋆) = −gTx = ϕ(ξ1(τ⋆)),

pak jsou splněny podmı́nky pro řešeńı, konkrétně

(A+ ξ1(τ⋆)I)x+ g = 0, (∥x∥ −∆)ξ1(τ⋆) = 0 a A+ ξ1(τ⋆)I ≽ 0.

5. Jestliže ξ1(τ⋆) ≥ 0, pak x⋆ ≡ x je řešeńım problému (1.25) na hranici s od-
pov́ıdaj́ıćım ξ⋆ ≡ ξ1(τ⋆).

6. Pokud během iteračńıho procesu hledáńı τ⋆ nastane př́ıpad −ξ1(τ) > 0, pak z
Cauchyho věty plyne, že matice A je positivně definitńı a př́ıslušné řešeńı x⋆ uvnitř
oblasti lze źıskat např. metodou sdružených gradient̊u, algoritmus 2.7.

Poznamenáváme, že nejen ξ, ale i x záviśı na τ.
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2.7.2 Singulárńı př́ıpad

V prvńı kapitole, § 1.3, jsme definovali singulárńı př́ıpad, který nastává, jestliže je
vektor g kolmý na prostor S1, tedy prostor vlastńıch vektor̊u asociovaných s nejmenš́ım
vlastńım č́ıslem λ1 matice A.

Pod́ıvejme se nyńı na př́ıpad, kdy všechny vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı nejmenš́ımu
vlastńımu č́ıslu −ξ1(τ) maj́ı prvńı složku nulovou a nemohou tedy být normalizovány
tak, aby ji měly rovnu jedné. Nı́že uvedené lemma ř́ıká, že tato situace nastává právě v
singulárńım př́ıpadě.

Lemma 2.16 Necht’ τ ∈ R a 1 ≤ j ≤ m. Pak g ⊥ Sj právě tehdy, když pro každé
q ∈ Sj je {λj, (0, qT )T} vlastńı pár matice Bτ .

Důkaz: Tvrzeńı lemmatu plyne z toho, že g ⊥ Sj a Aq = λjq je ekvivalentńı zápisu(
τ gT

g A

)(
0
q

)
= λj

(
0
q

)
2

Dále ukážeme, že v singulárńım př́ıpadě existuje jistá kritická hodnota τ̃1 taková, že pro
τ > τ̃1 maj́ı všechny vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı −ξ1(τ) nulovou prvńı složku. Ukážeme
také, že pro každé τ existuje vždy vlastńı vektor maticeBτ (ne nutně odpov́ıdaj́ıćı−ξ1(τ)),
který může být normalizován tak, aby měl prvńı složku rovnou jedné. Jestliže g ̸⊥ S1

nebo g ⊥ S1 a τ ≤ τ̃1, pak tento vlastńı vektor odpov́ıdá −ξ1(τ). Jestliže g ⊥ S1 a
τ > τ̃1, pak tento vlastńı vektor odpov́ıdá druhému nejmenš́ımu vlastńımu č́ıslu −ξ2(τ).

Necht’ g ⊥ S1 a Z1(τ) je vlastńı podprostor Bτ odpov́ıdaj́ıćı λ1 (ovšem ne nutně od-
pov́ıdaj́ıćı −ξ1(τ)). Pak podle lemmatu 2.16 je množina {(0, qT ) : q ∈ S1} podmnožinou
Z1(τ). Oba podprostory maj́ı stejnou dimenzi pro všechna τ až na jediné. Následuj́ıćı
lemma ř́ıká, že existuje právě jedno τ takové, že dim Z1(τ) = dim S1 + 1.

Lemma 2.17 Necht’ 1 ≤ j ≤ m, g ⊥ Sj a necht’ pj = −(A−λjI)†g. Pak {λj, (1, pTj )T}
je vlastńı pár Bτ právě když τ = τ̃j = λj − gTpj. Kromě toho, ∀q ∈ Sj plat́ı

(1, pTj )
T ⊥ (0, qT )T .

Důkaz: Necht’ τ = τ̃j. Pak(
τ̃j gT

g A

)(
1
pj

)
=

(
τ̃j + gTpj
g +Apj

)
= λj

(
1
pj

)
,

nebot’ podle definice je τ̃j + gTpj = λj a

(A− λjI)pj = −(A− λjI)(A− λjI)
†g = −g

podle poznámky A.2. Jestliže naopak je {λj, (1, pTj )T} vlastńı pár Bτ , tzn.(
τ gT

g A

)(
1
pj

)
= λj

(
1
pj

)
,

pak odtud plyne př́ımo τ = λj − gTpj = τ̃j. Konečně, jestliže q ∈ Sj, pak

qTpj = −qT (A− λjI)
†g = −qT (A− λjI)

†(A− λjI)(A− λjI)
†g =

= qT (A− λjI)
†(A− λjI)pj = qT (A− λjI)(A− λjI)

†pj = 0,

protože (A− λjI)q = 0. 2

Nyńı uvedeme hlavńı výsledek obou lemmat.
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Věta 2.16 Necht’

1 ≤ j ≤ m, g ⊥ Sj, Zj(τ) = {z ∈ Rn+1 : Bτz = λjz} a pj = −(A− λjI)
†g.

Jestlǐze τ̃j = λj − gTpj, pak dim Zj(τ̃j) = dim Sj + 1 a pro každou jinou hodnotu τ je
dim Zj(τ) = dim Sj. Kromě toho, je-li mj násobnost λj a {q1, . . . , qmj

} je ortonormálńı
báze pro Sj, pak{(

1
pj

)
,

(
0
q1

)
, . . . ,

(
0
qmj

)}
, resp.

{(
0
q1

)
, . . . ,

(
0
qmj

)}
je ortogonálńı báze pro Zj(τ̃j), resp. Zj(τ), τ ̸= τ̃j.

Důkaz: Protože g ⊥ Sj, je podle lemmatu 2.16 {λj, (0, qT )T} ∀q ∈ Sj vlastńı pár
matice Bτ , kde Aq = λjq. Necht’ mj je násobnost λj a označme {q1, . . . , qmj

} bázi
Sj. Lemma 2.17 ř́ıká, že nav́ıc {λj, (1, pTj )T} je vlastńı pár Bτ právě když τ = τ̃j a
(1, pTj )

T ⊥ (0, qT )T ∀q ∈ Sj. Jestliže tedy τ ̸= τ̃j, plat́ı dim Zj(τ) = dim Sj = mj a{(
0
q1

)
, . . . ,

(
0
qmj

)}
je báze pro Zj(τ). Pokud τ = τ̃j, plat́ı dim Zj(τ̃j) = dim Sj + 1 = mj + 1 a{(

1
pj

)
,

(
0
q1

)
, . . . ,

(
0
qmj

)}
je báze Zj(τ̃j). 2

Následuj́ıćı věta ř́ıká, že vždy existuje vlastńı vektor matice Bτ , který můžeme norma-
lizovat tak, aby měl prvńı složku rovnou jedné a charakterizuje vlastńı č́ıslo, které tomuto
vlastńımu vektoru odpov́ıdá.

Věta 2.17 Necht’ ξ(τ) je nejvěťśı řešeńı rovnice ϕ(ξ) = τ + ξ pro libovolné τ ∈ R. Pak
−ξ(τ) je vlastńım č́ıslem Bτ a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor má prvńı složku nenulovou.

Důkaz: Necht’ nejprve je g ortogonálńı na podprostory {S1, . . . ,Sl : 1 ≤ l < m.} Pak z
(2.82) plyne

ϕ(ξ) =
m∑
j=1

ϑ2
j

λj + ξ
=

m∑
j=l+1

ϑ2
j

λj + ξ
,

nebot’ ϑ1 = . . . = ϑl = 0. Necht’ ξ(τ) je největš́ı řešeńı rovnice ϕ(ξ) = τ+ξ. Podle (2.82)

je funkce ϕ(ξ) ostře klesaj́ıćı na celém svém definičńım oboru a funkce ω(ξ)
def
= τ + ξ

je rostoućı př́ımka. Proto je ξ(τ) ∈ (−λl+1,∞) jediné. Protože je g ⊥ {S1, . . . ,Sl},
plat́ı g ∈ R(A + ξI) pro ξ ∈ (−λl+1,∞). Odtud plyne g ∈ R(A + ξ(τ)I) a
(A+ ξ(τ)I)p(τ) = −g pro p(τ) = −(A+ ξ(τ)I)†g. Ukážeme, že {−ξ(τ), (1, p(τ))T} je
vlastńı pár Bτ . Jelikož

τ + gTp(τ) = τ − gT (A+ ξ(τ)I)†g = τ − ϕ(ξ(τ)) = −ξ(τ)

podle definice ξ(τ) a

g +Ap(τ) = −(A+ ξ(τ)I)p(τ) +Ap(τ) = −ξ(τ)p(τ),
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pak (
τ gT

g A

)(
1

p(τ)

)
=

(
τ + gTp(τ)
g +Ap(τ)

)
=

(
−ξ(τ)

−ξ(τ)p(τ)

)
= −ξ(τ)

(
1

p(τ)

)
.

Jestliže g neńı ortogonálńı na S1, pak ξ(τ) ∈ (−λ1,∞) a A+ ξ(τ)I je regulárńı matice.
Předchoźı d̊ukaz tedy plat́ı pro p(τ) = −(A+ ξ(τ)I)−1g. 2

Označme −ξj(τ), j = 1, 2, . . . , n + 1 vlastńı č́ısla Bτ v neklesaj́ıćım pořad́ı. Je-li g
ortogonálńı na vlastńı podprostory S1, . . . ,Sl odpov́ıdaj́ıćı nejmenš́ım l r̊uzným vlastńım
č́ısl̊um λ1, . . . , λl, pak následuj́ıćı lemma 2.19 charakterizuje l+1 nejmenš́ıch vlastńıch
č́ısel Bτ . Neńı-li g ortogonálńı na S1, pak toto lemma charakterizuje nejmenš́ı vlastńı č́ıslo
Bτ . Nejprve uvedeme jeden pomocný výsledek.

Lemma 2.18 Necht’ g ⊥ {Si,Sj} pro i < j a necht’ funkce ϕ(ξ) je definována pro
všechna ξ ∈ ⟨−λj,−λi⟩. Pak plat́ı τ̃i < τ̃j.

Důkaz: Č́ıslo τ̃j s př́ıslušným vektorem pj je definováno v lemmatu 2.17, takže

τ̃j = λj − gTpj = λj + gT (A− λjI)
†g = λj + ϕ(−λj).

Protože funkce ϕ je monotonně klesaj́ıćı v ⟨−λj,−λi⟩ a λi < λj, plat́ı τ̃i < τ̃j. 2

Lemma 2.19 Necht’ {−ξ(τ), (1, p(τ)T )T} je vlastńı pár matice Bτ daný větou 2.17, tedy
ξ(τ) je nejvěťśı řešeńı rovnice ϕ(ξ) = τ + ξ, a necht’

τ̃j = λj − gTpj, kde pj = −(A− λjI)
†g.

Jestlǐze g ̸⊥ S1, pak je −ξ1(τ) = −ξ(τ), neboli, −ξ(τ) je nejmenš́ı vlastńı č́ıslo Bτ .
Jestlǐze 1 ≤ l < m a g ⊥ {S1, . . . ,Sl}, pak plat́ı

1. Je-li τ = τ̃j, j ∈ {1, . . . , l}, pak −ξi(τ) = λi, i = 1, . . . , l, nav́ıc −ξj(τ) = −ξ(τ)
a −ξl+1(τ) je druhý nejvěťśı kořen rovnice ϕ(ξ) = τ + ξ.

2. Je-li τ < τ̃1, pak −ξ1(τ) = −ξ(τ) a −ξi(τ) = λi−1, i = 2, . . . , l + 1.

3. Je-li τ̃j−1 < τ < τ̃j, 2 ≤ j ≤ l, pak −ξi(τ) = λi, i = 1, . . . , j−1, −ξj(τ) = −ξ(τ)
a −ξi(τ) = λi−1, i = j + 1, . . . , l + 1.

4. Je-li τ > τ̃l, pak −ξi(τ) = λi, i = 1, . . . , l a −ξl+1(τ) = −ξ(τ).

Důkaz: Je to př́ımý d̊usledek Cauchyho věty A.1, lemmat 2.16, 2.17, věty 2.17 a vlastnost́ı

funkćı ϕ(ξ) a ω(ξ)
def
= τ + ξ. Jestliže g ̸⊥ S1, pak ϕ(ξ) neńı definovaná pro ξ = −λ1.

Pro bod ξ(τ) z věty 2.17 tedy plat́ı ξ(τ) > −λ1 a protože −ξ(τ) je vlastńım č́ıslem Bτ ,
je podle Cauchyho věty nejmenš́ım vlastńım č́ıslem, tedy −ξ(τ) = −ξ1(τ). Necht’ nyńı
g ⊥ {S1, . . . ,Sl}. Funkce ϕ(ξ) je v tomto př́ıpadě spojitá v (−λl+1,∞) a podle lemmatu
2.16 jsou λ1, . . . , λl vlastńı č́ısla Bτ , jejichž vlastńı vektory maj́ı nulovou prvńı složku.
Dále

1. Jestliže τ = τ̃j, j ∈ {1, . . . , l}, pak podle lemmatu 2.17 je λj vlastńı č́ıslo Bτ , jehož
vlastńı vektor má prvńı složku nenulovou. Existuj́ı tedy dva vlastńı vektory, které
jsou na sebe kolmé, takže λj je dvojnásobné vlastńı č́ıslo Bτ . Nav́ıc tento vlastńı
vektor je ten z věty 2.17, takže plat́ı −ξ(τ) = λj. Podle Cauchyho věty má Bτ

daľśı vlastńı č́ıslo −ξl+1(τ) větš́ı než λl, kde ξl+1(τ) je druhý největš́ı kořen rovnice
ϕ(ξ) = τ + ξ.
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2. Jelikož pro τ = τ̃1 má rovnice ϕ(ξ) = τ + ξ řešeńı ξ(τ) = −λ1, bod 1., pak pro
τ < τ̃1 je ξ(τ) > −λ1. Plat́ı tedy −ξ1(τ) = −ξ(τ), −ξ2(τ) = λ1, . . . ,−ξl+1(τ) = λl.

3. Jelikož bodu τ = τ̃j−1 odpov́ıdá řešeńı ξ(τ) = −λj−1 a bodu τ = τ̃j odpov́ıdá
řešeńı ξ(τ) = −λj, pak pro τ̃j−1 < τ < τ̃j odpov́ıdá řešeńı −λj < ξ(τ) < −λj−1.
Nav́ıc −ξ(τ) je vlastńı č́ısloBτ , takže −ξi(τ) = λi, i = 1, . . . , j−1, −ξj(τ) = −ξ(τ)
a −ξi(τ) = λi−1, i = j + 1, . . . , l + 1.

4. Obdobně jako v bodu 2. pro ξ(τ) plat́ı ξ(τ) < −λl a proto −ξi(τ) = λi, i = 1, . . . , l
a −ξl+1(τ) = −ξ(τ).

Ve všech uvedených př́ıpadech z Cauchyho věty plyne, že daľśı vlastńı č́ıslo Bτ splňuje
−ξl+2(τ) > λl. 2

Necht’ např́ıklad pro n = 4 je l = 2, tedy g ⊥ {S1,S2} a λ1, λ2 jsou jed-
nonásobná vlastńı č́ısla matice A s vlastńımi vektory q1, q2. Pak podle lemmatu 2.16
jsou {λ1, (0, qT1 )T} a {λ2, (0, qT2 )T} vlastńı páry matice Bτ ∀τ ∈ R. Nav́ıc, pokud
τ = τ̃j, j ∈ {1, 2}, je podle lemmatu 2.17 {λj, (1, pTj )T} pro pj = −(A − λjI)

†g také
vlastńım párem matice Bτ a plat́ı (1, pTj )

T ⊥ (0, qTj )
T . Dále podle věty 2.17 je −ξ(τ),

kde ξ(τ) je největš́ı řešeńı rovnice ϕ(ξ) = τ + ξ, vlastńım č́ıslem matice B(τ), jehož
vlastńı vektor má prvńı složku nenulovou. Pro τ = τ̃j, j ∈ {1, 2}, je tedy ξ(τ) = −λj.
Na obrázku 2.4 je uvedeno všech pět možnost́ı výskytu parametru τ a řešeńı ξ(τ). Tlustá
křivka je funkce ϕ(ξ) a šikmé př́ımky jsou funkce ω(ξ) = τ + ξ pro r̊uzná τ :

• př́ımka 1 odpov́ıdá př́ıpadu, kdy τ < τ̃1 a tedy ξ(τ) > −λ1,

• př́ımka 2 odpov́ıdá př́ıpadu, kdy τ = τ̃1 a tedy ξ(τ) = −λ1,

• př́ımka 3 odpov́ıdá př́ıpadu, kdy τ̃1 < τ < τ̃2 a tedy −λ2 < ξ(τ) < −λ1,

• př́ımka 4 odpov́ıdá př́ıpadu, kdy τ = τ̃2 a tedy ξ(τ) = −λ2,

• př́ımka 5 odpov́ıdá př́ıpadu, kdy τ > τ̃2 a tedy ξ(τ) < −λ2.

Na obrázku 2.5 je znázorněno rozložeńı vlastńıch č́ısel matic A a B(τ). Zaj́ımá nás
vlastńı č́ıslo −ξ(τ), protože odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor lze normalizovat tak, aby měl
prvńı složku rovnou jedné.

Matice B(τ) má tedy v tomto př́ıpadě (g ⊥ {S1,S2}) prvńı tři nejmenš́ı vlastńı č́ısla
λ1, λ2 a −ξ(τ). Toto −ξ(τ) je mezi těmito třemi jediné, jehož vlastńı vektor má prvńı
složku nenulovou. K tomu, abychom měli jistotu, že dostaneme vlastńı vektor, který lze
normalizovat, bychom měli spoč́ıtat tři (obecně l+1) nejmenš́ı vlastńı č́ısla nebo zmenšit
parametr τ tak, aby jeho hodnota byla menš́ı než τ̃1. Pak stač́ı pouze jedno nejmenš́ı
vlastńı č́ıslo.

Př́ıklad 2.2 Necht’ je dána matice

A =

(
3 2
2 0

)
,

která má vlastńı č́ısla a odpov́ıdaj́ıćı ortonormálńı vlastńı vektory

λ1 = −1, q1 =
1√
5
(−1, 2)T ; λ2 = 4, q2 =

1√
5
(2, 1)T ,
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Obrázek 2.4: Řešeńı ξ(τ) rovnice ϕ(ξ) = τ + ξ
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−ξ2(τ) = −ξ(τ)−ξ1(τ) −ξ3(τ)

~

~

| |

λ1 λ2
τ = τ2

−ξ1(τ)

~
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Obrázek 2.5: Rozložeńı vlastńıch č́ısel matic A a Bτ
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a necht’ je dán vektor
g = (2, 1)T .

Protože je g kolmý na q1, nastává singulárńı př́ıpad. Pod́ıvejme se, jak vypadaj́ı vlastńı č́ısla
ξ̃i ≡ −ξi, i = 1, 2, 3 (bez uspořádáńı) a vlastńı vektory matice Bτ . Podle (2.76) je

Bτ =

 τ 2 1
2 3 2
1 2 0


a charakteristický polynom této matice má tvar

ξ̃3 − (τ + 3) ξ̃2 + (3τ − 9) ξ̃ + 4τ − 5 = 0.

Tato rovnice má jeden kořen ξ̃1 = −1 a to pro libovolné τ, takže −ξ1 = −1 je vlastńım č́ıslem
Bτ . Daľśı kořeny jsou (po vyděleńı členem ξ̃ + 1) řešeńım rovnice

ξ̃2 − (τ + 4) ξ̃ + 4τ − 5 = 0

a tedy

−ξ2 ≡ ξ̃2 =
τ + 4−

√
τ2 − 8τ + 36

2
, −ξ3 ≡ ξ̃3 =

τ + 4 +
√
τ2 − 8τ + 36

2
.

Protože plat́ı
τ2 − 8τ + 36 > 0 ∀τ,

je −ξ2 < −ξ3. Dále zjist́ıme, že ∀τ plat́ı −ξ2 < 4 a −ξ3 > 4, což odpov́ıdá Cauchyho větě,
takže 4 neńı vlastńım č́ıslem Bτ .

Vrat’me se k vlastńımu č́ıslu −ξ1 = −1 a najděme př́ıslušný jednotkový vlastńı vektor
(a, b, c)T . Plat́ı τ 2 1

2 3 2
1 2 0

 a
b
c

 = −

 a
b
c

 ⇒ (τ + 1)a+ 2b+ c = 0
a+ 2b+ c = 0

}
⇒ τa = 0.

Je-li τ ̸= 0, plat́ı a = 0 a vlastńı vektor př́ıslušný vlastńımu č́ıslu −1 má tvar

1√
5 b

(0, b,−2b)T .

Podle lemmatu (2.16) je opravdu {λ1, (0, qT1 )T } vlastńı pár matice Bτ . Je-li τ = 0, pak nav́ıc
plat́ı −ξ2 = −1 a −ξ3 = 5, tedy −1 je dvojnásobné vlastńı č́ıslo, jehož druhý vlastńı vektor je
kolmý na vektor (0, qT1 )

T .
Analyzujme nyńı lemma 2.17. Moore-Penroseova pseudoinverze (A−λ1I)† singulárńı matice

A− λ1I =

(
4 2
2 1

)
,

pro kterou plat́ı podmı́nky uvedené v poznámce A.1, má tvar

(A− λ1I)
† =

1

25
(A− λ1I).

Pro vektor p1, který splňuje (A− λ1I)p1 = −g, plat́ı

p1 = −(A− λ1I)
†g = − 1

25
(A− λ1I)g = −1

5
(2, 1)T .

74



Tento vektor je skutečně kolmý na vektor q1 a dále

τ̃1 = λ1 − gT p1 = −1 +
1

5
(2, 1)(2, 1)T = 0.

Takže pro τ = τ̃1 = 0 má matice Bτ dvojnásobné vlastńı č́ıslo −ξ1 = λ1 = −1 a dá se ověřit,
že (1, pT1 )

T je druhý př́ıslušný vlastńı vektor.
Přejdeme dále k větě 2.17. Z tvar̊u vektor̊u g, q1, q2 a toho, že g ⊥ q1 plyne

g = ϑ1q1 + ϑ2q2 ⇒ ϑ1 = 0, ϑ2 =
√
5

a tud́ı̌z podle (2.82)

ϕ(ξ) =
5

4 + ξ
,

takže řešeńı ξ(τ) rovnice ϕ(ξ) = τ + ξ splňuje

5

4 + ξ
= τ + ξ ⇒ ξ2 + (τ + 4) ξ + 4τ − 5 = 0,

což je ale až na znaménko u lineárńıho členu charakteristický polynom Bτ vydělený členem
ξ +1. Proto je −ξ(τ) vlastńım č́ıslem matice Bτ . Pro τ = 0 je −ξ(τ) = −1 = λ1 a jǐz v́ıme,
že př́ıslušný vlastńı vektor je (1, pT1 )

T , má tedy prvńı složku nenulovou. Zbývá ukázat rozděleńı
vlastńıch č́ısel podle lemmatu 2.19. Dá se ukázat, že plat́ı

τ < 0 ⇒ −ξ2 < −1, −ξ3 < 5;

τ > 0 ⇒ −ξ2 > −1, −ξ3 > 5,

takže celkem dostáváme hodnoty uvedené v tabulce 2.2, kde −ξ1 ≤ −ξ2 < −ξ3 :

τ −ξ1 −ξ2 −ξ3

< 0 < −1 −1 ∈ (4, 5)

0 −1 −1 5

> 0 −1 ∈ (−1, 4) > 5

Tabulka 2.2: Vlastńı č́ısla matice Bτ pro př́ıklad 2.2.

Jestliže tedy máme matici Bτ , spoč́ıtáme jej́ı, pokud možno nejmenš́ı, vlastńı č́ıslo
−ξ(τ) takové, že př́ıslušný vlastńı vektor lze normalizovat na tvar (1, xT )T . T́ım źıskáme
obecně k-tou iteraci ξk = −ξ(τ) a xk = x.

Daľśı lemma ukazuje, jak lze spoč́ıtat téměř optimálńı řešeńı problému (1.25) v sin-
gulárńım př́ıpadě.

Lemma 2.20 Necht’ g ⊥ S1 a p = −(A− λ1I)
†g. Jestlǐze λ1 ≤ 0 a ∥p∥ ≤ ∆, pak

se řešeńı (1.25) skládaj́ı z množiny {x : x = p+ q, q ∈ S1, ∥x∥ = ∆} s ξ⋆ = −λ1.

Důkaz: Naṕı̌seme řešeńı ve tvaru x⋆ = p + κq a ukážeme, že splňuje vztahy (2.75).
Předně plat́ı ξ⋆ = −λ1 ≥ 0 a A+ ξ⋆I ≽ 0. Č́ıslo κ urč́ıme tak, aby ∥x⋆∥ = ∆. Konečně
plat́ı

(A+ ξ⋆I)x⋆ = (A− λ1I)(p+ κq) = −(A− λ1I)(A− λ1I)
†g + κ(A− λ1I)q = −g.
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Prvńı sč́ıtanec je roven −g podle poznámky A.2, protože g ⊥ S1 a druhý sč́ıtanec je
nula, protože {λ1, q} je vlastńı pár matice A. 2

Jak zjist́ıme, že nastal singulárńı př́ıpad? Necht’ (ν, uT )T je jednotkový vlastńı vektor
matice Bτ odpov́ıdaj́ıćı nejmenš́ımu vlastńımu č́ıslu −ξ1(τ). Tedy(

τ gT

g A

)(
ν
u

)
= −ξ1(τ)

(
ν
u

)
⇒ (A+ ξ1(τ)I)u = −νg,

odtud
∥(A+ ξ1(τ)I)u∥

∥u∥
=

|ν|∥g∥√
1− ν2

,

nebot’ ν2 + ∥u∥2 = 1. Plat́ı proto implikace

|ν|∥g∥ ≤ ε
√
1− ν2 ⇒ ∥(A+ ξ1(τ)I)u∥ ≤ ε∥u∥.

Zjǐst’ujeme, že {−ξ1(τ), u} aproximuje vlastńı pár matice A a podle lemmatu 2.16 je
g ⊥ S1.

Pro singulárńı př́ıpad potřebujeme alternativńı zp̊usob, jak definovat k-tou iteraci.
Abychom definovali bod {ξk, xk}, spoč́ıtáme dva nejmenš́ı vlastńı páry matice Bτk :

{−ξ1(τk), (ν1, uT1 )T} a {−ξ2(τk), (ν2, uT2 )T}.

Jsou-li obě |ν1| i |ν2| malá, tj. jestliže

|νj|∥g∥ ≤ ε
√

1− ν2j , j = 1, 2,

pak zmenš́ıme parametr τk, abychom se přibĺıžili kritické hodnotě τ̃1, při které existuje
vlastńı vektor matice Bτk , který má prvńı složku nenulovou (lemma 2.19). Tento vlastńı
vektor bude odpov́ıdat bud’ prvńımu (τk ≤ τ̃1) nebo druhému (τ̃1 < τk ≤ τ̃2) nejmenš́ımu
vlastńımu č́ıslu matice Bτk . Připomı́náme, že př́ıpad ν1 = ν2 = 0 může nastat jen když
je g ⊥ {S1,S2}. Bude-li tedy τk bĺızko jedné z kritických hodnot, bude platit bud’

|ν1|∥g∥ > ε
√

1− ν21 nebo |ν2|∥g∥ > ε
√

1− ν22 .

Tedy po možné redukci parametru τk lze iteraci {ξk, xk} definovat takto:
Jestliže |ν1|∥g∥ ≤ ε

√
1− ν21 , polož́ıme ξk = −ξ2(τk) a xk = 1

ν2
u2, jinak polož́ıme

ξk = −ξ1(τk) a xk =
1
ν1
u1.

2.7.3 Quasi-optimálńı řešeńı

Následuj́ıćı věta stanovuje, že za jistých podmı́nek dává posledńıch n složek speciálńı
lineárńı kombinace vlastńıch vektor̊u Bτ téměř optimálńı řešeńı pro (1.25). Lemma 2.21
poskytuje podmı́nky, za jakých lze spoč́ıtat tuto lineárńı kombinaci a lemma 2.22 ukazuje,
jak ji spoč́ıtat.

Věta 2.18 Necht’ −ξ1(τ) je nejmenš́ı vlastńı č́ıslo Bτ s odpov́ıdaj́ıćım vlastńım vektorem
v1 = (ν1, u

T
1 )

T . Necht’ −ξi(τ) je jakékoli ze zbývaj́ıćıch n vlastńıch č́ısel Bτ s odpov́ıdaj́ıćım
vlastńım vektorem vi = (νi, u

T
i )

T . Definujme matice

V = (v1, vi) ∈ R(n+1)×2, U = (u1, ui) ∈ Rn×2

a předpokládejme VTV = I, neboli, že v1 a vi jsou ortonormálńı. Necht’ ε > 0. Jestlǐze
existuje vektor y = (y1, y2)

T ∈ R2, ∥y∥ = 1 tak, že
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1. (eT1Vy)
2 = 1

1+∆2 ,

2. [ξ1(τ)− ξi(τ)] y
2
2 (1 + ∆2) ≤ −2 ε ψ(x̃) pro x̃ = 1

eT1 Vy
Uy,

pak ψ(x⋆) ≤ ψ(x̃) ≤ 1
1+ε

ψ(x⋆), kde x⋆ je optimálńı krok problému (1.25), ve smyslu
definice 1.10, na hranici s ψ(x⋆) ≤ 0.

Důkaz: Protože x⋆ je řešeńı na hranici, plat́ı ψ(x⋆) ≤ ψ(x) ∀x ∈ Rn taková, že ∥x∥ = ∆.
K tomu, aby ψ(x⋆) ≤ ψ(x̃), stač́ı ukázat, že ∥x̃∥ = ∆. Takže

Vy =

(
ν1 νi
u1 ui

)(
y1
y2

)
=

(
ν1y1 + νiy2

Uy

)
; eT1Vy = ν1y1 + νiy2

⇒ 1

eT1Vy
Vy =

(
ν1y1 + νiy2
ν1y1 + νiy2

,
1

eT1Vy
(Uy)T

)T
= (1, x̃T )T .(2.83)

Protože
∥Vy∥2 = yTVTVy = yTy = 1,

pak podle předpokladu 1. máme

1 + ∥x̃∥2 = ∥(1, x̃T )∥2 = 1

(eT1Vy)
2
∥Vy∥2 =

1

(eT1Vy)
2
= 1 +∆2 ⇒ ∥x̃∥ = ∆.

Nyńı dokážeme druhou část nerovnosti. Protože ∥x⋆∥ = ∆, pak ∥(1, xT⋆ )∥2 = 1 +∆2 a
z (2.77) plyne

τ + 2ψ(x⋆) = (1, xT⋆ )Bτ (1, x
T
⋆ )

T ≥ −ξ1(τ)∥(1, xT⋆ )∥2 = −ξ1(τ)(1 + ∆2).(2.84)

Nyńı z Bτvj = −ξj(τ)vj, j = 1, i, kde VTV = I, z předpokladu 1. a vztahu (2.83)
plyne

τ + 2ψ(x̃) = (1, x̃T )Bτ (1, x̃
T )T =

1

(eT1Vy)
2
yTVTBτVy =

= (1 + ∆2)(y1v1 + y2vi)
TBτ (y1v1 + y2vi) = −(1 + ∆2)

(
ξ1(τ)y

2
1 + ξi(τ)y

2
2

)
.(2.85)

Dále ∥y∥ = 1 implikuje y21 = 1− y22 a tud́ıž podle (2.84)

τ + 2ψ(x̃) = −(1 + ∆2)
(
ξ1(τ) + [ξi(τ)− ξ1(τ)] y

2
2

)
≤

≤ τ + 2ψ(x⋆) + (1 + ∆2)[ξ1(τ)− ξi(τ)] y
2
2.

Jestliže je splněn předpoklad 2., pak

τ + 2ψ(x̃) + 2εψ(x̃) ≤ τ + 2ψ(x⋆)

a odtud již plyne druhá nerovnost tvrzeńı věty. 2

Z této věty př́ımo plyne, že

0 ≤ ψ(x̃)− ψ(x⋆) ≤
ε

1 + ε
|ψ(x⋆)|,(2.86)

což implikuje, že za podmı́nek věty 2.18 bude ψ(x̃) libovolně bĺızko hodnotě ψ(x⋆). Takové
x̃ nazveme quasi-optimálńı řešeńı pro problém (1.25). Protože uvažujeme dvě nejmenš́ı
vlastńı č́ısla matice Bτ , polož́ıme i = 2.
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Poznámka 2.3 Pro x̃ plat́ı:

Uy = (u1, u2)

(
y1
y2

)
= y1u1 + y2u2 ⇒ x̃ =

1

ν1y1 + ν2y2
(y1u1 + y2u2).

Nyńı následuj́ı podmı́nky pro výpočet vektoru y ve větě 2.18.

Lemma 2.21 Necht’ vj = (νj, u
T
j )

T , kde νj ∈ R, uj ∈ Rn pro j = 1, 2. Definujme
matice V = (v1, v2) a U = (u1, u2) a předpokládejme, že VTV = I. Jestlǐze existuje
β > 0 takové, že ∥VT e1∥2 ≥ 1

β
, pak existuje vektor y ∈ R2, y ̸= 0, který splňuje

∥Vy∥2 = β(eT1Vy)
2.(2.87)

Důkaz: Podle vztahu (2.87) plat́ı

yTy = yTVTVy = ∥Vy∥2 = β(eT1Vy)
2 = β(yTVT e1e

T
1Vy),

což je ekvivalentńı výrazu
yT (I− βVT e1e

T
1V)y = 0.(2.88)

Rovnice (2.88) má netriviálńı řešeńı jen když je matice M = I − βVT e1e
T
1V ∈ R2×2

indefinitńı nebo singulárńı. Budeme tedy studovat vlastńı č́ısla matice M a výpočtem
zjist́ıme, že oba vlastńı páry jsou dány takto:

{1− βeT1VVT e1 , V
T e1} a {1, w}, kde w ⊥ VT e1 je libovolný vektor.

Matice M je tedy indefinitńı nebo singulárńı, jestliže

1− βeT1VVT e1 ≤ 0 ⇔ eT1VVT e1 = ∥VT e1∥2 ≥
1

β

a za tohoto předpokladu existuje vektor y ∈ R2, y ̸= 0, který splňuje (2.87). 2

Poznámka 2.4 Plat́ı

VT e1 =

(
ν1 uT1
ν2 uT2

)(
1
0

)
= (ν1, ν2)

T ⇒ ∥VT e1∥2 = ν21 + ν22 .

Je-li splněn předpoklad lemmatu 2.21 pro β = 1+∆2, tzn. ν21 +ν
2
2 ≥ 1

1+∆2 , pak existuje

vektor y, ∥y∥ = 1, že ∥Vy∥2 = (1 + ∆2)(eT1Vy)
2. Protože však pro ∥y∥ = 1 plat́ı

∥Vy∥2 = 1, je splněna podmı́nka 1. věty 2.18. K tomu, aby x̃ bylo quasi-optimálńı řešeńı
problému (1.25), stač́ı ověřit podmı́nku 2. Následuj́ıćı lemma poskytuje zp̊usob výpočtu
vektoru y (použ́ıváme označeńı s = VT e1).

Lemma 2.22 Necht’ β > 0, s ∈ R2 a ∥s∥2 ≥ 1
β
. Rovnice

yT
(
I− βssT

)
y = 0(2.89)

v proměnné y ∈ R2 má dvě netriviálńı řešeńı, je-li matice M = I− βssT indefinitńı a
jedno netriviálńı řešeńı, je-li M singulárńı.
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Důkaz: Necht’ P ∈ R2×2 je taková, že

PT s = ∥s∥ e1 a PTP = I.(2.90)

Aplikujme tuto ortogonálńı transformaci na matici M :

PTMP = PT
(
I− βssT

)
P = I− β∥s∥2e1eT1 .

Polož́ıme-li w = PTy, lze rovnici (2.89) přepsat t́ımto zp̊usobem:

yT
(
I− βssT

)
y = wTPT

(
I− βssT

)
Pw = wT

(
I− β∥s∥2e1eT1

)
w = wT

(
−ϱ 0
0 1

)
w = 0,

kde −ϱ = 1 − β∥s∥2. Netriviálńı řešeńı rovnice (2.89) jsou rovny y = Pw, kde w je
dáno takto:

1. Je-li matice M indefinitńı, tzn. je-li ϱ > 0, pak

0 = wT
(
−ϱ 0
0 1

)
w = −ϱw2

1 + w2
2.

Řešeńım této rovnice je w1 = 1 a w2 = ±√
ϱ, tedy řešeńım (2.89) jsou dva vektory

w = (1,±√
ϱ)T .

2. Je-li matice M singulárńı, tzn. je-li ϱ = 0, pak

0 = wT
(
0 0
0 1

)
w = w2

2.

Řešeńım je w1 = 1 a w2 = 0, tud́ıž řešeńım (2.89) je jediný vektor w = e1. 2

Poznámka 2.5 Jestlǐze s = VT e1 = (ν1, ν2)
T ∈ R2, tedy ∥s∥2 = ν21+ν

2
2 , a β = 1+∆2,

pak z výše uvedených lemmat spoč́ıtáme vektor y. Matice P, která splňuje (2.90), má tvar

P =
1√

ν21 + ν22

(
ν1 ±ν2
ν2 ∓ν1

)
a dále

1. Je-li

ϱ = (1 + ∆2)(ν21 + ν22)− 1 > 0 ⇒ ν21 + ν22 >
1

1 + ∆2
,

je matice M = I− βssT indefinitńı, vektor

w =

(
1,±

√
(1 + ∆2)(ν21 + ν22)− 1

)T
,

takže rovnice (2.89) má 2 řešeńı y = (y1, y2)
T = Pw, pro která plat́ı

∥y∥ =
√
yTy =

√
wTPTPw =

√
wTw =

√
(1 + ∆2)(ν21 + ν22),

takže po vyděleńı této normy dostaneme

y1 =
ν1 ± ν2

√
(1 + ∆2)(ν21 + ν22)− 1

(ν21 + ν22)
√
1 + ∆2

, y2 =
ν2 ∓ ν1

√
(1 + ∆2)(ν21 + ν22)− 1

(ν21 + ν22)
√
1 + ∆2

.
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2. Pokud

ϱ = 0 ⇒ ν21 + ν22 =
1

1 + ∆2
,

je matice M = I− βssT singulárńı, vektor

w = (1, 0)T

a rovnice (2.89) má 1 řešeńı, kde y má jednodušš́ı tvar

y1 =
ν1√
ν21 + ν22

, y2 =
ν2√
ν21 + ν22

.

Poznámka 2.6 Pokud jsou splněny podmı́nky pro quasi-optimálńı řešeńı

x⋆ ≡ x̃ =
1

ν1y1 + ν2y2
(y1u1 + y2u2),

pak hledáme takové ξ⋆, pro které plat́ı (2.79) pro x = x̃, kde ∥x̃∥ = ∆. Jestlǐze
vynásob́ıme druhou rovnici x̃, přičteme k prvńı a použijeme vztah (2.85), dostaneme

ξ⋆ = −τ + 2gT x̃+ x̃TAx̃

1 + ∆2
= −τ + 2ψ(x̃)

1 + ∆2
= ξ1(τ)y

2
1 + ξ2(τ)y

2
2.

2.7.4 Interpolačńı schema

Vztah (2.82) definuje funkci ϕ(ξ). Nyńı chceme naj́ıt takový parametr τ, pomoćı kterého
bude odpov́ıdaj́ıćı dvojice iteraćı {ξ, x} splňovat vztahy

ϕ(ξ) = τ + ξ, ϕ′(ξ) = −∆2, kde ϕ(ξ) = −gTx, ϕ′(ξ) = −xTx a (A+ ξI)x+ g = 0.

Z (2.80) plyne, že zbývá zajistit splněńı podmı́nky xTx = ∆2. Zkonstruujeme funkci
ϕ̂(ξ), která interpoluje ϕ a jej́ı derivaci ϕ′ ve dvou vhodně zvolených bodech. Z interpolačńı
funkce ϕ̂ urč́ıme ξ̂ splňuj́ıćı

ϕ̂′(ξ̂) = −∆2.

Toto ξ̂ a hodnotu ϕ̂(ξ̂) použijeme k výpočtu nového τ splňuj́ıćıho τ+ξ̂ = ϕ̂(ξ̂) a spoč́ıtáme
nové iterace {ξ, x} z matice Bτ .

V prvńı iteraci potřebujeme jednobodové interpolačńı schema, nebot’ máme k dispozici
pouze zvolené τ0 a odpov́ıdaj́ıćı iteraci {ξ0, x0}. Podle vztahu (2.81) zvoĺıme interpolačńı
funkci

ϕ̂(ξ) =
ϑ2

λ+ ξ
.

Protože plat́ı τ0 + ξ0 = −gTx0 pro (A+ ξ0I)x0 + g = 0, vede požadavek

ϕ̂(ξ0) = ϕ(ξ0) = −gTx0 a ϕ̂′(ξ0) = ϕ′(ξ0) = −xT0 x0

na př́ımé určeńı koeficient̊u ϑ2 a λ :

ϕ̂(ξ0) =
ϑ2

λ+ ξ0
= −gTx0 a ϕ̂′(ξ0) =

−ϑ2

(λ+ ξ0)2
= −xT0 x0 ⇒ − gTx0

λ+ ξ0
= xT0 x0 ⇒
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⇒ λ = −ξ0 −
gTx0
xT0 x0

=
xT0Ax0
xT0 x0

≥ λ1 a ϑ2 = −gTx0 (λ+ ξ0) =
(gTx0)

2

xT0 x0
(2.91)

Dále spoč́ıtáme ξ̂ takové, že ϕ̂′(ξ̂) = −∆2 :

ϕ̂′(ξ̂) =
−ϑ2

(λ+ ξ̂)2
= −∆2 ⇒ (gTx0)

2

∥x0∥2
1

(λ+ ξ̂)2
= ∆2 ⇒ |λ+ ξ̂| = gTx0

∥x0∥∆
⇒

⇒ ξ̂ = −λ± gTx0
∥x0∥∆

= ξ0 +
gTx0
xT0 x0

± gTx0
∥x0∥∆

(2.92)

a nakonec dosad́ıme spočtené hodnoty (2.91) a (2.92) pro ξ̂, ϑ2, λ do vzorce pro τ1 :

τ1 = −ξ̂ + ϕ̂(ξ̂) = −ξ̂ + ϑ2

λ+ ξ̂
=

= −ξ0 −
gTx0
xT0 x0

∓ gTx0
∥x0∥∆

+
(gTx0)

2

xT0 x0

1

λ+
(
−λ± gT x0

∥x0∥∆

) =

= τ0 + gTx0 −
gTx0
∥x0∥2

∓ gTx0
∥x0∥∆

± gTx0
∥x0∥

∆ =

= τ0 −
gTx0
∥x0∥

·
(
−∥x0∥+

1

∥x0∥
± 1

∆
∓∆

)
=

= τ0 +
τ0 + ξ0
∥x0∥

· ∆± ∥x0∥
∆

·
(

1

∥x0∥
∓∆

)
(2.93)

Existuj́ı tedy dvě možnosti volby τ1, přičemž voĺıme bud’ obě horńı nebo obě dolńı
znaménka. Z matice Bτ1 spoč́ıtáme prvńı iteraci ξ1, x1.

V daľśıch kroćıch interpolačńıho schematu pro k ≥ 1 použijeme posledńı dvě po sobě
jdoućı iterace

ξk−1, ξk, xk−1, xk

a hodnoty

ϕ(ξk−1) = τk−1 + ξk−1, ϕ(ξk) = τk + ξk, ϕ′(ξk−1) = −∥xk−1∥2, ϕ′(ξk) = −∥xk∥2.

Definujeme

ϕ̂(ξ) =
ϑ2

λ+ ξ
+ η(2.94)

pro jisté η a spoč́ıtáme ξ̂ tak, aby ϕ̂′(ξ̂) = −∆2. Pro funkci 1√
−ϕ′(ξ)

použijeme

Lagrange̊uv interpolačńı vzorec [52]

1

∆
=

1√
−ϕ′(ξk−1)

· ξk − ξ̂

ξk − ξk−1

+
1√

−ϕ′(ξk)
· ξ̂ − ξk−1

ξk − ξk−1

Dosazeńım a výpočtem dostaneme

1

∆
=

1

∥xk−1∥
· ξk − ξ̂

ξk − ξk−1

+
1

∥xk∥
· ξ̂ − ξk−1

ξk − ξk−1

=
(ξk − ξ̂)∥xk∥+ (ξ̂ − ξk−1)∥xk−1∥

(ξk − ξk−1) ∥xk∥∥xk−1∥
=

=
ξk∥xk∥ − ξk−1∥xk−1∥ − (∥xk∥ − ∥xk−1∥) ξ̂

(ξk − ξk−1) ∥xk∥∥xk−1∥
⇒
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⇒ (ξk − ξk−1) ∥xk∥∥xk−1∥
∆

= ξk∥xk∥ − ξk−1∥xk−1∥ − (∥xk∥ − ∥xk−1∥) ξ̂ ⇒

⇒ (∥xk∥ − ∥xk−1∥) ξ̂ = ξk∥xk∥ − ξk−1∥xk−1∥ −
(ξk − ξk−1) ∥xk∥∥xk−1∥

∆
,

tedy

ξ̂ =
ξk∥xk∥ − ξk−1∥xk−1∥

∥xk∥ − ∥xk−1∥
− (ξk − ξk−1∥) ∥xk∥∥xk−1∥

∆(∥xk∥ − ∥xk−1∥)
=(2.95)

=
ξk−1∥xk−1∥ (∥xk∥ −∆) + ξk∥xk∥ (∆− ∥xk−1∥)

∆ (∥xk∥ − ∥xk−1∥)
(2.96)

Nyńı najdeme hodnoty ϑ2 a λ, které splňuj́ı požadovanou rovnost ϕ̂′(ξ̂) = −ϑ2
(λ+ξ̂)2

= −∆2.

Z této rovnice vyjádř́ıme ξ̂ = −λ± ϑ
∆
, porovnáme s (2.95) a dostaneme

λ = −ξk∥xk∥ − ξk−1∥xk−1∥
∥xk∥ − ∥xk−1∥

a ϑ2 =
(ξk − ξk−1)

2∥xk∥2∥xk−1∥2

(∥xk∥ − ∥xk−1∥)2
(2.97)

Pro výpočet η využijeme toho, že známe hodnoty ϕ(ξk−1) a ϕ(ξk) a polož́ıme nejprve

ηj = ϕ(ξj)−
ϑ2

λ+ ξj
, j = k − 1, k

podle (2.94), protože v uzlových bodech ξk−1, ξk jsou funkčńı hodnoty interpolačńı funkce
ϕ̂(ξ) a interpolované funkce ϕ(ξ) rovny. Podle Lagrangeova interpolačńıho vzorce [52] plat́ı

η =
ξk − ξ̂

ξk − ξk−1

ηk−1 +
ξ̂ − ξk−1

ξk − ξk−1

ηk

Nakonec provedeme aktualizaci parametru τ pomoćı vzorce τk+1 = −ξ̂ + ϕ̂(ξ̂), kde
využijeme vztahy τj = −ξj + ϕ(ξj), j = k − 1, k. Přitom použijeme označeńı

ω1 =
ξk − ξ̂

ξk − ξk−1

, ω2 =
ξ̂ − ξk−1

ξk − ξk−1

⇒ ω1 + ω2 = 1.

Tedy po dosazeńı vztah̊u (2.96) a (2.97) pro ξ̂, ϑ2, λ dostaneme

τk+1 = −ξ̂ + ϕ̂(ξ̂) = −ξ̂ + ϑ2

λ+ ξ̂
+ η = −ξ̂ + ϑ2

λ+ ξ̂
+ ω1ηk−1 + ω2ηk =

= −ξ̂ + ϑ2

λ+ ξ̂
+ ω1

(
ϕ(ξk−1)−

ϑ2

λ+ ξk−1

)
+ ω2

(
ϕ(ξk)−

ϑ2

λ+ ξk

)
=

= −ξ̂ + ω1(τk−1 + ξk−1) + ω2(τk + ξk)︸ ︷︷ ︸
A1

+ϑ2

(
1

λ+ ξ̂
− ω1

λ+ ξk−1

− ω2

λ+ ξk

)
︸ ︷︷ ︸

A2

;

A1 = ω1τk−1 + ω2τk − ξ̂ +
ξk − ξ̂

ξk − ξk−1

ξk−1 +
ξ̂ − ξk−1

ξk − ξk−1

ξk =

= ω1τk−1 + ω2τk − ξ̂ +
ξ̂ ξk − ξ̂ ξk−1

ξk − ξk−1

= ω1τk−1 + ω2τk;
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A2 =
1

− ξk∥xk∥−ξk−1∥xk−1∥
∥xk∥−∥xk−1∥

+ ξ̂
− ω1

− ξk∥xk∥−ξk−1∥xk−1∥
∥xk∥−∥xk−1∥

+ ξk−1

− ω2

− ξk∥xk∥−ξk−1∥xk−1∥
∥xk∥−∥xk−1∥

+ ξk
=

= (∥xk∥ − ∥xk−1∥) ·

·

(
1

∥xk∥ (ξ̂ − ξk) + ∥xk−1∥ (ξk−1 − ξ̂)
− ω1

∥xk∥ (ξk−1 − ξk)
− ω2

∥xk−1∥ (ξk−1 − ξk)

)
=

=
∥xk∥ − ∥xk−1∥
ξk − ξk−1

(
−1

ω1∥xk∥+ ω2∥xk−1∥
+

ω1

∥xk∥
+

ω2

∥xk−1∥

)
=

=
∥xk∥ − ∥xk−1∥
ξk − ξk−1

(
(ω1∥xk∥+ ω2∥xk−1∥) (ω1∥xk−1∥+ ω2∥xk∥)− ∥xk∥∥xk−1∥

∥xk∥∥xk−1∥ (ω1∥xk∥+ ω2∥xk−1∥)

)
=

=
∥xk∥ − ∥xk−1∥
ξk − ξk−1

·
ω1ω2 (∥xk∥2 + ∥xk−1∥2) + ∥xk∥∥xk−1∥

=−2ω1ω2︷ ︸︸ ︷(
ω2
1 + ω2

2 − 1
)

∥xk∥∥xk−1∥ (ω1∥xk∥+ ω2∥xk−1∥)
=

=
∥xk∥ − ∥xk−1∥
ξk − ξk−1

· ω1ω2 (∥xk∥ − ∥xk−1∥)2

∥xk∥∥xk−1∥ (ω1∥xk∥+ ω2∥xk−1∥)
;

Celkem

τk+1 = ω1τk−1 + ω2τk +

+
(ξk − ξk−1)

2∥xk∥2∥xk−1∥2

(∥xk∥ − ∥xk−1∥)2
· 1

ξk − ξk−1

· ω1ω2 (∥xk∥ − ∥xk−1∥)3

∥xk∥∥xk−1∥ (ω1∥xk∥+ ω2∥xk−1∥)
=

= ω1τk−1 + ω2τk +
ω1ω2∥xk∥∥xk−1∥ (∥xk∥ − ∥xk−1∥)

ω1∥xk∥+ ω2∥xk−1∥
· (ξk − ξk−1).(2.98)

Dostáváme matici Bτk+1
a spoč́ıtáme iteraci ξk+1, xk+1.

Pomoćı těchto dvou interpolačńıch schemat, jednobodového pro k = 0 a dvoubo-
dového pro k ≥ 1 konstruujeme posloupnost {τk}. Nyńı chceme, aby se tato posloupnost
bĺıž́ıla k optimálńımu parametru τ⋆ = −ξ⋆ − gTx⋆. Zkonstruujeme proto horńı a dolńı
odhady τL a τU , které budeme v každé iteraci upravovat tak, aby se délka intervalu ⟨τL, τU⟩
zkracovala. Počátečńı meze stanov́ıme takto:

1. Protože ∥x⋆∥ ≤ ∆ a ξ⋆ ≥ −λ1, źıskáme horńı mez

τ⋆ = −ξ⋆ − gTx⋆ ≤ λ1 + ∥g∥∆.

2. Dolńı mez stanov́ıme takto:

(a) Jestliže ξ⋆ = −λ1, pak ze vztahu gTx⋆ ≤ 0, lemma 1.6, plyne

τ⋆ = −ξ⋆ − gTx⋆ ≥ −ξ⋆ = λ1.

(b) Necht’ tedy ξ⋆ > −λ1.
i. Pokud τ⋆ ≥ λ1, máme dolńı mez, a to opět λ1.

ii. Pokud τ⋆ < λ1, pak postupujeme následuj́ıćım zp̊usobem. Vı́me, že −ξ⋆ je
nejmenš́ı vlastńı č́ıslo maticeBτ⋆ , jehož odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor (ν, u

T )T

má prvńı složku nenulovou, x⋆ =
1
ν
u, kde ∥x⋆∥ ≤ ∆, a protože libovolný
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diagonálńı prvek matice neńı menš́ı než nejmenš́ı vlastńı č́ıslo téže matice,
tzn. −ξ⋆ ≤ τ⋆, pak plat́ı

τ⋆ + ξ⋆ = −gTx⋆ = xT⋆ (A+ ξ⋆I)x⋆ ≥ (λ1 + ξ⋆)∆
2 ≥ (λ1 − τ⋆)∆

2

a použit́ım vztahu (2.81)

τ⋆ + ξ⋆ =
∑
j∈M

ϑ2
j

λj + ξ⋆
≤
∑
j∈M

ϑ2
j

λj − τ⋆
≤ ∥g∥2

λ1 − τ⋆
.

Odtud plyne dolńı mez na τ⋆

(λ1 − τ⋆)∆
2 ≤ ∥g∥2

λ1 − τ⋆
⇒ λ1 − τ⋆ ≤

∥g∥
∆

⇒ λ1 −
∥g∥
∆

≤ τ⋆ < λ1.

Pro τ⋆ jsme tedy celkově dostali tyto meze [53]

λ1 −
∥g∥
∆

≤ τ⋆ ≤ λ1 + ∥g∥∆.

Výpočet λ1 může být náročný a proto ho nahrad́ıme jednoduchým horńım odha-
dem. Můžeme ho źıskat bud’ tak, že vezmeme nejmenš́ı diagonálńı prvek matice A nebo
spoč́ıtáme Rayleigh̊uv pod́ıl wTAw

wTw
, kde w je libovolný vektor. Polož́ıme tedy

λU = min{aii : i = 1, . . . , n} nebo λU =
wTAw

wTw

a plat́ı τ⋆ ≤ λU + ∥g∥∆ = τU . Protože má platit ξ⋆ ≥ 0, tedy pro nejmenš́ı vlastńı č́ıslo
−ξ⋆ matice Bτ⋆ má platit −ξ⋆ ≤ 0, nesmı́ být matice Bτ⋆ positivně definitńı. Zvoĺıme
proto počátečńı τ0 ≤ 0 tak, že polož́ıme

τ0 = min{0, τU}.

Z matice Bτ0 spoč́ıtáme jej́ı nejmenš́ı vlastńı č́ıslo −ξ1(τ0) a polož́ıme

λL = −ξ1(τ0).

Z Cauchyho věty A.1 plyne λL ≤ λ1 a źıskáme mez τ⋆ ≥ λL − ∥g∥
∆
. Použit́ım tohoto

prostého schematu můžeme upravit horńı a dolńı odhady pro τ⋆ :

τL ≡ λL − ∥g∥
∆

≤ τ⋆ ≤ λU + ∥g∥∆ ≡ τU .(2.99)

Meze λL, λU aktualizujeme v každé iteraci použit́ım vlastńıho páru {−ξ1(τk), (ν1, uT1 )T}
matice Bτk následuj́ıćım zp̊usobem:

λL = max {λL, −ξ1(τk)} ,

λU = min

{
λU ,

uT1Au1
uT1 u1

}
, kde

uT1Au1
uT1 u1

= −u
T
1 [ξ1(τk)u1 + ν1g]

uT1 u1
= −ξ1(τk)− ν1

gTu1
uT1 u1

.

V každé iteraci aktualizujeme jednu z meźı τL nebo τU , takže vždy zkracujeme délku
intervalu ⟨τL, τU⟩. Je-li ∥xk∥ > ∆, pak chceme dosáhnout, aby platilo ∥xk+1∥ < ∥xk∥.

84



Vektor xk splňuje druhý vztah (2.80), tj. (A + ξkI)xk = −g. K tomu, aby platilo
∥xk+1∥ < ∥xk∥, stač́ı podle lemmatu A.2, abychom k diagonále matice A+ ξkI přičetli
kladné č́ıslo κ. Tedy pro xk+1, které splňuje (A + ξkI + κI)xk+1 = −g, plat́ı nerovnost
∥xk+1∥ < ∥xk∥. Ale A + ξkI + κI = A + (ξk + κ)I ≡ A + ξk+1I, tzn. ξk < ξk+1, tedy
nejmenš́ı vlastńı č́ıslo −ξk+1 matice Bτk+1

muśı být menš́ı než nejmenš́ı vlastńı č́ıslo −ξk
matice Bτk . To je dosaženo v př́ıpadě, že plat́ı τk+1 < τk (d̊usledek A.1). Proto polož́ıme
τU := τk. Obdobně pro ∥xk∥ < ∆ polož́ıme τL := τk, č́ımž se interval ⟨τL, τU⟩ zmenšuje
v každé iteraci.

Mějme č́ısla τL ≤ τ⋆ ≤ τU , př́ıslušná nejmenš́ı vlastńı č́ısla −ξL ≤ −ξ⋆ ≤ −ξU matic
BτL ,Bτ⋆ ,BτU a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory (1, xTL)

T , (1, xT⋆ )
T , (1, xTU)

T . Pak z rovnice
(A+ ξI)x = −g plyne ∥xL∥ ≤ ∥x⋆∥ ≤ ∥xU∥, kde ∥x⋆∥ ≤ ∆.

Jestliže lze normalizovat vlastńı vektor odpov́ıdaj́ıćı až druhému nejmenš́ımu vlastńımu
č́ıslu, pak aktualizujeme jen horńı mez, abychom v souladu s analýzou uvedenou v § 2.7.2
dosáhli č́ısla τk+1 ≤ τ̃1, pro které lze normalizovat vlastńı vektor odpov́ıdaj́ıćı prvńımu
nejmenš́ımu vlastńımu č́ıslu.

V př́ıpadě, že τk+1, spoč́ıtané interpolačńımi schematy (2.93) nebo (2.98), nepatř́ı do
daného intervalu ⟨τL, τU⟩, polož́ıme jednoduše τk+1 :=

τL+τU
2

, jako střed tohoto intervalu.

2.7.5 Algoritmus

Dř́ıve než uvedeme algoritmus této metody, urč́ıme kriteria zastaveńı. V každé iteraci
kontrolujeme řešeńı na hranici, řešeńı uvnitř oblasti a quasi-optimálńı řešeńı. Můžeme též
skončit, jestliže dosáhneme maximálńıho předepsaného počtu iteraćı nebo pokud je délka
intervalu ⟨τL, τU⟩ pro optimálńı τ⋆ př́ılǐs malá. Za daných toleranćı

ε∆, ετ , εν , εQ ∈ (0, 1) a εI ∈ ⟨0, 1)

zavedeme následuj́ıćı kriteria zastaveńı algoritmu.
Necht’ {−ξj(τk), (νj, uTj )T}j=1,2 jsou dva nejmenš́ı vlastńı páry matice Bτk a {ξk, xk}

jsou dané iterace, ξk = ξj(τk), xk =
1
νj
uj pro j takové, že |νj|∥g∥ > εν

√
1− ν2j . Pak:

1. Řešeńı na hranici – Jestliže je splněna podmı́nka∣∣∣∥xk∥ −∆
∣∣∣ ≤ ε∆∆ a ξ1(τk) ≥ 0,

polož́ıme x⋆ = xk s odpov́ıdaj́ıćım ξ⋆ = ξk.

2. Řešeńı uvnitř oblasti – Jestliže je splněna podmı́nka

∥u1∥ < |ν1|∆ a ξ1(τk) ≤ εI ,

je řešeńı (1.25) uvnitř oblasti, matice A je positivně definitńı a toto řešeńı splňuje
lineárńı systém Ax = −g. Přirozenou volbou pro řešeńı této soustavy je např.
metoda sdružených gradient̊u, algoritmus 2.7. Odpov́ıdaj́ıćı ξ⋆ = 0.

3. Quasi-optimálńı řešeńı – Jestliže je splněna podmı́nka

ν21 + ν22 ≥ 1

1 + ∆2
,
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spoč́ıtáme vektor y ∈ R2 podle poznámky 2.5 a vektor x̃ ∈ Rn podle poznámky
2.3. Jestliže tato y a x̃ splňuj́ı podmı́nku 2. ve větě 2.18, tedy

[ξ1(τ)− ξ2(τ)] y
2
2 (1 + ∆2) ≤ −2 εQ ψ(x̃),

źıskáváme quasi-optimálńı řešeńı problému (1.25) a polož́ıme x⋆ = x̃ s odpov́ıdaj́ıćım
ξ⋆ = ξ1(τk)y

2
1 + ξ2(τk)y

2
2.

4. Interval je př́ılǐs malý – Jestliže je splněna podmı́nka

|τU − τL| ≤ ετ max {|τL|, |τU |} ,

pak polož́ıme ξ⋆ = ξ1(τk). Nemáme-li řešeńı na hranici, pak jsme v singulárńım
př́ıpadě, τk je od τ̃1 = τ⋆ vzdáleno o ετ a plat́ı −ξ1(τk) = λ1 (lemma 2.16). Podle
lemmatu 2.19 a věty 2.17 má pro τk = τ̃1 vlastńı vektor př́ıslušný λ1 prvńı složku
nenulovou. Plat́ı tedy |ν1| > εν a polož́ıme x̄ = 1

ν1
u1. Protože v tomto př́ıpadě

plat́ı ∥x̄∥ < ∆, spoč́ıtáme řešeńı x⋆ jako x⋆ = x̄ + κq, kde q je vlastńı vektor
asociovaný s nejmenš́ım vlastńım č́ıslem matice A (lemma 2.20) a κ urč́ıme tak, aby
∥x⋆∥ = ∆. Plat́ı pro něj obdoba vztahu (2.16)

κ =
∆2 − ∥x̄∥2

x̄T q + sgn(x̄T q)
√
(x̄T q)2 +∆2 − ∥x̄∥2

.

Vektor q je k dispozici, protože matice Bτk má dvojnásobné vlastńı č́ıslo λ1 s
vlastńımi vektory (ν1, u

T
1 )

T a (0, qT )T , kde q je též vlastńı vektor matice A.

Nyńı spoj́ıme všechny úvahy dohromady a uvedeme algoritmus.

Algoritmus 2.15 Parametrizovaný problém vlastńıch č́ısel
pro výpočet lokálně omezeného kroku.

Zvoĺıme ε∆, ετ , εν , εQ ∈ (0, 1) a εI ∈ ⟨0, 1).

1. Polož́ıme λU = min{aii : i = 1, . . . , n} nebo λU = wTAw
wTw

pro libovolné w ∈ Rn.

2. Polož́ıme τU = λU + ∥g∥∆, τ0 = min{0, τU} a k = 0.

3. Spoč́ıtáme dva nejmenš́ı vlastńı páry matice Bτk :{
−ξ1(τk), (ν1, uT1 )T

}
a

{
−ξ2(τk), (ν2, uT2 )T

}
.

4. Pokud k = 0, polož́ıme λL = −ξ1(τ0) a τL = λL − ∥g∥
∆
.

5. Jestlǐze

|νi|∥g∥ ≤ εν

√
1− ν2i , i = 1, 2 a |τU − τL| > ετ max {|τL|, |τU |} ,

polož́ıme τU = τk, τk =
τL+τU

2
, spoč́ıtáme{

−ξ1(τk), (ν1, uT1 )T
}

a
{
−ξ2(τk), (ν2, uT2 )T

}
a opakujeme krok 5.
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6. Jestlǐze |ν1|∥g∥ > εν
√

1− ν21 , polož́ıme

ξk = ξ1(τk) a xk =
1

ν1
u1.

Pokud ∥xk∥ < ∆, aktualizujeme τL = τk, jinak τU = τk a přejdeme na krok 8.

7. Jestlǐze |ν2|∥g∥ > εν
√

1− ν22 , polož́ıme

ξk = ξ2(τk) a xk =
1

ν2
u2.

Aktualizujeme τU = τk.

8. Pro iteraci xk testujeme stopuj́ıćı kriteria algoritmu podle bod̊u uvedených výše.

9. Polož́ıme λL = max {λL, −ξ1(τk)} , λU = min
{
λU , −ξ1(τk)− ν1

gTu1
uT1 u1

}
a

τL = max

{
τL, λL − ∥g∥

∆

}
, τU = min {τU , λU + ∥g∥∆} .

10. Je-li k = 0, urč́ıme τk+1 podle interpolačńıho schematu (2.93), jinak podle (2.98).

11. Jestlǐze τk+1 ̸∈ ⟨τL, τU⟩, polož́ıme τk+1 =
τL+τU

2
.

12. Polož́ıme k := k + 1 a návrat na krok 3.

Na závěr dokážeme globálńı konvergenci.

Věta 2.19 Parametrizovaný problém vlastńıch č́ısel, sestavený na základě algoritmu 2.15,
je globálně konvergentńı metodou.

Důkaz: Ćılem algoritmu 2.15 je nalézt takové τ⋆, že pro vlastńı vektor (1, xT⋆ )
T př́ıslušný

nejmenš́ımu vlastńımu č́ıslu −ξ1(τ⋆) ≤ 0 matice Bτ⋆ plat́ı ∥x⋆∥ = ∆. Pokud během
výpočtu zjist́ıme, že je matice A positivně definitńı, −ξ1(τ) > 0, přejdeme na algorit-
mus 2.7, u kterého je dokázána globálńı konvergence, věta 2.8. Jestliže dostaneme quasi-
optimálńı řešeńı x̃, je podle věty 2.18 o ε vzdáleno od optimálńıho lokálně omezeného
kroku. Skonč́ıme-li s τ⋆, pak plat́ı ξ⋆ = ξ1(τ⋆) ≥ 0, ∥x⋆∥ = ∆, A + ξ⋆I ≽ 0, nebot’

ξ⋆ ≥ −λ1, z (2.80) plyne (A+ ξ⋆I)x⋆ + g = 0, a protože také plat́ı (∥x⋆∥ −∆)ξ⋆ = 0,
je x⋆ podle věty 1.5 optimálńım lokálně omezeným krokem. 2

2.8 Numerické výsledky

Algoritmy popsané v této kapitole byly implementovány v prostřed́ı optimalizačńıho
systému UFO [39] a testovány pomoćı dvou kolekćı rozsáhlých a strukturovaných testo-
vaćıch problémů [42] (vždy 22 optimalizačńıch problémů bez omezuj́ıćıch podmı́nek s 1000
nebo 5000 proměnnými). Jednotlivé testované algoritmy jsou uvedeny v tabulce 2.3.

Tyto algoritmy byly použity jako součást programů realizuj́ıćıch Newtonovu metodu
(MN) pro minimalizaci obecné účelové funkce [10] a dvě modifikace Gaussovy-Newtonovy
metody pro minimalizaci součtu čtverc̊u, kombinace s Newtonovou metodou (MG) a s
Marwilovou metodou s proměnnou metrikou (GM), [33].

U metody sdružených gradient̊u, algoritmus (2.7), a kombinované metody LCG(m),
algoritmus (2.13), byly použity tři typy předpodmı́něńı:
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Zkratka Použitá metoda Algoritmus

CHDM Optimálńı krok s použit́ım Choleského rozkladu 2.2

DLM-1 Jednoduchá metoda pśı nohy 2.5 pro γ = 1

DLM-2 Modifikovaná (dvojitá) metoda pśı nohy 2.5 pro γ = β

DLCHM Optimálńı krok na dvojrozměrném podprostoru 2.6

CGM Metoda sdružených gradient̊u (CG) 2.7

PCGM Předpodmı́něná metoda sdružených gradient̊u 2.9

CGDLM(m) Kombinace metody CG s metodou pśı nohy 2.8 pro m

LM(m) Optimálńı krok s použit́ım Lanczosovy metody 2.12 pro m

LCGM(m) Kombinace Lanczosovy metody s metodou CG 2.13 pro m

CGLM(m) Kombinace metody CG s Lanczosovou metodou 2.14 pro m

Tabulka 2.3: Přehled testovaných metod pro neomezenou minimalizaci.

1. P = 0 : Bez předpodmı́něńı, C = I.

2. P = −1 : S předpodmı́něńım pomoćı matice C.

3. P = +1 : S předpodmı́něńım pomoćı matice C. Před zahájeńım iteračńıho procesu
testujeme, zda řešeńı soustavy Cw = −g splňuje podmı́nku ∥Aw + g∥ ≤ ε∥g∥.
Je-li tato podmı́nka splněna, polož́ıme x⋆ = w a metodu sdružených gradient̊u
vynecháme.

Výsledky jsou uvedeny v tabulkách 2.4-2.7, kde jednotlivé sloupce znamenaj́ı:

• Metoda – použitá metoda podle tabulky 2.3

• P – typ předpodmı́něńı: 0,−1,+1

• NIT – celkový počet hlavńıch iteraćı (yk v algoritmu 1.1)

• NFV – celkový počet vyč́ısleńı hodnoty funkce F

• NFG – celkový počet vyč́ısleńı gradientu funkce F

• NCG – celkový počet iteraćı metody sdružených gradient̊u (vnitřńı iterace)

• T – celkový čas

Kromě metody CGDLM(5) byla rovněž testována metoda CGDLM(3) a CGDLM(8),
ale rozd́ıly byly nepodstatné, CGDLM(5) vyšla nejlépe. Rovněž metoda LM(100) se
ukázala nejlepš́ı, pro např. m = 50 či m = 500 vyšly horš́ı výsledky. Obdobně LCGM(5)
byla účinněǰśı ve srovnáńı s LCGM(3) a LCGM(8). Bud’ bylo potřeba v́ıce iteraćı nebo se
spotřebovalo v́ıce strojového času. Konečně totéž lze ř́ıci i o metodě CGLM(10).

Z výsledk̊u lze vyč́ıst známý fakt, že metoda sdružených gradient̊u bez předpodmı́něńı
neńı pro rozsáhlé strukturované úlohy efektivńı. S předpodmı́něńım docháźı k výraznému
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poklesu počtu iteraćı. Také časově vycháźı předpodmı́něńı většinou lépe, což je patrné
hlavně u problémů s 5000 proměnnými.

Mezi nejlepš́ı metody patř́ı výpočet optimálńıho lokálně omezeného kroku s použit́ım
Choleského rozkladu. Tento algoritmus urychluje konvergenci optimalizačńıch metod (menš́ı
počet hlavńıch iteraćı ve srovnáńı s ostatńımi algoritmy), neńı však nejrychleǰśı. Daľśı
účinnou metodou je kombinace metody sdružených gradient̊u s metodou pśı nohy. Tato
metoda patř́ı mezi nejrychleǰśı s malým počtem hlavńıch iteraćı, nicméně muśıme vźıt do
úvahy ještě iterace metody sdružených gradient̊u. Velmi dobře vycháźı také nová kombino-
vaná metoda LCGM(5) s předpodmı́něńım, kde se sńıž́ı počet iteraćı metody sdružených
gradient̊u a i časově je tato metoda výhodná. Daľśı metody, tedy metoda pśı nohy, prostá
metoda sdružených gradient̊u a kombinovaná metoda CGLM(10), jsou méně efektivńı.
Za pozornost stoj́ı též předpodmı́něná metoda sdružených gradient̊u PCGM pro 5000
proměnných. Nejslabš́ı metodou je patrně výpočet optimálńıho lokálně omezeného kroku
založený na použit́ı Lanczosovy metody LM(100).

Pro rozsáhlé strukturované úlohy je prakticky nepoužitelná metoda založená na použit́ı
lineárńı kombinace vlastńıch vektor̊u, algoritmus 2.4, nebot’ použ́ıvá Arnoldiho proces,
takže dostaneme velkou hustou matici V.

Také byl předběžně testován výpočet optimálńıho lokálně omezeného kroku založený
na parametrizovaném problému vlastńıch č́ısel, algoritmus 2.15. Tato metoda sice dokáže
spoč́ıtat vše s vysokou přesnost́ı, avšak spotřebuje velmi mnoho strojového času pro
výpočet nejmenš́ıho vlastńıho č́ısla a odpov́ıdaj́ıćıho vlastńıho vektoru matice Bτ pomoćı
programů knihovny ARPACK [29]. Ke zlepšeńı nevedlo ani použit́ı jiné numerické me-
tody, např. metody inverzńıch iteraćı. Dá se tedy předpokládat, že efektivita metod s op-
timálńım lokálně omezeným krokem klesá, pokud potřebujeme znát vlastńı č́ısla obecných
matic.

Na závěr je nutno poznamenat, že nelze obecně rozhodnout, které metody jsou nejlepš́ı,
protože pro některé úlohy může být ta či ona metoda dobrá, avšak pro jinou úlohu může
dávat horš́ı výsledky.

Graficky jsou výsledky test̊u znázorněny na obrázćıch 2.6-2.9.
Informace o systému UFO a testovaných př́ıkladech lze źıskat na adrese

http://www.cs.cas.cz/˜luksan/test.html
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Metoda P NIT NFV NFG NCG T

CHDM 0 1 918 1 955 8 797 0 4.65

DLM-1 0 2 515 2 716 11 859 0 4.42

DLM-2 0 2 411 2 577 11 395 0 4.50

DLCHM 0 2 514 2 721 11 939 0 4.84

CGM 0 3 329 3 784 16 456 53 573 8.20

PCGM -1 2 631 2 823 13 019 910 5.14

PCGM +1 2 626 2 818 12 994 56 5.24

CGDLM(5) 0 2 292 2 456 10 673 12 203 4.61

LM(100) 0 3 107 3 444 15 306 55 632 8.53

LCGM(5) 0 3 003 3 332 14 702 52 831 8.89

LCGM(5) -1 1 999 2 046 9 201 1 161 4.25

LCGM(5) +1 2 000 2 047 9 206 304 4.30

CGLM(10) 0 3 126 3 498 15 418 59 639 8.37

Tabulka 2.4: Metoda MN pro neomezenou minimalizaci, n = 1000.

Metoda P NIT NFV NFG NCG T

CHDM 0 4 278 4 345 4 567 0 9.78

DLM-1 0 7 045 7 201 7 467 0 12.92

DLM-2 0 6 462 6 596 6 872 0 12.17

DLCHM 0 5 771 5 903 6 132 0 11.50

CGM 0 4 606 4 897 4 916 60 119 12.55

PCGM -1 5 449 5 572 5 884 5 529 10.74

PCGM +1 5 476 5 600 5 898 4 581 10.84

CGDLM(5) 0 4 006 4 149 4 285 23 823 8.56

LM(100) 0 4 681 4 929 4 989 64 829 12.41

LCGM(5) 0 4 573 4 855 4 885 60 846 13.70

LCGM(5) -1 6 335 6 411 6 599 7 350 13.06

LCGM(5) +1 6 337 6 442 6 601 6 046 13.34

CGLM(10) 0 5 034 5 286 5 344 73 493 13.08

Tabulka 2.5: Metoda MG pro minimalizaci součtu čtverc̊u, n = 1000.
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Metoda P NIT NFV NFG NCG T

CHDM 0 4 108 4 242 4 129 0 8.84

DLM-1 0 5 731 5 898 5 751 0 10.05

DLM-2 0 6 370 6 504 6 391 0 10.84

DLCHM 0 5 719 5 913 5 740 0 10.24

CGM 0 4 965 5 317 4 987 62 837 12.25

PCGM -1 7 639 7 851 7 659 8 445 17.03

PCGM +1 7 569 7 778 7 589 8 386 16.56

CGDLM(5) 0 3 957 4 104 3 978 23 463 8.06

LM(100) 0 5 076 5 426 5 097 71 035 12.97

LCGM(5) 0 4 718 5 116 4 737 64 384 13.59

LCGM(5) -1 6 065 6 183 6 087 9 188 12.66

LCGM(5) +1 5 905 6 053 5 925 7 872 12.33

CGLM(10) 0 4 986 5 312 5 007 75 463 12.45

Tabulka 2.6: Metoda GM pro minimalizaci součtu čtverc̊u, n = 1000.

Metoda P NIT NFV NFG NCG T

CHDM 0 8 391 8 566 35 824 0 2:02.44

DLM-1 0 9 657 10 133 42 425 0 1:55.77

DLM-2 0 9 717 10 195 42 452 0 1:52.20

DLCHM 0 9 625 10 150 42 260 0 1:56.05

CGM 0 16 894 19 163 83 933 358 111 6:04.42

PCGM -1 10 600 11 271 50 385 3 767 2:25.42

PCGM +1 10 599 11 269 50 382 83 2:26.88

CGDLM(5) 0 8 938 9 276 39 032 47 236 2:02.84

LM(100) 0 14 679 16 383 71 483 366 695 6:41.45

LCGM(5) 0 14 906 16 751 72 727 355 106 6:26.30

LCGM(5) -1 8 347 8 454 35 939 4 329 1:48.87

LCGM(5) +1 8 346 8 454 35 933 624 1:49.67

CGLM(10) 0 15 655 17 723 76 696 394 060 6:30.89

Tabulka 2.7: Metoda MN pro neomezenou minimalizaci, n = 5000.
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Obrázek 2.6: Metoda MN pro neomezenou minimalizaci, n = 1000.
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Obrázek 2.7: Metoda MG pro minimalizaci součtu čtverc̊u, n = 1000.
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Obrázek 2.8: Metoda GM pro minimalizaci součtu čtverc̊u, n = 1000.
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Obrázek 2.9: Metoda MN pro neomezenou minimalizaci, n = 5000.
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Kapitola 3

Metody vnitřńıch bod̊u
pro minimalizaci s omezeńımi

Problémem minimalizace funkce F (y) na množině omezeńı c(y) = 0 se zabývaj́ı práce
[40], [61], přičemž použit́ı metody s lokálně omezeným krokem nalezneme v [27], [41], [48].
V jiných pracech najdeme jak omezeńı cE(y) = 0, tak omezeńı cI(y) ≤ 0, [08], [17],
[37], [45], [67]. O metodě vnitřńıho bodu pojednávaj́ı práce [03], [04], [36], [62], [65], [66].
Jiný typ omezeńı l ≤ y ≤ u je vyšetřen v [06], [07], [09], [30], [31], [32].

V této kapitole pojednáme o problému minimalizace funkce F na množině obecných
omezeńı ve tvaru rovnost́ı i nerovnost́ı a navážeme na výše uvedené práce. Zformulujeme
ekvivalentńı problém, ve kterém se vyskytuj́ı pouze omezeńı s rovnostmi a odvod́ıme sou-
stavu lineárńıch rovnic pro nalezeńı směrových vektor̊u. Ukážeme, že řešeńı této soustavy
je ekvivalentńı úloze nalezeńı lokálně omezeného kroku kvadratické funkce s lineárńım
omezeńım. Sestroj́ıme novou p̊uvodńı iteračńı metodu, slouž́ıćı k jej́ımu řešeńı. Dále uve-
deme kompletńı algoritmus metody vnitřńıch bod̊u s lokálně omezeným krokem pro obec-
nou úlohu nelineárńıho programováńı, ve kterém použijeme novou speciálńı rozš́ı̌renou
Lagrangeovu funkci.

V závěru kapitoly použijeme k posouzeńı přijatelnosti źıskaného kroku namı́sto poku-
tové funkce jiný prostředek, tzv. filtr, [01], [05], [14], [15], [16], [22], [24], [44], [63], [64], a
sestroj́ıme nový algoritmus metody vnitřńıch bod̊u použ́ıvaj́ıćı princip filtru.

3.1 Metody vnitřńıch bod̊u

Budeme se zabývat obecnou úlohou nelineárńıho programováńı, t.j. problémem nalezeńı
minima funkce f na množině dané omezeńımi ve tvaru rovnost́ı a nerovnost́ı

f(y) → min, vzhledem k cI(y) ≤ 0, cE(y) = 0,(3.1)

kde
f : Rn → R, cI : Rn → RmI , cE : Rn → RmE

jsou dvakrát spojitě diferencovatelné funkce (cI ≤ 0 je myšleno po složkách),

I = {1, . . . ,mI}, E = {mI + 1, . . . ,mI +mE = m}

a předpokládáme, že mE ≤ n. Označ́ıme-li

c(y) = [cTI (y), c
T
E(y)]

T = [c1(y), . . . , cm(y)]
T ∈ Rm,
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pak podle věty 1.1 existuje vektor Lagrangeových multiplikátor̊u

u⋆ = (u1, . . . , um)
T ∈ Rm

tak, že řešeńı y⋆ splňuje rovnost

∇f(y⋆) +
m∑
k=1

uk∇ck(y⋆) = 0,(3.2)

ck(y⋆) = 0, k ∈ E; ck(y⋆) ≤ 0, uk ≥ 0, ukck(y⋆) = 0, k ∈ I,(3.3)

kde

∇f(y⋆) =
(
∂f(y⋆)

∂y1
, . . . ,

∂f(y⋆)

∂yn

)T
, ∇ck(y⋆) =

(
∂ck(y⋆)

∂y1
, . . . ,

∂ck(y⋆)

∂yn

)T
.

Tento problém je obt́ıžně řešitelný z d̊uvodu výskytu nerovnost́ı cI(y) ≤ 0. Abychom
tyto nerovnosti odstranili, zavedeme vektor pomocných proměnných

s ≡ sI = (s1, . . . , smI
)T ∈ RmI

a převedeme problém (3.1) na úlohu s rovnostmi a jednoduchými nerovnostmi

f(y) → min, cI(y) + s = 0, s ≥ 0, cE(y) = 0.(3.4)

Podstata metod vnitřńıch bod̊u spoč́ıvá v náhradě omezeńı s ≥ 0 přidáńım logarit-
mického barierového členu s konstantou µ > 0 k funkci f . Definujeme-li vektor

h(y, s) = [hTI (y, s), h
T
E(y, s)]

T = [h1(y, s), . . . , hm(y, s)]
T =

= [c1(y) + s1, . . . , cmI
(y) + smI

, cmI+1(y), . . . , cm(y)]
T ∈ Rm,

dostaneme úlohu
F (y, s) → min, h(y, s) = 0,(3.5)

kde

F (y, s) = f(y)− µeT ln(SI)e = f(y)− µ

mI∑
i=1

ln(si),(3.6)

e = (1, . . . , 1)T a SI = diag(s1, . . . , smI
), která má pouze omezeńı ve tvaru rovnost́ı.

Logaritmická barierová funkce vyžaduje, aby platilo si > 0 ∀i ∈ I. Tyto složky však
mohou být libovolně malé, takže dostaneme nerovnost ci(y) ≤ 0 s libovolnou přesnost́ı,
přestože v metodách vnitřńıch bod̊u nikdy nedosáhneme přesné rovnosti ci(y) = 0, i ∈ I.
Dále předpokládáme, že µ→ 0, č́ımž dostaneme v limitńım př́ıpadě řešeńı p̊uvodńı úlohy
(3.1). Ćılem našich daľśıch úvah bude tedy nalezeńı řešeńı modifikovaného problému (3.5),
jehož řešeńı se pro µ → 0 bĺıž́ı k řešeńı p̊uvodńıho problému (3.1). Zkonstruujeme
algoritmus, využ́ıvaj́ıćı princip lokálně omezeného kroku, pro nalezeńı řešeńı problému
(3.5) s pevným µ > 0.

Jsou-li splněny podmı́nky regularity, definice 1.4, bod 2., pak řešeńı y⋆, s⋆ problému
(3.5) splňuje následuj́ıćı KKT podmı́nky (nutné podmı́nky pro extrém). Bud’

L(y, s, u) = F (y, s) + uTh(y, s) = f(y)− µeT ln(SI)e+ uTh(y, s)
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Lagrangeova funkce problému (3.5) s multiplikátory u = [uTI , u
T
E]
T = (u1, . . . , um)

T ∈ Rm

a UI = diag(u1, . . . , umI
). Označme Jacobiho matici

[AI(y),AE(y)] = ∇yh(y, s) = [∇yhI(y, s),∇yhE(y, s)] =

= [∇yh1(y, s), . . . ,∇yhm(y, s)] = [∇yc1(y), . . . ,∇ycm(y)] =

=


∂c1(y)
∂y1

· · · ∂cm(y)
∂y1

...
...

∂c1(y)
∂yn

· · · ∂cm(y)
∂yn

 ∈ Rn×m

a dále

gy(y, s, u) = ∇yL(y, s, u) = ∇yf(y) + [AI(y),AE(y)]u
gs(y, s, u) = ∇sL(y, s, u) = −µS−1

I e+ uI = −µS−1
I e+UIe

Gyy(y, s, u) = ∇2
yyL(y, s, u) = ∇2

yyf(y) +
m∑
k=1

uk∇2
yyck(y)

Gss(y, s, u) = ∇2
ssL(y, s, u) = µS−2

I

gradienty a Hessovy matice funkce L. Pak existuje vektor u⋆ ∈ Rm, že plat́ı (věta 1.1)

∇yL(y⋆, s⋆, u⋆) = 0, ∇sL(y⋆, s⋆, u⋆) = 0, ∇uL(y⋆, s⋆, u⋆) = 0.(3.7)

Hledáme tedy řešeńı y⋆, s⋆, u⋆ soustavy rovnic

gy(y, s, u) = 0, gs(y, s, u) = 0, h(y, s) = 0.(3.8)

Základńı metody pro řešeńı problému (3.5) jsou iteračńı a jejich iteračńı krok má tvar

y+ = y + αydy, s+ = s+ αsds, u+ = u+ αudu,(3.9)

kde dy ∈ Rn, ds ∈ RmI , du ∈ Rm jsou směrové vektory a αy, αs, αu > 0 jsou délky
kroku. Pro definici logaritmické barierové funkce je nutná podmı́nka s+i > 0 ∀i ∈ I a z
rovnice gs = 0 plyne, že požadujeme rovněž nerovnost u+i > 0 ∀i ∈ I. Obě nerovnosti
lze zajistit vhodným výběrem délky kroku. Pro nalezeńı směrových vektor̊u použijeme
metodu odvozenou z Newtonovy metody aplikovanou na nelineárńı KKT systém (3.8),
kde αy = αs = αu = 1.

Budeme uvažovat dva př́ıstupy. Primárńı formulace vznikne použit́ım Newtonovy me-
tody na soustavu (3.8). Jestliže nejprve vynásob́ıme druhou rovnici (3.8) matićı SI

gs = −µS−1
I e+UIe = 0 ⇒ SIgs = −µe+ SIUIe = 0

a teprve na tuto výslednou soustavu aplikujeme Newtonovu metodu, dostaneme tzv.
primárně-duálńı formulaci. Ta je výhodněǰśı, vede na efektivněǰśı algoritmy. Jedńım z
d̊uvod̊u je ten fakt, že když jde µ k nule, tak pravá strana µe primárně-duálńı formulace
jde rovněž k nule. Naopak člen µS−1

I e v primárńı formulaci může mı́t složky daleko od
nuly, pokud plat́ı si → 0. Po aplikaci Newtonovy metody dostaneme rovnice uvedené v
tabulce 3.1 – lǐśı se pouze druhá.

Předpokládejme, že du =
[
dTuI , d

T
uE

]T
a necht’ matice Byy aproximuje Hessovu matici

Gyy, nebot’ v praxi mı́sto druhých derivaćı poč́ıtáme jejich aproximace pomoćı diferenćı.
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Primárńı formulace Primárně-duálńı formulace

Gyydy + [AI ,AE] du = −gy Gyydy + [AI ,AE] du = −gy
Gssds + [I, 0] du = −gs UIds + SIduI = −SIgs

[AI ,AE]
T dy +

[
dTs , 0

]T
= −h [AI ,AE]

T dy +
[
dTs , 0

]T
= −h

Tabulka 3.1: Primárńı a primárně-duálńı formulace

Abychom výslednou soustavu lépe vyškálovali, vynásob́ıme obě druhé rovnice jistou dia-
gonálńı matićı DI ∈ RmI a abychom dostali symetrickou soustavu, nahrad́ıme neznámou
ds výrazem D−1

I ds. Dostaneme tuto primárńı, resp. primárně-duálńı iteračńı metodu se
soustavou lineárńıch rovnic pro neznámé dy, ds, duI , duE :

Byy 0 AI AE

0 µDIS
−2
I DI DI 0

AT
I DI 0 0

AT
E 0 0 0

 ·


dy

D−1
I ds
duI
duE

 = −


gy

DIgs
hI
hE


resp. 

Byy 0 AI AE

0 DIS
−1
I UIDI DI 0

AT
I DI 0 0

AT
E 0 0 0

 ·


dy

D−1
I ds
duI
duE

 = −


gy

DIgs
hI
hE


Jestliže pro primárńı, resp. primárně-duálńı formulaci polož́ıme

DI =
1
√
µ
SI , resp. DI = (SIU

−1
I )

1
2(3.10)

(v praxi lze volit i jiná vyjádřeńı matice DI), má výsledný systém tento tvar(
B A
AT 0

)
·
(

d
du

)
= −

(
g
h

)
,(3.11)

kde

d, g ∈ Rn+mI , B ∈ R(n+mI)×(n+mI), A ∈ R(n+mI)×(mI+mE), du, h ∈ RmI+mE ,

přičemž

d =

(
dy

D−1
I ds

)
, B =

(
Byy 0
0 I

)
, g =

(
gy

DIgs

)
(3.12)

du =

(
duI
duE

)
, A =

(
AI AE

DI 0

)
, h =

(
hI
hE

)
(3.13)

a pro primárńı, resp. primárně-duálńı formulaci je

DIgs =
1
√
µ
SIUIe−

√
µ e, resp. DIgs = (SIUI)

1
2 e− µ(S−1

I U−1
I )

1
2 e.(3.14)

Systém (3.11) má dimenzi n+2mI+mE. Tuto velikost lze zmenšit částečnou eliminaćı.
Z druhé rovnice (3.8) plyne

−µS−1
I e+UIe = 0 ⇒ SIUIe = µe
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a jestliže µ → 0, pak pro libovolný index i ∈ I plat́ı bud’ ui → 0 nebo si → 0.
Množinu omezeńı s nerovnostmi rozděĺıme na aktivńı a neaktivńı podmnožinu. Podle
bodu 1. definice 1.4 jsou aktivńı ta omezeńı, která splňuj́ı ci(y) = 0, i ∈ I ∪ E. Pro
odpov́ıdaj́ıćı i ∈ I tedy plat́ı si = 0. Jelikož uvažujeme si > 0 ∀i ∈ I, zobecńıme
definici aktivńıch a neaktivńıch omezeńı takto (εI je vhodná konstanta):

• Jestliže plat́ı si ≤ εIui, i ∈ I, nazveme př́ıslušná omezeńı aktivńı a označ́ıme je
symbolem .̂ spolu s př́ıslušnými veličinami, tedy např. ĉI(y), ŝI , ĥI , ûI . Jsou to ta
omezeńı, pro která je ci(y), i ∈ I, bĺızko nuly, přičemž ĉI ∈ Rm̂I .

• Jestliže plat́ı si > εIui, i ∈ I, nazveme př́ıslušná omezeńı neaktivńı a označ́ıme
je symbolem .̌ spolu s př́ıslušnými veličinami, tedy např. čI(y), šI , ȟI , ǔI . Jsou to ta
omezeńı, pro která je ui, i ∈ I, bĺızko nuly, přičemž ǔI ∈ Rm̌I , kde m̂I+m̌I = mI .

Soustava (3.11) má tedy tvar

Byy 0 0 ÂI ǍI AE

0 I 0 D̂I 0 0
0 0 I 0 ĎI 0

ÂT
I D̂I 0 0 0 0

ǍT
I 0 ĎI 0 0 0

AT
E 0 0 0 0 0


·



dy
D̂−1
I d̂s

Ď−1
I ďs
d̂uI
ďuI
duE

 = −



gy
D̂I ĝs
ĎI ǧs
ĥI
ȟI
hE

(3.15)

Z této soustavy vylouč́ıme neaktivńı omezeńı. To samozřejmě neńı nutné, ale pro některé
typy úloh to je dobré. Např. v primárně-duálńı formulaci je DI = (SIU

−1
I )

1
2 . Prvky této

matice mohou být neomezené, protože ui → 0, jestliže je i-té omezeńı ci(y) v bodě y
neaktivńı. Parametrem εI lze ovlivňovat mı́ru toho, která omezeńı nazveme neaktivńı. Z
páté rovnice tedy plyne

ďs = −ǍT
I dy − ȟI = −

(
ǍT
I dy + ȟI

)
(3.16)

a ze třet́ı rovnice

ĎI ďuI = −Ď−1
I ďs − ĎI ǧs ⇒ ďuI = −Ď−2

I ďs − ǧs.

Po dosazeńı (3.10), (3.14) a úpravě dostaneme pro primárńı metodu

ďuI = µŠ−2
I

(
ǍT
I dy + čI + šI

)
−√

µ Š−1
I

(
1
√
µ
ŠIǓIe−

√
µ e

)
=

= µŠ−2
I

(
ǍT
I dy + čI

)
+ 2µŠ−1

I e− ǓIe(3.17)

a pro primárně-duálńı metodu

ďuI =
(
ŠIǓ

−1
I

)−1 (
ǍT
I dy + čI + šI

)
−
(
ŠIǓ

−1
I

)− 1
2

[(
ŠIǓI

) 1
2 e− µ

(
Š−1
I Ǔ−1

I

) 1
2 e
]
=

= Š−1
I ǓI

(
ǍT
I dy + čI

)
+ µŠ−1

I e.(3.18)

Do prvńı rovnice (3.15) dosad́ıme za ďuI a dostaneme pro primárńı metodu

Byydy + ÂI d̂uI + ǍI

[
µŠ−2

I (ǍT
I dy + čI) + 2µŠ−1

I e− ǓIe
]
+AEduE = −gy,
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neboli(
Byy + µǍIŠ

−2
I ǍT

I

)
dy + ÂI d̂uI +AEduE = −

(
gy + µǍIŠ

−2
I čI + 2µǍIŠ

−1
I e− ǍIǓIe

)
a pro primárně-duálńı metodu

Byydy + ÂI d̂uI + ǍI

[
Š−1
I ǓI

(
ǍT
I dy + čI

)
+ µŠ−1

I e
]
+AEduE = −gy,

neboli(
Byy + ǍI Š

−1
I ǓIǍ

T
I

)
dy + ÂI d̂uI +AEduE = −

(
gy + ǍIŠ

−1
I ǓI čI + µǍIŠ

−1
I e
)
.

Po této eliminaci obsahuje systém (3.11) pouze aktivńı omezeńı a má tento tvar
B̄yy 0 ÂI AE

0 I D̂I 0

ÂT
I D̂I 0 0

AT
E 0 0 0

 ·


dy

D̂−1
I d̂s
d̂uI
duE

 = −


ḡy

D̂I ĝs
ĥI
hE

(3.19)

kde pro primárńı metodu je

B̄yy = Byy + µǍIŠ
−2
I ǍT

I , ḡy = gy + µǍIŠ
−2
I čI + 2µǍIŠ

−1
I e− ǍIǓIe,

D̂I =
1
√
µ
ŜI , D̂I ĝs =

1
√
µ
ŜIÛIe−

√
µ e

a pro primárně-duálńı metodu

B̄yy = Byy + ǍIŠ
−1
I ǓIǍ

T
I , ḡy = gy + ǍIŠ

−1
I ǓI čI + µǍIŠ

−1
I e,

D̂I = (ŜIÛ
−1
I )

1
2 , D̂I ĝs = (ŜIÛI)

1
2 e− µ(Ŝ−1

I Û−1
I )

1
2 e

Smysl eliminace neaktivńıch omezeńı je ten, že matice B̄yy a vektor ḡy jsou omezené
(předpokládáme, že p̊uvodńı matice Byy a vektor gy jsou omezené) a dimenze soustavy
(3.19) je n + 2m̂I + mE . Oproti systému (3.11) je tedy sńıžena o počet neaktivńıch
omezeńı.

3.2 Použit́ı metod s lokálně omezeným krokem

Metody vnitřńıch bod̊u lze realizovat bud’ jako metody spádových směr̊u nebo jako me-
tody s lokálně omezeným krokem. V prvńım př́ıpadě je směrový vektor řešeńım systému
(3.19) a délku kroku voĺıme tak, aby došlo k poklesu vhodné pokutové funkce. My
použijeme druhý př́ıpad. Protože řešené podúlohy budou obsahovat pouze aktivńı veličiny,
budeme v § 3.2 symbol .̂ vynechávat (to odpov́ıdá př́ıpadu εI = ∞).

Uvažujme problém minimalizace kvadratické funkce vzhledem k lineárńımu omezeńı:

ψ(d) =
1

2
dTBd+ gTd → min, ATd+ h = 0,(3.20)

kde

d ∈ Rn+mI , B ∈ R(n+mI)×(n+mI), g ∈ Rn+mI , A ∈ R(n+mI)×(mI+mE), h ∈ RmI+mE ,
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přičemž

d =

(
dy

D−1
I ds

)
, B =

(
B̄yy 0
0 I

)
, g =

(
ḡy

DIgs

)
,(3.21)

A =

(
AI AE

DI 0

)
, h =

(
hI
hE

)
(3.22)

Označ́ıme-li du = [dTuI , d
T
uE
]T ∈ RmI+mE Lagrange̊uv multiplikátor, má Lagrangeova

funkce pro problém (3.20) tvar

L(d, du) = ψ(d) + dTu (A
Td+ h).

Dále použijeme větu 1.1. Pro řešeńı d⋆ problému (3.20) existuje vektor du⋆ ∈ RmI+mE

takový, že plat́ı
∇dL(d⋆, du⋆) = 0, ∇duL(d⋆, du⋆) = 0.

Pokud použijeme iteračńı metodu podobně jako u p̊uvodńıho problému (3.5) a aplikujeme-
li na tyto rovnice Newtonovu metodu, dostaneme soustavu (3.19). Vid́ıme, že oba problémy
– nalezeńı směrových vektor̊u pro problém (3.5) a problém (3.20) – jsou ekvivalentńı, ne-
bot’ vedou na stejnou soustavu rovnic, kterou můžeme napsat v obecném tvaru(

B A
AT 0

)
·
(

d
du

)
= −

(
g
h

)
(3.23)

Původńı problém nalezeńı (aktivńıch) směrových vektor̊u jsme tedy převedli na problém
minimalizace kvadratické funkce, na který aplikujeme metodu s lokálně omezeným kro-
kem. Po přidáńı omezeńı

∥d∥ ≤ ∆(3.24)

nám vznikne vedle lineárńıho omezeńı z (3.20) ještě daľśı podmı́nka. Obě podmı́nky však
mohou být nekompatibilńı (norma řešeńı (3.20), kterou neznáme, může být větš́ı než ∆),
jak je vidět na obrázku 3.1. Z tohoto d̊uvodu budeme lokálně omezený krok hledat ve
dvou kroćıch jako součet vertikálńıho a horizontálńıho kroku dV a dH . Tato myšlenka
pocháźı od Byrda a Omojokuna [12] a jej́ım smyslem je udělat obě omezeńı kompatibilńı
při současném zajǐstěńı dostatečného poklesu funkce ψ(d). Budeme tedy uvažovat řešeńı
d⋆ ve tvaru d⋆ = dV + dH .

Uvažujme nejprve tuto minimalizačńı úlohu

∥ATd+ h∥ → min, ∥d∥ ≤ δ∆(3.25)

pro 0 < δ < 1 (např. δ = 0.8). Protože plat́ı

∥ATd+ h∥2 = dTAATd+ 2hTATd+ hTh,

je úloha (3.25) ekvivalentńı úloze

ψV (d) =
1

2
dTAATd+ hTATd → min, ∥d∥ ≤ δ∆.(3.26)

Zde se nevyskytuje lineárńı omezeńı, řešeńı tohoto problému najdeme metodou s lokálně
omezeným krokem a označ́ıme ho dV jako vertikálńı krok směrového vektoru d. Tento
krok tedy minimalizuje normu lineárńıho omezeńı v oblasti menš́ı než ∆.
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∆x

A
T
d+h=0

[y,s]

Obrázek 3.1: Nekompatibilita obou omezeńı

K źıskáńı dV jako řešeńı problému (3.26) použijeme metodu pśı nohy, § 2.3, kde mı́stoA
uvažujeme AAT a mı́sto g uvažujeme Ah. Cauchyho dC a Newton̊uv dN krok spoč́ıtáme
podle (2.36):

dC = − hTATAh

hTATAATAh
Ah = − ∥Ah∥2

∥ATAh∥2
Ah.

Newton̊uv krok dN splňuje normálńı rovnici AATdN + Ah = 0. Dále předpokládáme,

že matice AE má lineárně nezávislé sloupce a tud́ıž i matice A =

(
AI AE

DI 0

)
má

lineárně nezávislé sloupce. Tedy Aw = 0 ⇔ w = 0. Existuje proto inverze (ATA)−1.
Necht’

Z ∈ R(n+mI)×(n−mE)(3.27)

je matice, jej́ıž sloupce tvoř́ı bázi nulového prostoru matice AT , takže ATZ = 0 a
uvažujme Newton̊uv krok ve tvaru dN = Au+ Zv. Pak plat́ı

0 = AAT (Au+ Zv) +Ah = A(ATAu+ h) ⇒

⇒ ATAu+ h = 0 ⇒ u = −(ATA)−1h.

Za vektor v zvoĺıme nulu, aby norma vektoru dN byla minimálńı. Cauchyho a Newton̊uv
krok maj́ı tedy tvar

dC = − ∥Ah∥2

∥ATAh∥2
Ah, dN = −A(ATA)−1h.(3.28)

Nyńı ukážeme vlastnosti těchto krok̊u, které použijeme v algoritmu 2.5. Plat́ı

0 ≤ ∥ATdC + h∥2 = ∥ATdC∥2 + 2hTATdC + ∥h∥2 = ∥Ah∥4

∥ATAh∥2
− 2∥Ah∥4

∥ATAh∥2
+ ∥h∥2

⇔ ∥h∥2 ≥ ∥Ah∥4

∥ATAh∥2
,
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což neńı nic jiného než Schwarzova nerovnost. Plat́ı-li ovšem rovnost

0 = ∥ATdC + h∥2 ⇔ ∥ATAh∥∥h∥ = ∥Ah∥2,(3.29)

muśı být vektory h a ATAh lineárně závislé, takže

ATAh = αh ⇒ (ATA)−1h =
1

α
h,

kde

α =
∥ATAh∥

∥h∥
=

∥ATAh∥2

∥h∥∥ATAh∥
=

∥ATAh∥2

∥Ah∥2

podle (3.29). Odtud

dN = −A(ATA)−1h = − 1

α
Ah = − ∥Ah∥2

∥ATAh∥2
Ah = dC .

Takže

dC ̸= dN ⇒ 0 < ∥ATdC + h∥2 ⇒ ∥h∥2 > ∥Ah∥4

∥ATAh∥2
.

Odtud plyne

∥dC∥ =
∥Ah∥3

∥ATAh∥2
· ∥Ah∥∥A(ATA)−1h∥
∥Ah∥∥A(ATA)−1h∥

≤ ∥Ah∥4∥dN∥
∥ATAh∥2∥h∥2

< ∥dN∥

a dále

(dN − dC)
TdC =

∥Ah∥2

∥ATAh∥2
∥h∥2 − ∥Ah∥6

∥ATAh∥4
=

∥Ah∥2

∥ATAh∥2

(
∥h∥2 − ∥Ah∥4

∥ATAh∥2

)
> 0,

takže iterace podle algoritmu 2.5 maj́ı tento jednoduchý tvar:

• jestliže ∥dC∥ ≥ δ∆, polož́ıme

dV =
δ∆

∥dC∥
dC

• jestliže ∥dN∥ ≤ δ∆, polož́ıme
dV = dN

• ve zbývaj́ıćım př́ıpadě ∥dC∥ < δ∆ < ∥dN∥ polož́ıme

dV = dC + κ(dN − dC),

kde κ > 0 je zvoleno tak, aby ∥dV ∥ = δ∆.

Lemma 3.1 Pro vertikálńı krok dV plat́ı ∥ATdV + h∥ < ∥h∥.
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Důkaz: Provede se dosazeńım všech tř́ı př́ıpad̊u pro dV a využit́ım vztahu

∥ATdV + h∥2 = ∥ATdV ∥2 + 2hTATdV + ∥h∥2.

2

Necht’ dV je źıskaný vertikálńı krok. Nyńı přeformulujeme problém (3.20)-(3.24) takto:

ψH(d) =
1

2
dTBd+ gTd → min, ATd = ATdV , ∥d∥ ≤ ∆.(3.30)

Tato nová formulace obsahuje kompatibilńı omezeńı, nebot’ volba d = dV splňuje obě
podmı́nky. Celkový krok d problému (3.30) lze napsat ve tvaru d = dV + dH . Protože
požadujeme ATd = ATdV , muśı krok dH splňovat ATdH = 0. Je-li Z matice z (3.27),
pak dH = ZdZ pro nějaké dZ ∈ Rn−mE a protože dV lež́ı v oboru hodnot matice A
podle (3.28), tj. dV = Aw pro nějaký vektor w, a ATZ = 0, plat́ı

dTV dH = wTATZdZ = 0.

Odtud dostaneme podle Pythagorovy věty

∆2 ≥ ∥d∥2 = ∥dV ∥2 + ∥dH∥2 ⇒ ∥dH∥ = ∥ZdZ∥ ≤
√
∆2 − ∥dV ∥2.

Dosad́ıme do (3.30):

ψH(d) =
1

2
(dV + ZdZ)

TB(dV + ZdZ) + gT (dV + ZdZ) =

=
1

2
dTZZ

TBZdZ + (BdV + g)TZdZ +
1

2
dTVBdV + gTdV

a dostaneme pro dZ úlohu naj́ıt minimum kvadratické funkce

ψZ(d) =
1

2
dTBZd+ gTZd → min, ∥Zd∥ ≤ ∆̄,(3.31)

kde
BZ = ZTBZ, gZ = ZT (BdV + g), ∆̄ =

√
∆2 − ∥dV ∥2,

a jej́ıž řešeńı dH = ZdZ nazveme horizontálńım krokem směrového vektoru d. Zde se opět
nevyskytuje lineárńı omezeńı podobně jako u vertikálńıho kroku, avšak oblast př́ıpustných
dZ nemuśı být sférická. Použijeme proto předpodmı́něnou metodu sdružených gradient̊u,
§ 2.5, pro C = ZTZ. Z (3.27) plyne, že problém (3.31) je velikosti n − mE a iterace
vypadaj́ı podle algoritmu 2.9 takto:

dZ = 0, rZ = gZ , r̃Z = (ZTZ)−1rZ , pZ = −r̃Z ,

η = pTZBZpZ , α =
1

η
rTZ r̃Z , d+Z = dZ + αpZ ,

r+Z = rZ + αBZpZ , r̃+Z = (ZTZ)−1r+Z , β =
(r+Z )

T r̃+Z
rTZ r̃Z

, p+Z = −r̃+Z + βpZ .

Tyto iterace zahrneme do p̊uvodńıho problému (3.20) pro d = dV +ZdZ a mı́sto omezeńı
∥ZdZ∥ ≤ ∆̄ budeme uvažovat omezeńı v p̊uvodńım tvaru ∥d∥ ≤ ∆. Z rekurence pro dZ
plyne

d+ = dV + Zd+Z = dV + ZdZ + αZpZ ≡ d+ αp,
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takže můžeme položit p = ZpZ . Dále

rZ = BZdZ + gZ = ZTBZdZ + ZT (BdV + g) = ZT (Bd−BdV +BdV + g) = ZT r

a pro předpodmı́něná residua zavedeme vektor r̃ = Zr̃Z . V takto upravené metodě
sdružených gradient̊u se vyskytuje násobeńı

r̃ = Zr̃Z = Z(ZTZ)−1ZT r
def
= PZr,

kde
PZ = Z(ZTZ)−1ZT .

Nyńı je třeba se zbavit matice Z, která se obt́ıžně určuje, [20]. Projekci PZ můžeme
nahradit ekvivalentńı projekćı

PA = I−A(ATA)−1AT ,

která nevyžaduje matici Z a použijeme násobeńı r̃ = PAr. Že se jedná o ekvivalentńı
matice, plyne ze zjǐstěńı, že

PZA = PAA = 0 a PZZ = PAZ = Z,

takže pro libovolný vektor w, který lze napsat ve tvaru w = Aw1 + Zw2, plat́ı

PZw = Zw2 = PAw.

Matice A má lineárně nezávislé sloupce, proto je ATA regulárńı a existuje inverze.
Iterace pro p̊uvodńı problém (3.20) maj́ı tedy tvar

počátečńı dZ = 0 ⇒ počátečńı d = dV , r = Bd+ g, r̃ = PAr,

p = ZpZ = −Zr̃Z = −Z(ZTZ)−1ZT r = −PZr = −PAr = −r̃,

η = pTZBZpZ = pTZZ
TBZpZ = pTBp, α =

1

η
rTZ r̃Z =

1

η
rTZr̃Z =

1

η
rT r̃,

d+ = d+ αp, r+ = r + αBp, r̃+ = PAr, β =
(r+Z )

T r̃+Z
rTZ r̃Z

=
(r+)T r̃+

rT r̃
,

p+ = Zp+Z = −Zr̃+Z + βZpZ = −r̃+ + βp.

Z metody sdružených gradient̊u ovšem nelze źıskat Lagrangeovy multiplikátory du,
takže je muśıme vyjádřit jinak. Z prvńı rovnice (3.23) plyne

Adu = −(g +Bd) = −r ⇒ du = −(ATA)−1AT r

jako řešeńı úlohy nejmenš́ıch čtverc̊u. Nav́ıc odtud plyne

r̃ = PAr = [I−A(ATA)−1AT ]r = r +Adu.

Na obrázku 3.2 je znázorněn zp̊usob výpočtu směrového vektoru d⋆ pomoćı vertikálńıho
a horizontálńıho kroku. Vid́ıme vrstevnice funkce F (y, s), omezeńı h(y, s) = 0 a
řešeńı [y⋆, s⋆]. Vyjdeme z bodu [y, s] a hledáme d⋆ = [dTy , (D

−1
I ds)

T ]T . Protože může
doj́ıt k nekompatibilitě omezeńı ATd + h = 0 a ∥d∥ ≤ ∆, uvažujeme d⋆ ve tvaru
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o

∆
δ∆

dV

dH

d*

.

//

[y,s]

o

[y*,s*]

A
T
d+h=0

h(y,s)=0

//

F(y,s)

Obrázek 3.2: Vertikálńı a horizontálńı krok

d⋆ = dV + dH , kde dV řeš́ı úlohu (3.25) a dH = ZdZ úlohu (3.31). Vektor d⋆ však
obsahuje jen aktivńı omezeńı, d⋆ = [dTy , (D

−1
I d̂s)

T ]T , muśıme proto dopoč́ıtat hodnoty ďs

pro neaktivńı omezeńı podle 3.16. Polož́ıme ds = (d̂Ts , ď
T
s )

T , y+ = y+αydy, s
+ = s+αsds.

Totéž provedeme s Lagrangeovými multiplikátory, u+ = u+αudu, kde vektor du je rovněž
rozdělen na d̂u a ďu. Délky krok̊u αs, αu voĺıme tak, aby s+ > 0, u+ > 0.

Nyńı zkompletujeme všechny uvedené úvahy pro d⋆ do nového algoritmu, který slouž́ı
k výpočtu lokálně omezeného kroku (trust region method) vzhledem k lineárńımu omezeńı
(constrained), úloha (3.20).

Algoritmus 3.1 Constrained trust region method.

1. Zvoĺıme δ ∈ (0, 1), např. δ = 0.8 a ε ∈ (0, 1).

2. Spoč́ıtáme dC = − ∥Ah∥2
∥ATAh∥2 Ah a dN = −A(ATA)−1h.

3. (a) Jestlǐze ∥dC∥ ≥ δ∆, polož́ıme d = δ∆
∥dC∥ dC ;

(b) Pokud ∥dC∥ < δ∆ < ∥dN∥, polož́ıme d = dC + κ(dN − dC), kde κ je určeno
tak, že ∥d∥ = δ∆;

(c) Ve zbývaj́ıćım př́ıpadě ∥dN∥ ≤ δ∆ polož́ıme d = dN .

4. Polož́ıme r = Bd+ g, du = −(ATA)−1AT r, r̃ = r +Adu, p = −r̃.

5. Spoč́ıtáme η = pTBp. Je-li η > 0, přejdeme na krok 6. Jinak urč́ıme κ > 0 tak,
že ∥d+ κp∥ = ∆, polož́ıme d⋆ = d+ κp a přejdeme na krok 10.

6. Polož́ıme α = rT r̃
η

a d+ = d+ αp.
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(a) Je-li ∥d+∥ > ∆, urč́ıme κ > 0 tak, že ∥d+κp∥ = ∆, polož́ıme d⋆ = d+κp
a přejdeme na krok 10.

(b) Je-li ∥d+∥ = ∆, polož́ıme d⋆ = d+ a přejdeme na krok 10.

(c) Je-li ∥d+∥ < ∆, přejdeme na krok 7.

7. Spoč́ıtáme r+ = r + αBp, d+u = −(ATA)−1AT r+. Je-li ∥r+∥ ≤ ε∥g∥, polož́ıme
d⋆ = d+, du⋆ = d+u a STOP. Jinak přejdeme na krok 8.

8. Polož́ıme r̃+ = r+ +Ad+u , β = (r+)T r̃+

rT r̃
, p+ = −r̃+ + βp.

9. Odstrańıme index .+ a návrat na krok 5.

10. Spoč́ıtáme r⋆ = r + κBp a polož́ıme du⋆ = −(ATA)−1AT r⋆.

3.3 Algoritmus

Metody s lokálně omezeným krokem vedou na krok y+ = y+αydy, s
+ = s+αsds, kde

bud’ αy = 1 a αs ∈ (0, 1⟩ je takové, že s+ > 0 (tzv. přijatelný krok) nebo αy = αs = 0
(tzv. nulový krok). Kromě toho voĺıme u+ = u + αudu, kde αu ∈ (0, 1⟩ je takové, že
u+ > 0. Vyjádřeno po složkách má tedy platit si + αsdsi > 0, ui + αudui > 0 ∀i.
Spoč́ıtáme tedy pod́ıly − si

dsi
, − ui

dui
, definujeme veličiny

α̃s = ϑ min
i∈I, dsi<0

(
− si
dsi

)
, α̃u = ϑ min

i∈I, dui<0

(
− ui
dui

)
,(3.32)

kde 0 < ϑ < 1 je koeficient bĺızký k jednotce, a polož́ıme

αy = α, αs = min{α, α̃s}, αu = min{α, α̃u}.

Přijatelný krok znamená, že bud’ dojde k poklesu hodnoty F (y+, s+) oproti F (y, s) nebo ke
zlepšeńı splněńı omezeńı, tzn. h(y+, s+) je bĺıže nule než h(y, s). Za t́ım účelem definujeme
následuj́ıćı pokutovou funkci P (α) s koeficientem σ > 0 :

P (α) = F (y+αydy, s+αsds)+(u+du)
Th(y+αydy, s+αsds)+

σ

2
∥h(y+αydy, s+αsds)∥2.

Pro vektor u+ uvažujeme plný krok u + du, aby v derivaci P ′(α) nevystupoval člen s
αu a tato derivace se dala vyjádřit pomoćı vztah̊u (3.12)-(3.13). Spoč́ıtáme skutečný a
předpověděný pokles funkce P (α). Skutečný pokles je definován jako rozd́ıl P (1)−P (0).
Jestliže

Q(α) = P (0) + αP ′(0) +
α2

2
dTBd

je kvadratická aproximace funkce P (α), pak je rozd́ıl

Q(1)−Q(0) = P ′(0) +
1

2
dTBd

předpověděný pokles funkce P (α). Abychom rozhodli, zda je krok přijatelný či nikoli,
vytvoř́ıme pod́ıl skutečného a předpověděného poklesu. Jestliže

ϱ
def
=
P (1)− P (0)

Q(1)−Q(0)
> 0,
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je krok přijatelný a poloměr ∆ můžeme zvětšit. V opačném př́ıpadě je krok nepřijatelný
(nulový) a poloměr ∆ je třeba sńıžit. Aby ϱ > 0, je nutnou podmı́nkou pro aplikaci
metod s lokálně omezeným krokem splněńı nerovnosti Q(1)−Q(0) < 0.

Věta 3.1 Necht’

ru = ATd+ h, θ = hT (h− ru) a γ = dTg + dTAdu.

Jestlǐze

θ > 0 a σ >
1
2
dTBd+ γ

θ
,

pak plat́ı nerovnost Q(1)−Q(0) < 0.

Důkaz: Zderivujeme funkci P (α) :

P ′(α) = dTy∇yF (y + αydy, s+ αsds) + dTs∇sF (y + αydy, s+ αsds) +

+ (u+ du)
T
[
dTy∇yh(y + αydy, s+ αsds) + dTs∇sh(y + αydy, s+ αsds)

]T
+

+ σhT (y + αydy, s+ αsds) ·
·
[
dTy∇yh(y + αydy, s+ αsds) + dTs∇sh(y + αydy, s+ αsds)

]T
⇒ P ′(0) = dTy∇yf(y)− µdTs S

−1
I e+ (u+ du)

T
(
dTy [AI(y),AE(y)] + dTs [I, 0]

)T
+

+ σhT (y, s)
(
dTy [AI(y),AE(y)] + dTs [I, 0]

)T
.

Dále dosad́ıme vztahy (3.12)-(3.13):

P ′(0) =

(
dy

D−1
I ds

)T ( ∇yf(y) + [AI ,AE]u
−µDIS

−1
I e+ [DI , 0]u

)
+

(
dy

D−1
I ds

)T (
AI AE

DI 0

)
du +

+ σ

(
dy

D−1
I ds

)T (
AI AE

DI 0

)
h(y, s) = dTg + dTAdu + σ dTAh.(3.33)

Celkem plat́ı

Q(1)−Q(0) =
1

2
dTBd+ dTg + dTAdu + σ dTAh =

1

2
dTBd+ γ + σ dTAh.

Dále

ATd+ h =

 ÂT
I D̂I 0

ǍT
I 0 ĎI

AT
E 0 0

 dy
D̂−1
I d̂s

Ď−1
I ďs

+

 ĥI
ȟI
hE

 = ÂT d̂+ ĥ,

protože druhá rovnice je rovna nule podle (3.16) – neaktivńı omezeńı eliminujeme ze
soustavy (3.15) a poč́ıtáme přesně. Ve vertikálńım kroku hledáme vektor dV , který mini-
malizuje normu ∥ÂT d̂ + ĥ∥ v oblasti ∥d̂∥ ≤ δ∆ < ∆, plat́ı tedy ∥ÂTdV + ĥ∥ < ∥ĥ∥
podle lemmatu 3.1. V horizontálńım kroku plat́ı ÂT d̂+ ĥ = ÂTdV + ĥ a proto

∥ru∥ = ∥ATd+ h∥ = ∥ÂT d̂+ ĥ∥ = ∥ÂTdV + ĥ∥ < ∥ĥ∥ ≤
√

∥ĥ∥2 + ∥ȟ∥2 = ∥h∥.
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Odtud plyne

|hT ru| ≤ ∥h∥∥ru∥ = hTh
∥ru∥
∥h∥

< hTh ⇒ θ = hT (h− ru) > 0.

Dále plat́ı
dTAh = hT (ATd+ h− h) = hT (ru − h) = −θ

a tedy

Q(1)−Q(0) =
1

2
dTBd+ γ − σ θ.

Nyńı pro libovolné spoč́ıtané vektory d a du stač́ı zvolit hodnotu σ >
1
2
dTBd+γ

θ
takovou,

aby platilo Q(1)−Q(0) < 0. 2

V praxi se zkoušely i jiné pokutové funkce, např.

P1(α) = F (y + αydy, s+ αsds) + σ∥h(y + αydy, s+ αsds)∥.

Pro tuto funkci lze dokázat globálńı konvergenci algoritmu, pokud se parametr σ během
iteračńıho procesu nezmenšuje. Tato monotonńı strategie však může vést na nevhodně
velké hodnoty σ, které mohou zpomalit konvergenci. U funkce P (α) můžeme volit malé
hodnoty parametru σ, proto je tato pokutová funkce vhodná pro výpočty. Pro tuto funkci
však nelze globálńı konvergenci v obecném př́ıpadě dokázat.

Parametr µ měńıme v každé iteraci. Většina implementaćı metod vnitřńıch bod̊u voĺı
hodnotu µ tak, že 0 < µ < sTuI

mI
, tedy µ = ν sTuI

mI
pro ν ∈ (0, 1). V praxi se ukázalo,

že algoritmus pracuje nejlépe tehdy, když jdou složky siui stejnoměrně k nule. K tomuto
účelu zavedeme veličinu

ω =
mini∈I{siui}
sTuI/mI

Zřejmě plat́ı 0 < ω ≤ 1 a ω = 1 právě když je siui konstantńı ∀i ∈ I. Nyńı použijeme
následuj́ıćı heuristiku pro volbu ν a tedy µ zavedenou v [65], která se v praxi ukázala jako
velmi efektivńı:

µ = ν
sTuI
mI

, kde ν = 10−1 ·min

{
1− ω

20ω
, 2

}3

Je nutno poznamenat, že pomalý pokles µ může značně zvýšit celkový počet iteraćı a
naopak rychlý pokles µ může vést na selháńı metody.

Poloměr ∆ měńıme v závislosti na hodnotě pod́ılu ϱ. Je-li ϱ bĺızko nuly, ∆ zmenš́ıme,
je-li ϱ bĺızko jedničky nebo větš́ı než jedna, ∆ zvětš́ıme.

Nyńı již můžeme uvést kompletńı algoritmus pro řešeńı obecného nelineárńıho problému
s omezeńımi ve tvaru rovnost́ı a nerovnost́ı metodou vnitřńıch bod̊u (interior point me-
thod) realizovanou jako metody s lokálně omezeným krokem (trust region method).

Algoritmus 3.2 Trust region interior point method.

Data: f : Rn → R, c = [cI , cE] : Rn → Rm.
Zvoĺıme y ∈ Rn, s ∈ RmI , u ∈ Rm, µ > 0, ϑ ∈ (0, 1), ε, εI ∈ (0, 1), např.

s = u = 10−1 · (1, . . . , 1)T , µ = 1, ϑ = 0.95, ε = 10−6, εI = 10−1.

Zvoĺıme 0 < δ < 1 < δ a 0 < ϱ < ϱ < 1.
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1. Urč́ıme AI(y), AE(y), g(y, s, u), h(y, s) a polož́ıme ∆ = ∥g∥.

2. Jestlǐze (µ < ε & ∥g∥ < ε & ∥h∥ < ε), pak STOP.

3. Pomoćı diferenćı spoč́ıtáme druhé derivace funkćı f(y) a c(y).

4. Urč́ıme aktivńı a neaktivńı omezeńı (si ≤ εIui, resp. si > εIui).

5. Pomoćı algoritmu 3.1 spoč́ıtáme vektory dy, D̂
−1
I d̂s, d̂uI , duE .

6. Vypoč́ıtáme vektory ďs, ďuI , t́ım źıskáme ds, du a polož́ıme d = [dTy , (D
−1
I ds)

T ]T .

7. Zvoĺıme σ > 0 tak, aby σ > −
1
2
dTBd+ dT g+ dTAdu

dTAh
.

8. Podle (3.32) urč́ıme maximálńı délku kroku α̃s > 0 tak, aby s + α̃sds > 0 a
polož́ıme αs = min{1, α̃s}.

9. Vypoč́ıtáme pod́ıl ϱ = P (1)−P (0)
Q(1)−Q(0)

.

10. Je-li ϱ ≤ 0, zvoĺıme ∆ < ∥d∥ a návrat na krok 5.

11. Podle (3.32) urč́ıme maximálńı délku kroku α̃u > 0 tak, aby u + α̃udu > 0 a
polož́ıme αu = min{1, α̃u}.

12. Polož́ıme y := y + dy, s := s+ αsds, u := u+ αudu.

13. Je-li ϱ < ϱ, polož́ıme ∆ := δ ∥d∥, je-li ϱ < ϱ, polož́ıme ∆ := δ∆.

14. Spoč́ıtáme ω = mini∈I{siui}
sTuI/mI

, ν = 10−1 ·min
{

1−ω
20ω

, 2
}3

a polož́ıme µ = ν sTuI
mI

.

15. Aktualizujeme AI(y), AE(y), g(y, s, u), h(y, s) a návrat na krok 2.

3.4 Použit́ı filtru

Jestliže podle postupu výše spoč́ıtáme kandidáta na nové přibĺıžeńı, tedy krok

y+ = y + αydy, s+ = s+ αsds,

pak zpravidla použ́ıváme jistou pokutovou funkci, pomoćı které zjǐst’ujeme, zda je tento
krok přijatelný, tzn. dojde bud’ k poklesu hodnoty funkce F nebo ke zlepšeńı splněńı
omezeńı h. Vrat’me se zpět k problému (3.5), tj. problému

F (y, s) → min, h(y, s) = 0.

Řešeńı tohoto problému vyžaduje dva ćıle. Minimalizovat funkci F a splnit jisté podmı́nky.
Označ́ıme-li χ(y, s) = ∥h(y, s)∥, pak v podstatě hledáme řešeńı problému

F (y, s) → min, χ(y, s) = 0.(3.34)

Jedná se tedy o minimalizaci dvou funkćı, přičemž funkce χ(y, s) má přednost, nebot’

hledáme takové řešeńı, ve kterém je tato funkce rovna nule.
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Fletcher a Leyffer [15] poskytli techniku, která se vyhýbá určitým obt́ıž́ım při použit́ı
klasické pokutové funkce, např. aktualizaci pokutového parametru σ. Přijatelnost kroku je
určena srovnáńım chováńı omezeńı a hodnoty funkce F s předchoźımi iteracemi sdruženými
v tzv. filtru. Nová iterace je přijatelná, jestliže se ve srovnáńı se všemi iteracemi uloženými
v daném filtru dostatečně zlepš́ı omezeńı nebo hodnota funkce F.

Budeme použ́ıvat označeńı

F µk ≡ F (y, s) = f(y)− µke
T ln(SI)e, χ ≡ χ(y, s)

pro obecný bod (y, s) a

F µk
i ≡ F (yi, si) = f(yi)− µke

T ln(SI)i e, χi ≡ χ(yi, si)

pro i-tou iteraci (yi, si), kde (SI)i znač́ı matici SI v iteraci i.

Definice 3.1 Řekneme, že iterace (yi, si) a př́ıslušná dvojice (F µk
i , χi) dominuj́ı nad ite-

raćı (yj, sj) a dvojićı (F µk
j , χj) právě když plat́ı

F µk
i ≤ F µk

j & χi ≤ χj, i ̸= j,

což je ekivalentńı zápisu
max{F µk

i − F µk
j , χi − χj} ≤ 0,

pro nějaké pevné µk.

Tato definice ř́ıká, že iterace (yi, si) je nejméně tak dobrá jako iterace (yj, sj) (vzhledem
k oběma mı́rám) a tedy iterace (yj, sj) ztráćı význam. Požadavkem pro přijet́ı nové iterace
tedy je, aby nad ńı nedominovala některá z předchoźıch iteraćı. Stač́ı si tedy pamatovat ty
iterace, nad kterými nedominuje žádná jiná. K tomuto účelu vytvoř́ıme strukturu zvanou
filtr, kterou použijeme jako kriterium pro přijet́ı či odmı́tnut́ı iterace.

Definice 3.2 Filtr Fk je množina dvojic {(F µk
i , χi) : i ∈ {0, . . . , k}} takových, že žádná

dvojice nedominuje nad jinou. Řekneme, že dvojice (F µk
k+1, χk+1) je přijatelná do filtru

Fk, jestlǐze nad ńı nedominuje žádná jiná ve filtru Fk. Množina Ik je množina index̊u
i ∈ {0, . . . , k} takových, že (F µk

i , χi) ∈ Fk. Množina

Dk = {(F µk , χ) : F µk > F µk
i a χ > χi pro nějaké i ∈ Ik} ⊂ R2

je množina všech nepřijatelných dvojic v iteraci k + 1.

V praxi to znamená, že pokud máme v k-té iteraci filtr Fk, ptáme se, zda můžeme
přijmout dvojici (F µk

k+1, χk+1), tedy (k + 1)-ńı iteraci. Pokud nad touto dvojićı nedomi-
nuje žádná jiná z filtru Fk, přijmeme tuto novou iteraci a do filtru Fk přidáme dvojici
(F µk

k+1, χk+1). V opačném př́ıpadě dvojici (F µk
k+1, χk+1) do filtru Fk nepřidáme. Iterace k+1

je tedy přijatelná, jestliže plat́ı

(F µk
k+1, χk+1) ̸∈ Dk.

Protože při přechodu ke (k+1)-ńı iteraci aktualizujeme parametr µk na µk+1, nahrad́ıme
hodnoty F µk

i aktualizovanými hodnotami F
µk+1

i pro i ∈ Ik a eventuelně i = k + 1.
Dále odstrańıme ty dvojice (F

µk+1

i , χi), nad kterými dominuje jiná dvojice ve filtru. T́ım
dostaneme nový filtr Fk+1 a nové množiny Ik+1, Dk+1.

Budeme použ́ıvat tři r̊uzné fitry:
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Barierový filtr – dvojice (F µk
k+1, χk+1) je přijatelná do filtru Fk, jestliže plat́ı

F µk
k+1 < F µk

i nebo χk+1 < χi ∀i ∈ Ik.

Fletcher̊uv-Leyffer̊uv filtr – dvojice (F µk
k+1, χk+1) je přijatelná do filtru Fk, jestliže

plat́ı
f(yk+1) < f(yi) nebo χk+1 < χi ∀i ∈ Ik.

V tomto př́ıpadě neuvažujeme ve funkci F barierový člen.

Markov̊uv filtr – dvojice (F µk
k+1, χk+1) je přijatelná do filtru Fk, jestliže plat́ı

F µk
k+1 < F µk

k nebo χk+1 < χk.

Zde uvažujeme ke srovnáńı pouze předchoźı iteraci, Ik = {k}.

Pokud v iteraci k + 1 pro nějakou délku kroku αk nedostaneme dvojici přijatelnou
do Fk, můžeme bud’ použ́ıt pokutovou funkci nebo zmenšovat délku kroku αk tak, aby
př́ıslušná dvojice (k + 1)-ńı iterace byla přijatelná do filtru. Tuto druhou variantu jsme
vyzkoušeli v numerických testech.

Výše uvedenou jednoduchou definici přijet́ı či odmı́tnut́ı iterace je třeba upravit. Předevš́ım
zameźıme tomu, aby se do filtru dostaly dvojice, které jsou sice přijatelné do filtru, ale
jsou libovolně bĺızko hranice tohoto filtru. Iterace k + 1 je přijatelná, jestliže plat́ı

max{Ai, χi − χk+1} > εFχi ∀i ∈ Ik,(3.35)

kde εF > 0 je nějaká konstanta a

• Ai = F
µk+1

i − F
µk+1

k+1 pro barierový filtr;

• Ai = f(yi)− f(yk+1) pro Fletcher̊uv-Leyffer̊uv filtr;

• Ai = F
µk+1

k − F
µk+1

k+1 pro Markov̊uv filtr.

Dále zavedeme horńı mez na funkci χ(y, s) v podobě konstanty χ ≥ χ0 a uvažujeme
pouze takové body (y, s), pro které plat́ı

χ(y, s) ≤ χ.

Inicializace filtru je taková, že po zvoleńı počátečńı iterace (y0, s0) definujeme počátečńı
filtr jako

F0 = {(F µ0
0 , χ0)}.

Máme-li iteraci (yk, sk), která splňuje podmı́nku

∥χk∥ ≤ εX ,

kde εX > 0 je nějaká konstanta, lze požadovat, aby došlo také k dostatečnému poklesu
v př́ıslušné funkčńı hodnotě. Konečně můžeme stanovit, jaký maximálńı počet dvojic
budeme do filtru ukládat, protože tento počet může být značně velký. V numerických
testech jsme zvolili 50 dvojic. Po překročeńı tohoto počtu začneme z filtru odstraňovat
nejstarš́ı iterace.
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Obrázek 3.3: Filtr Fk v iteraci k.

Na obrázku 3.3 je znázorněn filtr Fk v iteraci k. Černé punt́ıky jsou dvojice, které tvoř́ı
filtr, vybarvená oblast je množina Dk nepřijatelných dvojic v iteraci k + 1, tlustá čára
vpravo je horńı mez χ a tečkovaná křivka je upravená oblast přijatelnosti dvojice podle
(3.35).

Nyńı uvedeme algoritmus. Protože princip filtru lze snadněji implementovat ve spo-
jeńı s metodou spádových směr̊u, použijeme pro určeńı směrových vektor̊u tuto metodu
namı́sto metody s lokálně omezeným krokem. Protože provedeme porovnáńı principu filtru
s klasickým postupem, uvedeme nejprve algoritmus použ́ıvaj́ıćı pokutovou funkci, jehož
detailńı popis je uveden v [36].

Algoritmus 3.3 Penalty line search interior point method.

Data: f : Rn → R, c = [cI , cE] : Rn → Rm.
Zvoĺıme y ∈ Rn, s ∈ RmI , u ∈ Rm, µ, σ,∆ > 0, ϑ, β, ε, εI ∈ (0, 1), např.

s = u = 10−1 · (1, . . . , 1)T , µ = σ = 1, ∆ = 1000,

ϑ = 0.95, β = 0.5, ε = 10−6, εI = 10−1.

1. Urč́ıme AI(y), AE(y), g(y, s, u), h(y, s).

2. Jestlǐze (µ < ε & ∥g∥ < ε & ∥h∥ < ε), pak STOP.

3. Pomoćı diferenćı spoč́ıtáme druhé derivace funkćı f(y) a c(y).

4. Polož́ıme DI = I, urč́ıme aktivńı a neaktivńı omezeńı (si ≤ εIui, resp. si > εIui)
a sestav́ıme lineárńı systém (3.19).

5. Urč́ıme vektory dy, d̂s, d̂uI , duE nepřesným řešeńım systému (3.19) pomoćı předpodmı́něné
metody sdružených gradient̊u.
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6. Vypočteme vektory ďs, ďuI , t́ım źıskáme ds, du a polož́ıme d = [dTy , d
T
s ]
T .

7. Spoč́ıtáme směrovou derivaci P ′(0) podle (3.33).

8. Je-li P ′(0) ≥ 0, provedeme restart, tj. polož́ıme Byy = I, a návrat na krok 5.

9. Podle (3.32) urč́ıme maximálńı délky kroku α̃s, α̃u > 0 tak, aby s + α̃sds > 0 a

u+ α̃udu > 0 a polož́ıme α̃ = min{1, ∆
∥dy∥}.

10. Najdeme nejmenš́ı č́ıslo l ≥ 0 takové, že P (α) < P (0), kde
α = βlα̃, αy = α, αs = min{α, α̃s}, αu = min{α, α̃u}.

11. Polož́ıme y := y + αydy, s := s+ αsds, u := u+ αudu.

12. Spoč́ıtáme ω = mini∈I{siui}
sTuI/mI

, ν = 10−1 ·min
{

1−ω
20ω

, 2
}3

a polož́ıme µ = ν sTuI
mI

.

13. Návrat na krok 1.

V př́ıpadě použit́ı principu filtru použijeme pokutovou funkci pouze k prováděńı restart̊u.
Zavedeme označeńı

F µ
α = F (y + αydy, s+ αsds), χα = ∥h(y + αydy, s+ αsds)∥

a pro jednoduchost vynecháme index k.

Algoritmus 3.4 Filter line search interior point method.

Data: f : Rn → R, c = [cI , cE] : Rn → Rm.
Zvoĺıme y ∈ Rn, s ∈ RmI , u ∈ Rm, µ, σ,∆ > 0, ϑ, β, ε, εI , εF ∈ (0, 1), např.

s = u = 10−1 · (1, . . . , 1)T , µ = σ = 1, ∆ = 1000,

ϑ = 0.95, β = 0.5, ε = 10−6, εI = 10−1, εF = 10−4.

Polož́ıme χ = ∥h(y, s)∥ a F = {(F (y, s), χ)}.

1. Urč́ıme AI(y), AE(y), g(y, s, u), h(y, s).

2. Jestlǐze (µ < ε & ∥g∥ < ε & ∥h∥ < ε), pak STOP.

3. Pomoćı diferenćı spoč́ıtáme druhé derivace funkćı f(y) a c(y).

4. Polož́ıme DI = I, urč́ıme aktivńı a neaktivńı omezeńı (si ≤ εIui, resp. si > εIui)
a sestav́ıme lineárńı systém (3.19).

5. Urč́ıme vektory dy, d̂s, d̂uI , duE nepřesným řešeńım systému (3.19) pomoćı předpodmı́něné
metody sdružených gradient̊u.

6. Vypočteme vektory ďs, ďuI , t́ım źıskáme ds, du a polož́ıme d = [dTy , d
T
s ]
T .

7. Spoč́ıtáme směrovou derivaci P ′(0) podle (3.33).

8. Je-li P ′(0) ≥ 0, provedeme restart, tj. polož́ıme Byy = I, a návrat na krok 5.
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9. Podle (3.32) urč́ıme maximálńı délky kroku α̃s, α̃u > 0 tak, aby s + α̃sds > 0 a

u+ α̃udu > 0 a polož́ıme α̃ = min{1, ∆
∥dy∥}.

10. Najdeme nejmenš́ı č́ıslo l ≥ 0 takové, že (F µ
α , χα) ̸∈ D, podmı́nka (3.35), kde

α = βlα̃, αy = α, αs = min{α, α̃s}, αu = min{α, α̃u}.

11. Polož́ıme y := y + αdy, s := s+ αsds, u := u+ αudu.

12. Spoč́ıtáme ω = mini∈I{siui}
sTuI/mI

, ν = 10−1 ·min
{

1−ω
20ω

, 2
}3

a polož́ıme µ = ν sTuI
mI

.

13. Aktualizujeme filtr F a návrat na krok 1.

Aktualizace filtru F znamená, že do něj přidáme novou dvojici, přepoč́ıtáme hodnoty v
něm obsažených dvojic po aktualizaci parametru µ, odstrańıme ty dvojice, nad kterými
dominuje nějaká jiná dvojice a pokud je celkový počet dvojic obsažených ve filtru větš́ı
než jistá hodnota (zvolili jsme 50), odstrańıme nejstarš́ı dvojici.

Poznamenejme, že oba uvedené algoritmy se lǐśı pouze v kroćıch 10.-11., kde se provád́ı
výběr délky kroku. Porovnáńı obou algoritmů je uvedeno v § 3.5.

3.5 Numerické výsledky

Algoritmy popsané v této kapitole byly implementovány v prostřed́ı optimalizačńıho
systému UFO [39] a testovány pomoćı tř́ı kolekćı rozsáhlých a strukturovaných testo-
vaćıch problémů [36] (vždy 18 optimalizačńıch problémů s omezeńımi ve tvaru rovnost́ı a
nerovnost́ı). Tyto problémy vznikly úpravou problémů s omezeńımi ve tvaru rovnost́ı uve-
dených v [42]. Rovnosti c(y) = 0 jsou v prvńı množině nahrazeny nerovnostmi c(y) ≥ 0
a ve druhé nerovnostmi c(y) ≤ 0. Třet́ı množina obsahuje omezeńı −1 ≤ y ≤ 1 a
−1 ≤ c(y) ≤ 1. Pro prvńı a druhou množinu jsme z test̊u vynechali osmý problém, nebot’

spotřeboval v́ıce než polovinu celkového strojového času. Ve všech př́ıpadech uvažujeme
1000 proměnných. Použité algoritmy jsou uvedeny v tabulce 3.2. U algoritmu 3.2 byly pro
definici oblasti přijatelnosti vyzkoušeny dvě normy, jednak standardńı euklidovská norma
∥d∥2 ≤ ∆ a také norma ∥d∥1 =

∑
i |di| ≤ ∆. Pro test jsme použili primárně-duálńı

formulaci, protože primárńı formulace dávala horš́ı výsledky. U algoritmu 3.3 byl rovněž
testován př́ıpad, kdy se k výběru délky kroku nepouž́ıvá žádná pokutová funkce, tzn. krok
y + dy, s + αsds > 0, u + αudu > 0 přijmeme vždy bez ohledu na splněńı jakéhokoli
kriteria.

Výsledky jsou uvedeny v tabulkách 3.3-3.5, kde jednotlivé sloupce znamenaj́ı

• Metoda – použitý algoritmus podle tabulky 3.2

• NIT – celkový počet hlavńıch iteraćı (pro yk, sk)

• NFV – celkový počet vyč́ısleńı hodnoty funkce F

• NFG – celkový počet vyč́ısleńı gradientu funkce F

• NCG – celkový počet iteraćı metody sdružených gradient̊u (vnitřńı iterace)

• NR – celkový počet restart̊u
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Zkratka Použitý algoritmus Pokutová funkce nebo filtr

TRIPM-1 3.2 s ∥d∥1 P (α)

TRIPM-2 3.2 s ∥d∥2 P (α)

PLSIPM-N 3.3 žádná

PLSIPM-P 3.3 P (α)

FLSIPM-M 3.4 Markov̊uv

FLSIPM-FL 3.4 Fletcher̊uv-Leyffer̊uv

FLSIPM-B 3.4 barierový

Tabulka 3.2: Přehled testovaných metod pro minimalizaci s omezeńımi.

• T – celkový čas

• NF – celkový počet problémů z dané množiny, které se nepodařilo vyřešit

Graficky jsou výsledky test̊u znázorněny na obrázćıch 3.4-3.6. Z výsledk̊u lze vyč́ıst,
že nový algoritmus 3.2, metoda vnitřńıch bod̊u s lokálně omezeným krokem, neńı neje-
fektivněǰśı. Je to zp̊usobeno t́ım, že se pokutová funkce použ́ıvá nejen k rozhodováńı o
úspěšnosti kroku, ale také k určováńı poloměru oblasti přijatelnosti, což může vést k př́ılǐs
rychlému zmenšováńı tohoto poloměru. Jinými slovy, kvadratický podproblém použ́ıvaj́ıćı
pokutovou funkci P (α) neńı vhodný k ř́ızeńı délky kroku tak, jako podproblém použ́ıvaný
v př́ıpadě minimalizace bez omezeńı a je třeba nalézt vhodněǰśı model (některé jiné mo-
dely byly již vyzkoušeny, ale výsledky jsou ještě horš́ı). To se týká zejména algoritmů
použ́ıvaj́ıćıch princip filtru, kdy kvadratický model nemůže vycházet z pokutové funkce.
To je však otázka daľśıho výzkumu. Porovnáme-li jednotlivé použité normy, nelze jed-
noznačně určit, který př́ıpad je lepš́ı. Vid́ıme, že euklidovská norma potřebuje sice v́ıce
hlavńıch iteraćı, vyžaduje však méne strojového času. Horš́ı je pouze u třet́ı množiny
př́ıklad̊u. Nav́ıc je třeba poznamenat, že metody vnitřńıch bod̊u s lokálně omezeným
krokem nedokázaly spoč́ıtat vždy jeden př́ıklad z dané kolekce.

Překvapivě dobře vycháźı metoda, při které nepouž́ıváme pokutovou funkci, což je
vidět hlavně u třet́ı množiny př́ıklad̊u, kde je malý celkový počet všech iteraćı i celkový
strojový čas. U druhé množiny př́ıklad̊u však docháźı k výraznému nár̊ustu počtu iteraćı
sdružených gradient̊u.

Velmi dobře si vedou metody použ́ıvaj́ıćı princip filtru. Ve všech př́ıpadech jsou nej-
rychleǰśı a přijatelný je i celkový počet hlavńıch iteraćı. Všimněme si výrazně nižš́ıho
celkového počtu iteraćı metody sdružených gradient̊u u prvńı kolekce př́ıklad̊u oproti me-
todám použ́ıvaj́ıćım pokutovou funkci.

Co se týká typu filtru, nejsou patrné žádné větš́ı rozd́ıly. Můžeme tedy použ́ıvat nej-
jednodušš́ı z nich, Markov̊uv filtr, i když u třet́ı kolekce př́ıklad̊u se spotřebovalo v́ıce
strojového času, než u zbylých dvou typ̊u filtru.

Závěrem je třeba upozornit, že algoritmy 3.2 a 3.4 jsou nové, takže je potřeba je
otestovat na daľśıch př́ıkladech a provést jejich možná vylepšeńı.

Informace o systému UFO a testovaných př́ıkladech lze źıskat na adrese

http://www.cs.cas.cz/˜luksan/test.html
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Metoda NIT NFV NFG NCG NR T NF

TRIPM-1 1 106 1 171 8 522 26 060 0 10.22 1

TRIPM-2 1 344 1 431 11 995 18 188 0 9.31 1

PLSIPM-N 567 567 4 137 24 969 20 4.94 0

PLSIPM-P 550 593 3 936 21 806 14 4.68 0

FLSIPM-M 608 650 4 326 13 152 9 3.97 0

FLSIPM-FL 602 720 4 280 13 336 8 3.93 0

FLSIPM-B 604 705 4 346 13 231 11 4.08 0

Tabulka 3.3: Prvńı množina př́ıklad̊u pro minimalizaci s omezeńımi.

Metoda NIT NFV NFG NCG NR T NF

TRIPM-1 904 998 6 185 10 521 0 6.52 1

TRIPM-2 906 941 6 048 10 448 0 5.82 1

PLSIPM-N 393 393 2 823 10 728 19 2.95 0

PLSIPM-P 476 925 3 403 5 654 73 3.32 1

FLSIPM-M 461 500 3 363 5 924 10 2.61 0

FLSIPM-FL 469 517 3 412 5 979 11 2.63 0

FLSIPM-B 464 508 3 381 5 941 10 2.59 0

Tabulka 3.4: Druhá množina př́ıklad̊u pro minimalizaci s omezeńımi.

Metoda NIT NFV NFG NCG NR T NF

TRIPM-1 1 040 1 128 6 878 6 923 0 13.63 1

TRIPM-2 1 459 1 514 9 705 7 485 0 15.98 1

PLSIPM-N 571 571 3 991 2 731 13 6.84 1

PLSIPM-P 572 699 4 294 3 670 25 7.55 0

FLSIPM-M 542 636 3 956 2 630 10 7.11 0

FLSIPM-FL 536 657 3 915 2 636 11 6.77 0

FLSIPM-B 541 632 3 946 2 629 10 6.78 0

Tabulka 3.5: Třet́ı množina př́ıklad̊u pro minimalizaci s omezeńımi.
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Obrázek 3.4: Prvńı množina př́ıklad̊u pro minimalizaci s omezeńımi.
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Obrázek 3.5: Druhá množina př́ıklad̊u pro minimalizaci s omezeńımi.
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Obrázek 3.6: Třet́ı množina př́ıklad̊u pro minimalizaci s omezeńımi.
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Př́ıloha A

V př́ıloze uvedeme některá pomocná tvrzeńı a poznámky z algebry, které jsou použity
v této práci.

Poznámka A.1 Označme symbolemM† Moore-Penroseovu pseudoinverzi maticeM. Tato
pseudoinverze je určena jednoznačně a plat́ı:

MM†M = M, M†MM† = M†, (MM†)T = MM†, (M†M)T = M†M.

Pseudoinverze diagonálńı matice D = diag(d1, . . . , dn) je dána takto:

D† = diag(d̃1, . . . , d̃n),

kde
di ̸= 0 ⇒ d̃i = d−1

i ; di = 0 ⇒ d̃i = 0.

Poznámka A.2 Necht’ A je symetrická matice řádu n, λj je libovolné vlastńı č́ıslo matice
A a Sj = {q ̸= 0 : Aq = λjq} je množina vlastńıch vektor̊u asociovaných s vlastńım
č́ıslem λj. Označme P = (A− λjI)(A− λjI)

†.

1. Plat́ı

P2 = (A− λjI)(A− λjI)
†(A− λjI)(A− λjI)

† = (A− λjI)(A− λjI)
† = P

a tedy P je ortogonálńı projekce.

2. Necht’ y ∈ R(A− λjI), tzn. existuje w ∈ Rn, že (A− λjI)w = y. Plat́ı

Py = (A− λjI)(A− λjI)
†y = (A− λjI)(A− λjI)

†(A− λjI)w = (A− λjI)w = y

a tedy P je projekce na prostor R(A− λjI).

3. Necht’ g ⊥ Sj. Vektor g lze napsat ve tvaru g =
∑n

i=1 ϑiqi, kde q1, . . . , qn jsou
vlastńı vektory matice A př́ıslušné vlastńım č́ısl̊um λ1, . . . , λn. Protože g ⊥ Sj,
je ϑj = 0. Plat́ı g ∈ R(A− λjI), kde w =

∑n
i=1,i ̸=j

ϑi
λi−λj g, a tud́ı̌z Pg = g.

Totéž plat́ı i pro P = (A− λjI)
†(A− λjI).

Uvažujme nyńı Lanczosovu metodu popsanou v § 2.6, konkrétně vztah (2.63). Plat́ı
následuj́ıćı tvrzeńı o vztahu vlastńıch č́ısel matic A ∈ Rn×n a Tk ∈ R(k+1)×(k+1), kde
k + 1 ≤ n.
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Lemma A.1 Bud’ (2.63) maticový tvar Lanczosovy metody (algoritmus 2.11). Necht’ Tk

je nedegenerovaná matice a γk+1 = 0. Pak plat́ı:

1. Necht’ {λi, wi} je vlastńı pár matice Tk. Označme Qkwi = zi. Pak {λi, zi} je
vlastńı pár matice A a gT zi ̸= 0.

2. Necht’ {λi, zi} je vlastńı pár matice A a gT zi ̸= 0. Označme QT
k zi = wi. Pak

{λi, wi} je vlastńı pár matice Tk.

Důkaz: Předně, protože γk+1 = 0, plat́ı AQk = QkTk podle (2.63). Z toho, že Tk je

nedegenerovaná, plyne w
(1)
i ̸= 0 podle lemmatu 2.11 a g = γ0q0 podle (2.65). Nyńı:

1. Plat́ı
Tkwi = λiwi ⇒ QkTkwi = λiQkwi ⇒ AQkwi = λiQkwi.

Dále
zi = Qkwi = (q0, . . . , qk)(w

(1)
i , . . . , w

(k+1)
i )T ̸= 0,

protože q0, . . . , qk jsou lineárně nezávislé a w
(1)
i ̸= 0. Tedy {λi, zi} je vlastńı pár

matice A. Konečně
gT zi = γ0q

T
0 Qkwi = γ0w

(1)
i ̸= 0.

2. Plat́ı
Azi = λizi ⇒ QT

kAzi = λiQ
T
k zi ⇒ TkQ

T
k zi = λiQ

T
k zi.

Dále

wi = QT
k zi = (q0, . . . , qk)

T zi = (
1

γ0
gT zi, . . .) ̸= 0,

tedy {λi, wi} je vlastńı pár matice Tk. 2

Důsledkem je, že maticeTk má právě ta vlastńı č́ısla λi, i = 1, . . . , k+1, (bez uspořádáńı)
matice A, pro která plat́ı gT zi ̸= 0.

Dále uvedeme některé vlastnosti matic.

Lemma A.2 Necht’ jsou dány soustavy Mx = b a (M+αI)y = b, kde M je symetrická
a positivně semidefinitńı matice, α > 0 a b ̸= 0. Pak plat́ı:

∥x∥ > ∥y∥.

Důkaz: Pro symetrickou matici M použijeme vlastńı rozklad QDQT :

Mx = (M+ αI)y ⇔ QDQTx = QDQTy + αy.

Protože Q je ortonormálńı matice, plat́ı ∥x̄∥ = ∥QTx∥ = ∥x∥ a ∥ȳ∥ = ∥QTy∥ = ∥y∥.
Máme tedy dokázat, že ∥x̄∥ > ∥ȳ∥, kde

QDx̄ = QDȳ + αQȳ ⇔ Dx̄ = Dȳ + αȳ ⇔ µix̄i = µiȳi + αȳi, i = 1, . . . , n,

kde µi jsou vlastńı č́ısla matice M.

1. Protože M ̸= 0, existuje alespoň jeden index j takový, že µj > 0. Pro takový
index j plat́ı

x̄j = ȳj +
α

µj
ȳj > ȳj.
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2. Jestliže existuje index k takový, že µk = 0, pak plat́ı

0 = µkx̄k = µkȳk + αȳk = αȳk ⇒ ȳk = 0.

Spojeńım obou část́ı dostáváme požadovanou nerovnost ∥x̄∥ > ∥ȳ∥. 2

Následuj́ıćı věty pojednávaj́ı o rozložeńı vlastńıch č́ısel dvou matic. Prvńı je Cauchyho
věta, druhá je věta o monotonnosti, [28], [47].

Věta A.1 Necht’ N =

(
M UT

U V

)
∈ Rn×n a M ∈ Rm×m jsou symetrické matice,

m < n. Označme vlastńı č́ısla matic N a M jako

ν1 ≤ ν2 ≤ . . . ≤ νn a µ1 ≤ µ2 ≤ . . . ≤ µm.

Pak plat́ı:
νi ≤ µi ≤ νi+n−m, i = 1, 2, . . . ,m

nebo ekvivalentně z druhé strany:

µj−n+m ≤ νj ≤ µj, j = 1, 2, . . . , n, kde µk =

{
−∞ pro k < 1
∞ pro k > m

Specielně pro m = n− 1 plat́ı

ν1 ≤ µ1 ≤ ν2 ≤ µ2 ≤ . . . ≤ µn−1 ≤ νn.

Důkaz: Viz např. [28], [47]. 2

Věta A.2 Necht’ A = M +N, kde M,N ∈ Rn×n jsou symetrické matice. Označme
vlastńı č́ısla matic A,M,N postupně jako

λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn, µ1 ≤ µ2 ≤ . . . ≤ µn, ν1 ≤ ν2 ≤ . . . ≤ νn.

Pak pro i, j = 1, . . . , n plat́ı

µj + νi−j+1 ≤ λi pro i ≥ j; λi ≤ µj + νi−j+n pro i ≤ j.

Specielně pro i = j plat́ı

µj + ν1 ≤ λj ≤ µj + νn, j = 1, . . . , n.

Důkaz: Viz např. [28], [47]. 2

Důsledek A.1 Necht’ N = diag(ν, 0, . . . , 0) ∈ Rn×n, kde ν ̸= 0. Pak plat́ı

ν > 0 ⇒ µ1 ≤ λ1 ≤ µ2 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ µn ≤ λn,

ν < 0 ⇒ λ1 ≤ µ1 ≤ λ2 ≤ µ2 ≤ . . . ≤ λn ≤ µn.

Na závěr něco o č́ısle podmı́něnosti.
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Poznámka A.3 Necht’ M ∈ Rn×n je symetrická matice. Potom č́ıslo podmı́něnosti
κ(M) matice M je definováno jako

κ(M) = ∥M∥∥M−1∥,

kde κ(M) = ∞ pro singulárńı matici M. Čı́slo κ(M) záviśı na použité normě, např́ıklad
ve dvojkové (euklidovské) normě plat́ı

κ2(M) = ∥M∥2∥M−1∥2 =
λn(M)

λ1(M)
,

kde λ1(M), resp. λn(M) je nejmenš́ı, resp. nejvěťśı vlastńı č́ıslo matice M. Pokud je κ(M)
velké, je M špatně podmı́něná matice. Dále plat́ı

κ(M) ≥ 1

pro jakoukoli maticovou normu. Matice, které maj́ı malé č́ıslo podmı́něnosti, jsou dobře
podmı́něné. Např́ıklad ve dvojkové normě pro ortogonálńı matici Q plat́ı κ2(Q) = 1.

Je-li M nav́ıc positivně definitńı, takže existuje M
1
2 , plat́ı

κ(M
1
2 )2 = κ(M).
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Závěr

Metody s lokálně omezeným krokem, které jsou hlavńı náplńı této práce, jsou efek-
tivńım nástrojem pro řešeńı optimalizačńıch úloh zejména tehdy, je-li účelová funkce ne-
konvexńı nebo je-li úloha špatně podmı́něná. Ve druhé kapitole bylo kromě popisu a zhod-
noceńı všech známých publikovaných metod navrženo několik nových algoritmů. Efektivně
jsme využili Lanczosovy metody a nové metody LCG a CGL, zvláště pak prvńı metoda,
se ukázaly být v praxi velmi efektivńı. Metoda výpočtu optimálńıho lokálně omezeného
kroku s použit́ım Choleského rozkladu a následnou aktualizaćı parametru ξ pomoćı New-
tonovy metody, § 2.1, byla detailně propracována s uvedeńım možných komplikaćı a jejich
odstraněńım.

Nedávno vyvinutá metoda použ́ıvaj́ıćı parametrizovaný problém vlastńıch č́ısel je velmi
dobrá z teoretického hlediska, avšak při testováńı této metody bylo zjǐstěno, že v př́ıpadě
rozsáhlých strukturovaných úloh je výpočet nejmenš́ıch vlastńıch č́ısel a jim př́ıslušných
vlastńıch vektor̊u pomoćı programů knihovny ARPACK [29] časově př́ılǐs náročný. Otevřenou
otázkou do budoucna z̊ustává, jak tuto metodu vylepšit, aby byla i v tomto př́ıpadě efek-
tivńı.

Při testováńı jednotlivých metod se ukázalo, že nový algoritmus 2.13, který použ́ıvá
Lanczos̊uv proces zp̊usobem dovoluj́ıćım předpodmı́něńı, algoritmus 2.8 použ́ıvaj́ıćı v me-
todě pśı nohy v́ıce krok̊u metody sdružených gradient̊u a algoritmus 2.2 realizuj́ıćı výpočet
optimálńıho lokálně omezeného kroku pomoćı ř́ıdkého Choleského rozkladu jsou nejefek-
tivněǰśı pro typy úloh, které byly testovány.

V oblasti minimalizace s obecnými omezeńımi jsme se zabývali metodami vnitřńıch
bod̊u, kde se princip lokálně omezeného kroku použ́ıvá opět proto, aby byly odstraněny
problémy s nekonvexitou a špatnou podmı́něnost́ı. Ve třet́ı kapitole je popsán nový algo-
ritmus, ve kterém poč́ıtáme směrové vektory pomoćı metod s lokálně omezeným krokem
s využit́ım poznatk̊u druhé kapitoly. Vyvinutý algoritmus 3.2 byl úspěšně implementován
a aplikován na r̊uzné typy problémů. Protože pokutová funkce výrazně ovlivňuje volbu
poloměru oblasti přijatelnosti, je tento algoritmus velmi citlivý na výběr této funkce.
Ukazuje se, že standardńı pokutové funkce vedou na algoritmy, které jsou méně efektivńı
než metody spádových směr̊u. Otázkou tedy z̊ustává, jak sńıžit tento vliv. Daľśı otázkou
z̊ustává zajǐstěńı globálńı konvergence při použit́ı efektivńı pokutové funkce.

Závěr práce patř́ı zcela nové oblasti, použit́ı principu filtru namı́sto pokutové funkce.
Jej́ı idea tkv́ı v tom, že nemuśıme uvažovat jakou pokutovou funkci použ́ıt nebo jak aktu-
alizovat pokutový parametr σ. Protože metody s lokálně omezeným krokem maj́ı výborné
konvergenčńı vlastnosti a použit́ı filtr̊u je velmi efektivńı, jak ukázaly numerické experi-
menty na novém algoritmu 3.4, je úkolem do budoucna spojit obě teorie dohromady, což by
mohlo dát dobré výsledky. Také z̊ustává otázkou globálńı konvergence metod použ́ıvaj́ıćıch
princip filtru.
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