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Abstrakt

Disertac¢ni prace se zabyva odvétvim matematické optimalizace, a sice metodami s
lokélné omezenym krokem. Pod pojmem optimalizace rozumime hledani (lokalntho) mi-
nima nelinedrni, tzv. tcelové funkce, a to bud bez omezeni nebo na mnoziné omezeni
dané rovnostmi a nerovnostmi. Resf se rozsshlé problémy s velmi obecnou strukturou.
Metody s lokalné omezenym krokem maji itera¢ni charakter, kde klicovym problémem je
volba smérového vektoru. Ten se hleda opét iteracné, ¢imz vznika vnitini iteracni cyklus.
Princip spoc¢ivd v tom, ze se sestroji jednoduchy model vystihujici chovani ucelové funkce
v okoli daného bodu, napt. kvadratickd aproximace, a hleda se minimum tohoto modelu.

Metody s lokalné omezenym krokem byly vyvinuty, aby se odstranily problémy s nekon-
vexnosti ucelové funkce. PTi vnitinim itera¢nim cyklu se minimalizuje obecné nekonvexni
kvadratickd funkce na oblasti (naptiklad na kouli) s proménnym polomérem. Vétsina
metod vede na feseni systému linearnich rovnic, coz je neefektivni hlavné pro rozsahlé op-
timalizacni dlohy. Existuji vSak itera¢ni metody s postupné generovanymi Krylovovymi
podprostory majici specialni strukturu, kterda nam dovoli fesit tento problém efektivneé.
Po konecném poctu kroku lze ziskat témér optimalni feseni, které spliuje podminky opti-
mality. Jiny piistup pfi feseni vnitiniho cyklu spoc¢iva v transformaci tlohy na paramet-
rizovany problém vlastnich ¢isel. Hlavni vyhodou metod s lokalné omezenym krokem jsou
jejich vyborné konvergenéni vlastnosti.

V této préci je pojednano o teorii metod s lokalné omezenym krokem. Jsou uvedeny jed-
notlivé typy téchto metod, jejich zakladni vlastnosti a algoritmus. Prace obsahuje nové al-
goritmy pro neomezenou minimalizaci a u kazdé metody je uveden puvodni dukaz globalni
konvergence. Je rovnéz provedeno numerické porovnani metod na ruznych typech testo-
vacich tloh.

Posledni kapitola se zabyva metodami vnittnich bodu nelinearniho programovani. Me-
tody vnitinich bodu jsou efektivnim nastrojem pro feseni obecnych problému nelinearniho
programovani zejména tehdy, je-li iloha velka a strukturovana (napf. fidka nebo rozlozitelnd).
V préci je studovdna metoda vnitinich bodu, kde se smérové vektory urcuji pouzitim me-
tod s lokalné omezenym krokem a je provedena teoreticka analyza takto sestrojeného
postupu. Sestavené nové algoritmy jsou provéreny fadou numerickych testu.
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Uvod

Tato prace je vénovana metodam s lokalné omezenym krokem pro feseni tiloh lokalni
optimalizace. Pod pojmem optimalizace rozumime minimalizaci nebo maximalizaci obecné
ucelové funkce

F:R"—>R

bez omezeni na proménné nebo s obecnymi omezujicimi podminkami ve tvaru rovnosti
a nerovnosti. Protoze maximum funkce F' je minimem funkce —F lze se omezit jen na
piipad minimalizace. Zabyvdme se pouze lokalni optimalizaci, nebot hledéni globdlnich
extrému vyzaduje odlisné prostiedky zalozené spise na diskrétni matematice a statistice
nez na numerické analyze. Predpokladame, ze funkce F' je dvakréat spojité diferencova-
telna, ¢imz se vyhybame nehladkym uloham, které 1ze sice také tesit metodami s lokalne
omezenym krokem, ale jejich konkrétni forma a teoretické vlastnosti jsou zalozeny na
odlisném ptistupu vyuzivajicim vysledky nehladké analyzy.

K lokalni minimalizaci hladké ucelové funkce se pouzivaji prevazné iteracni metody
a to bud metody spddovych sméri nebo metody s lokdlné omezenym krokem [34]. Me-
tody spadovych sméru jsou implementacné jednodussi, nebot uréuji smérovy vektor po-
moci nasobeni matice vektorem nebo pomoci feSeni soustavy linedrnich rovnic. Jejich
nevyhoda se projevi pti pouziti Newtonovy metody pro minimalizaci nekonvexni funkce,
kdy Hessova matice neni pozitivné definitni, takze muzeme dostat smérové vektory, které
nejsou spadové. Také v ptipadé minimalizace souctu ¢tvercu, kdy je matice norméalni sou-
stavy rovnic velmi Spatné podminéna nebo dokonce singularni, muzeme dostat nevhodné
smérové vektory, bud témér kolmé ke gradientu minimalizované funkce nebo piilis velké
v normé. Pro tyto ucely byly vyvinuty metody s lokdlné omezenym krokem, kdy je norma
smérového vektoru omezend polomérem oblasti prijatelnosti (trust region) a kdy indefi-
nitnost matice modelu neni na prekazku.
tiloha nez ta, kterd se pouzivd v metoddch spddovych sméru, nebot je tfeba fesit (piesné
nebo piiblizné) minimalizaéni tdlohu s kvadratickou ti¢elovou funkef a omezenim na normu.
Existuje proto cela fada metod, presnych i pribliznych, slozitych i jednodussich, které byly
k tomuto ucelu vyvinuty. Tato prace ma za cil vyhodnotit metody s lokalné omezenym
krokem vhodné pro feSeni rozsdhlych strukturovanych (napi. fidkych nebo rozlozitelnych)
uloh a nalézt pro tento ptipad nové metody, jejichz efektivita by byla vyssi nez efekti-
vita metod jiz publikovanych. V oblasti obecnych tloh nelinedrniho programovani (tieti
kapitola) se poustime do problematiky, kterd je v pocatcich svého rozvoje.

Metody s lokalné omezenym krokem [45] jsou iteracni metody k nalezeni lokalniho
minima funkce F' bez omezeni, piipadné s omezujicimi podminkami ve tvaru rovnosti
a nerovnosti. Zvolime pocatecni bod y, a jestlize zname bod i, £ > 0, a k nému
prislusnou funkéni hodnotu F(yy), uréime bod yyy1 nasledujicim zpusobem. V bodé y



sestrojime kvadraticky model Fj(z) funkce F' (napi. pomoci Taylorova rozvoje) a najdeme
bod z, ve kterém dochdzi k nejvétsimu poklesu funkce Fj(x). Je-li kvadratickd funkce
Fk(x) nekonvexni, je zdola neomezend, takze pokus najit bod nejvétsitho poklesu muze
bud selhat nebo davat piilis velky krok z; a model Fk(xk) nemusi dobfe reprezentovat
hodnotu F(y, + ). Proto zvolime polomér Ay > 0 a bod z; hleddme pouze v oblasti,
kde ||zx|| < Ag. Pokud pokles predpovédény modelem odpovidd skuteénému poklesu
funkce F v bodé 1y, + xp, polozime w1 = yr + xp. V opacném pripadé je krok
xp prilis velky, polozime y,y1 = yr a v dalsi iteraci zmensime polomér Ay, ;. Takto
postupujeme dale, dokud nenajdeme bod vy, ktery je lokdlnim minimem funkce F. Tento
bod spliiuje podminky optimality, které jsou kriteriem zastaveni algoritmu. Metoda s
lokalné omezenym krokem tedy vede na teSeni podproblému

min Fy(z) vzhledem k ||z|| < A

reR™
s pevnym indexem k, ktery budeme pii feseni tohoto podproblému vynechavat. Zvolime-li
jiny pocatecni bod yo, muzeme dostat jiné lokalni minimum.

Jestlize se vyskytuji omezeni ve tvaru rovnosti, pouzivaji se metody s lokalné ome-
zenym krokem jako efektivni néstroj pro urc¢eni smérového vektoru v metodach rekur-
sivniho kvadratického programovani. V ptipadé vyskytu omezeni ve tvaru nerovnosti se
casto, zejména pro rozsahlé strukturované tlohy, pouzivaji metody vnitinich bodu, kdy
se puvodni 1loha ptevede na posloupnost tloh s pomocnymi proménnymi vystupujicimi
v barierovém ¢lenu. Tyto tlohy obsahuji pouze omezeni ve tvaru rovnosti. Je tedy logické
pouzit metody s lokalné omezenym krokem i v tomto ptipadé.

Prvni kapitola je ivodem do problematiky. Je zde popsana zékladni optimaliza¢ni me-
toda, uvedena myslenka metod s lokalné omezenym krokem a jsou podrobnéji studovany
vlastnosti téchto metod v piipadé minimalizace bez omezeni. Je uvedena definice obecné
metody s lokalné omezenym krokem, popsan obecny algoritmus a stanoveny predpoklady
kladené na funkci F, které zaru¢i globalni a superlinearni konvergenci tohoto algoritmu.

Metody s lokalné omezenym krokem lze rozdélit na dvé skupiny. Hledd se minimum
funkce

1
U(x) = QxTAx + g’z vzhledem k ||z| < A.

V prvnim piipadé uvazujeme libovolné x € R", tzv. optimélni lokdlné omezeny krok.
Ve druhém piipadé, kdy jde pouze o ptiblizné feSeni, se pouzivaji metody Krylovovych
podprostoru, které generuji po ¢astech linearni kiivku. Itera¢ni proces se ukonci v takovém
bodé, ve kterém tato kiivka pfekroci hranici oblasti zadané omezenim ||z|| < A. Ziskané
minimum funkce (), at uz optimaln{ nebo priblizné, je oznaceno jako z,. V zavéru prvni
kapitoly jsou ukazany nékteré vlastnosti lokdlné omezeného kroku.

Ve druhé kapitole se zabyvame jednotlivymi metodami vychazejicimi z principu lokélné
omezeného kroku pro minimalizaci bez omezeni [08].

Na zacatku kapitoly vychazime z nutnych a postacujicich podminek, které charakteri-
zuji optimalni lokalné omezeny krok a provadime podrobnou analyzu vypoctu zakonéenou
algoritmem.

Déle je studovdna metoda psi nohy (nézev pochdzi od jejiho autora M.J.D.Powella)
a metoda sdruzenych gradientu pro ptiblizny vypocet lokalné omezeného kroku. Jelikoz
metoda psi nohy pouziva pravé jeden krok metody sdruzenych gradientt, zobecnili jsme
tento postup tak, ze pouzivame vice kroku. Ziskané vysledky jsou puvodni a vysledny
algoritmus ziskany na zakladé téchto uvah se ukézal byt ucinnym.



Pii pouziti metod Krylovovych podprostoru pro rozsahlé tilohy dostaneme, jak znamo,
efektivni algoritmus pouzitim vhodného predpodminéni. Dukaz globalni konvergence i pro
tento pripad patii mezi puvodni vysledky prace a je formulovan ve vété 2.9.

Kromé minimalizace funkcionalu v s matici A se v dalsi ¢asti druhé kapitoly zabyvame
minimalizaci funkciondlu ¢ s t¥idiagondln{ matici T, kterd vznikne pouzitim Lanczo-
sova procesu. Tato metoda je velmi ucinna, ma vsSak jednu nevyhodu — nelze pouzit
predpodminéni. I kdyz Lancozsuv proces lze predpodminovat jako kazdou jinou metodu
Krylovovych podprostoru, ztracime ortogonalitu puvodnich vektoru baze a zméni se ome-
zeni kvadratického podproblému. Proto jsou navrzeny dvé nové puvodni metody, které
jsou kombinaci Lanczosova procesu a metody sdruzenych gradienti.

Prvni metoda spociva v tom, ze se nejprve pomoci omezeného poctu kroku Lanc-
zosova, procesu sestavi kvadraticky podproblém s tridiagonalni matici, ktery slouzi k
pribliznému urceni parametru £ definujicimu optimalni lokalné omezeny krok. Aproximace
optimélniho lokalné omezeného kroku se pak ziska predpodminénou metodou sdruzenych
gradientu aplikovanou na soustavu rovnic s matici A +&I. Tato metoda byla porovnana
s ostatnimi metodami pro vypocet lokdlné omezeného kroku a ukazala se byt jednou z
nejefektivnéjsich (vysledky jsou uvedeny v §2.8).

U druhé metody pouzijeme nejprve metodu sdruzenych gradientii, abychom ziskali
tifdiagonalni matici T fadu m. Poté na zakladé hodnoty normy smérového vektoru bud
zustaneme u metody sdruzenych gradientu nebo fesime kvadraticky podproblém s matici
T. Tuto metodu vSak nelze predpodmifiovat, nebot bychom zménili omezen{ kvadratického
podproblému.

Jiny pristup k vypoctu optimélniho lokalné omezeného kroku spociva v parametrizaci
celé tlohy, ktera prevede vypocet na problém vlastnich ¢isel. Provedli jsme analyzu celého
postupu a dokazali globalni konvergenci.

Puvodnimi vysledky druhé kapitoly jsou kromé tii novych algoritmu také dukazy
globélni konvergence vsech vysettovanych metod. Posledni ¢ast této kapitoly se zabyva
praktickym porovnanim téchto metod. Jsou testovany pomoci nékolika kolekei testovacich
problému s velkym poctem proménnych. Hodnotili jsme celkovy pocet iteraci, vy¢isleni
funkéni hodnoty, gradientu a ¢as vypoctu. Na zakladé ziskanych vysledku prezentovanych
formou tabulek a grafu je provedeno zhodnoceni jednotlivych metod.

Treti kapitola je vénovana pouziti principu lokdlné omezeného kroku v metodéch
vnitinich bodu pro obecné tilohy nelinedrniho programovéni (s omezenimi ve tvaru rov-
nosti i nerovnost{). Nerovnosti se odstrani zavedenim pomocnych proménnych a pouzitim
barierové funkce s parametrem p, pricemz aproximace feseni dostaneme limitnim pfechodem
pro pu — 0.

Podle zptusobu konstrukce smérovych vektoria muzeme metody vnitinich boda [66]
realizovat bud jako metody spaddovych smérii nebo jako metody s lokdlné omezenym
krokem. Aplikace metod s lokalné omezenym krokem pro obecnd omezeni patii mezi
puvodni vysledky. Je vysvétleno, pro¢ se lokdlné omezeny krok hleda ve dvou krocich
jako soucet vertikalniho a horizontdlniho kroku (nekompatibilita linedrntho omezeni a
omezeni ||z|| < A) a jsou formulovany kvadratické podproblémy pro urceni téchto diléich
krokt. Pouzitim vhodné linearni transformace Ize docilit toho, ze soustava rovnic pouzita
pro urceni horizontalniho kroku je stejné jako predpodminénd soustava rovnic vyskytujici
se v metodach spadovych smért.

Déle je navrzena nova rozsifend barierova Lagrangeova funkce slouzici k vypoctu po-
loméru oblasti prijatelnosti a délky kroku. Protoze vyzadujeme kladnost pomocnych



proménnych, které nejsou zahrnuty v omezenich kvadratického podproblému, a také
Lagrangeovych multiplikatoru odpovidajicich omezenim ve tvaru nerovnosti, je treba ome-
zit prislusné délky kroku pomoci specialni strategie. Déle je popsan efektivni zpusob aktu-
alizace poloméru A a barierového parametru p. Zavérem je uveden kompletni algoritmus
metody vnitinich bodu s lokalné omezenym krokem pro obecnou tilohu nelinedrniho pro-
gramovani.

Zcela novou myslenkou je pouziti jinych prostredkt nez pokutovych funkei k posouzeni
toho, zda je bod ziskany v daném iteracnim kroku prijatelny. Jde o pouziti tzv. filtru,
jehoz vyznam je popsan v zavéru tieti kapitoly.

V posledni ¢asti prace jsou metody vnitinich bodu testovany a porovndny pomoci
nékolika kolekei testovacich problému s velkym poc¢tem proménnych. Vysledky jsou uve-
deny ve formé tabulek a grafi podobnym zpusobem jako ve druhé kapitole.

Shromazdili a prostudovali jsme 69 praci k uvedené problematice. Kromé novych vysledku
zminovanych vyse jsme se pokusili o struény prehled vsech vysledku, kterych bylo dosazeno
v problematice, ktera byla predmétem diserta¢ni prace. Naprogramovali jsme vSechny
znamé metody a porovnali je s postupy, které jsme sami sestavili. Ke vSem metodam
ve druhé kapitole jsme pripojili dukaz globédlni konvergence a vysledky dosazené v této
préci byly pouzity ve spole¢ném ¢lanku [36], ktery byl prijat do tisku a vyjde v ¢asopisu
Numerical Linear Algebra with Applications v roce 2004.



Kapitola 1

Uloha nelinearniho programovani

V prvni kapitole se seznamime s problémem minimalizace funkce F, definujeme tlohu
nelinedrniho programovani a uvedeme podminky optimality pro nalezeni lokalniho mi-
nima funkce F. Dale definujeme obecné zakladni optimaliza¢ni metodu — iteraé¢ni metodu
slouzici k nalezeni tohoto minima a uvedeme piiklady téchto metod, mezi které patii
metody s lokalné omezenym krokem. Uvedeme zakladni pojmy, definice, algoritmus a
dokazeme globalni a superlinearni konvergenci této metody. Vyslovime KKT (Karush,
Kuhn, Tucker) podminky pro nalezeni optimalniho lokalné omezeného kroku a ukazeme
nékteré jeho vlastnosti.

1.1 Zakladni optimalizacni metoda

Necht jsou ddny (dvakrat) spojité diferencovatelné funkce
F:R" >R, ¢ :R"—=R™ ¢cgp:R"—> R

v proménné y € R" kde F je funkce, jejiz (lokdln{) minimum hleddme, ¢; a cg jsou
funkce, které reprezentuji omezeni na hledané minimum a déle

I:{l,...,m]} a E:{m1+1,...,ml+mE:m}_
Mohou téz nastat ptipady m; =0, mg =0 i m =0, ale predpokladame, ze mp < n.

Definice 1.1 Obecnou ulohou nelinedrniho programovdni nazyvame tulohu nalezeni bodu
Yy € R™ takového, Ze plati

(1.1) Y, = arg min F(y)
yeR®

na mnoziné zadané omezenimsi
(1.2) ck(y) <0, kel, c(y)=0, ke E,
kde cp(y) <0 je minéno po slozkdch.

Jestlize m =0, jedna se o neomezenou minimalizaci, v opa¢ném ptipadé jde o minima-
lizaci s omezenimi. Oznacme

PFy) . *F(y)

2 Oy10:
OF(y)  9F)]" " o

9(y) = G g a G(y) = : :
n Yn 92F (y) o 92F (y)

OynOy1 ay%



gradient a Hessovu matici (matici druhych parcidlnich derivaci) funkce F. Spojitost druhych
parcidlnich derivaci implikuje symetrii matice G(y).

Definice 1.2 Mnozinu
P={yeR":cly) <0, culy) =0}
nazveme pripustnou mnozinou ulohy (1.1)-(1.2). Jestlize m =0, pak P =R".

Funkce F'(y) muze mit hodné lokalnich minim, protoze uvazujeme velmi obecné problémy.
Je proto obtizné fici néco o Feseni problému (1.1)-(1.2). Zaméiime se na hledani lokalniho
minima.

Definice 1.3 Bod y. € P je globdlnim minimem funkce F : R"™ — R wzhledem k
omezenim (1.2), jestlize plati

F(y,) < Fly) VyeP.

Bod y, € P je lokdlnim minimem funkce F :R"™ — R, jestlize existuje c¢islo € > 0
takové, Ze

F(y,) < F(y) Vye€B(ys.e)NP, kde B(ywe)={yeR":|ly—u <e}
Jestlize navic
F(y.) < F(y) VyeP, resp. Yy e B(y,e) NP, y#y

pak bod vy, € P je ostrym globdlnim, resp. lokdlnim minimem funkce F wvzhledem k
omezenim (1.2). Kazdé globdlni minimum je téZ lokdlnim minimem.

K tomu, abychom mohli o bodu y prohlasit, ze je lokalnim minimem funkce F' vzhle-
dem k omezenim (1.2), hleddme tzv. optimalizaéni podminky, které tento bod spliuje.
Pokud se jednd o neomezenou minimalizaci (m = 0), jsou tyto podminky pomérné jed-
noduché. Nasledujici lemmata stanovuji nutné podminky optimality prvniho a druhého
fadu (lemma 1.1) a postacujici podminky druhého fadu (lemma 1.2).

Lemma 1.1 Necht bod y, € R" je lokdlnim minimem funkce F : R™ — R a necht
F e C' (spojité diferencovatelnd) na B(y,,e). Pak plati

9(ys) = 0.
Jestlize navic F € C* (dvakrdt spojité diferencovatelnd) na B(ys,€), pak plati
G(y.) = 0,
neboli, Ze matice G(y,) je positivné semidefinitny.
Lemma 1.2 Necht F:R" =R, F €C? na B(y.,c) a necht plati
9() =0 a G(y) >0,

neboli, zZe matice G(yy) je positivné definitni. Pak bod 1y, € R™ je ostrym lokdlnim
minimem funkce F.



VVVVVV

které jsou nutné nebo postacujici k tomu, aby byl bod y, ktery spliiuje tyto podminky,
lokélnim minimem funkce F' vzhledem k omezenim (1.2). Dfive nez uvedeme nutné KKT
podminky prvniho fddu (véta 1.1) a postacujici podminky druhého fadu (lemma 1.3),
zavedeme nasledujici pojmy.

Definice 1.4 Nechf P CR" je pripustnd mnoZina tlohy (1.1)-(1.2) a necht y € P.

1. MnozZinu
E=FU{kel: ¢y =0}

nazveme mnozinou indext aktivnich omezeni v bodé y.

2. Rekneme, Ze v bodé y jsou splnény podminky reqularity, jestlize jsou vektory
Iex(y) der(y)\ "
\Y% = s kel

3. Jestlize existuje vektor uw € R™ takovy, Ze plati

linedrné nezdvislé.

(1.3) g(y) + > wVer(y) =0,
k=1

(1.4) cx(y) =0, ke E; ¢y <0, up >0, upcer(y) =0, kel,

pak Tekneme, Zey je staciondrnim bodem ulohy (1.1)-(1.2). Podminky (1.3)-(1.4) se
nazyvagi podminky optimality a vektor uw € R™ je Lagrangetv multiplikator. (Tim,
ze ye P, plati jiz cx(y) =0, k€ E a c(y) <0, kel.)

4. Necht y € P je staciondrnim bodem tlohy (1.1)-(1.2). Jestlize c(y) < uy Vk € I,
pak Tekneme, Ze v bodé y jsou splnény podminky strikini komplementarity.

Véta 1.1 (Karush-Kuhn-Tucker) Nechf F:R" - R a ¢, :R" =R, 1<k<m
jsou spojité diferencovatelné funkce, necht vy, € R™ je lokdlnim minimem funkce F na
mnoziné zadané omezenimi (1.2) a jsou v ném splnény podminky regularity. Pak y* je
staciondrnim bodem tlohy (1.1)-(1.2).

Kromeé toho, jsou-li funkce F' a c; konvexni, funkce cg linedarni, jsou-li splnény podminky
reqularity v bodé y, € R™ a plati-li (1.3)-(1.4), je bod vy, globdlnim minimem funkce F
na mnoziné zadané omezenimi (1.2).

DUKAZ: Viz napt. [13], [45].

Lemma 1.3 Necht F:R* - R a ¢, :R* = R, 1 <k <m jsou dvakrdt spojité
diferencovatelné funkce, necht y € P je staciondrnim bodem 1lohy (1.1)-(1.2) a jsou v
nem splnény podminky regularity a strikini komplementarity. Jestlize plati

2t [G(y) + Zukvgfyck(y)} z2>0 VzeR" z#0
k=1

takové, Ze

AVely) =0 VEk€E,

pak je bod y ostrym lokdlnim minimem funkce F' na mnoziné zadané omezenimi (1.2).

8



Diikazy lemmat 1.1-1.3 lze najit napt. v [21].
V této praci se budeme zabyvat iteracnimi metodami k nalezeni lokalnitho minima y,
funkce F' na mnoziné P. Nejprve uvedeme definici zédkladni metody tohoto typu.

Definice 1.5 Zakladni optimalizacni metoda je iteracni proces, jehoZ vysledkem je po-
sloupnost bodu 1y, € R™, k € Ny, takovd, Ze

(1.5) Ye+1 = Yk + QX

kde smérovy vektor xj se urcuje na zdkladé hodnot y;, F(y;), 9(y;), G(y;), 0 < j <k,
a délka kroku oy >0 se urcuje na zdkladé chovani funkce F v okoli bodu y, € R".

Definice 1.6 Zdkladni optimalizacni metoda je globdlné konvergentni, jestlize pro libo-
volny pocatecni vektor yy € R™ plat?

lim inf [lg(ys) | = 0.
k—o00

Pokud je zékladni optimalizacni metoda globalné konvergentni, neznamena to jesté, ze
Yk — Yx, anize |lg(yx)|| = 0 pro k — co. Mame vsak jistotu, ze po dostatecném poctu
kroku dostaneme bod y. takovy, ze ||g(yx)|| < e pro € >0 jakkoliv malé.

Mezi nejjednodussi a nejzndméjsi optimalizaéni metody patii tyto metody:

Metoda nejvétsiho spadu — je definovana vztahy
v = —9g(yr), op = arg r§1>1¥]1 F(yr + axy).

Vyhodou této metody je, ze je globdlné konvergentni a pouziva pouze vektory z R,
coz znamend O(n) pamétovych mist a O(n) operaci na iteraci. Nevyhodou je, ze
pouziva presny vybér délky kroku a neni superlinedrné konvergentni.

Newtonova metoda — je definovana vztahy

= -G (y) glyr), =1

Tato metoda je kvadraticky konvergentni a pokud konverguje, sta¢i k nalezeni
lokalniho minima pouze nékolik iteraci. Déle pouzivé jednoduchy vybér délky kroku.
Neni vsak globalné konvergentni a kromeé toho je tieba fesit soustavu linearnich rov-
nic, coz znamend O(n?) pamétovych mist a O(n?) operaci na iteraci. Navic je tteba
pocitat druhé derivace.

Aby se odstranily nevyhody téchto jednoduchych metod, byly vyvinuty dumyslnéjsi a

vvvvvv

Metody spadovych sméra — vyvinuté z metody nejvétsiho spadu, které pouzivaji nepresny
vybér délky kroku a rychleji konverguji (princip sdruzenych smért). Mezi tyto me-
tody patii metoda sdruzenych gradienti a metoda s proménnou metrikou.

Metody s lokalné omezenym krokem — vyvinuté z Newtonovy metody, u kterych je
zajiSténa globalni konvergence a je snizen pocet operaci (nepfesné reseni linedrnich
rovnic). Timto zpusobem se realizuje Newtonova metoda a Gaussova-Newtonova
metoda pro minimalizaci souctu ¢tverci.



V této préaci se budeme zabyvat metodami s lokalné omezenym krokem kvili jejich globalni
konvergenci pfi reseni optimalizacnich problému. Budeme pritom uvazovat takové imple-
mentace, které dovoli Tesit rozsahlé optimaliza¢ni problémy.

K dukazu globalni a superlinedrni konvergence metod s lokalné omezenym krokem
budeme pouzivat néasledujici predpoklady na funkci F.

Definice 1.7 Necht F:R" — R je dvakrdt spojité diferencovatelnd. Rekneme, Ze
1. F je zdola omezend, jestlize plati

(1.6) Fy)>F VyeR", FeR

2. F md omezené druhé derivace, jestlize plati
(1.7) 2ZT'Gy)z| <G |z||*? Vy,z€R", G >0.

Je to ekvivalentni podmince ||G(y)|| < G Yy € R™, protoze G(y) je symetrickd
matice.

3. F je stejnomérné (nebo silné) konvexrnt, jestlize plati

(1.8) dGy)z > G2 Vy,z€R", G >0.

Daéle uvedeme vlastnosti konvergentnich posloupnosti.

Definice 1.8 Posloupnost {yi}ren, € R" konverguje k bodu y, Q-linedrné, jestlize exis-
tuje index i € N a konstanta 0 < C <1 tak, Ze plati

lyksr = vsll < Cllyr — vl VE >4
Posloupnost {yx}ren, € R™ konverguje k bodu y, Q-superlinedrné, jestlize plati

e

- 0.
k=oo [lyr — yul|

(Superlinedrni konvergence implikuje monotonnost posloupnosti {||yx —ys|| }ren, pocinaje
vhodnym indexem i € N, 1 < k.)

Posloupnost {yx}ren, € R™ konverguje k bodu y, Q-kvadraticky, jestlize erxistuje index
it € N a konstanta 0 < C < oo tak, Ze plati

[Yks1 — vl < Cllye — wal® VE >0
Poznamka 1.1 Pri vySetrovdni konvergence pouZijeme véty o stredni hodnoté:

1 Fy+z)=F(y)+2"g(y) + 52" Gy +az)z = F(y) +2"g(y) + 5 2" G(y)z +o(]|2]]*)
= pro funkci F spliugici (1.7) a (1.8) plati

1 1
2Tg(y) + §QH2H2 < Fly+2)—F(y) <z"g(y) + ;G 12]1%,
kde 0<a<1.

2. g(y+2) = 9(y) + Jy Gly +az)zda = g(y) + G(y)z+o||2])
= pro funkci F spliugici (1.7) a (1.8) plati

Glzl < gy +2) — gw)|l <G|z

Uvedené vztahy plynou z Taylorova rozvoje.
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1.2 Metody s lokalné omezenym krokem

Nejprve se budeme zabyvat tlohou nalezeni minima funkce F : R™ — R v ptipadé,
ze nemame zadné omezeni tvaru (1.2) — neomezend minimalizace (m = 0), [08], [34], [35],
[38], [45]. Pro vyklad metod s lokélné omezenym krokem zavedeme nésledujici oznacent:

Fo=F(y), 9x=9wk), Gr=G(yx),

definujeme kvadratickou funkeci

1
Ui(x) = 3 T Apx + g,{x,

kterd lokdlné aproximuje rozdil F(yx + z) — F(yx), vektor

wy(x) = Arr + g
||l

pro presnost ur¢eni smérového vektoru a ¢islo

Fyr +x) — Fyx)
Vi ()

pro podil skutecného a predpovédéného poklesu funkce F. Z Taylorova rozvoje funkce F
v bodé y;, dostavame

ox(z) =

1
Fys+ ) = Fye) + grw + 52" Ger + o||]1),

takze podle vyse uvedenych vzorcu ocekavame, ze matice Ay bude aproximovat Hessovu
matici G,. Normu uvazujeme euklidovskou.

Definice 1.9 Zdkladni optimalizacni metoda (1.5) je metodou s lokdlné omezengm kro-
kem, jestlize se smérové vektory x, € R™, k € Ny, wurcuji tak, Ze plati

(1.9) o]l < A,
(1.10) oill <A = fwe(ap)]| = we <,
o | e
(1.11) Vr(xr) = o ||grll min 4 [z, ,
[ Al
kde w<1, 0<o<1, adélky kroku ap >0, k € Ny, se vybiraji tak, Ze

Posloupnost A, >0, k € Ny, se konstruuje tak, Ze

= Bllawl < Apir < Bllall,

(1.14) ok (T
Ty, = A < Api1 <F A,

<
(1.15) or(x) >

11



Poznamka 1.2 Aby byla metoda s lokdlne omezenym krokem globdlné konvergentni, kon-
struuje se posloupnost {Agtren, tak, aby byly matice Ay # 0 stejnomérné omezené,
tj.

(1.16) ALl < M VEk €N,

kde konstanta M < oo mnezdavisi na k € Ny. Globdlni konvergence plati i za slabsich
predpokladi, [50]. Staci, aby platilo

kz:: |AkH

My vsak budeme vychdzet z predpokladu (1.16).

Zéakladni algoritmus metody s lokalné omezenym krokem vypadéd nasledovné. Symbol
RE*™ znadi prostor symetrickych matic fddu n x n.

Algoritmus 1.1 Metoda s lokdlné omezenym krokem.

Zvolime yp € R, 0# Ay € RZ", Ag >0, € >0, spocitame F(yy), polozime k = 0.
1. Vypocteme gradient g(yx). Je-li ||g(yx)|| <e, pak STOP.
2. Urc¢ime vektor xy tak, aby byly splnény podminky (1.9) az (1.11).

+y_
3. PoloZime y' = y.+xr a vypocteme hodnoty F(y!) a ox(xy) = —F(yjz(xf)(yk)

4. Je-li op(wp) < o, urcime Apyy tak, aby byla splnéna podminka (1.14).
Je-li k(:pk) > o, urcime Apyy tak, aby byla splnéna podminka (1.15).
Ok

5. Je-li x) <0, prejdeme na krok 2.
Je-li Qk(ack) > O, urcéime matici Agyq # 0 tak, aby byla splnéna podminka (1.16),
polozime yii1 =y, Flyr1) = F(y)), k:=k+1 a ndvrat na krok 1.

V dalsi casti dokazeme globalni a superlinearni konvergenci metody s lokalné omezenym
krokem. 7 globalni konvergence plyne, ze mezi body 5. a 2. nenastane nekonecny cyklus.
Budeme pouzivat nasledujici mnoziny indexu (Ny = NU {0}):

o Ny = {keNy: |z < Ar},
o Ny = {k € Ny : gp(wy) > 0},
o N3 = {k€Np: o) > o},
o Ny={keNy:k¢gN, kN, k#0}.

Lemma 1.4 Aplikujeme-li metodu s lokdlné omezenym krokem (1.9)-(1.15) na funkci F,
kterd splriiuje podminku (1.7), plati-li (1.16) a oznac¢ime-li my, = min{||g;|| : 0 < j <k},
pak existuje konstanta ¢ >0 takova, Ze Vk € Ny plati

my

Jaal) 2 ¢ 2

DUKAZ:
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1. Necht k€ N;. Pak podle (1.10) plati

[Azil = llgell| < [[Arzr + gill = llwr(ze) gl < @ llgell,
takze
—([[Arzrll = llgell) <@llgell = [[Axllllzell = [|Arz]l = (1 =) [lgll
a tedy
_ gkl T my,
>(1—m) s gy I T
kaH - ( w) HAkH = ( w) M C1 M
2. Necht k & Ns, tedy op(zp) < o. Pakz oy(xy) <0, vztah (1.11), plyne
1
F(ye + 1) — Fyr) = or(@r)e(rr) > 0r(zr) > Q(g,ka 3 [ Aklzx]?)
a z véty o stiednf hodnoté dostaneme F(y, + z) — F(yr) < glar + 5 G ||ax?, coz
dohromady dava

1 1
9£Ik+§GkaH2 > g(ngk—§||Ak|leckH2) =

1
= §(G+Q|!Ak\|)||$k\l2 > (0—1) gp .

Z (1.11) dostaneme

. o 1
~olulmin { el 120 > veton) 2 oo = 5 1Al

a to spolu s predchozi nerovnosti, protoze ¢ —1 <0, davd

(G + o || Ax]]) J]* >

N | —
N | =

; g
(2= 1) IAlllzl* ~ < (¢ = 1) llge| min {kau, o }

| Ak
neboli

G . o

5 (G A lleell® = 2 (1 - o) loul ml“{uxku, Al S
| Ak

2k jsme hotovi. Necht tedy ||ax| < llgsl

e llge
Jestlize ||x|| > I\ka\l >

: AL Pak muzeme
psat
1 /(= M 1
3 (G + M) Il 2 5 @+ 1Aul) ol 2 2 (1 = 2) mfal
2\ Aol 2
a tedy
[Aoll | mu M
X > |20 (1 — | — = Cy —.
bt = (0 0 i 57 =
- Nechf k= 0. Pokud |[|go|| =0, plati ziejmé [z > 52 > 2. Jestlize [|gol| # 0,
pak
o] = [ol[l[Aoll [lgoll - [lzollllAoll 7m0 _ ., o
ol lAoll = llgoll M M
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4. Necht k € Ny. Necht j < k je nejvétsi index takovy, pro ktery plati j & N,
(takovy index existuje, nebot 0 & Ny). Pak postupné podle (1.15), (1.14) a (1.9)
dostaneme

lzell = A = Ajer > min {A;, Bl } = B llayl,
takze podle jiz dokdzaného v bodech 1.-3. plati
My

el = Bl > 8 min ey, ez e0} T = e 2.

O

Véta 1.2 (globalni konvergence) Necht {yi}ren, je posloupnost generovand metodou
s lokdlné omezenym krokem (1.9)-(1.15) na funkci F, kterd spliiuje podminky (1.6)-(1.7)
a necht je spinéna podminka (1.16). Pak plati

liminf ||gx|| = 0.
k—o0

DUKAZ: Predpokladejme existenci € > 0, ze |lgr]| > ¢ Vk € Ny. Pak podle lemmatu
1.4 plati

(1.17) ]| > c% Vk € No.

Necht k € N3 C Ny. Oznacime-li Fy = F(yi.), Fri1 = F(yr + x1), pak podle (1.11) a
(1.15) plati

By = Fr = —on(wn)¥ulzr) 2 on(ze) 2 [|ge] min{HﬂﬁkW !kkk’h} -

2
€ .
T 7 ) = e gy minde 1)

vV
IS
S
™
=

=.
=

—

o

Déle z (1.6) plyne

Fy—F > Fy— lim Fy = lim (Fy — Fin) = ) (Fy — Fit) >
k—ro0 k—o00

€ .
> Z(Fk — Fyy1) > [y Z min{c, 1}.

keN3 keNg

Je-li mnozina N3 nekonecénd, dojdeme ihned ke sporu s predpokladem (1.6). Je-li Nj
konecnd, pak podle (1.14) plati Ay — 0 pro k — oo, tedy ||zx|| — 0 podle (1.9) a to
je spor s (1.17). a

Véta 1.3 (superlinedarni konvergence) Necht {yiltren, je posloupnost generovand
metodou s lokdlné omezenym krokem (1.9)-(1.15) takovd, Ze yr — Y., kde y,. je lokdlni
minimum funkce F, kterd spliuje podminky (1.7)-(1.8) pro

Q < )\min(G*) S )\max(G*) < 67

kde Amin(Gy) je nejmensi a Amax(Gy) nejuétsi vlastni céislo matice G, = G(yy), a
necht je splnéna podminka (1.16). Necht ddle
1

]|

(1.18) lim wy =0, lim [|ug|| =0, kde wuy= (A — Gy)xg.
k—o0 k—o0
Pak posloupnost yi, konverguje Q-superlinedrné k bodu .
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DUKAZ:

1. Podle definice u; plati
i Ay, = o, Gy, + ajug||ax]| > @ Gy, — [l ||z
a jelikoz |Jugl| — 0, G = G, a G < Anin(Gy), existuje index ky € Ny, ze plati
rr Apry > G |og||* VE > k.

Z definice Yy (zx) a z (1.11) plyne

1 1
0> y(zy) = §fokSUk + gp x> §Q||9€k||2 — lgrllllzell =

1
= gl = QQH%” VEk > k.

— () > QHngmin{kaH’ ”ng}Z

1 G
> ;oG min {1, ﬁ} [

2. Podle véty o stfedni hodnoté plati

. A
o G || ||* min {1, —_— >
Azl

1
Flyr+ax) — Flye) = grae+ 5 2 Grry + o(||lz|?) =

1
= Yp(rp) + 3 2 (G — Ag)xy + o([|lz]|?),

takze
Flye + 1) = Flye) _ 1 @i (Gr = Az + o[|z]?)
Vi(Tk) 2 Uk (k)

Podle bodu 1. vsak pro k > k; plati

Qk(l‘k) =

o} (Gr, — Ag)xy, + o( ||z ]|?) Jugl |z ll* + o(llze )
2 () B 2|9n ()] B
1 2 2
< . _ [Jur |||z +20(||ku| ) 0,
oG mln{l,m} |l

nebot |[ugl| = 0. Tedy op(zx) — 1 ajelikoz o <1, existuje index ky > ki, Ze

3. Mnozina Nj je nekonecnd. Kdyby tomu tak nebylo, muselo by platit ||zgx| = Ag
pro k > ks > ky, pricemz Ay > Ay, Vk > ko podle bodu 2. a (1.15). Soucasné
vSak podle bodu 1. plati ||zx| < ZHQ—Q’“H, takze yr — y. implikuje |lgx|| — 0,
tedy ||zg|]| — 0 a to je spor. Déle se omezime pouze na indexy k > ko takové, ze
k € Ny a oznacéime wy = wg(zg).
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4. Plati

Grry = (Agze + k) — (A — Gr)zw — g = [l we — okl ue — gk,
a protoze podle (1.10) je |lwg|]| <1 (k € Ny), pak

(1Gwl + el lanll = || G + el el | = || gl e = | =
> [welllgell = lgull| = (1= ol gl =
]
> ol > e ol
G+ Tl

Jelikoz |lug| = 0, Jwil]] = 0 a [|Gi| = G4l = Amax(Gy) < G, existuje index
ko > ko, ze |l > 120 Wk > Ky

Podobné plati =, = G, ! (Hng wg — ||zg|| up — gk), takze za predpokladu, ze ||uy||

je tak mala, ze 1 — |G '|||lux]| > 0, plati

IG5 (1 + )
L= |Gy [lu

gl

k]l < IIG?H(HngllwkH+H$k||||uk\|+\|gk|!> = [l <

ajelikoz [lull = 0, funll =0 a Gy = 1G] = 5—ta < &

ks > kq, ze |jzg] < % Vk > ks. Celkem dostavame

existuje index

Vk > ks, k € Nj.

5. Podle véty o stfedni hodnoté plati
Jrer1 — gk = Grrg + o(||zx]).

Oznacme

1
U = el (Gr1 — gr — Agay) = Torl k” [(Gr — Ap)zy + o(||zx]])]-

Pak podle bodu 4. platl’

— Ayl + of||x =

Jelikoz zéroven HwkH — 0, existuje index kg > ks, k¢ € Ny, ze

Hka = ”

vkl < ;o lwk]] < Vk > k¢, k € Ny.

L)
L)

Odtud a z bodu 4. plyne

lgesall
G

1 1 (G = G —
= — <=|=G —= G = .
Q<||vk||||gk|| + ||wk||||gk”> <G (2G lzell + = ||wk||) [z |
Jelikoz k£ € N3N N; podle bodu 2. a 3., plati

ksl < llzx|l < Ak < Ap1 = k+1€Ng.
Indukei dostaneme k € Ny Vk > kg.

ol < < 7 (lowss = e~ Awsn]| + 1 Awze + ) =
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6. Podle véty o stiedni hodnoté plati
lgrll < Gllyk = will, Ngrrall > Gllgrsr — vl
Déle ||v]| = 0, [Jwg]| — 0 implikuje

—a. — A A
| gret1 | < | gk+1 — gk kx| + [[Arzr + grll = |lvgll + lws]| — O,
sl [l grl

coz dohromady dava

lim Y1 — vl < i Q g1l —0
k=00 |lyp =yl T koo G || gill

O

Metody s lokdlné omezenym krokem lze rozdélit na dvé skupiny. Hleda se minimum
kvadratické funkce iy(z) vzhledem k omezeni |z|| < Ag. V prvnim piipadé jde o
minimalizaci na celém prostoru, x € R", tzv. optimalni lokalné omezeny krok, ve druhém
piipadé jde pouze o ptiblizné feseni, kdy = hleddme na podprostorech prostoru R™ (napf.
na Krylovovych podprostorech). V dalsi ¢dsti uvedeme vlastnosti optimalniho lokalné
omezeného kroku.

Definice 1.10 Rekneme, Ze zdkladni optimalizaéni metoda je metodou s optimdinim lokdiné
omezenym krokem, jestlize pouZiva smerové vektory xp € R", k € Ny, takové, Ze

1.19 T = arg min x),
(119) o= arg iy, ()
pricemz bereme ||xi|| = Ak, pokud toto minimum neni jediné.

Existuji-li dvé ruznd lokdlni minima 2, 2o funkce 1y, takovd, ze ||z1]| < A, ||22]| < Ag,
pak plati
Akzl + gk = 0, AkZQ + g = 0 = Ak<21 — 22) =0.

Tedy Ay, je singuldrn{ a jadro N(Ay) # {0}. Bud 0 # z3 € N(Aj), napt. z3 = 21 —2s.
Protoze Apz3 =0 a 9523 = —2I'Ayz3 = 0, pak pro libovolny vektor x), = 2 + k23,
kde k€ R, plati

1 1
Ur(zp) = 3 ri Apxy + gi g = 3 (21 + kzs) T Ag(21 + K2s) + gf (21 + K23) =
1

Existuje tedy nekonecné mnoho lokalnich minim funkce ¢, vypliujicich linearni varietu,
takze muzeme zvolit k > 0 takové, aby |lz|| = Ay.

Veéta 1.4 Smérovy vektor urceny podle (1.19) vyhovuje podminkdm (1.9) az (1.11) pro

—_— _ 1
w=0 a g=3, ledy

1 . [ gxl
(1.20) i) < —3 Hngmm{kaIL :
2 [ Al
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DUKAZ: Podminka (1.9) je pfimo soucdst{ podminky (1.19).

1. Necht ||zx|| < Ag. Pak toto minimum je jediné podle definice 1.10, Ay je positivné
definitni, ¢ (x) je ryze konvexni funkce a Ajzy + gr = 0. Takze wg(zx) =0 a
muzeme polozit w = 0. Déle

_ _ 1 1
ggAklgk > Amin(Akl) ||91c||2 = Tk) ||9k||2 > m ||9k||2,

Arﬂa,)(
takze
1 _ 1 _ 1 2
Vi) = gr e+ 5 o Apre = —gp A gk + 5 9i AL gk < -5 loell_
2 2 2 [|Akll
2. Necht ||zi]| = Ag. Jestlize g Argr >0, definujme & = —ﬁ—i’;kg
k
(a) Necht ||#] < Ag. Pak
o ra Lara o (909 L (gigR)’0i Ange _ 1 (959" _
Up(Z) = Gi+ 52 Apl = —=5% + - 7 5 = 5T <
2 9 Argr 2 (g5 Akgr) 2 gj, Akgr
1 gl T [l
2 [lgnllPll Akl 2 [[Agll
a podle (1.19) je
(1.21) dulen) < u@) <~ Lol
2 [|Ax|

(b) Necht |z|| > Ag. Pak

Ak < ||Z)A§'|| _ ||gk||3 = QTAkgk < ||gk||3
- 9t A g VAV
3. Jestlize gf Angr <0, pak plati
T lgxll®
A <0< .
I Ak S U S A
V pripadech 2b. a 3. polozme = = _\@_:H gr. Plati
~ v Lpy, 1 A} o
Uk(T) = g+ 5T A = —Apllgell + 5 75 9k Argr <
2 2 {9l
1 1
< = Ayllgell + §Akl|gk” = _§Ak|’gk”'
Protoze ||Z||=A a ||z|| = A, plati
. 1 1
(1.22) Yi(z) < Un(@) < =5 Aullgell = =5 Nzellllgell
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Ve vsech pripadech dostavame

el < =2 190 e ) < =L leelllanll
2 A 2
coz dohromady dava vztah (1.20). O

Nyni se zaméiime na to, jak nalézt optimalni lokalné omezeny krok x; podle definice
1.10. Nasledujici véta stanovuje podminky, které takové feseni splnuje.

Véta 1.5 Vektor x, € R™ je fesenim ulohy (1.19) ve smyslu definice 1.10 pravé tehdy,
kdyz ||xk|| < Ax a existuje ¢islo & > 0 takové, Ze matice Ay + &I je positioné
semidefinitni (Ay + &I = 0) a plati

DUKAZ:

(A +&Doe + g1 =0, (||oe]] — Ax) & = 0.

1. Necht z je fesenim (1.19). Zavedeme Langrangeovu funkci

£(r,6) = tale) + 5 (27 — &)

Podle véty 1.1 existuje & € R, & > 0 takové, ze plati

(Ak + S;J)m +g.=0 a (kaH — Ak) & = 0.

Zbyvéa dokazat, ze Ay + &1 > 0. Pro libovolny vektor x € R™ plati

1

1
V(@) —p(rr) = 2 Apr+glo— 5 xp Ay — gl =

1
= (zx — )" (Ap + &Ik + 3 (2" Apx — xf Agy) =

_ % (0 — )7 (Ag + &I) (2 — ) +
+ % [(ack — ) (A + &) (2 + ) + 2T A — x{Akxk} =
(1.23) = % (21 — 2)"(Ag + &) (2 — 2) + %gk(a:;‘ka —27).

(a)
(b)

Jestlize ||zg| < Ak, pak toto zy je jediné a je lokdlnim minimem funkce ¢y ().
Plati & =0 a Ay > 0.

Necht |lzx| = Ar. Bud 2@ libovolny vektor takovy, ze ||z = ||ax|| = A
a oznatme v; = (z — @), pokud z® # x;. Pak podle (1.23) plati

[l —2 @]

(1.24) 0 < y(a) = e(wr) = 5 [low — 27 o] (Ax + &T)ur
Volime-li vektory ¥ # z;, libovolné na mnoziné ||z®| = A, nabyva kosinus

(z1 — x(i))Ta;k vlxy,
cos @; = . =
Y ok = 2Ol (|l

libovolnych hodnot v intervalu (0, 1). Volme nyni posloupnost {z(V} takovou,
7e 9 — 1, tak, aby cosp; — 0. Jelikoz vl (Ay + &I)v; > 0 podle (1.24)
a posloupnost {v;} konverguje k jistému vektoru v (kolmému na xy), je téz ze
spojitosti vT(Ay + &I)v > 0. Tato nerovnost tedy plati pro viechny vektory
z R" a tudiz je Ay + &1 > 0.
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2. Necht ||zx]| < Ak, necht 3 & >0 takové, ze Ay + &I =0 a necht plati
(Ap +&Dze +9e =0, (lzel — Ak) & = 0.
(a) Jestlize |lxk|| < Ak, pakje & =0 a plati
Az +9e=0 &  U(zp) =0 = x), je kriticky bod;
A >0 & Yl(zx) >0 = v xp je lokdlni minimum.
Tedy zj, je feSenim (1.19).

(b) Jestlize ||zx|| = Ag, pak podle (1.23) dostaneme pro libovolny vektor x takovy,
ze |xf| < [lzkl] = A

1 1
Un(x) = n(ee) = 5 (o — 2)" (A + GI) (6 — @) + 5 &elzpm, — 2'w) 20,
coz znamena, ze vz, je lokalni minimum a plati (1.19). g

Poznamka 1.3 K dukazu globdlni konvergence jednotlivijch metod ve druhé kapitole pouzijeme
vetu 1.2. Vidy budeme predpoklidat, Ze funkce F spliuje podminky (1.6)-(1.7). Oznacme
ddle z, spocitané reseni pomoci algoritmu dané metody. Podminky (1.9)-(1.16) lze splnit
algoritmicky, kromé podminky (1.11), kterou je treba pro xp = x, ovérit. UkdZeme-li,

Ze x, je optimalni lokdlné omezeny krok, tzn. Ze spliuje podminky véty 1.5, pak nerovnost
(1.11) plyne z véty 1.4. Pokud x, neni optimdlni lokdlné omezeny krok, ale pouze priblizné
resent, musime pro néj nerovnost (1.11) dokdzat. V obou pripadech bude globdlni konver-
gence dané metody plynout z véty 1.2.

1.3 Vlastnosti optimalniho lokalné omezeného kroku

V dalsi ¢ésti se budeme zabyvat podproblémem problému hledani minima funkce F' bez
omezeni, a sice urc¢enim lokalné omezeného kroku x;. Protoze k tomu pouzijeme iteracni
proces {Z,; }ien,, 0znacime lokalné omezeny krok v k-tém kroku jako xj .. Jelikoz se jednd
o podproblém a k je pevné, tento index pro jednoduchost vynechame. Nejprve shrneme
cely podproblém. Budeme se snazit najit takové x,, které spliuje (1.19). Hledame tedy
feseni podproblému

(1.25) mIiRn Y(z) vzhledem k ||z]| < A,
xe n

kde 1

(1.26) P(x) = 5 2" Az + g"x,

A je symetrickd matice fadu n x n , g je n-dimenzionalni vektor, A je dané kladné ¢islo
a norma je euklidovské. Resenf z, je optiméln{ lokélné omezeny krok a platf pro néj véta
1.5. Z ni plyne, ze fesit podproblém (1.25) je ekvivalentni nalezeni &, (tzv. Levenberguv-
Marquardtuv parametr) a fesenf linedrniho systému

(1.27) (A+ &z =—g

pro & =¢&,. Protoze chceme A + &1 >0, plati & > —A;, kde A\ je nejmensi vlastni
¢islo matice A, coz spolus & >0 dava

&, € (max{0, —\1},0).

Podivejme se, co dédle implikuje véta 1.5.
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1. Necht A = 0. Pak A\ >0 atudiz & > 0> —\;. Odpovidajici z, spliiuje rovnici
r, = —(A+&I) g, Jestlize ||z,]| < A, pakje & =0 av bodé z, nabyva funkce
() globélnitho minima na R™.

2. Necht A %0, tedy A\ <0. Pak plati & > —X\; > 0. Jestlize je & > —\;, pak
pro odpovidajici ., které spliuje [|z.|| = A, plati opét z, = —(A +&I) g,

Pokud je tedy & > —\y, lze x, vyjadrit nésledujicim zpusobem. Uvazujme rozklad
A = QDQT, kde Q je ortonormalni matice, jejiz sloupce tvoii vlastni vektory matice A
a D je diagondlni matice s vlastnimi éisly Ay < X < ... <\, amnecht {\;, ¢}, jsou
vlastni pary matice A. Pak z, je fesenim (1.25) prave kdyz plati (QDQT +&,1)z, = —g.
Oznacime-li 7, = Q'z,, § = Qg a iii), g; 1-té slozky téchto vektoru, pak plati
(1.28) MN+&)i0 =G, i=1,....n a (A—|z])& =0.

Existuje tedy jediny vektor z,, ktery ma slozky

1.29 70 = _gi, i=1,2,....n

a tudiz existuje jediny vektor =, = Qz,, ktery je feSenim podproblému (1.25).

Nyni se podivejme na piipad, kdy je & = —A;. V tomto piipadé je véc slozitéjsi,
protoze je matice A + £, I singuldrni a rovnice (1.27) nemé jediné feseni. Oznacme

S1={q: Ag= g, ¢#0}

podprostor vSech vlastnich vektori matice A asociovanych s vlastnim ¢islem A;. Plati
nasledujici lemma.

Lemma 1.5 Pro reseni x, podproblému (1.25) plati:
1. &=—=X nebo 2z, LS = g¢gL&,
2.91L 8 = &=-X\ nebo & F#£F -\ & oz, LS.
DUKAZ: Tvrzeni plynou z rovnic (A + &Iz, =—¢g a (A—MI)g=0 pro ¢€ S :
1. Jestlize & = —X;, pak (A — M)z, = —g. Odtud plyne
(A= Dz, = —q¢'g & 27(A-\I)g=0 = ¢'g=0.
Jestlize z, L q, pak
FA+EDr, = —¢"g & 27(A-MD)g=0 = ¢'Az,=—q¢"g & 2'Aq=0
atedy ¢'g=0.
2. Pro ¢ € &; plati
0=q'g=—¢"(A+&Dr, & 0=zl(A—\I)g

Tedy &q'm,=—q"Ax,=-\2Tq = (&+M)¢'z.=0. O
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Rozhodujici pro vznik singuldrniho systému je tedy to, zda je g 1. &;. Pokud ne, nemuze
nastat & = A\;. Naopak, pokud ano, muze, ale také nemusi byt &, = —\;.

Definice 1.11 Jestlize je vektor g kolmy na podprostor Sy, pak tekneme, Ze pro problém
(1.25) nastal , singuldrni pripad*.

V piipadé &, = —\; lze feseni (1.25) dostat nalezenim libovolného feseni rovnice
(A —\D)z =—g,
kde ||z|| < A, a uréenim vlastntho vektoru ¢ € S;. Polozime-li
(1.30) T, = & + Kq,
kde k je urceno tak, ze ||z,|]| = A, plati
(A+&D)e, = (A — \T)(z + #g) = (A — ATz = —g

a x, je FeSenim podproblému (1.25), protoze jsou splnény podminky véty 1.5.
Na zavér uvedeme nékolik dalSich poznamek o feseni z,.

Poznamka 1.4 Reseni x, budeme hledat ve tvaru z, = (A + (Dfw  pro néjaké w, kde
symbol .1 znac¢i Moore-Penroseovu pseudoinverzi (pozndmka A.1). Pritom plati

(A+&Dr, =—g = (A+HA+ED)w=—g =
= A+Dw=—-(A+Dly = z.=—-(A+D0y
Lemma 1.6 Pro reSeni x, podproblému (1.25) plati:
1. gTa:* < 0.
2. P(z,) <0.
DUKAZ:
1. Protoze A + &1 =0, plati
A+eDr, =—g = 0<al(A+&Da, = —g ..

2. Pro x =0 plati ¥(0) = 0. Proto pro feseni z,, ve kterém nabyva funkce ¢
nejmensi hodnoty, plati ¢ (z,) < (0) = 0. O

Poznamka 1.5 V definici 1.9 lze misto normy ||z|| < A wvaZovat také normu
2|l = VaTMz < A,

kde M je symetrickd a positivné semidefinitni matice. Podminky pro reseni x, ve vété 1.5
potom mayi tvar

[zl <A, £20, (A+EM)z+9=0, (zfn—-2)§=0, A+{M=0.

Poznamka 1.6 Z (1.27) vidime, Ze iterace x zdvisi na . Budeme proto ve zvldstnich
pripadech wvddet x = x(§), aby byla vidét zdvislost  na &.
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Kapitola 2

Vypocet lokalné omezeného kroku

V této kapitole se budeme vénovat feseni problému (1.25), tedy nalezeni lokélné ome-
zeného kroku x,. Jednd se o krok 2. algoritmu 1.1 pro minimalizaci funkce F'(y) bez ome-
zeni. Uvedeme prehled existujicich metod (jsou zde téz uvedeny nové puvodni metody
vhodné pro teseni rozsahlych strukturovanych uloh), teoreticky rozbor jejich vlastnosti,
algoritmy a dukazy globalni konvergence podle poznamky 1.3.

Optimalni lokélné omezeny krok lze urcit pomoci Choleského rozkladu matice v rov-
nici (1.27) nebo jako linedrni kombinaci vlastnich vektoru matice A. Nehleddme-li op-
timalni lokdlné omezeny krok, ale pouze ptiblizné feseni, pak metody generuji po castech
linedarni kiivky. Metoda psi nohy aproximuje minimum funkce v na dvourozmérném pod-
prostoru, metoda sdruzenych gradientu hledd priblizné reSeni na Krylovovych podprosto-
rech a pouziti Lanczosova procesu vede na posloupnost aproximaci optimalniho lokélné
omezeného kroku fesenim transformovanych tiidiagondlnich systémi. Optimélni lokélné
omezeny krok lze najit také tak, ze problém (1.25) prevedeme na parametrizovany problém
vlastnich ¢isel a pocitame vlastni pary jisté matice B..

2.1 Pouziti Choleského rozkladu

Nejprve se budeme zabyvat metodou, ktera hleda optimaélni lokalné omezeny krok.
Provedeme rozklad A = QDQ?, kde D je diagondlni matice s vlastnimi ¢isly matice A
a Q=1(q,...,q,) je ortonormdlni matice, jejiz sloupce tvoii piislusné vlastni vektory.
Pfi fesen{ rovnice (1.27) provedeme Choleského rozklad A + (I = RTR a ukazeme, 7e
ziskané feseni je témer optimalni, [08], [34], [43], [45], [51], [59], [68].

Vektor z,, ktery je fesenim (1.19), muzeme ziskat fesenim rovnice (A +¢& 1)z, = —g,
zname-li ¢islo &, > max{0,—\;}, kde A\ je nejmensi vlastni ¢islo matice A, vyhovujici
podminkam véty 1.5. Je-li & > max{0,—\;}, pak A +¢I je positivné definitni matice
a rovnice (A 4+ &)z = —g md jediné feseni x,, kde ||lz,|| = A (véta 1.5). Cislo &, je
feSenim rovnice

1 1
(2.1) o) =———=0 pro &>max{0,—\},
A =]
kde x je definovéno jako feseni rovnice (A +¢I)x = —g. Rovnice (2.1) mé velmi vyhodné

vlastnosti z hlediska pouziti Newtonovy metody, jak dale uvidime (funkce ¢(£) je na
intervalu (—\;,00) konvexni, klesajici a tudiz existuje jediné &, takové, ze ¢(&,) = 0),
oproti rovnici ¢(§) = ||z]| — A = 0.
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Lemma 2.1 Jestlize £ > max{0,—\1}, pak plati

(A+&D)
l]?

22) 56 = -2

DUKAZ: Protoze z = z(£), zrovnosti ¢(§) = % ~ =@ plyne

Spocitame derivaci

() = [V(©2()] = 6

a zderivujeme obé strany rovnosti (A + £I)z(€) = —g, abychom dostali

(A+&D)'z(§) + (A+ED'() =0 = 2/(§) = —(A+&D) " z(¢).

Tedy
 aOT(A D) a(e)
e = EG]
 cellem ()7 (A + €D La(é)
, B _J; + T
P8 = ROF

Nyni vyuzijme rozklad A = QDQ? a pro ¢ > max{0,—\;} dostaneme
QA+NQ=D+{ = (A+)' =QMD+<)7'QY

(€)= —(A+&) g =—-QD+<I)7'Qly.
Tedy

(2.3) #(©)]l = V4TQD + 2Ty = | (A%

kde g =>"" 0;q; adale

2.4 4 =5 - [; R i

25 ¢'<§>=—[§ o [# o

20 910 =300 |3 e e

27) ‘““*[nl <A;j—$s>4 [ <Az~f—§s>2 ‘[nl wir’ =0




podle Schwarzovy nerovnosti. O

Z tohoto lemmatu plyne, ze ¢(£) klesd monotonné a je konvexni, protoze ¢'(§) < 0 a
¢"(§) = 0 V¢ > max{0,—\} a g#0.
Déle podle (2.3) dostavame tyto limity:

lim |lz(§)]] = oo, lim [lz(&)]] = 0.

E—=—A14
Plati tedy
1
2. —o0 < < —
(23) 0 < H(E) < 3

Prvni derivace ¢'(€) je rostouci funkce a je omezend. VysSetfenim limit pro & — oo a
& — —Ai, ve vztahu (2.5) odvodime tyto meze:

1 1
2.9 - < ¢ -
(2.9) o] <¢'(§) < ol

kde k€ {1,...,n} je nejmensi celé ¢islo takové, ze 0y # 0.

1. £ 5 00:
_ _3
noop2 L2 P
1 — o 1' ? —Z . — =
i d© = —lm 12T +‘5>3 [Z nt+eR| e
_3
‘ n n 62 2:| 2 1
S ot S nre ] = m
=]l = N——
o -1 , -1 .,
= llgll? = llgl?

(a) Necht \; je I-nasobné a k <.

o . N ~
L A e [Z,; EYETSER DR
L & e ] purep
[; o ep z,; NFE2] ntep
l
_ . (M +8?P (M +8)°
B _E—P—Ig\lw {; ()\1 + 5)3 v +i§1 <)\i + 6)3 .ﬁz} ‘
) NPT " =0 ’
l n _3
(M +8° (M +¢)° 2} ’
¥
[Z urer 2 e
PP =0




(b) Necht k > 1. Pak X\ > \; a v limité muzeme dosadit & := —\;.

[Z (A +&)?

i=

|
wle

. , BT [
o, o) s LZ:; i+ )

_3
2

- _; ()‘2 - >\1)3 [; ()\1 - )\1)2 -
& Y, 2 1 - ¥, 2] 3
- _; <)\i—)\1> ‘)\i_)\ll [; ()‘i_)\l) ] 2

1 & 9 \°
> -
o Ak — M [;()\i_)‘l)]
1 |’§k| . ( Y )2 ) 1 ’Qk| 1
S ) 7t i
[Pkl (A — A1) [; Ai = Ay el llell =[]

kde o je vektor o slozkdch (g, ..., 0n) = (%, o ﬁfM) )

N|—=

[ SIS

Lemma 2.2 Necht g =73 7" %q a ke {l,...,n} je nejmensi celé cislo takové, Ze
Up # 0. Necht 1 < n je takové, Ze A\ = Ny = ... = N\. Pak singuldrni pripad pro
problém (1.25) nastavd pravé kdyz plati k > 1.

DUKAZ: Necht ¢ = > ¥;¢; a S = {q,...,q} je podprostor vlastnich vektoru
asociovanych s [-nasobnym vlastnim c¢islem ;. Plati

9 (@, q) = Z&'%T(Qh ) = (U1, ).
i=1

Jestlize nastane singularni ptripad, tedy ¢ 1 &, pak ¥, = ... = ¢, = 0 a tudiz je
k > 1. Jestlize naopak je k> 1[, tedy ¥, =...=9;=0, pakje g L S;. O
Nyni pouzijeme Newtonovu metodu na rovnici (2.1). Abychom mohli spoéitat derivace
¢'(€) podle lemmatu 2.1, budeme uvazovat Choleského rozklad matice A + ¢I = RTR,
kde R je horni trojihelnikovd matice. Zavedeme-li vektor w, pro ktery plati RTw = =,
pak z (2.2) plyne
Jw]f?

¢'(§) = e

Abychom mohli provést Choleského rozklad, musime zajistit (a to provedeme pozdéji),
aby A+4+£&I>-0, tj. £€> —A;.

Newtonuv krok je definovan takto:
P&
gr=e- A9
¢'(¢)

coz po dosazeni za derivaci dava:

el 1 1N el (el -a
(2.10) f““nwn?'(Z‘m)‘“nwnz'( A )

Newtonova metoda ma tento tvar:
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Algoritmus 2.1 Newtonova metoda.

Necht je ddino A >0 a £€>0, kde A+ &I- 0.
1. Provedeme rozklad A + €¢I = RTR.

2. Resime RTRxz = —g.

3. Resime RTw = .

4. Polozime & :=¢&+ (%“)2 (”‘”HT’A> .

Necht pro problém (1.25) nastane singuldrni piipad. Podle definice 1.11 tedy plati
g LS, odtudje ¢fg=1; =0 pro i=1,...,1, kde I je ndsobnost vlastniho ¢isla A,
a plati

N

a lim < 0.
RIS G

Z (A +&)?

i=l+1

PouZijeme-li rozklad A = QDQT, lze rovnici (A + £I)x = —g piepsat na tvar

D+)Q "z =-Q7y.

Pokud je & > —\;, plati ¢fx =0. Jestlize vSak je &= —\;, muZe vyraz ¢ z nabyvat
libovolnych hodnot, matice A + &I je singuldrni a funkce ¢(§) nabyva v tomto piipadé
vice hodnot. Jeji minimaln{ hodnotu dostaneme pro ¢z = 0, nebot z ortogonality matice
Q plyne 2] = |Q7a]].

Pokud lime,_y,, #(§) > 0, ma rovnice ¢(§) = 0 feSeni &, v intervalu (—Ay,00),
muzeme pouzit iteracni proces (2.10) a hledat feseni problému (1.25) pomoci Choleského
rozkladu A +¢I = RTR tak jako v piipade, kdy ¢ £ S;. Pokud lime,_,,, ¢(§) <0,
tedy [lz|| < A, méa rovnice ¢(§) = 0 TfeSeni & = —A; a vektor feseni z, je tieba
spocitat jako x, = x + kq, kde

(A-MI)(z+rq) =—g, |lz+rg|=A a qgeS&.

Na obrazku 2.1 jsou znazornény moznosti funkce ¢(€) v okoli bodu —A;. V levé ¢ésti je
piipad ¥; # 0 (k = 1), nenastava tedy singuldrni piipad. Jakmile se ¥, bliz{ k nule, za¢ne
se funkce ¢(§) v bodé —A; spojovat. V pravé ¢asti obrazku plati J, =0, 95 # 0 (k = 2),
coz odpovidd singularnimu ptipadu. Vpravo nahofe plati lime,_y,, #(§) < 0, coz vede
na singuldrni systém (1.27), protoze §, = —A;. Vpravo dole plati lime_,_y,, ¢(§) > 0,
existuje tedy & > —A; a systém (1.27) je positivné definitni. Svisld tusecka v bodé —\;
obsahuje hodnoty ¢(—\;) pro rizné hodnoty vyrazu ¢! z.

V dalsf édsti se budeme zabyvat hleddnim feseni problému (1.25).

Lemma 2.3 Necht je dino o € (0,1), necht A+&I=R'R, (A+&Dz=—g, £>0
a necht vektor z € R™ spliuje

(2.11) lo+ 2]l = A, [|Rz|* < o|Ra||* + £A?).
Pak plati
(2.12) Pz +2) > (1 - o)l

kde 1, =(x.) a x, je Tedent problému (1.25).
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Obrazek 2.1: Funkce ¢(€) v okoli bodu —\;

DUKAZ: Pro kazdé z € R™ plati:
T ]' T
Ya+z) = gTa+2)+5 0+ ) Al +2) =
1 1
= —2T(A+€)(z+2)+ 3 (x+2)" (A + &) (z + 2) — 3 Erx+2) (2 42) =
1 1 1
= —z'R"R(z +2) + 3 IRz|” + 3 IRz[]> +2"R"Rz — 55”@“ +2|]” =
1 1 1
= 5 IRal? + 5 IRz[? = S €lle + 2| — | Raf]* =

(2.13)

1 1
5 (IRal* + €lla + 2I) + 3[R
Dale pro kazdé z, které splauje (2.11), plati

(IR [P + €4%) — 2 o(|[Ral* +€4%) = £ (1~ o)([Rar|? + £A%).

DN | —

—(r+2) >

Krome toho, je-li ¢, = ¢¥(x + z,), kde ||z + 2| < A, pak (2.13) implikuje, ze

(214)  —(a+2) = 5 (IRl +€lla + 2] — 5 IR < 5 (IRa]” +£A7).
Celkem
a4 2) > 5 (1 - 0)([Rall? + €A%) > (1 — 0)(—n) = (1 — o),
nebot 1, < 0. O

Disledkem je, ze |¢(z+2)—14| < oli,|. Tedy plati-li (2.11), pak z+z je pro dostatecné
mald ¢ téméf optimalni Feseni problému (1.25).
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Poznamka 2.1 Oznacéme T = x + z a predpoklidejme, Ze plati T = ﬁx. Jestlize

vektor x splnuje podminku

(2.15) (Hi_ﬂ - 1)2 (1 - ||§i§|)l2)

pak plati nerovnost (2.11).

DUKAZ: Plati

R = [RG = )| = ||R(Af” —) It = IR 1) =

_ (A g B

coz je nerovnost (2.11). O
Vektor z € R" pouzity v lemmatu 2.3 nemusi mit nutné tvar z = kg pro q € §;. Je
viak tieba, aby vyraz ||Rz||? = 2T(A + £I)z byl co nejmensi, abychom mohli ocekévat,
ze bude splnéna nerovnost (2.11). Pro £ = —\; a z = kq, q¢ € S;, pochopitelné plati

IRz|*> = 27 (A +€I)z = k%¢" (A — M\ I)g = 0.

Obvykle volime z = kv, kde v je vektor, ktery je aproximaci néjakého vektoru ¢ € §; a
||v]] = 1. Lze ho najit vhodnou numerickou metodou, napf. inverzni mocninnou metodou.
Cislo k uréime tak, aby platilo ||z + z|| = ||z + xv]| = A

|z + Ko =A = k*+2kzTv + [J2|]> = A* =0,

tedy
A2 —|z]|2
kg = —otot /TR ¥ AT ol S EV IR H 2 el
RARRA +A2 [«
(@f0)? — [(@T0)” + A% — o] _ A? —||x||2

o F P+ 2 = el vk TP+

Znaménko ve jmenovateli zvolime tak, aby byl jmenovatel vétsi a obesla se moznost déleni
malym ¢islem (kdyz se ||z]| blizi k A, je jmenovatel blizko nuly). Odtud plyne

A? — |l

(2.16) K= .
2T + sgn(zTv)/(2Tv)? + A2 — ||z]]2

Test konvergence se provede na zakladé nasledujicitho lemmatu.

Lemma 2.4 Necht je dino o,01,09 € (0,1), iterace {&, x}, necht
A+ =R'R, (A+&D)r=—g, £>0

a necht x, je reseni (1.25) s funkénd hodnotou (z,) = 1.
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1. Jestlize

(2.17) ]A - ||x||‘ <oA nebo |z <A & £=0,
pak plati
(2.18) —p(z) > (1—0)?|¢y]

a tedy x je aproximacni resend problému (1.25).

2. Kdykoli je ||z|| < A a £ +#0, pak necht k a v jsou takové, Ze ||z + kvl = A.
Jestlize
(2.19) IR(kv)[* < 01(2 = 01) max{oy, [Ra || + EA},

pak plati
(2.20) 0 <Yz + k) — ¢y < 01(2 — 01) max{|h], 02}

a tedy ©+ kv je aprorimacni resSend problému (1.25), pro ktery nastal singuldrni
pripad.

DUKAZ:

1. (a) Vztah (2.13) pro z =0 implikuje, ze

(IRz|* +&llzl*) = 5 (IRx® + (1 — 0)°¢A%) >

N —

—Y(x) =

> S (1—0)*(|Rx|* + €A%,

| =D —

nebot [|[Rz|* > (1 — 0)?||Rz||* a podle pfedpokladu
A-fel|<oa = ol = (-0
Do této posledni nerovnosti dosadime (2.14) a dostaneme
—¥(z) > (1= 0)* (=) = (1 — 0)*|u].
(b) Pro [|z]] <A & & =0 dosadime (2.13) a (2.14) a dostaneme
~(a) = 3 IR = o,
a protoze trividlné plati ¢ (x) > 1, pak ¥(x) = 1,.
2. (a) Necht |Rz|*>+ (A% > gy, Pak jsou splnény predpoklady lemmatu 2.3 pro
og=012—-01)€(0,1) a z=kv

a plati
—p(z 4+ wv) = (1= 0)h].
Odtud plyne
V(T + Kv) — P < 01(2 — 01)[ths]-
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(b) Necht ||Rz||? +EA? < 0y. Jestlize 1, = (x + z,), kde ||z + 2] <A, pak
(2.13) implikuje, ze

(IRx* +£A%).

N | —

1 1
= 3 (IRl + €lle + =) — 5 R <
Tato nerovnost, (2.13) a (2.19) implikuji, ze
1 1 1
Wl + we) = 3 (IRl + €lle + mol?) + LRG0 <+ 5 on(2— o0)

Odtud plyne

’QZ)($ + HU) — ’l/J* S 301(2 — 01)02 S 0'1(2 — 01)0'2.

Spojenim obou ¢asti plyne druhd ¢ast tvrzeni lemmatu. O

Nyni se vratime k Newtonové metodé. Z rovnice ¢(§) = 0, vlastnosti funkce ¢(§)
(konvexni a klesajici pro £ > —\;) a iteraéniho procesu (2.10) plynou tyto moznosti (viz
obrézek 2.1):

L Jeli € € (=A\,&), tj. o) >0, pak &t € (=\,&) a Newtonova metoda
produkuje monotonné rostouci posloupnost {&}ien konvergujici ke &,.

2. Je-li £ € (&,00), tj. ¢(&) <0, pak & < &,. Nemusi viak byt splnéna podminka
EF > =)\, tedy A+ ¢TI nemusi byt positivné definitni.

3. Je-li £ € (—o0,—A1), pak A+£I neni positivné definitni, nelze provést Choleského
rozklad a musime zajistit zvétseni 7.

Proto je tfeba upravit Newtonovu metodu tak, aby nedoslo k jejimu selhani, aby byla
matice A + {1 positivné definitni z hlediska provedeni Choleského rozkladu. Zave-
deme meze &, a &y, pro které plati & € (£1,&y), a bod &s jako dolni odhad pro —A;.
Polozime &g := max;—1__,{—ai;} < —X1, kde a;; jsou diagonalni prvky matice A. Hod-
noty &r,&y,&s se béhem vypoctu aktualizuji. Z (1.27) plyne zT(A + &1)%x, = ||g]]* a
dale

Mlld? < oy Az, < Al

= (A&l < al(A+ 6T e, < (A + &)l

e Jestlize je FeSeni x, na hranici, |z,|| = A, dostdvame vztah

HgH
+ < = < + &,.
)\1 5* = A = )\n S*

Spektrum matice A lezi pro jakoukoli multiplikativni maticovou normu v intervalu
(=lIAl (A, tedy
g gl

—_ <& < = .
I lal <& < MLy A

o Jestlize je ||z.]| < A, pak & =0 a dostaneme

ol gl
lgl* = #T A%, < Aol < |AIPA7 = M- Al <0 =g < 20 1Al
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7Z téchto uvah dostdvame pro & meze &, >0 a & > 0:

(2.21) £ = max {O, &s, % - HAH} , Su= % + [[A]

a jako pocatecni & polozime & = &, = 0. Kdykoli je vsak & < &, polozime

(2.22) £ = max {10—3§U, \/5L§U} e (&1, 60).

Je to zvoleno cisté heuristicky, aby platilo & € (£,&y). V praxi se tato volba ukézala
jako velmi efektivni.

Nyni rozebereme vsechny mozné pripady, které mohou nastat pro pocatecni a dalsi
aktualizovana ¢ (viz obrazek 2.1):

1. &€ € (—A\,&). V tomto piipadé je A + &I = 0, ziskdme Choleského rozklad
A + &I = R'R a pomoci ného fesime rovnici (A + {l)x = —g, &mz dostaneme
iteraci = a protoze ¢(§) >0, plati |z|| > A. Testujeme, zda = spliuje podminky
konvergence uvedené v bodé 1. lemmatu 2.4. Pokud ne, polozime &, = &, podle
(2.10) spocitdame & > &, pro které plati €T € (—Aq,&,) a dostaneme posloupnost
{&}ien, kterd konverguje monotonné ke &,.

2. £ € (&,00). V tomto piipadé je opét A + &I > 0, ¢imz ziskdme Choleského
rozklad A + (I = RTR a fesfme rovnici (A + £I)z = —g. Dostaneme iteraci x a
protoze ¢(§) < 0, plati ||z]] < A. Uréime vektor v, ||[v|| = 1, ktery aproximuje
vlastni vektor ¢ € S, spoc¢itame x podle (2.16) a testujeme podminky konvergence
uvedené v bodech 1. a 2. lemmatu 2.4. Pokud plati (2.19), ziskdvame pfiblizné feseni
problému (1.25), pro ktery nastal singuldrni piipad. Nejsou-li podminky (2.17) a
(2.19) splnény, pak postupujeme déle nasledujicim zpusobem. Plati

IRo[? =" (A+&Dv =X +& = —A\ =& |Rof?
a polozime
(2.23) £s := max {55, & — ||Rv||2} . &p=max{{, &), &ui=¢&.
Pokud je v presné vektor ¢ € S;, plati rovnost
A1 =&~ ||Ro*.
Newtonovou metodou déle spocitdme &+ < & podle vzorce (2.10), pro které plati
¢t e (—00,&). Jeli €7 <&, polozime podle (2.22)
¢ = max {10760, Vo | € (€,60) 2 (~A. &),

3. £ € (—o0,—A\1). V tomto pripadé je A 4 &I % 0, ziskdme pouze ¢astecny rozklad
R! Ry, av k-tém kroku se proces zhrouti. Toto k je nejmens{ takové, ze hlavni
k x k podmatice matice A + I neni positivné definitni. Necht

A R ¢ O ... ... ... ... 0

0 i . )

Y A R & : 0O ... ... 0
Ry = . ‘kl 0 0 , Ly = . . )

: - : 7 P

0 0 O 0 . 0 =z Zn




kde r a z znac¢i nenulové prvky a index .; znamena -ty prvek na diagondle. Pak
plati
A+ =R} Ry +7Z;, kde z <0.

Definujme vektor
(2.24) u=(uy,...,u1,1,0,...,0)7 € R",

jehoz poslednich n — k slozek je nula, k-ta slozka je jednicka a je-li k > 1, pak
prvnich k& — 1 slozek u je zvoleno tak, Ze u je ortogonalni na k& — 1 tadku matice
R;_1, tj. Rr_1u=0. Pro takovou volbu u plati

u' (A + Du=u" (RE_Ry1 +Zp)u =2, <0

u?' (A + &D)u

AFDu > MFlul = = E-

Protoze navic A + &1 > 0, pak
0 <u(A+&Du=u"(A+EDu+ (& —Hu'u
= 5* Z _/\1 Z g -

a polozime

T
(2.25) € = — % 2 & =max {1076, ik } € (60, 60)

Opét se ptame, zda je A + &1 > 0. Pokud ne, konstruujeme posloupnost {&;},
kterda ma nasledujici vlastnosti:

(2.26) Suv>& >80 Vi, &1 >&, S > Vs = VEilu,

pticemz v kazdém kroku aktualizujeme dolni mez &, > ;1. Posloupnost {¢;} ma
limitu, protoze je rostouci, monotonni, shora omezena a plati nasledujici lemma.

Lemma 2.5 Necht je posloupnost {&;} konstruovdna podle (2.26). Pak plati
lim & = &y.
71— 00

DUKAZ: Z 2.26 plyne

Siv1 > V&l = i1 > \/g = 1= lim Sit1 > lim &v

S &G imoo & i—00 i

Jelikoz & < &y Vi, plati lim; .. & = &y O
Protoze pro vsechna &, plati &, < —Ay, plyne z lemmatu 2.5, Ze pro &y > —A;

existuje index i takovy, pro ktery je &1 > —A1, tedy ze A+&1I >0 a muzeme
provést Choleského rozklad. Je-li & = —Aq, pak ale & = —\; azlemmatu plyne,
ze & —&u=—M =&
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Posloupnost bodu {&;} konstruovand podle bodu 1.-3., kde &1 =&t a &1 € (€,&0)
m4 limitu, nebot v kazdém kroku zmensujeme interval (£1,&py) tak, ze &g — & — 0.
Cilem je dostat &1 € (—A1, &), nebot poté dostaneme monotonné rostouci posloupnost,
ktera konverguje ke &,.

Poznamka 2.2 Vypocet nového éisla & je kromé Newtonovy metody (2.10) mozno provést
dalsimi jednodussimi, avSak méné vyhodnymi zpusoby, napf.:

1. Protoze funkce ¢(&) klesd od % k nule, kdyz & roste od —\y ke &, pak z iteracniho
procesu (2.10) dostaneme podle (2.8) a (2.9)

¢(¢) 1 g1l

0O = T A ST A
llgll

a muzeme jednoduseji polozit &+ = & 4+ 4.

er=¢-

2. Mdme-li k dispozici &y, pak muzeme polozit £t = & + 0(Ey — &), kde napr.
0 <0.1, aby &' bylo pokud mozno v intervalu (—Mi, ).

3. Jakmile mame polozeno &1, a &y a vime-li, Ze & > —A1, muZeme vyuZit vlastnosti
konvexni funkce ¢(§). Metodou requla-falsi lze spocitat hodnotu &g, pro kterou plati

& <&r <&u:
o(&n)éu — o(&v)ér
o) — olv)

§r =
Touto metodou lze rovnéz spocitat &,.
Nyni shrneme vsechny ¢ésti a na¢rtneme algoritmus pro feseni problému (1.25).

Algoritmus 2.2 Pouziti Choleského rozkladu pro vypocet lokdlné omezeného kroku.

Zwolime €,01,09 € (0,1), 8,0 tak, Ze 0<d<1<4 (e jeblizko 0,8 a§ blizko 1).
1. Polozime

6= max -aa). & —mox {0,619 Al @ =120 Al e-o.

.....

2. Jestlize & > &, prejdeme na krok 3. Jinak poloZime & = max {10_3§U, \/SLSU} .

3. Je-li A+ €I = 0, provedeme rozklad A + €I = RTR  a prejdeme na krok 4.
Jinak uréime vektor w € R™ podle (2.24), provedeme aktualizaci podle (2.25) a
opakujeme krok 3.

4. Uréime vektor x, kteryj je resenim rovnice RTRx = —g.

(a) Jestlize ||z|| > 64, ¢ili ¢(&) >0, polozime & =& a prejdeme na krok 6.
(b) Jestlize SA < ||z|| <A, pak polozime =, =z, & =& a STOP.

(c) Jestlize ||z|]| <IN a &<e, pak x,=2x, (&, =0 a STOP.

(d) Jestlize ||z|| <dA a &>e, cili ¢(§) <0, prejdeme na krok 5.
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5. Urcime vektor v € R™, ktery aprorimuje vlastni vektor q prislusny vlastnimu
¢islu Ay a spocitame cislo k podle (2.16). Jestlize plati nerovnost (2.19), poloZime
T, =x+ kv, §& =& a STOP. Jinak aktualizujeme meze podle (2.23) a prejdeme
na krok 6.

6. Resime soustavu RTw =z pro w, pomoci Newtonovy metody spocitdime &+ podle
(2.10), polozime & =&T  a ndvrat na krok 2.

Na nasledujicim velmi jednoduchém piikladé spocitdme jednu iteraci algoritmu 1.1.
Pokud bude pro 1 spoctené podle vzorce (2.10) platit €T ¢ (£1,&y), nebudeme uvazovat
heuristiku (2.22), ale podle potieby zvolime &' € (£1,&y), abychom vidéli moznosti
chovéani algoritmu 2.2 pro rtizné &.

Piiklad 2.1 Nechf je ddna ndsledujici dvakrdt spojité diferencovatelnd a zdola omezend funkce

1
Fly) =3 Yiys + 3 + 6y1y + y3 — 4y1 + 3yo,

jejiz minimum (bez omezeni) hleddme. Necht je ddna k-td aprozimace
y(k) = (17 1)T'

Takovy vektor mize bijt bud zvolen jako poédtecni (k = 0) nebo spoéitin z predchozi iterace po
zvolend poédtecniho y© = (0,0)T. Ukolem je nalézt smérovyj vektor x, € R? tak, Ze poloZime
yE+) = y(B) o Urcime tedy kvadratickou aprozimaci 1(z) :

F'(y) = (193 + 251 + 6y2 — 4, yiyo +6y1 +2y2+3) =  F'(1,1) = (5,12) = ¢;
P
+2 2y1y2 + 6 1" 3 8
Jad _ ) = F"(1.1) = =G=~A
() (2y1yz+6 Y3+ 2 ) (1,1) 8 3 ’
takze

1 3 3
Y(x) =Y(x1,22) = 3 eT Az +gTx = 5 x3 4 8xywy + 3 T3+ 5xp + 1215,

Postupujeme podle algoritmu 2.2. Viastni ¢isla a viastni vektor odpovidajici nejmensimu vlastnimu
cislu matice A jsou

1
M =-5 q = 7 (L,-1)T a X=11 = |A|>11L
Necht aproximace v vlastniho vektoru q je
1
= - (4,-3)T.
v=g(4-3)
Ddle mame ||g|| =13 a zvolime A =05, takze plati

£S = _37 gL = 07 gU Z 1367 poédteénf 5 =0 ¢ (£L7£U)'
Zvolime proto napr. £ =1 a jelikoZz A+ 11 0, dostaneme édsteény rozklad

()G Ea) (@ )

~~ ~~

A+l RTR, Z;
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Urcime vektor u podle (2.24), ktery md druhou slozku jednicku a je kolmy na proni fddek matice
R, tedy
u=(-2,1)7T.

Aktualizujeme

a zvolime & € (3.4,13.6), napr. £ = 4. Avsak opét A 4+ 41 % 0, takZe obdobné jako vyse
dostaneme

1 (78 1/0 0 1 . R
a zvolime & € (4.9,13.6). Vidime, jak &, sméruje k hodnoté —\; = 5.

Necht nyni & = 13. Pak je jiz A + 131 = 0, miiZeme provést rozklad a Tesime systém
(A +13I)z = RTRx = —g. Dostaneme

4 2 1 T
R_<O m) r =2 (2,-19)".

Protoze ||z|| < A, je &€ =13 > &, takZe aktualizujeme meze podle (2.23) takto (predpokladime,
Ze nerovnost (2.19) neni splnéna):

2
12
E—|Ro|*=13— |22+ (3\?) =4.68 < —\,

tedy
(s =468 = (=49 o & =13.

Resime soustavu RTw =z, dostaneme

( 1 5 >T
w = Tod A e )
48" 612
takze podle (2.10) plati

E=¢+

2 - A
||’]Z\‘||2 ' <||~73”A > = 3,86 ¢ (£1,¢0)-

Zvolime tedy & € (4.9,13), napr. £ =10. Protoze A+ 10I > 0, dostaneme

1 .
R = <3245 20

9\ 0 25.5)7 r=(03,-L1)", [z = V13 <A,

takze opét £ =10 > &, a ddle
1 - (1 9N\T

a protoze ||z|| < A, aktualizujeme

(2.10)
£s = max{4.68, £ — |Ruw|?} = 4.7, &, =49, =10, & = 52¢ (&,¢).
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Tentokrdt Newtonova metoda poskytla & € (€,&y) a protoze A +5.21 -0, dostaneme

R = ( 2'536 3'2 ) , o= (17,-18)T, w= (5.944, —57.739)7.

Jeliko? nyni plati ||z|| > A, nemusime pocitat |Rv||? a navic plati & =52 € (=\1,&), takie
je od této chvile zdlezitost jiz jednoduchd, protoze Newtonova aktualizace (2.10) povede primo k

resent &x. Tedy
(2.10)

&L=¢=52 ¢ = 509,
takze pro A +5.91 plat?

L (298 2.68 N T . - .
R‘( 0 1'31>’ = (34,-4.4)7, w=(1.141,-5.693)".
Ddle
(2.10)
o[l >A = €& =¢=59, & = 6.
Pro hodnotu & =6 dostaneme = = (3,—4)" a protoze |zl| =5, ziskdvime Fesens z,.

PoloZime tedy
y+ = y(k) + (37 _4)T = (4-5 _3)T

a pokracujeme v algoritmu 1.1 tim, Ze testujeme hodnotu podilu skuteéného a predpovédeného
poklesu funkce F' :

F(y*)-F@y%) F@4,-3)-F(1,1) 0-75
Y(wy) a ¥(3,-4) - 915

o(xy) = = 0.082 > 0,

takZe muzZeme poloZit
y Y = (4,-3)".

Protoze viak je o(x,) blizko nuly, lze usoudit, Ze polomér A =5 je prilis velky. Pro dalsi iteraci
proto v souladu s podminkou (1.15) polomér A sniZime.

PFunkce F nabjvd globdlniho minima F(y,) = —23.3911 v bodé y, = (2.5503, —2.1521)7
takze krok v oblasti o poloméru A =5 je skuteéné velky. PoloZime-li k=0, muZe posloupnost
iteraci podle algoritmu 1.1 vypadat napriklad tak, jak je uvedeno v tabulce 2.1.

Al & Ty Tuo | V(o) | 0(w) | Yo F(y) | llg)ll
- - - - . . 1 1 7.5 13
5 6 3 4 | -915 0082 | 4 -3 0 34.83

3 13.906 | 1.61 2.55 |-34.55|0.118 | 5.61 | -0.45 | -4.08 22.33
0.464 | -1.913 | -0.583 | -12.63 | 1.16 | 3.697 | -1.033 | -18.77 | 9.07
2.5 0 -0.72 | -0.65 | -3.33 1.2 12977 | -1.683 | -22.77 2.6

2.5 0 -0.372 | -0.375 | -0.54 1.1 | 2605 |-2.058 | -23.37 | 0.56
2.5 0 -0.051 | -0.09 | -0.022 1 2.504 | -2.148 | -23.391 | 0.02

S| O | W N~ O |
[\

Tabulka 2.1: Posloupnost iteraci pro piiklad 2.1.
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Timto prikladem jsme demonstrovali aplikaci algoritmu 2.2. Na zavér ukazeme, ze je tato
metoda globalné konvergentni.

Véta 2.1 Metoda pouziti Choleského rozkladu, sestavend na zdkladé algoritmu 2.2, je
globalné konvergentni.

DUKAzZ: Pouzijeme poznamku 1.3. ProtoZe hleddme optimdlni lokdlné omezeny krok
z, podle podminek véty 1.5, je splnéna nerovnost (1.11) podle véty 1.4. Kromé toho
pouzivame matice A = Ay = G(y), takze z (1.7) plyne ||ALll = |G(w)|| < G aje
splnéna podminka (1.16). O

2.2 Pouziti linearni kombinace vlastnich vektoru

Zname-li vlastni vektory matice A, lze feSeni x, problému (1.25) nalézt jako linedrni
kombinaci téchto vlastnich vektort, [25]. Uvazujme rozklad A = QDQ?, kde D je
diagondlni matice s prvky Ay < Ay < ... < )\, a Q je matice, jejiz sloupce qi,qz,--.,qn
jsou ortonorméln{ vlastni vektory A. Definujme ¢ = >""  0;¢;.

Lemma 2.6 Vektor x = —Y "  c¢iq je teSenim (1.25), je-li vektor ¢ = (c1,...,cn)"
zvolen nasledujicim zpusobem.:

1. Necht X\ > 0. Jestlize

pak

2. Jestlize A\ <0, g je ortogondlni na mnoZinu vlastnich vektoru odpovidajicich A\ a
92
DR/
)2 =T
N <)\z )\1)

pak
Vi

(A = A1)
zatimco zbyvagici ¢; jsou libovolnd cisla splnujici podminku

7
2 4= oy

A=A Ni#EM

pro A # A1,

C; =

3. Nejsou-li podminky 1. nebo 2. splnény, pak
i+ &
kde & > max{0,—\;} je zvoleno tak, aby platilo

C;

n 2
191' 2

2 e
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DUKAZ:

1. VSechna vlastni ¢isla matice A jsou kladna, A je tedy positivné definitni a plati

— ZCiAqi = — Zci)\iq@- = — Z'ﬁi%‘ =—9
i=1 i=1 i=1

Kromé toho,
n

el =" =3 =35 <
Polozime-li & =0, je podle véty 1.5 x fesenim (1.25).

2. Toto je tzv. singularni piipad, g L &;. Pro &€ = —A; je A+ >0 a v,
odpovidajici A; jsou podle lemmatu 2.2 rovna nule. Déle

(A—XNDz = —(A—-X\I) Zcqu = ch)\ g + Z CiAQ; =
= —ZCZ' z'_ Zﬁz%—

XA XA

Mimoto, ¢isla ¢; jsou volena tak, ze ||z| = A. Opét jsou splnény predpoklady véty
1.5 a z je Fesenim (1.25).

3. Pro z plati ||z||=A a A+ &I > 0. Obdobné
(A+&Dz=—(A+£D)Y ag=—) ahi+ou 219%_
i=1 i=1

a proto je x fesenim (1.25). O

Ve tiretim pripadé lze pro £ ziskat horni a dolni odhad. Protoze \;+& > A1 +& > 0, plati

oy o el
2 _;(Aﬁf)z S;(Aﬁéﬁ M+

Odtud plyne horni mez

gl
2.2 < = — =:&y.
(2.27) e<ll_y—g
Déle necht A\ = XAy = ... =)\, pro ndjaké [ > 1. Potom

l

, n 192 l 192
M=) Rt M+£Z

=1 =1

coz vede na dolni mez

(2.28) £> -\ + —
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Nyni pretransformujeme problém (1.25) na ekvivalentni problém, na ktery snadno apli-
kujeme lemma 2.6. Matici A prevedeme nejprve na tiidiagonalni matici pomoci Arnoldiho
algoritmu a nakonec provedeme diagonalizaci.

Uvazujme nejprve obecnou matici M € R™™. Pro jeji pfevod na horni Hessenberguv
tvar a vypocet ortonormalnich vektorti pouzijeme Arnoldiho algoritmus, ktery generuje
ortonormalni vektory wvy,...,vg.

Algoritmus 2.3 Arnoldiho algoritmus.

Zvolime vy, kde ||v1]| =1, polozime k =1 a provedeme

1. hj7k:UjTMUk, j:1,2,,]€

2. y=Mu, — Zle h; k0.

3. hir1k = ||yl

4. Je-li hyy1, =20, pak STOP.
O Vi1 = o Y

6. Polozime k:=k+1 a navrat na krok 1.

Oznatme Vi = (vy,...,v;) a
h1,1 h1,2 hl,k
h2,1 h2,2 h2,k
~ h3,2 hs
k pr—

Matice V, je ortonormalni a Hj € RE+DXF e hornf Hessenbergova matice. Arnoldiho
proces lze napsat v maticovém tvaru

(2.29) MV, =V, H;.

Bud H, € R** G&tvercovd matice, kterd vznikne z matice Hj, vynechdnim posledniho
fadku. Pak z ortogonality plyne vztah VIMV,; = Hy. V piipadé, ze M je nase sy-
metrickd matice A, pak je H; symetricka Hessenbergova matice, tudiz je ttidiagonalni,
kterou oznacime T}.

Na matici A aplikujeme Arnoldiho algoritmus, ktery za¢ind s vektorem wv; = m g,
konéi pro néjaké k < n a vyuzijeme vztah VI AV = T}. Oznacéime-li pro jednoduchost
V=V, a T =T, dostaneme substituci z =Vz v (1.25) problém

1
(2.30) min {5 ' Tz + gTa:} vzhledem k  ||Z]| < A,

TER™

kde g = VTg. Necht nakonec T = BDB? je diagonalizace T, kde B je ortonorméaln{
a D je diagondlni matice. Substituce z =Bz v (2.30) vede na diagonélni verzi

1 _ 7+ = _po _
(2.31) min {5 "Dz + ng} vzhledem k  ||Z|| < A,

TER™
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kde g =BTg=B?VTg. Tento diagondlni problém je snadno fesitelny uzitim lemmatu
2.6 amezi &r,&y podle (2.27) a (2.28). Pro rozklad matice A plati

VI'AV =T =BDB’ = A =VBD(VB)" =QDQ7,
kde D je diagonalni matice s vlastnimi ¢isly A.

Algoritmus 2.4 PouZiti vlastnich pdriu pro vipocet lokdlné omezeného kroku.

1. Polozime vy = HT}Hg'

Pomoci Arnoldiho algoritmu 2.3 provedeme rozklad VI AV = T.
Provedeme rozklad T = BDBT.

Polozime g:=(VB)Tg=QTg =3[, Vig;.

Spocitdme &, a &y podle (2.27) a (2.28).

Pomoci lemmatu 2.6 spocitdime x a &.

NS G e

Polozime x, =VBrx=Qzxr a & =¢.

K dosazeni dané chybové tolerance spoc¢itaného reseni vSsak muze byt zapotiebi velké k,
coz zpusobuje ulozeni velké plné matice V i dlouhy vypocetni ¢as jedné iterace.

Véta 2.2 Metoda pouziti vlastnich pdru, sestavend na zdkladé algoritmu 2.4, je globdlné
konvergentni.

DUKAZ: Vektor z je fesenim diagondlniho problému (2.31) a podle lemmatu 2.6 splituje
podminky véty 1.5 pro matici D a vektor g. Je tedy optimalnim lokalné omezenym krokem,
pro ktery plati nerovnost (1.11) potiebnd ke globélni konvergenci (poznamka 1.3). Protoze
viak plati ||z.|| = ||z]|, matice D m4 stejna vlastni ¢isla jako A a

(A+ Dz, +g=VBD+£D)(VB) 'z, + g=VB[D + &)z + 3] =0,

plati totéz i pro x,. O

2.3 Metoda psi nohy

Vypocet optimalniho lokalné omezeného kroku je pomérné narocny a proto byly vyvi-
nuty jednodussi metody, které hledaji pouze piiblizné feseni. Piesné feseni tlohy (1.25)
nahradime pfibliznym feSenim
(2.32) r=T79+TA g
na podprostoru generovaném vektory g a A~'g. Metoda psi nohy, vyvinutd Powellem,
nebo modifikovand metoda psi nohy Dennise a Meie, [08], [11], [34], [35], [45], [49], [60],
[68], [69], aproximuje Feseni x, tak, ze generuje po ¢astech linearni kiivku z(7) s vlastnosti,
ze Y(x(7)) je monotonné klesajici a ||z(7)|| je monotonné rostouci pro 0 < 7 < T.
Piiblizné feseni (1.25) je dano takto:

(2.33) min{y(z(7)), [lz(7)|| <A, 0 <7 <T}.
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V nasich ivahach budeme pracovat s Cauchyho bodem zc = a;9 a Newtonovym bodem
rn = apA g a k efektivnimu vyuziti této metody je tfeba mit uréité predpoklady na
matici A.

Piedpoklddejme nejprve, ze ¢?’Ag < 0. Pak matice A neni positivné definitni,
polozime x, = —ﬁ g a ukonéime vypocet. Jestlize gTAg > 0, budeme uvazovat Cau-
chyho bod z¢ = a1g, bod z 1-dimensionédlniho podprostoru sp{g}, ve kterém nabyva

funkce 9 lokélntho minima. Dosadime-li do funkce ¥ (x¢), zderivujeme a polozime rovno

gTg

- gTAg"
Necht nyn{ plati ||z¢|| > A. Pak polozime x, = —ﬁ g a ukoncime vypocet, protoze

nule, dostaneme o =

nemé vyznam pocitat Newtonuv bod zy, nebot plati ||z¢| < [|zn], jak uvidime déle.

V obou téchto pripadech ve vztahu (2.32) pro z, plati 7 = —ﬁ a 1 =0.

Necht tedy ||z¢] < A. Piiblizné fesen{ (1.25) budeme uvazovat ve tvaru
(2.34) T, = Tc + KV,

kde v je konkrétné zvoleny vektor a k je urCeno tak, ze |[|z.|| = A.
Jestlize neni matice A regularni, nelze spoc¢itat Newtonuv bod xy. V tom piipadé
zvolime vektor v tak, aby

vITAv <0, vI(Azc+g) <0, |jv] =1

(druha podminka udava pouze orientaci vektoru v) a x > 0 urcime tak, aby ||z,|| = A.
Pro takové x, plati

1 1
V() —dlae) = 5 (¢ + wv) Ao + ko) + g' (20 + w) — B roAze —glwe =
1 1
(2.35) = KrgAv+ 3 k2! Av + kg'v = kT (Aze + g) + 2 w*vT Av < 0.

Je to jediny piipad, kdy z, nem4 tvar (2.32). Vektor v se uréi pomoci zobecnéného Cho-
leského rozkladu, napt. Gilla a Murraye [18] nebo Buncha a Parletta [02].

Nyni se dostavame k pripadu, kdy je matice A reguldrni a lze spocitat Newtonuv bod
xn. Tento bod splituje Azy +g =0, takie as = —1. Matice A~! se nepocitd, provede
se opét Choleského rozklad nebo jeho zobecnéni. Jestlize plati ||zxn| < A, ukonéime
vypocet pro x, = xy, které je optimalnim fesenim problému (1.25).

vvvvvv

gty

2. = _2 7

oy =—Alg
a g"Ag > 0. Nejprve stanovime podminky, které urcuji, kdy je funkce 1)(x) monotonné
klesajici na tsecce spojujici body x¢ a xx. Libovolny bod na této tsecce oznacime
ZL’(19) :$c+19($N—l’c), Ve <0,1>
Lemma 2.7 Plati:

Oy (x(9))

(2.37) 5

= (1 -9)(zn —2c)" (Azc + g).
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DUKAZ: Protoze

(V) = % (o +V(an — 20)) Alze +d(ey —2c)) + ¢ (x0 + V(N — 20)),

pak

0y (z(V))

50 = (v —ze) Alwe + 9y = w0)) + 9" (av — 20) =

(xn —20) Alze +V(zn — 20)) — (28 — 20)T Ay =
= 1=y —z0)"Alze —zn) = (1 =9 (zy — 20)T (Azc + g).

O
Definice 2.1 Definujme cislo
T N2 T

(2:38) = gTA(sgzgg?Alg - ;;%fcz
Lemma 2.8 Necht g'Ag > 0. Pak jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:

1. (zny —z0)Twe >0,

2. pe(0,1),

3. (zy —xc)TAlxy — 20) > 0,

4. (xn —zc) (Azc + g) < 0.
DUKAzZ: Nechf (zy —2¢)Txe > 0. Pak podle (2.36) plati
(ex—zc) e = (ngng)Q (9"Agg"ATg—(9"9)*) >0 = g¢"Agg"A'g—(g"g)* > 0.

7 této implikace plyne
g Agg" A g > (gTg)P >0 = g'Alg>0.
Miuzeme tedy vydélit clenem g7 AggT A=lg, aniz se zméni znaménko nerovnosti a dosta-

neme
0<pB<l.

Naopak, jestlize 0 < 3 <1, pak plati (zy —z¢)Txc > 0. Podobné

(979 | (979 _
g"Ag  gTAg

(xy —2c)TAlzy —20) = g"A g2

_ ngg ("Agg"A g — (")) >0 = 0<B<l.
Koneéné pro g = —Axy mame
(25 — zc) (Azc + g) = —(zn — 20)" Alzy — 20),
takze vSechny podminky jsou ekvivalentni. O
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Dusledek 2.1 Necht g'Ag >0 a necht je splnéna libovolnd podminka v lemmatu 2.8.
Pak g"A71g >0, tedy a%xc >0 a3 je dobre definovino.

Z (2.37) a lemmatu 2.8 je patrné, ze chovani funkce ¢ (x) na tsecce (xc,zn) zavisi na
skaldrnim souc¢inu (zx — zc) zc.

Piedpoklddejme nejprve, ze (xny — zc)Txc < 0. Pak ¢(x) neni na tsecce (zc,Tn)
monotonné klesajici a polozime z, ve tvaru (2.34) pro v = —(zy —2¢) a k>0 uréime
tak, ze ||z,|| = A. Pro takto zvolené x, obdobnou upravou jako u (2.35) dostaneme

(2.39) ¥(zy) —Y(x0) = —K(xy — o) (Axe + g) + % /~€2(3§N - £E0)TA(£EN —x¢c) <0

podle lemmatu 2.8 (pozor na ekvivalenci, nebot predpoklddéme (xy — zc) zc < 0).

Zbyva uvazovat moznost, kdy (zy — zc)?wc > 0. Funkce ¥(x) je v tomto pripadé
na usecce (z¢, xy) monotonné klesajici a polozime x, ve tvaru (2.34) pro v = zy — z¢,
které spliuje (2.33). Kiivku z(7) metody psi nohy pro T = 2 definujeme tak, ze spojime
body x¢c a xy :

B TXC, 0<7<1
(2'40) :B(T) B { o + (T - 1)(1'1\7 - 1’0)7 I<7<2

Na obrazku 2.2 jsou znazornény oba ptipady:
vlevo (zy —2¢)Txe >0 avpravo (zy —xc)Tzc <0 a zpusob vybéru feseni w,.

Obrézek 2.2: Reseni metody psi nohy

Bod zy je optimalnim fesenim problému (1.25), pokud je ||zn]| < A. Protoze vsak
zde je jeho norma veétsi nez A, budeme se snazit k tomuto bodu alespon priblizit. Pokud
jetedy (znxy—zc)Txc > 0, provedeme modifikaci metody psi nohy tak, aby bylo zajisténo
priblizeni k Newtonovu bodu x .

Cauchyho bod je definovan tak, ze funkce 1(z) klesd monotonné do bodu z¢. Obdobné
pro Newtonuv bod plati, ze ¥ (x) klesd monotonné do bodu xy. Zavedeme bod ~vyxy, kde
v € (0,1) tak, aby byla splnéna podminka, ze funkce ¥ (z) je monotonné klesajici na
usecce (xe,yry). Konstrukel ukdzeme, ze existuje celd mnozina takovych ¢isel v s vyse
uvedenou vlastnosti. Oznacme

z(¥) = zc + d(yay —zc), ¥ €(0,1)
libovolny bod na tsecce (z¢,yzn) a hleddme 7 takové, ze

Oy (x(9))

1).
50 <0 W9e(0,1)
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Takze
T T T

9'g o, 9 gy o

9 = — I —~A = (-1 —9yA

z (V) gTAgg+ ( ol g+gTAgg) ( )gTAgg YAy
dz (V) 9'g .

- —HA
55 TAgd AT
1

P(x() = §$(19)TA$(19)+9T=’£(19),

coz po dosazeni a uprave dava

9y (x(9)) 0x(0)  p0x(V)

T
TR A —
o9 T A5 9 5y
T T T T
g g _ g g _ g g _
= [(19—1)‘9TA—99—197A 19] A {mg—VA 19} +g' [gTAgg_vA gl =
(9T9)2 (9T9)2 (9T9)2 2 T A—1 (9T9)2 T A —1
= (ﬁ—l)[gTAg—fygTAg —ﬁngAg—i-??”ygA g—l—gTAg—’ygA g=

= ¢"ATg[(0 = )8~ (9~ 178 — 998 + 977+ 5 — 1] =
= g"ATg I3 — 298+ B) + (B - 1)].

Tato funkce je linedrni a rostouci, protoze jeji derivace podle ¥ je

PO _ Al -5 + 80— ) > 0.

nebot B€(0,1) a g"A~lg >0 podle disledku 2.1. Tedy

OU(e() _ 0v(e(v)
99 a0 |,

= g A g [V = (B+1)y+ 8]

ze spojitosti funkce 1) a hleddme takové ~ € (0,1), pro které je tento vyraz nekladny.
Snadnym vypoctem zjistime, ze ~ € (5,1). Odtud plyne, Ze funkce ¥ () je monotonné
klesajici podél tsecky od x¢ ke yx pro vSechna

v € (B,1).

Dale ukézeme, ze norma Cauchyho bodu neni vétsi nez y-nasobek normy Newtonova

bodu.
Véta 2.3 Necht g"Ag >0, 3>0, v€ (B,1). Pak plati

(2.41) [zell < [lvaxll
Jestlize ||zcl| = ||[vanl|, pak zc =yznN.
DUKAZ: Plati

lgll*  llglllA gl _ llglI*l A"l

= A‘l < A—l _ '
g"Ag lgl[Ag] = ¢TAggTA g BIAT gl < Al[A7gll = [hanll

lzcll =

Jestlize ||zc|| = ||yxn||, pak jsou viude rovnosti a plati v =3 a ||g|||A"tg|| = gT A 1g.
Tedy g =aA'g prongjaké a >0, cozspolus |zc| = |yzy| dévd zc=~ay. O
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Disledek 2.2 Specielné pro v =1 plati:
L laell < llonll a jestlize |[zcl| = ||lznll, pak zc=an.
2. Y(x) je monotonné klesagici od Cauchyho bodu x¢ k Newtonovu bodu x .

Daéle jiz muzeme definovat kiivku modifikované metody psi nohy.

TXC, 0< 71,
(2.42) 2(r) =< zo+ 5 (yan —a0), 1<7< 147,
(1 — Day, l+y<7<2.

Jako Feseni x, opét uvazujeme bod spliujici (2.33).
Na obrazku 2.3 jsou znazornény Cauchyho bod x¢, Newtonuv bod zy, bod vz,
kiivka z(7) metody psi nohy (krétce ¢drkovand), modifikované metody psi nohy (dlouze

carkovand) a teseni x, metody psi nohy (teckovand ¢ara) a modifikované metody psi nohy
(plna cara).

Obrazek 2.3: Ktivka z(7) metody psi nohy

Na zaver shrneme vsSechny ivahy do algoritmu. Budeme uvazovat obé verze této me-
tody. Jestlize polozime ~ = 1, dostaneme jednoduchou metodu psi nohy, polozime-li
~v = [, dostaneme modifikovanou (dvojitou) metodu psi nohy.

Algoritmus 2.5 Metoda psi nohy pro vypocet lokdlne omezeného kroku.

1. Spocitame n = g'Ag. Jestlize n <0, pak :v*:—ﬁg a STOP.

2. Urcime vektor xo = —g%ifg g. Jestlize ||zc|| > A, pak x, = —H%”g a STOP.
3. Je-li matice A requldrni, uréime vektor xn = —A~lg a prejdeme na krok 5.

4. Urcéime vektor v tak, Ze
H'U” = 17 UTAU < O, 'UT<A.§CC —|—g) < O7

polozime x, = xc + kv, kde k>0 je urceno tak, Ze ||x.| = A, a STOP.
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5. Jestlize ||zn|| <A, pak x,=xn a STOP.

6. Jestlize (xy—zc)'zc <0, polozime z, = xc—r(zy—2zc), kde k>0 je uréeno
tak, ze |lz.|| = A, a STOP.

o o . (9T 9)? _ zlze
7. Polozime ~v=1 nebo ~ = TAGTA Ty — 967510'
8. Jestlize ||yxy| < A, polozime z, = _HxA_NH ry a STOP.

9. Polozime z, = xc + k(yany —x¢), kde k>0 je urceno tak, zZe ||z.|| = A.
Véta 2.4 Metoda psi nohy, sestavend na zdkladé algoritmu 2.5, je globdlné konvergentns.

DUKAZ: Podle poznamky 1.3 staci ukdzat, Ze pro x, je splnéna nerovnost (1.11). Dukaz
rozlozime na nékolik ¢asti podle toho, jak algoritmus 2.5 konéi pro z,.

o Jeli gTAg<0 nebo g"'Ag >0 a |z¢] > A, pak z, = —”%‘ g. Pro takové z,
plati nerovnost (1.11) podle (1.22).

e Necht tedy |z¢|| < A. Pak pro z¢ plati nerovnost (1.11) podle (1.21).

e Neni-li A regularni, pak polozime x, = x¢ + kv pro jistd kK a v a podle 2.35 plati
Y(z,) — Y(xe) <0, takze pro x, plati nerovnost (1.11).

e Je-li A regularni a |zy|| < A, pak x, = xy a z, je optimdlni krok, pro ktery
plati (1.11).

o Jestlize ||zn|| > A a (xy—2c)T2c <0, pak x, = xc+kKv pro v=—(ry—2¢)
a jisté k. Pro takové x, plati ¥ (z,) — ¢ (xzc) <0 podle 2.39, takze i (1.11).

e Konetné, pokud (zy — z¢)'zc > 0, pak je funkce 9(z) na tsecce (zc,yry)
monotonné klesajici. Plati tedy (z,) < ¥(z¢), atimi (1.11). O

Kromé metody psi nohy, kterd hleda piiblizné feseni na dvoudimenzionalnim podpro-
storu, muzeme téz uvazovat presné teseni nasledujici tlohy. Uvazujme opét feSeni x ve
tvaru (2.32), kde 71 a 7 jsou urceny tak, ze ||z|| < A. Takové x dosadime do vzorce pro
1 a dostaneme

1
V() = S (ng+nA 9 Al(rg+ A 9) + ¢ (g + A 'g) =

2
_ 1 QTAQ ng T1 T T A -1 T1
- 5 (71, 72) ( ng gTA—lg T + (9 g, g A 9) -

Dale plati

T T A -1
T . _ —1 T -1\ _ 99 g Ayg 1
z'r = (g + 1A g) (Mg + 1A g) = (11,7) ( A g (A 1g)T(Ag) ) ( 7_2 )
Vektor A~lg se spocitd pomoci vhodného rozkladu matice A. Dostdvame 1lohu mini-
malizace funkce

N 1 .- N
P(1) = §TTA7' + g7t vzhledem k ||7'||% =77Cr < A?
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kde

T T T T T A -1
i_(9A gy - g9y = 99 gAg
(2‘43) A—< ng gTA—lg>7 g_(gTA—lg)a C—(gTA—lg gTA—2g>7
pro vektor 7 = (11,72)T € R?, kterou budeme fesit pomoci Choleského rozkladu, algo-
ritmus 2.2.

Resenf 7, je feSenim rovnice (A 4 £€C)7 = —§, poznamka 1.5, pro jisté &. Polozime
tedy
~ 1 1
¢ =~ —
A 7lle

(plati 7= 17(§)) a postupujeme obdobné jako v dukazu lemmatu 2.1

- 171l CTy
P ==5  lllz= —
HE e
Zderivujeme obé strany rovnosti (A +¢& é)T = —§ a dostaneme
—(A+£C)ICr.

Takze za predpokladu, ze A +¢C = RTR, méme
TTCT(RTR)'Cr

[l

(€)=~

Jestlize definujeme vektor w € R? tak, ze
R7w = CT,
pak Newtonuv krok £* mé tvar obdobny vztahu (2.10)
I7IE (Il — A
(2.44) ¢h=¢+ ~C-( & )
o] A

Krok 5. algoritmu 2.2 dostane nésledujici podobu. Necht @ € R? je vektor, ktery
aproximuje vlastni vektor ¢; prislusny nejmensimu vlastnimu ¢islu A1 matice A, pro néehoz

plat{ ||#]lg = VTCo = 1. Pak pro &islo &, které splije |74 £0]|s = A, plati obdoba
vztahu (2.16)
22— el

(2.45) K=— - =
71 Ci -+ sgn(r7Co), /(77Co)? + A2 — |72,

Algoritmus vypada takto.

Algoritmus 2.6 Kombinace metody psi nohy a Choleského rozkladu
pro vypocet lokdlne omezeného kroku.

Sestavime A, §,C  podle (2.43) a postupujeme stejné jako v algoritmu 2.2, kde na-
hradime veliciny takto:

n=2 A~A g~g x~71 |z]|~|7ls (A+I=RTR)~ (A+£C=R'R).

Cislo k pocitame podle (2.45) a € podle (2.44). Jakmile ziskdme teseni 1, = (11, 7)),
polozime x, = 119 + A lg.
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Véta 2.5 Kombinovand metoda psi nohy a Choleského rozkladu, sestavend na zdkladé
algoritmu 2.6, je globdlné konvergentni.

DUKAZ: Protoze se fesi pfesné tloha pro QZ(T) podle algoritmu 2.2, je 7, optimalni krok
této modifikované tlohy, takze x, je optimalni krok na dvoudimenzionalnim podprostoru
sp{g, A"'g}. Proto pro libovolné z z tohoto podprostoru plati 1 (z,) < ¢(x). Jelikoz z¢
patii do tohoto podprostoru, plati (z,) < ¥(zc) a je tedy splnéna nerovnost (1.11)
podle (1.21). O

2.4 Pouziti metody sdruzenych gradientu

V této casti se budeme vénovat metoddm, které hledaji feSeni problému (1.25) na
podprostorech prostoru R". Jako Cauchyho bod je definovano feseni problému

(2.46) min (x) = leAw +gz, || <A,

z€esp{g} 2
tedy bod, ve kterém nabyva funkce v lokalntho minima, je z 1-dimensiondlniho pod-
prostoru sp{g}. Stejné tak lze uvazovat minimum v na 2-dimensiondlnim podprostoru,
atd. V téchto pripadech lze Tfeseni snadno nalézt, protoze tyto podprostory jsou malé. V
obecném problému (1.25) je vSak hledany prostor R” velky. Budeme proto uvazovat fesent
x, kompromisniho problému

(2.47) min ¢(z), [z <A,
xGICk+1

kde

(2.48) K1 =sp{g, Ag, A%, ..., Alg}

je Krylovuv podprostor generovany vektorem g a matici A. Nejprve najdeme béazi tohoto
podprostoru a fesenim problému (2.47) bude linedrni kombinace této baze.

Jako prvni pouzil myslenku sdruzenych gradientu Steihaug, [26], [35], [45], [60], [68].
Strucné ukazeme princip této metody, kterd generuje po castech linedrni ktivku, jejiz
koncové body jsou iterace sdruzenych gradientu. Proces ukonéime v tom bodé, ve kterém
tato kiivka opusti hranici. Metoda je dobie definovana pro libovolnou matici A a je
vhodna pro rozsahlé problémy.

Je-li A positivné definitni a ||z,|| < A, pak minimum z, spliiuje rovnici Az+g¢g = 0.
Jako residuum oznacime vektor r = Ax + g.

V nasledujicim algoritmu uvazujeme tii ruzna kriteria ukonceni iteraci:

e Zjistime-li, ze matice A neni positivné definitni, ukonéime proces prodlouzenim i-té
iterace na hranici.

e Je-li norma (i 4+ 1)-ni iterace vétsi nez A, prodlouzime i-tou iteraci na hranici a
skoné¢ime.

e Je-li residuum dostatecné malé, skonc¢ime s i-tou iteraci jako aproximacnim reSenim
problému (2.47).

Je-li spoctend iterace x;;; uvnitt kruhu o poloméru A (jeji norma je mensi nez A), lze ji
prijmout a muzeme pokracovat dalsi iteraci.
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Algoritmus 2.7 Metoda sdruzenych gradientu pro vypocet lokdlné omezeného kroku.

Zvolime ¢ € (0,1) a polozime xq =0, rg =g, po = —To, © = 0.
1. Spoéitame n; = pf Ap;. Je-li m; > 0, prejdeme na krok 2. Jinak urcime k > 0
tak, Ze ||x; + kpi|| = A, poloZime x, = x; + Kkp; a STOP.

T

./ TST;
2. Polozime «; = _n a4 Tiy1 = T; +oup;.
1

(a) Je-li ||ziy1]] > A, wréime k > 0 tak, Ze ||z; + kpi]| = A, polozime
T, =x; + Kkp; a STOP.

(b) Je-li ||xiv1|| = A, polozime z, = ;41 a STOP.
(c) Je-li ||ziv1|| <A, prejdeme na krok 3.

3. Spocitdime 11 =r; +a;Ap;. Je-li ||riga| <ce€llgll, polozime x, = x;11 a STOP.
Jinak prejdeme na krok 4.

o, I i . . .
4. Polozime B; = “F+"2, piy1 = —7Tiw1 + Bipi, =1+ 1 a ndvrat na krok 1.

T,L- T
Po ukonceni iteraci ziskame aproximacni feSeni x, a mohou nastat tyto tii piipady:

x; + kp;, k>0, pro n; <0, bod 1.
T, = r; + kp;, k>0, pro n; >0, bod 2a.
Titl, body 2b. a 3.

Nyni ukdzeme, ze posloupnost {||z;| }ien, je ostie rostouct, zatimco posloupnost funkénich
hodnot {t¥(z;)}ien, ostie klesajici. Nejprve ukdzeme nékteré vlastnosti metody sdruzenych
gradientu.

Lemma 2.9 Necht n; = pfAp; # 0, i = 0,1,...,k a wvaZujme iterace generované
algoritmem 2.7. Pak plati

(2.49) piAp; =0, 0<i<j<k,
(2.50) rir; =0, 0<i<j<k,
(2.51) ripy=—r;r;, 0<i<j<Fk,

T T;‘-FTJ- T . .
(2.52) pip;=——pipi >0, 0<i<j<k,

r;r;
1(rTr)?
(2.53) V(i) = vle) - 5 i) << g
i

DUKAZ: Provede se indukei s vyuZitim vztaha v algoritmu 2.7. O

Véta 2.6 Necht {z;}j=01,.i jsou iterace generované algoritmem 2.7. Pak:

1. Posloupnost {||x;]|}j=01

sy

i Je ostre rostouct a

(2.54) [l > [l ]
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2. Posloupnost {1 (z;)}j=o1,..,
(2.55) P(@,) < P(2s).

i je ostre klesajici a

DUKAZ:

1. Z kroku 2. algoritmu 2.7 plyne

j—1
(256) Tj=Tj-1 + Q;_1Pj—1 = Z&kpk, j = 1, Ce ,i
k=0
a
(2.57) a;>0, j=01,. . i—1
Odtud podle (2.52) je
(2.58) xfpj = qopypj + .-+ &j,lpjr_lpj >0, j=1,....,1i.
Nyni
(2.59) x]TijH = (z; + a;p;)" (z; + a;p;) > x]Ta:j, j=0,1,...,1

podle (2.58) a (2.57). Odtud plyne, ze posloupnost {||z;||};=o1,.; je ostie rostouci.
Je-li x, = x;41, pak (2.54) plyne z (2.59). Je-li x, = x; + kp;, pak

T
*

podle (2.58) a toho, ze x > 0. Odtud plyne (2.54).

T T 2, T T
T, Ty = T; T + 262, p; + K°D; pi > T; X

2. Jelli m; >0, j=0,1,...,i—1, pakz (2.53) plyne, ze posloupnost {¢(x;)};—01...
je ostre klesajici.
Je-li x, = 41, pak (2.55) plyne odtud. Je-li z, = z; + kp;, pak

(2.60) (Azx; + g)Tpi = riTpi = —TiTTZ' <0
podle (2.51) a déle

e Je-li 7 >0, pak z algoritmu 2.7 plyne ||z;|| < A a zaroven ||z;41] > A.
Plati tedy ||z.||=A pro z, = x; + kp;, kde 0 <k < oy, az (2.53) plyne
W(wip1) < ¥(x;). Definujme funkei

1

1
w(k) = (i + Kp;) — (i) = 2 HQPiTAPi + Ii%TApi + kg p; = 5 K

Plati w(0) =0 a w(a;) < 0. Tato funkce je pro 0 < k < o klesajici, minima

nabyva pro k=125 = o, Tedy w(z:) > (; + mps) > (i)

e Je-li n; <0, pak z algoritmu 2.7 plyne ||z;|| < A. Nyni

2 ||2

ﬂi—/f||7“i

1
U(x; + kp;) = 5 (x; + /@'pi)TA(xi + kpi) + gT(:cl- + Kkp;) =

1
= (x;) + k] Api + 5 K*p; Api + Kg'pi =

= () + o W+ (A )T < 0

podle (2.60).
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V obou piipadech tudiz pro z, = x + kp; dostavame vztah (2.55). O

V praxi se rovnéz zkousela kombinace metody sdruzenych gradienti s metodou psi
nohy. Ukazuje se, ze tyto metody konverguji témér stejné dobre jako metody s optimalnim
lokalné omezenym krokem a efektivita téchto metod zalozenych na promitani do podpro-
storu generovaného vektory g a A~!g se piilis nezméni, nahradime-li presné feseni tilohy
(1.25) piibliznym fesenim z = 79 + oA "!g. Kratce uvedeme obecnéjsi algoritmus.

Zvolime m > 1, spocitame m kroku metody sdruzenych gradientu a jsou-li vSechny
iterace uvnitt oblasti, pfejdeme na metodu psi nohy. Uvazujme iteraci x,, a Newtonuv
bod z,, pro ktery plati Az, +g =0 a uvazujme libovolny bod z(9) = z,,, + ¥(x, — )
na usecce (x,,x,). Plati tato véta.

Véta 2.7 Necht plfAp; >0, 0<i<m—1, kde m >1 auvazujme iterace generované
algoritmem 2.7. Necht ||zl < A a Az, +g=rn, #0. Necht x, € R" je vektor
takovy, Ze Ax, + g=0. Pak plati:

(2.61) % = (L=9) (20 — ) .
DUKAZ: Provede se stejné jako u vztahu (2.37), kde za x¢ dosadime z,,. a

Tvrzeni této véty tvoii zdklad nasledujiciho nového algoritmu, ktery vychazi z analyzy
metody psi nohy v §2.3.

Algoritmus 2.8 Kombinace metody sdruzenijch gradienti a psi nohy
pro vypocet lokdlné omezeného kroku.

Zvolime ¢ € (0,1), m > 1 a polozime xo =0, ro =g, po = —7ro, @ = 0.

1. Spocitame m; = pI Ap;. Je-li m; > 0, prejdeme na krok 2. Jinak uréime x > 0
tak, Ze ||x; + kpi|| = A, poloZime x, = xz;+ Kkp; a STOP.
T,..

v/ TS
2. Polozime «; = Zn‘l 4 Ti1 = Tj + Q;p;.

K3

(a) Je-li ||ziy1]] > A, wréime k > 0 tak, Ze |z; + &pi|| = A, poloZime
T, =x; + kp; a STOP.

(b) Je-li ||xiw1|| = A, polozime x, = x;41 a STOP.
(c) Je-li ||zl <A, prejdeme na krok 3.

3. Spocitdme 11 =r; +a;Ap;. Je-li ||ripa| < e€llgll, polozime x, = x;11 a STOP.
Jinak prejdeme na krok 4.

4. Jestlize 1+ 1=m, prejdeme na krok 5. Jinak poloZime

rL o rigg . . ,
B = S piy =11+ Bipi, =1+ 1 a ndvrat na krok 1.

i
5. Resime soustavu Ax, +g=0. Jestlize |x,| <A, polozime x, =x, a STOP.

6. Jestlize (x,—xm) rm >0, polozime x, = Ty —k(Ty —1,), kde k>0 je uréeno
tak, Ze |lz.|]|= A, a STOP.

7. Jestlize (xy, — )Ty <0, poloZime x, = Ty + k(2 —2,), kde k>0 je urceno
tak, ze |lz.|| = A, a STOP.
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Obvykle volime m < 5. Pro m =1 dostaneme jednoduchou metodu psi nohy.
Podle poznamky 1.3 jsou obé tyto metody globalné konvergentni, jestlize x, spliuje
nerovnost (1.11).

Véta 2.8 Necht {x;}j—0..; jsou iterace generované algoritmy 2.7 a 2.8 a necht plati
nj = p;j TAp; >0, j=0,. ,i. Pak je pro x, splnéna nerovnost (1.11).

DUKAZ: Z véty 2.6 a vztahu (2.53) plyne

1 (rTry)2 1 2
_Qﬁ(l‘*) > —w(ml) > ... > —1p(x1) — _¢(1’0) 4 5 (7"0777(")0) _ 5 (7’0;0230 >
Loty Bl Ly, L
= *
> 5 Toietag ~ 319 gy 2 3ot min {1l i
kde o =1. -

2

Disledek 2.3 Pouziti metody sdruzengjch gradientu, resp. jeji kombinace s metodou psi
nohy, sestavené na zdkladé algoritmu 2.7, resp. 2.8, je globalné konvergentni metodou.

2.5 Predpodminéna metoda sdruzenych gradientu

Pro velké ridké systémy je vhodné predpodminit metodu sdruzenych gradientu uzitim
symetrické a positivné definitni matice C € R™*". Jestlize pouzijeme metodu sdruzenych
gradientu, algoritmus (2.7), na minimalizaci kvadratické funkce

- 1 .-
J(@) = 5 A+ T, ) < A,
kde ~ 1 1 1 1
(2.62) A=C:2ACz2, g=C2g, 1x=Cx2x,
a polozime-li ) .
r;=C21;, 1r; =027, Cz2p;,

dostaneme predpodminénou metodu sdruzenych gradientu. Matice C ~ A se voli tak,
aby A byla lépe podminénd nez A a aby C byla snadno invertovatelnd. Nejcastéji se
provede netiplny rozklad A ~ RTR a polozime C = RTR, kde horni trojihelnikova
matice R ma stejnou strukturu nenulovych prvki jako matice A.

Pouziti pfedpodminovace C zméni omezeni ||z|| < A na |[|z]c = VaTCx < A, coz
je tieba algoritmicky oSetrit.

Algoritmus 2.9 Predpodminénd metoda sdruzenych gradientu
pro vypocet lokdlne omezeného kroku.

Zwolime ¢ € (0,1) a poloZime xo =0, ro =g, po=—C lrg, i =0.
1. Spocitdime m; = pf Ap;. Je-li n; > 0, prejdeme na krok 2. Jinak uréime r > 0
tak, Ze ||z; + kpi|| = A, polozime x, = x;+ kp; a STOP.

. rI'c-1
2. Polozime o; = = .
1

G Tip1 = Tj + OuP;.
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(a) Je-li ||zi1]| > A, wuréime & > 0 tak, Ze ||z; + kpil| = A, polozime
Ty =x; +Kkp; a STOP.

(b) Je-li ||xip1|| = A, polozime x, =x;41 a STOP.

(c) Je-li ||ziv1|| <A, prejdeme na krok 3.

3. Spocitdme 11 =r; +a;Ap;. Je-li ||ripa| < e€llgll, polozime x, = ;11 a STOP.
Jinak prejdeme na krok 4.

7‘5_10717}‘4,1

e Pirn = —C7lrip + Bips, i =i+ 1 a ndvrat na krok 1.

4. Polozime [; =

Je nutno poznamenat, ze posloupnost norem {||z; ||} nemusi byt monotonneé rostouci. To
plati pro posloupnost {[|Z;||} = {||z;llc}. Vypocet ukoncime, jakmile bod z;4; prekroci
hranici A, tj. |[|z;41]] > A. Ziskané ptiblizné feseni z, proto nemusi byt tak dobré jako
u nepredpodminéné metody sdruzenych gradientu, kde normy iteraci rostou monotonné,
avSak pouzitim pfedpodminéni docilime zrychleni konvergence.

K dikazu globalni konvergence této metody pouzijeme poznamku 1.3.

Véta 2.9 Necht C je matice predpodminéni a x(C) jeji ¢islo podminénosti (pozndmka
A.3). Jestlize je splnéna podminka

k(C) < C < o0,
pak pro x, plati nerovnost (1.11).

DUKAZ: Nerovnost, kterou mame dokézat, plati pro ¢(Z,) s konstantou & € (0,1), véta
2.8. Ze vztahu (2.62) plyne

Y(e)=9@), Al <IC=PIAlL lgll < ICzIlgll, el < [C=]l]1Zl,

takze

~ o . B g
() = —d(&) zg|g||mm{||x*||,”—~”} >
A
B [ I O lgl }_
g1 1 1 12 =
i MM e ICHIC EPA]

g
o)), —2l_ } >
R(CHIA]

[ gl _ G win e p ol
k(C2) K(c%)nAn} ~ #(C) ol {H <l IAH}

v
[SE

= Ql=
= —

z.

=
— —

a protoze je 1 < k(C) < C < oo, polozenim ¢ = L5 dostaneme 0 < o < 1. a

L
c

Dusledek 2.4 Predpodminénd metoda sdruZengch gradientu, sestavend na zdkladé algo-
ritmu 2.9, je globdlné konvergentni.
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2.6 Pouziti Lanczosovy metody

V této casti pouzijeme pro vytvoreni baze Krylovova podprostoru Ky, 1 pomoci me-
tody sdruzenych gradientu myslenku Lanczosovy metody, [08], [23], kterd generuje orto-
normalni bazi Kpy1 = sp{g, Ag, A%g,...,A*q} =spla, @1, ..., @}

Algoritmus 2.10 Metoda sdruzenych gradientu (CGM).

Polozime rg =g, po=—r¢9 apro 7=0,1,...,k—1 provedeme:

T,..
rirj

" ) — . .
1oy = T Ap;> Tj+1 = Tj + a;Ap;,

rT o
_ Tj41Tatl _
2. Bj=Fm— Pint = =i+ B
J

Algoritmus 2.11 Lanczosova metoda (LM).

Polozime to=g¢g, g1 =0 apro 7=0,1,...,k provedeme:
Loy =4l @ =5t,
2. 0; =q] Agj, tj1 = Ag; —0iq; — 41

Metoda CGM konéi pro rg; 1 =0 a v Kiy1 generuje A-ortogondlni bazi pg, p1, ..., Dk,
zatimco metoda LM konéi pro tx1; = 0 av Kk generuje ortonormdlni bazi qo, ¢1, - - ., qk-
Lanczosovu iteraci lze psat v maticovém tvaru

(2.63) AQi = QiTx + Yrs 1164115
kde Qi = (qo,---+qr), QEQk = Ipp1 a Ty € RFFDXFHD e ti{diagonalni matice

do a!

(2.64) T,=| ™ _51
T Yk
e Ok

Déle plati vztahy
(2.65) Qi AQ, =Ty, Qig="e1 a g="od

Prvni rovnost plyne z (2.63). Déle ¢ = %to = ﬁg a proto je qlg = gl = a
@g=0Vi#0. Tedy QFg=pe;. Tim jsou dokdzdny druh4 a tieti rovnost (2.65).

Protoze residua {ry} jsou ortogondlni, vztah (2.50), muzeme Lanczosovy vektory g¢;
ziskat z iteraci sdruzenych gradientu pomoci vztahu

1
(2.66) q,:aiﬂri, i=0,1,...,k kde o;==%1,
T

jak lze nalézt napt. v [19] a plati ndsledujici lemma.
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&

Lemma 2.10 Uvazujme algoritmy CGM a LM a necht «; #0, j =0,...,k. Pak plati
o; = —0i1 sgn(a;1), o9=+1

a matici Ty lze vyjadrit ndsledujicim zpusobem

1 vBo
ag |ovo |
VB 1 + Bo VB
loo| a1 " a0 ol
VB1 .
(2.67) T, = e
. Br—1
) ok —1]
VB-1 1| et
ok —1] ag + ak_1

DUKAZ: Pouzijeme algoritmy CGM a LM a vyuzijeme A-ortogonalitu sméru {p;} a or-

togonalitu residuf {r;}. Z (2.65) plyne ¢y = @ g= m ro atedy o9 = +1. Oznacime-li
dale
Pr= (po,.--.pr), Rk =(ro,...,m), Sp=diag(oo|roll,....oxlrsl) a
-1 Bo
Bk _ ° . * . ’
e Brer
—1
pak lze psat Ry = QiS, a Ri = P.B;. Protoze «; = I}’T—;; a sméry {p;} jsou
A-ortogondlni, plati
T T 1 1
PTAP, = diag (7"0 oo T”k) — S, diag (—, L —) S
(&%) (67 (7)) (072

T .
Déle gB; = % a tudiz
=1 o901V o
SiB.S; ' = h h
Ok—10k\/ Pr-1
-1
Nyni dosadime za T} a dostaneme

T, = Q/AQ:=S,'R[AR;S;' =S,'B{P,AP;B;S;' =

= S, 'B;S, diag <ii> SyBirS, ' =
O O
w4
(2.68) _ | e "‘%,+§_g N
T . —O0k-10k ~q,—,
—0k—1 0% akil alk—i-i’z—j

o6



Ziskavéme vyrazy pro 6;, i = 0,...,k, a protoze ~; = ||t;]] > 0, vychdzi srovnadnim

prvku matic (2.64) a (2.68), ze v; = ‘—”Of:‘l
jsme prevedli matici Ty (0,7) na matici Ty(c, ). O
Nyni se vratime k problému (1.25) a uvazujme feseni z Krylovova podprostoru Ky, :

r € Kpr1 ={x € R": x = Qih}, tedy feseni je tvaru

a 0;,-10; Sgn(czi,l) = —1, 1= 1, .. .,k. Tim

(2.69) = Qphu,

kde zj tesi problém

.ZG]CkJrl

1
(2.70) min {5 v Ax +ng} vzhledem k ||z|| < A.
Ze vztahu (2.65) plyne po dosazeni, ze vektor hy, Fesi problém

1
(2.71) min {5 R Th + (VOel)Th} vzhledem k ||| < A.

heRk+1
Podle véty 1.5 plati
(2.72) (Tk + &xli1) . = —0er,
kde Ty + &Ip1 =0, & >0 a &([|hk]| — A) =0. Odtud a ze vztahu (2.65) plyne

Qi (A +&L)xr = Qf (A + &1,)Quhy = (Tr + &L )he = —y0e1 = —Ql g

a dale

Eelllzkll = A) = &([|hk]| — A) = 0.

Vidime, ze zj je Galerkinova aproximace k x, z prostoru generovaného matici Q. Ptame
se tedy, jak dobra tato aproximace je, konkrétné jaka je chyba (A + &I,)zx + ¢.

Véta 2.10 Plati:
(A +&L)xe + 9 = Yer1 - €ppr e - Qs

a tedy
(2.73) I(A + & L)k + gll = Yesr - lef Pl

DUKAZ: Pouzijeme vztahy (2.63), (2.72) a (2.65):

Az, = AQuhy = QuTrhy, + Vs (e he) et =
= —Qu(&hr +10€1) + Vor1 (€t 1) Gern =
= —&Quhi — 0Quer + Vet (€ ) st =
= =&k — Y090 + Vi1 (€por ) Qo1 = =&k — g + Vi1 (€pr ) Q1 -

Odtud jiz snadno plyne vztah (2.73). O
Tedy k tomu, abychom zméfili chybu, staci znat ¢islo 41 a posledni slozku vektoru hy.
Chyba bude mala, bude-li malé alespon jedno z téchto dvou cisel.

Nyni se zaméfime na problém (2.71) a uvedeme nékeré vlastnosti Lanczosovy metody.
Zacneme jednoduchou definici.
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Definice 2.2 Rekneme, Ze symetrickd tridiagondlni matice je degenerovand (reducibilni,
rozloZitelnd), jestlize alespon jeden prvek mimo diagondlu je nulovy. V opacném pripadé
rekneme, Ze je nedegenerovand (ireducibilni, nerozlozitelna).

Lemma 2.11 Necht obecnd tridiagondlni matice T je nedegenerovand a v je vlastni vek-
tor matice 'T. Pak proni sloZka v je nenulovd.

DUKAzZ: Uvazujme vztah Tv = puv pro néjaké vlastni ¢islo p matice T. Nechf prvni
slozka v(M) vektoru v je nulova. Protoze T je nedegenerovani, je nutné druhd slozka v(?
rovna nule. Obdobné dostaneme v rovno nule, atd. Tedy v® =0 Vi, coz je spor. O

Lemma 2.12 Necht matice T}, je nedegenerovand. Pak singuldrni pripad nemiZe nastat
pro problém (2.71).

DUKAZ: Necht singuldrni pripad nastane. Pak podle definice singuldrnfho ptipadu (defi-
nice 1.11) je vektor ype; ortogonélni na vy, coz je vlastni vektor odpovidajici nejmensimu
vlastnimu ¢islu py matice Ty. Plati tedy

0 =yelv, = 70U,(€1) +0- U,E?) +... = v,il) =0,

protoze 7y je norma nenulového vektoru g. Prvni slozka vlastniho vektoru je nulova a to
je spor. O
Dusledek 2.5 Necht matice T,_; je nedegenerovand. Pak singuldrni pripad nemiize na-
stat pro puvodni problém (1.25).

DUKAZ: Je-li k = n — 1, pak sloupce matice Q,_; tvoii bdzi prostoru R™. Problémy
(1.25) a (2.70) jsou proto identické a mezi (2.70) a (2.71) existuje reguldrni transformace.
Tvrzeni dusledku plyne z predchozi véty v pripadé k=n — 1. O

Dausledek 2.6 Jestlize pro problém (1.25) nastane singuldrni pripad, pak se Lanczosova
tridiagondlni matice T,_1 degeneruje v néjakém bode k < n — 1.

Lemma 2.13 Necht T}, je nedegenerovand, hy a &, spliugi (2.72) a Ty + &Ipyq = 0.
Pak Ty + gk;:[k—&-l > 0.

DUKAZ: Sporem: necht je T} + &Iy singuldrni. Pak existuje nenulovy vlastni vektor
Uk, pro ktery je (T + &klpr1)vr = 0. To spolu s (2.72) implikuje, ze

0= v (Tx + &Xiy1) e = —Yovf e = —700121)-
1) _

Protoze 7y je norma vektoru g, ktery je nenulovy, je nutné v, ’ = 0, coz je spor. Matice
Tr+& k1 je tedy regularni, podle predpokladu positivné semidefinitni, tudiz je positivné
definitni. O

Pokud je tedy matice T} nedegenerovand, ma rovnice (2.72) jediné feseni h; € R 1.

Lemma 2.14 Necht e} hy = 0. Pak matice T}, je degenerovand.

DUKAZ: Necht Tj je nedegenerovani. Podle predpokladu je h,(fH) = 0. Protoze T}
je nedegenerovand, tak z (k + 1)-ni slozky rovnice (2.72) plyne, ze h,(gk) = 0. Obdobné

) = 0, atd. az ze druhé slozky téze rovnice vyplyne h,(cl) =0. Ale to je

dostaneme h,(f_l
spor, nebot soucasné z prvni slozky plyne, 7Ze hg) # 0. Tedy T} je degenerovana. O

Nyni pfistoupime k feseni problému (1.25).
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e Necht nenastane singuldrni pipad. Dokud jsou matice T;, ¢ > 1 nedegenerované,
plati hEZH) # 0 podle lemmatu 2.14. Jestlize existuje k takové, ze se Ty degeneruje,
tedy ze 741 = 0, pak ziskdvame feseni problému (1.25), véta 2.11.

e Jestlize nastane singularni ptipad, pak se matice T} pro néjaké k < n —1 podle
dusledku 2.6 degeneruje a ma [-blokové diagonalni tvar

T
(2.74) T), = &
Ty,

kde 741 =0 pro ¢ =1,...,l. Pro feseni problému (1.25) plati véta 2.12.

Véta 2.11 Necht pro problém (1.25) nenastane singuldrni pripad, necht Y41 = 0 a
necht matice Ty, je nedegenerovand. Pak x) tesi problém (1.25).

DUKAZ: Protoze nenastane singularni pifpad, plati ¢ £ Si, kde S; je prostor vlastnich
vektoru asociovanych s nejmensim vlastnim ¢islem \; matice A. Podle lemmatu A.1 je
A1 téZ nejmensim vlastnim ¢islem matice Ty. Vektor z; nyni spliuje podminky véty 1.5:

° (2.72) = Ty +§ka+1 -0 = fk > -\ = A +§kIn >0, navic fk > 0;
o (2.69) = |zl =l = &zl = A) = &[]l — A) =0;
e 273) = [[(A+&L)rr+gl=0 = (A+&L)z+9=0. O

Zédané feseni tedy dostaneme z prvniho a jediného nedegenerovaného bloku Lanczosovy
tridiagondlni matice Tj. Zbyva uvazovat moznost, ze se matice Ty degeneruje na [ bloku
tvaru (2.74), tedy ze pro problém (1.25) nastal singuldrni piipad. Predpoklddejme, ze
posledni blok Ty, je prvni, jehoz nejmensi vlastni ¢islo se rovnd nejmensimu vlastnimu
¢islu A\; matice A. Necht dale [hy,,&,] je Feseni problému (2.71), kde namisto Ty je jeji
prvii nedegenerovany blok Ty, . Pak 1ze uvazovat dva ptipady.

Véta 2.12 Necht pro problém (1.25) nastane singuldrni pripad a T} md blokovy tvar
(2.74). Pak

1. Je-li =\ <&, pak reseni [vg,&] problému (1.25) je ddno takto:
T = Qrhiys &k = &

kde Qi, = (qo,...,qr) € R>®+D g p € RMFTL fesi positivné definitni systém
(T, + Sra Loy +1) By = =061

2. Je-li —\y > &, pak eseni [vg, &) problému (1.25) je ddno takto:
rr = Qrhe, S = —Ai,

kde hj, md | vektorovijch slozek hy, = (hT,0,...,0,kz1)T  odpovidajicich blokim
Ty,,..., Ty, h je reSeni requldarniho tridiagondlniho systému

(Tr, — Mlg41)h = —0en,

z je vlastni vektor podmatice Ty, odpovidajici nejmensimu vlastnimu cislu A\, a k je
uréeno tak, Ze |hyl| = A.
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DUKAZ:

1. Protoze —\; < &,, je A + &I, = 0. Resme problém (2.71) pro k = k. Zde
nenastava singularni piipad, protoze T}, je nedegenerovanad matice. Pritom plati

gk‘l > 07 f’ﬂ(Hhle - A) =0 a Tk1 +€k11k1+1 = 0.

Podle lemmatu 2.13 je Ty, + &, Ir41 = 0 a proto je feSeni hy, € RFFL kteréd
splnuje ||hy, || < A, jediné. Protoze ||zl = ||k, ||, plati

lzell <A a &, (lael] — A) = 0.
Koneéné podle véty 2.10 je
(A + &, In)zx + gl = 0
a xj tedy spolecné s & = &, spliuje podminky véty 1.5.

2. Systém (Tx, — M1, 11)h = —70e1 je reguldrni, protoze podle predpokladu patii A\
do [-tého bloku TYy,, takze v prvnim bloku T}, jsou vlastni ¢isla A; > A; a proto
je Ty, — MIg 41 > 0. Kromé toho, jelikoz [h,, &k, ] je Feseni problému (2.71) pro
k = ki, pak pro —\; > &, plyne z rovnic

(Tkl - /\11k1+1>h = —%¢€1 a (Tk:1 + €k11k1+1)hk1 = —70€1,
ze ||h|| < ||hg, || < A podle lemmatu A.2. Existuje tedy x takové, ze
lokll* = [hxll* = [IAl* + s%12]|* = A%

Navic plati
€, >0 = =X >0.

Matice Ty, je prvni cely nedegenerovany blok matice T} a proto je 7yi,+1 = 0.
Obdobné Ty, je posledni blok, takze ~i,4+1 = 0. NapiSeme-li z = Qi h a y = Qy,2,
pak z (2.63) plyne

Azr = AQuh = Qi Tih= Qi (Mh—ye1) =Mz —g,
Ay = AQkLZ = leTk,Z = le)\lz = \y.

Tedy
(A — Alln)xk = (A — AlIn)Qkhk = (A — AlIn)(leh + HleZ) =
= (A-=\L)(z+kry) = Az + KAy — \jz — KAy =
= MT—g+KNMY — M — KNy =—g
a xp spolecné s &, = —\; spliuje vSechny podminky véty 1.5. O

Srovname-li to s Newtonovou metodou, konkrétné s obrazkem 2.1, vidime, ze vysledek 1.
odpovida singularnimu pripadu na obrazku vpravo dole, kde &, > —\;. Naopak vysledek
2. je ekvivalentni singularnimu piipadu znédzornénému na obrazku vpravo nahote, kde
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plati & = —A\; a pro feseni x, = xp se vztahuje analyza singularniho ptipadu uvedena
v §1.3, tedy obdoba vztahu x, =z + kg pro ¢ € S;.

Nyni uvedeme algoritmus této metody. K pouziti véty 2.12 vsak potfebujeme spocitat
nejmensi vlastni ¢islo matice A, coz je obtizné pro rozsahlé problémy. Tvar feseni uve-
deny v této vété je uzitecny jen z teoretického hlediska. Hledame-li pouze aproximaci
lokalné omezeného kroku, vystacime s feSenim v jednodussim tvaru. K vytvotreni Lanczo-
sovych vektoru pouzijeme metodu sdruzenych gradientu (algoritmus 2.10). Na rozdil od
piedchoziho pifstupu (algoritmy 2.7 a 2.8) pripustime téz moznost pl Apy < 0. Jakmile
bude ovsem tento skaldrni soucin maly, prejdeme k Lanczosové metodé (algoritmus 2.11).
Zavedeme parametr INT, ktery bude urcovat, zda je feSeni uvniti oblasti ¢i nikoli. Protoze
déle potfebujeme ukladat matici Qg, je z praktického hlediska vhodné uvazovat maximalni
pocet sloupcu této matice. Zvolime pevné m, které urcuje, jaky maximalni pocet orto-
normalnich vektoru g, pripustime. Obvykle volime m = 100.

Algoritmus 2.12 Pouziti Lanczosovy metody pro vypocet lokdlné omezeného kroku.

Zvolime e44,¢ € (0,1), napr. 1076, m >0 a polozime

1
.ZU():O, o =49, Y7 = ”9”7 (10:@97 0-217 Po = —To, INT:,,t'I”U6“7 k =0.

rgrk

1. Je-li |pFApy| < e, prejdeme na krok 8. Jinak polozime oy, = T
k

2. Je-li k=0, pak 50:a—10, jinak 5,6:%4_&

ag_1’
3. Je-li INT = ,true®, ale {&k <0 nebo ||z + agprll > A}, pak INT = , false®.

4. Je-li INT = [true”, pak xry1 = zr + appr, Jinak resime tridiagondlni problém

(2.71) pro hy.

T
v/ Te+1Tk+1
5. PoloZime 7111 = rp + apApg, Br = i},{—rk 0 Vg1 = \/‘Oﬁ_

6. Je-li INT =  true®, pak: Je-li ||rgi1| <e, poloZime x, = xy41 a STOP.
Je-li k+1=m, polozime x, = Qrhr a STOP.
Je-li INT =, false®, pak: Je-li ~yyi1-lef, hi| < e, poloZime x, = Quhy a STOP.

7. PoloZime o := —osgn(ag), qgr1 =0 m Thils Phtl = —The1 + Bebr, k= k+1
a navrat na krok 1.

8. Polozime INT = | false*.

9. Spocitdme 0, = qf Aqy.

10. Je-li k =0, pak polozime t; = Aqy — doqo, Jjinak tpi1 = Aqr — Opqr — ViQr—_1-
11. Spocitdme ~yii1 = ||tk+1]] @ Tesime tridiagondlni problém (2.71) pro hy.

12. Je-li Ypiq - ]ef+1hk| <e nebo k+1=m, poloiime x, = Qrh;, a STOP.

13. Polozime qpi1 = %IH tk+1, k:=k+1 a ndvrat na krok 9.

61



Pokud pottebujeme spocitat ||xy + agpkl|, 1ze to provést rekurentné. Jelikoz
ok + cwprl® = [lonl* + 200 pi + oillpell?,

lze pouzit nasledujici lemma.

Lemma 2.15 Plati
1 xfpe = Bror [ pe—1 + oo ] 5

2. lpwll® = llrell® + Bi_a llps-al*

Vsechny hodnoty vystupujici v rekurenci jsou znamé z predchozi iterace. Lze tedy snadno
spocitat ||z + cuprl.
DUKAZ: Vyuzijeme ortogonalitu residuf {r;}.

L xipr = (Th—140p—1Dk—1)" (—Tr+Br1Dr—1) = Br—1 [xf_ﬂ?kq + OékAHPkAHQ} , nebot
(a) pr_1 je linedrni kombinaci 74 1,7 9,...,79 a proto pi_ 7 = 0;
(b) z_1 je linedrni kombinaci py_o,...,po, tedy ri_o,...,70 aproto z} r, = 0.
2. pell? = pEpe = (=74 + Bre1Pe-1)” (=7 + Bro1pr—1) = |I7el1? + B2, Ipx—1]|?, nebot
opét pf_ ri = 0. 0
Nakonec zbyvé uvazovat problém (2.71) pro hy. Aplikujeme algoritmus 2.2 na rovnici

1 1 B
¢(§k)zz—m—0,

kde hy Tesi systém (2.72). Protoze matice T} je tiidiagondlni, jednd se o jednoduchy
problém. Choleského rozklad matice Ty + &Iz provedeme ve tvaru

T, + &I = BDBT,

kde B je jednotkova horni bidiagondlni a D je diagonalni matice. Vypocet (2.72) se tim
zjednodusi o jeden maticovo-vektorovy soucin:

BDBThk = —Y€1 4 DBThk = —’yOB_lel = —Y€1 <~ BThk = —’}/()D_lel,

nebot B~! m4 v prvnim sloupci stejné jako B vektor e; a proto plati B7le; = e;.

Globalni konvergence této metody plyne z toho, Ze hledame optimalni lokalné omezeny
krok redukovaného problému (2.71) pro hy.

Veéta 2.13 Metoda sestavend na zdkladé algoritmu 2.12 je globdlné konvergentni.

DUKAZ: DokéZzeme nerovnost (1.11) pro z,, kterd podle poznamky 1.3 staci ke globaln{
konvergenci uvedené metody. Je-li feSeni uvniti oblasti, ||z.| < A, tj. INT = | true”,
plati pl Apy > 0, metoda je totoznd s metodou sdruzenych gradientt, algoritmus 2.7, a
globélni konvergence plyne z véty 2.8. Je-li INT =  false“, pak tesime problém (2.71)
pro hy a feSeni z, je tvaru x, = Qihg. Protoze se problém (2.71) fesi pomoci algoritmu
2.2, je hy optimélni lokalné omezeny krok pro problém (2.71) a tudiz plati

- ~ _ e
() > gn%elnmm{nhkn, Ioea] }
ITh]
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kde

- 1
Y(h) = 3 R Trh + (yoer)" A,

takze pro . = Qphy mame |[lz.[| = [lhef| a podle (2.65) [lvoerll = [lgll, 1Tl < [|Al,
tedy

1 -
—(x,) = 3 hi QL AQihy + 9" Qihy, = —¢(hy) >
N : Ivoex || ) lgll
> Q||%€1Hmlﬂ{||hk||, > o |lgllmin { |z, = ¢
T |Al
kde ¢ =ga. O

Uvedeme jesté dvé nové modifikace pouziti Lanczosovy metody, které se v praxi osvédcéily,
kombinované s metodou sdruzenych gradienti a Choleského rozkladem.

V prvnim piipadé zvolime pevné m (obvykle malé) a spocitame m kroka Lanczosovy
metody (algoritmus 2.11). Ziskdme tiidiagonalni matici T,,_; f4du m a pomoci Cho-
leského rozkladu matice T,,_1+&,-11,, Tesime problém (2.71) pro h,,_; € R™, abychom
ziskali parametr &, > 0. Tato hodnota ndm pro pfiblizny vypocet feseni problému (1.25)
postaci a fesime rovnici (A + &I)x + g = 0 metodou sdruzenych gradientu. Dostaneme
lepsi aproximaci lokalné omezeného kroku, nezli v ptipadé & = 0. Obdobné jako u al-
goritmu 2.9 budeme uvazovat predpodminéni s matici C € R", ktera je symetricka,
positivné definitni, snadno invertovatelnd a plati C = R'R, kde R'R je netplny
rozklad matice A + &I a R ma nenulové prvky pouze tam, kde jsou nenulové prvky
matice A + &I Tuto variantu nazveme LCG, Lanczos — sdruzené gradienty pro vypocet
lokalné omezeného kroku.

Algoritmus 2.13 Kombinovand metoda LCG pro vypocet lokdlné omezeného kroku.

Zwvolime ¢ € (0,1), w € (0,1), € >0, m,my,my € N.

1. Provedeme m kroku Lanczosova algoritmu 2.11, dostaneme matici T radu m a
polozime £ =0, i = 1.

2. Jestlize € > €, polozime € =E a prejdeme na krok 6.

3. Je-li T+ &I = 0, provedeme rozklad T + &1 = BDBT  a prejdeme na krok 4.
Jinak zvétsime & a opakujeme krok 3.

4. Resime rovnici BDBTh + ype; = 0. Jestlize ||h]| < A nebo i =my, prejdeme
na krok 6.

[pl2 . [[h]—wA

5. Resime rovnici Bw = h, polozime §:=&+ —rp-s - A

na krok 2.

, t:=1+1 a ndvrat

6. Polozime xz9=0, 19 =g, po = —C 1ry, i = 0.

7. Spocitame n; = pr (A+ED)p;. Je-li m; <0, uréime k>0 tak, Ze |lz;+kpi|| = A,
polozime x, = x; + Kkp; a STOP.

“, rI'C—1p; . X0
8. Polozime o; = “—— a i1 = T; + a;p;. Je-li |zis1|| > A, wuréime k >0

tak, zZe ||x; 4+ xp;| - A, polozime x, = x; +rKkp; a STOP.
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9. Spocitame riq =1 + (A +EDp;. Je-li ||ripa]] < ellgl] nebo i+ 1 =n+ ma,
polozime =z, = x;+1 a STOP.
10. Polozime p; = %—_Z?q’ pis1 = —C7 v+ Bipi, i : =1+ 1 a ndvrat na krok 7.
Obvykle volime ¢ = 107%, w = 0.9, £ = 100, m = 5, m; = 10, my = 3. Prove-
deme tedy m kroku Lanczosovy metody, poté provedeme nejvyse m; kroku Choleského
rozkladu pro nalezeni parametru & a nakonec fesime rovnici (A + &I)x +¢g = 0 me-
todou sdruzenych gradientu a to tak, ze pokud nedostaneme teseni po n krocich (napf.
kvuli $patné podminénosti soustavy), provedeme navic my kroka. U Choleského rozkladu
muzeme uvazovat meze &, a &y, ale rovnéz jednoduchd mez € pro vypocet aproximace
&, dostacuje. Pri aktualizaci £ volime misto A hodnotu wA, kterd se v praxi ukézala
z hlediska konvergence jako vyhodnéjsi. Vynechame-li kroky 1.-5. a polozime &, = 0,
dostaneme metodu sdruzenych gradient uvedenou jako algoritmus 2.7.

Véta 2.14 Kombinovand metoda LCG, sestavend na zdkladé algoritmu 2.13, je globdlné
konvergentny.

DUKAZ: Ukdzeme, 7Ze x, splituje nerovnost (1.11). Uvazujme nejprve tuto metodu bez
predpodminéni, tj. C = 1. Protoze aplikujeme metodu sdruzenych gradientu na matici
A + €1, podle véty 2.8 plati

—(x,) > 7 [|g/| min {Hl"*” HAHiH@‘IH }

kde & € (0,1). Cislo ¢ se urcuje fesenfm tilohy (2.71) pomoci Choleského rozkladu matice
T + &I, takze plati

Hw

f< A TITI < =3+ Al

podle (2.21), (2.65) a toho, ze vy = HgH Odtud mame

[A+ €T _ 2[lAf {ﬂMHl} 9]l .{Hﬂ A}
< —|— §2 max§ ——, —« = 2 minqg -, — 0,
Il g1l lgll "~ A [A -+ &1

takze

v

o ol B\ i {2, Ll
) > gugnmm{nx*n,—,— > & lgl| min
AT 2 AT

. llal
> Lapgl mm{ux I
i Y|

Polozime-li ¢ = }lé, plati 0 < ¢ < 1. Jestlize uvazujeme tuto metodu s predpodminénim,
pak je rovnéz globalné konvergentni podle véty 2.9, kde o = ﬁ a. O

Druha modifikace spo¢iva v tom, ze pouzijeme metodu sdruzenych gradientu ke gene-
rovani Lanczosovych vektoru, vztah (2.66). Zvolime pevné m (obvykle malé) a spoc¢itame
m kroku metody sdruzenych gradientu (algoritmus 2.10). Tim ziskdme tiidiagonalni ma-
tici T,,_1 Tddu m a déle postupujeme nasledujicim zpusobem. Jestlize ||z,,|| < A, po-
kracujeme metodou sdruzenych gradientu az do konce, protoze jiz neaktualizujeme matici
T,,—1. Jestlize ||z,,|| > A, fesime ptiblizné problém (2.71) pro h,,—1 € R™ pomoci Cho-
leského rozkladu matice T,,_1 + &1L, a polozime z, = Q,,_1hp_1. U této metody
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nelze uvazovat predpodminéni, nebot bychom dostali nesprdvnou tiidiagonalni matici
T,._1, tedy jiné koeficienty a; a ;. Tuto variantu nazveme CGL, sdruzené gradienty —
Lanczos pro vypocet lokalné omezeného kroku.

Algoritmus 2.14 Kombinovand metoda CGL pro vipocet lokdlné omezeného kroku.

Zvolime ¢ € (0,1), w € (0,1), @ > 1, m,my,ms € N.

1. Polozime x9 =0, rg =g, po = —T0, o = HT}Hg’ oc=1,1=0.

2. Spoéitame m; = pf Ap;. Je-li m; > 0, prejdeme na krok 3. Jinak uréime r > 0
tak, Ze ||x; + kpi|| = A, poloZime x, = x; + Kkp; a STOP.

./ Ly, .
3. Polozime «; = Ln—l a Tiv1 = T; + oup;. Jestlize
1

|lzivill > A a i+1>m  nebo |z > @A,

uréime k > 0 tak, Ze ||x; + kpi|| = A, polozime x, = x; + kp; a STOP. Jinak
spocitame i1 = r; + a;Ap; a prejdeme na krok 4.

4. Pokud ||z > A jestlize i+1=m nebo |[ri| <cellgll, prejdeme na krok 7.
Pokud ||z;41]| < A @ jestlize i+ 1 =n+my nebo |[rial] < €llgll, polozime
Te = ZTip1 a STOP.

~ sy 2 TT Ti+1 . . Ny
5. Spocitdme [; = j}—f a Pis1 = —Trig1 + Bipi. Je-li i+ 1 < m, poloZime
i k2
._ _ 1
0:=—0osgn(a;) a g1 =0 ey Ti1-

6. Je-li i =0, pak & = C%O, jinak 0; = = + g’—j a v = |—Va'8:‘l
Polozime 1:=14+1 a ndvrat na krok 2.

Bi—1

loi—1] *

7. Je-li 1 =0, pak 6026%0, ginak 5i:$+b a v =

Q-1

Polozime vy =|lg], €=0, i =1.

8. Je-li T+ &I = 0, provedeme rozklad T + €1 = BDBT  a prejdeme na krok 9.
Jinak zvétsime & a opakujeme krok 8.

9. Resime rovnici BDBTh+ye; = 0. Jestlize bud ||h|| < A nebo i =my, polozime
r, = Qh a STOP.

(A2 lhll=wA
wlD-1w wA

10. Resime rovnici Bw = h, polozime & := &+
na krok 8.

, 1:=1+1 a ndvrat

Obvykle volime ¢ =107°% w = 0.9, @ = 100, m = 10, m; = 10, my = 3. Provedeme
tedy nejméné m kroku metody sdruzenych gradietu, i kdyz prekroc¢ime hranici (skon¢ime
pouze v piipadé velkého prekroceni hranice, parametr w). To je rozdil oproti algoritmu
2.7, kde konc¢ime vzdy pfi prekroceni hranice. Potom se rozhodujeme, zdali zustaneme
u metody sdruzenych gradietu, ||z,,| < A, nebo pfejdeme na Lanczosovu metodu,
|zm]| > A. V prvnim piipadé provedeme nejvyse n+msy iteraci a algoritmus je totozny s
algoritmem 2.7. Ve druhém ptipadé ukoncéime Lanczosovu metodu nejvyse po m; iteracich
a feSeni h, 1 kdyz nespliuje podminku ||| < A, pouzijeme k vypoctu pfiblizného feseni
x,. PTi pouziti Choleského rozkladu pro aktualizaci £ opét zvolime misto A hodnotu wA.
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Véta 2.15 Kombinovand metoda CGL, sestavend na zdkladé algoritmu 2.14, je globdlné
konvergentny.

DUKAZ: Necht nejprve plati ||z,,|| < A. Pak je algoritmus 2.14 totozny s algoritmem
2.7 a plati véta 2.8. Jestlize ||z,,|| > A, fesime problém (2.71) pro h,,—; s matici T,
a polozime x, = Q,,_1hm_1. Plati tedy véta 2.13. O
Vsechny tii algoritmy 2.12, 2.13 a 2.14, které jsme zde uvedli, hledaji ptiblizné feseni
x, lokalné omezeného kroku na Krylovové podprostoru Kr,q pro néjaké k a v praxi se
ukdzaly (hlavné algoritmus 2.13) jako efektivni.
budeme hledat z, opét na celém prostoru R" a toto z, je optimalnim lokdlné omezenym
krokem.

2.7 Parametrizovany problém vlastnich cisel

V této ¢asti prevedeme problém hledani minima funkce i) na parametrizovany problém
vlastnich ¢isel, [08], [46], [54], [55], [56], [57], [58]. Jak je patrné z (1.25)-(1.26), pro g =0
ziskdvame problém nalezeni nejmensiho vlastniho ¢isla a odpovidajiciho vlastniho vektoru
matice A, ¢imz ziskame Teseni. Jestlize g # 0, pfidanim nového parametru 7 prevedeme
problém (1.25) na novy problém, nalezeni nejmensiho vlastniho péru jisté matice B..
Cilem bude nalézt takovy parametr 7, ktery zajisti, ze vlastni vektor bude obsahovat
feseni problému (1.25). Nebudeme potiebovat maticové rozklady, vysledny algoritmus
pouziva pouze nasobeni matici. Pro nalezeni vlastnich part pouzijeme implicitné restar-
tovanou Lanczosovu metodu, [29].

2.7.1 Struktura problému

Necht je ddn problém (1.25)-(1.26). Pro feseni z, plati véta 1.5, je tedy feSenim (1.25)
pravé kdyz plati

(2-75) HQZ*H < A’ (A + f*I)x* +g9=0, 6* >0, (H:L“*H - A)&* =0, A+ 5*1 = 0,

tedy & > —Aq, kde \; je nejmensi vlastni ¢islo matice A. Zavedeme parametr 7 € R
a sestrojime matici

(2.76) B,— (7 9 ) eRrmxe

. T g A_ )
pro kterou plati
(2.77) L) =5 (La")B, (]

' 2 V=BT, )
Problém (1.25) muzeme piepsat na problém

1

(2.78) yéﬁml 5 y"Bry vzhledemk yTy <1+A? ely=1,
kde y = (1,25)T, e = (1,0,...,0)7 € R*™ coz davd podnét k tomu, Ze feSent

problému (1.25) lze ziskat nalezenim nejmensiho vlastniho ¢isla —¢ a jemu odpovidajiciho
vlastniho vektoru (1, 27)7 matice B, pro vhodné 7. Rovnice

(2.79) (; i) | (i) :H)(i)
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je ekvivalentni zapisu

(2.80) T+é&=—g'r, (A+&D)r+g=0.

Necht A1, Mg, ..., \, jsou vlastni éisla matice A a qi,qo,...,q, pifslusné ortonormalni
vlastni vektory (g; odpovidd \;), které tvori bdzi prostoru R™. Necht g = Z?zl viq; a
§# =\ Vy. Pakpro j=1,...,n plati

g J;
Agi=Xg = A+)g=0N+8qg = (A+E) W = A—jré 4
Y
Secteme pres j :
A+&D) U
(A +£1) ; i = Z Y +§QJ
a dostaneme
JIA €Dy = (Zﬁjqf) (A +€I)” (Zﬁjqj> =
j=1
(S5 e-3
J4j ) J . '
= = Aj+€ = Aj+€
Precislujme nyni vlastni ¢isla matice A tak, ze A\ < Ay < ... < A, jsou navzdjem
ruznad, m < n. Necht gqi,...,q, odpovidaji Ai, ¢ii1,...,q, odpovidaji o, atd. az

Qi 1415 - - -5 i, odpovidaji \,,. Pak

QIZEJ'QJ Zﬂ]q]—l— Z Vg5 + .+ Z 4.
j=1 Jj=i1+1 J=tm—-1+1

Oznac¢ime-li nyni

Jj=i1+1 j=im—1+1
pak plati
—g'r=g"(A+¢€I)” y Em: 3
) i o
vie=g (A+el) g = i —Ei - Em: U
SN+ H NP

kde 19? je soucet, Ctvercu rozvojovych koeficientu vektoru g v béazi vlastnich vektoru, od-
povidajici vSem vlastnim vektorim asociovanym s ;. Jestlize £ = —\; pro néjaké 7, pak
pro j # i plati

(A=ADgi =N —N)g = ¢=A-AD(A-\Dg =N\ —X)(A—\I)g
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a tedy obdobné pro pifpad z = —(A — \;I)Tg plati

—g'r=g" (A= \D)ig = .
j=1,j#i 7
a m 192
Tr = g7 (A — DA = \Dg = S —
Tz g( z)( z)g j:;#()\j_/\ip

Necht S; zna¢f mnoziny vlastnich vektoru asociovanych s vlastnim ¢éislem \; matice A,
tedy
Si={q:Agq=XNj¢}, j=1,....m.

Jestlize je g L S pro néjakd k € {1,...,m} (napf. k=1 pro & = —\;, lemma
1.5), pak jsou odpovidajici ) = 0. Definujeme-li mnozinu indexu M jako

M:{lv"'vm}_{j:gz_Aj}_{j:gJ-Sj}a
pak plati

r J; r J;

2.81 —g T = a x'x= —_
(25 A Ppver: 2

JEM

Ozna¢me —&; (7) nejmensi vlastni ¢islo matice B,. Z Cauchyho véty (véta A.1) plyne, Ze
vlastni ¢isla matice A oddéluji vlastni ¢isla matice B,. Proto je & (7) > —A;. To znamens,
ze matice A + & (7)I je nezdvisle na hodnotée 7 € R vzdy positivné semidefinitni.
Definujme déle funkei ¢(¢) :

e 3 , 92
(282) o) % =0 = dO= —XAjA aegp =

Defini¢ni obor funkce ¢(§) je podle (2.81) mnozina R — {—X; : j € M}. Nyni udéldme
shrnuti celého postupu hledédni feseni problému (1.25).

1. Najdeme nejmensi vlastni ¢islo —&; (1) a odpovidajici vlastni vektor y matice B,
pro dané .

2. Normalizujeme vektor y tak, aby mél prvni slozku rovnou jedné: y = (1,27)7T.
Pripad, kdy je prvni slozka rovna nule, je popsan nize.

3. Vypocitame hodnotu ¢'(&(7)).
4. Podaii-li se nam najit takové 7., ze odpovidajici z splnuje
—aTr = G(6(R) = —A% Kde Tt &(n) = —gTw = 6(6 (7)),
pak jsou splnény podminky pro feseni, konkrétné

(A+&(r)Dr+9=0, (ol =A)&(n) =0 a A+&(n)I=0.

5. Jestlize & (mi) > 0, pak z, = x je feSenim problému (1.25) na hranici s od-
povidajicim & = & (7).

6. Pokud béhem itera¢niho procesu hledani 7, nastane piipad —& (7) > 0, pak z
Cauchyho véty plyne, ze matice A je positivné definitni a prislusné feseni z, uvnitt
oblasti lze ziskat napt. metodou sdruzenych gradientu, algoritmus 2.7.

Poznamenavame, ze nejen &, ale i x zavisi na 7.
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2.7.2 Singularni pripad

V prvni kapitole, §1.3, jsme definovali singularni piipad, ktery nastava, jestlize je
vektor g kolmy na prostor S;, tedy prostor vlastnich vektoru asociovanych s nejmensim
vlastnim ¢islem \; matice A.

Podivejme se nyni na piipad, kdy vSechny vlastni vektory odpovidajici nejmensimu
vlastnimu ¢islu —&;(7) maji prvni slozku nulovou a nemohou tedy byt normalizovény
tak, aby ji mély rovnu jedné. Nize uvedené lemma tika, Ze tato situace nastava pravé v
singularnim ptipadeé.

Lemma 2.16 Necht 1 € R a 1<j<m. Pak g L S; prdvé tehdy, kdyz pro kazdé
q€S; je {\,(0,¢")T} wlastni par matice B..
DUKAZ: Tvrzen{ lemmatu plyne z toho, ze g L S; a Ag= \;q je ekvivalentn{ zdpisu
(%)) (0
9 A)\q) "\q
O

Déle ukazeme, ze v singularnim pripadé existuje jista kritickd hodnota 71 takova, ze pro
7 > 71 maji viechny vlastni vektory odpovidajici —&;(7) nulovou prvni slozku. Ukazeme
také, ze pro kazdé T existuje vzdy vlastni vektor matice B, (ne nutné odpovidajici —&; (7)),
ktery muze byt normalizovan tak, aby mél prvni slozku rovnou jedné. Jestlize g [ S;
nebo ¢ L & a 7 < 7y, pak tento vlastni vektor odpovida —&; (7). Jestlize g L §; a
T > 71, pak tento vlastni vektor odpovida druhému nejmensimu vlastnimu ¢islu —& (7).

Necht ¢g 1L 8 a Zi(7) je vlastni podprostor B, odpovidajici A\; (ovSem ne nutné od-
povidajici —&;(7)). Pak podle lemmatu 2.16 je mnozina {(0,¢") : ¢ € S;} podmnozinou
Z,(7). Oba podprostory maji stejnou dimenzi pro vsechna 7 az na jediné. Nasledujici
lemma fiké, ze existuje pravé jedno 7 takové, ze dim Z;(7) = dim S; + 1.

Lemma 2.17 Nechl 1 <j<m, g L S; anecht p; = —(A=\I)'g. Pak {);,(1,p])"}
je vlastni pdr B, prdvé kdyz T =7; = \; — g p;. Kromé toho, Vq € S; plati
(Lpj)" L (0.4")".

DUkAZ: Necht 7=7;. Pak
(D))
g A ) \p g+ Ap; \pi )’
nebot podle definice je 75+ ¢"p; =\; a

(A =X\Dp; = —(A = ND)(A - \D)fg = —g
podle poznamky A.2. Jestlize naopak je {);,(1,p])"} vlastni par B, tzn.

G %)) =)

pak odtud plyne pifmo 7= \; — g'p; = 7;. Konecng, jestlize q € S;, pak

¢'p; = —a"(A=ND'g=—¢"(A - N\D)'(A - DA - \])Tg =
= ¢" (A= ND'A = NDp; = ¢"(A - ND(A - \D)p; =0,
protoze (A — \;I)g=0. O

Nyni uvedeme hlavni vysledek obou lemmat.
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Véta 2.16 Necht
1<j<m, gLS; Zir)={zeR"™ :B,z2=)\z} a pj=—(A- NIy

Jestlize 7; = \; — g'p;, pak dim Z;(7;) =dim S; +1 a pro kaZdou jinou hodnotu T je
dim Z;(7) = dim S;. Kromé toho, je-li m; ndsobnost \; a {qi,...,qm,} je ortonormdlni
baze pro S;, pak

W) Ga)oo ) 1) ()

je ortogondini bdze pro Z;(7;), resp. Z;(T), T # Tj.

DUKAZ: Protoze g L S;, je podle lemmatu 2.16 {);,(0,¢")"} Vg € S; vlastn{ par
matice B;, kde Ag = X\jq. Necht m; je ndsobnost A; a oznacme {qi,...,¢p,} bézi
S;. Lemma 2.17 fikd, ze navic {)\;, (1,p]T)T} je vlastni par B, prave kdyz 7 = 17; a
(Lp])" L (0,¢")" Vg € S;. Jestlize tedy 7 # 7;, plati dim Z;(7) = dim S; =m; a

) ()}

je baze pro Z;(7). Pokud 7 =7;, plati dim Z;(7;) =dim S;+1=m;+1 a

() (a) ()}

je béze Zj(%j) O

Nésledujici véta tika, ze vzdy existuje vlastni vektor matice B, ktery muzeme norma-
lizovat tak, aby mél prvni slozku rovnou jedné a charakterizuje vlastni ¢islo, které tomuto
vlastnimu vektoru odpovida.

Véta 2.17 Necht £(7) je nejuétsi Feseni rovnice ¢(€) = 7 + £ pro libovolné 7 € R. Pak
—£&(7) je vlastnim ¢islem B, a odpovidagici vlastni vektor md pruni slozku nenulovou.

DUKAZ: Necht nejprve je g ortogonélni na podprostory {Si,...,8:1<1<m.} Pakz
(2.82) plyne

zm: V2 AV

$(§) = = —,

j=1 Aj+e j=l+1 Aj+8

nebot ¥; = ... =14, =0. Necht £(7) je nejvétsi fesen{ rovnice ¢(¢) = 7+&. Podle (2.82)

je funkce ¢(€) ostre klesajici na celém svém definicnim oboru a funkce w(§) o, +¢&

je rostouci piimka. Proto je &(7) € (—=Aj41,00) jediné. Protoze je g L {Si,...,Si},
plati g € R(A +¢&I) pro & € (—Ay41,00). Odtud plyne g € R(A + &(1)I) a

(A+&(1)Dp(7) = —g pro p(7) = —(A +£{(T)D)g. Ukdzeme, ze {—=&(7),(1,p(7))"} je
vlastni par B,. Jelikoz

T+ p(r) =7 — g (A+E(N)DTg =7 - 6(&(7)) = —¢(7)
podle definice £(7) a

g+ Ap(t) = —(A+E(T)Dp(7) + Ap(T) = —&(7)p(T),
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pak

(5 %) Gim) = (%) = (echtn) == (o)

Jestlize g neni ortogonalni na Sy, pak &(7) € (=g, ) a A+£&(7)I je reguldrni matice.
Piedchozi dikaz tedy plati pro p(7) = —(A +£(7)I) . 0

Oznatme —¢;(7), 7 = 1,2,...,n+ 1 vlastni ¢isla B, v neklesajicim potadi. Je-li g
ortogonalni na vlastni podprostory Si,...,S; odpovidajici nejmensim [ ruznym vlastnim
¢islim Aq, ..., \;, pak nasledujici lemma 2.19 charakterizuje [+ 1 nejmensich vlastnich
¢isel B,. Neni-li g ortogonalni na Sy, pak toto lemma charakterizuje nejmensi vlastni ¢islo
B.. Nejprve uvedeme jeden pomocny vysledek.

Lemma 2.18 Necht g L {S;,S;} pro i < j a necht funkce ¢(£) je definovina pro
vSechna & € (=\j,—N;). Pak plati 7, < 7;.

DUKkAz: Cislo 7; s piislusnym vektorem p; je definovano v lemmatu 2.17, takze
T=XN—9'p =N+ g (A= NDig =N+ o(=N).
Protoze funkce ¢ je monotonné klesajici v (—X;, —\;) a X < \;, plati 7, < 7;. O

Lemma 2.19 Necht {—£&(7),(1,p(7))T} je vlastni pdr matice B, dany vétou 2.17, tedy
&(7) je mejuétsi resend rovnice ¢(&) =T+ &, a necht

Fi=XN—9g"p;, kde p;j=—(A-)\Dig

Jestlize g L 81, pak je —& (1) = —&(T), neboli, —&(T) je nejmensi vlastni ¢islo B..
Jestlize 1<l<m a gL {S1,...,8}, pak plati

1. Je-li 7=7;, j€{l,....1l}, pak =&(1) =N, i=1,...,1, navic —&(1) = —&(T)
a —&u1(T) je druhy nejuétsi koren rovnice ¢(§) =T+ &.

2. Je-li <7, pak =& (1) =—E(1) a =&(T) =Ny, 0 =2, 14+ 1.

3. Je-li 7~—j—1 <7'<’7~'j, QSJSZ, pak‘ —61(7') :)\i, Z:1,,j—1, —gj(T) :—5(7')
a —&(T)=Nie1, i=j4+1,...,1+1.

4. Je-li T>7, pak —=&(T)=XN;, i=1,...,1 a —&1(1) = =&(7).
DUKAZ: Je to piimy dusledek Cauchyho véty A.1, lemmat 2.16, 2.17, véty 2.17 a vlastnosti
funkei ¢(&) a w(§) = o - +&. Jestlize g L 81, pak ¢(&) neni definovand pro & = —\.
Pro bod £(7) z véty 2.17 tedy plati (1) > —A; a protoze —&(7) je vlastnim ¢éislem B,
je podle Cauchyho véty nejmensim vlastnim éfslem, tedy —&(7) = —& (7). Necht nyni
g L{S1,...,8}. Funkce ¢(§) je v tomto pripadé spojitd v (—A;11,00) a podle lemmatu

2.16 jsou Aq,..., N\ vlastni ¢isla B, jejichz vlastni vektory maji nulovou prvni slozku.
Dale

1. Jestlize 7 =7, j € {1,...,l}, pak podle lemmatu 2.17 je \; vlastni ¢islo B,, jehoz
vlastni vektor ma prvni slozku nenulovou. Existuji tedy dva vlastni vektory, které
jsou na sebe kolmé, takze \; je dvojndsobné vlastni ¢islo B,. Navic tento vlastni
vektor je ten z vety 2.17, takze plati —¢&(7) = A;. Podle Cauchyho véty ma B,
dalsf vlastni ¢islo —&41(7) vétsi nez A, kde &41(7) je druhy nejvetsi kofen rovnice

P(&) =T1+¢.
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2. Jelikoz pro 7 =7, md rovnice ¢(§) =7+ & TeSeni £(r) = —A1, bod 1., pak pro
T <7 je £(1) > —A1. Platitedy —& (1) = =&(7), —=&(7) = A, ..., =& () = A\

3. Jelikoz bodu 7 = 7;_; odpovida feseni {(7) = —A;_1 a bodu 7 =17; odpovida
feseni £(7) = —\;, pak pro 7,1 <7 < 7; odpovida feSeni —\; < &(7) < —Aj_1.
Navic —&(7) je vlastni ¢islo B, takze —&(7) =N, i =1,...,5—1, =&(1) = =¢£(7)
a _6&(7') =XN_1,t=7+1,..., 1+ 1

4. Obdobné jako v bodu 2. pro {(7) plati (1) < =\, aproto —&(7) =X\, i=1,...,1
a —&4a(7) = =¢(7).

Ve vsech uvedenych piipadech z Cauchyho véty plyne, ze dalsi vlastni ¢islo B, spliuje
_£l+2(7—) > N\ O

Necht napifklad pro n =4 je [ =2, tedy g L {S1,8} a A, Ay jsou jed-
nonasobna vlastni ¢isla matice A s vlastnimi vektory ¢;,qs. Pak podle lemmatu 2.16
jsou {A1, (0,¢D)T} a {Xa,(0,¢2)T} vlastni pary matice B, Vr € R. Navic, pokud
T =75, j €{1,2}, je podle lemmatu 2.17 {X;,(1,p])"} pro p; = —(A = \I)Tg také
vlastnim parem matice B, a plati (1,p;)" L (0,¢])". Dale podle véty 2.17 je —&(7),
kde &(7) je nejvetsi feseni rovnice ¢(§) = 7 + £, vlastnim &islem matice B(7), jehoz
vlastni vektor ma prvni slozku nenulovou. Pro 7=7;, j € {1,2}, je tedy &(7) = —A;.
Na obrazku 2.4 je uvedeno vsech pét moznosti vyskytu parametru 7 a feseni £(7). Tlustd

kiivka je funkce ¢(£) a sikmé primky jsou funkce w(§) =7+ ¢ pro ruzna 7 :
e pifmka 1 odpovidd piipadu, kdy 7 < 71 atedy &(7) > —Aq,
e pitmka 2 odpovidd piipadu, kdy 7=7 atedy &(7)= —A,
e pifmka 3 odpovida piipadu, kdy 71 <7 < Ty atedy —Ao <&(7) < =)y,
e piimka 4 odpovidd piipadu, kdy 7= 7T, atedy &(7) = —Aq,
e pitmka 5 odpovidd piipadu, kdy 7> 7o atedy &(7) < —Ao.

Na obrazku 2.5 je zndzornéno rozlozeni vlastnich ¢isel matic A a B(7). Zajim4 nés
vlastni ¢islo —£(7), protoze odpovidajici vlastni vektor lze normalizovat tak, aby mél
prvni slozku rovnou jedné.

Matice B(7) mé tedy v tomto piipadé (¢ L {S1,S2}) prvni tii nejmensi vlastni ¢isla
A, A2 a —&(7). Toto —&(7) je mezi témito tFemi jediné, jehoz vlastni vektor ma prvni
slozku nenulovou. K tomu, abychom meéli jistotu, ze dostaneme vlastni vektor, ktery lze
normalizovat, bychom méli spoé¢itat t¥i (obecné [+ 1) nejmensi vlastni ¢isla nebo zmensit
parametr 7 tak, aby jeho hodnota byla mensi nez 7;. Pak staci pouze jedno nejmensi
vlastni ¢islo.

Piiklad 2.2 Nechf je ddna matice

3 2
= (50)

ktera md vlastni ¢isla a odpovidajict ortonormdlni vlastni vektory

1 1
M=-1, q = 7 (-1,2)"; Ao=4, q= 7 2,17,
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1:t<7, &(1) >\
2:1=%, &(1) =\
3% <1<A,

-\, <&(1) <\
4:1=%,,&(1)=—\,
5:1> 1%, (1) <\,

0@ =1+&

Obrazek 2.4: Resenf £(7) rovnice ¢(&) = 7 + &

L A A
-&1(v) = -&(1) —gzl(T) _§3I(T)
-1 A A
(1) = (1) = —&,(1) (1)
A A

£ B =-tr) —&(1)

M My
—£,(1) (1) = —&(7) = —&;(1)
—£,(1) E(1) &0 =-E)

Obrazek 2.5: Rozlozeni vlastnich éisel matic A a B,
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a necht je ddan vektor
g=(2,1)".

Protoze je g kolmy na qi, nastdvd singuldrni pripad. Podivejme se, jak vypadaji vlastni cisla
& =&, 1=1,2,3 (bez usporddani) a vlastni vektory matice B,. Podle (2.76) je

B, =

— oS

2 1
3 2
2 0
a charakteristicky polynom této matice md tvar

E—(r+3)&+Br-9)+4r-5=0.

Tato rovnice md jeden koven & = —1 a to pro libovolné 7, takze —& = —1 je vlastnim cislem
B.. Dalsi koteny jsou (po vydéleni élenem &+ 1) FeSenim rovnice

E—(1+4)E+41-5=0
a tedy
> TH+4—V12—-87+36 > TH+44+ V712 —-8r+36
—§H =8 = , —3=8= :
2 2
Protoze plati

2 —8r+36>0 Vr,

je —& < —&s3. Ddle zjistime, Ze V1 plati —& <4 a —&3 >4, coZ odpovidd Cauchyho vété,
takze 4 nent vlastnim éislem B..

Vratme se k vlastnimu éislu —& = —1 a najdéme prislusny jednotkovy vlastni vektor
(a,b,c)’. Plati

(T+1)a+2b+c=0

T 2 1
2 3 2 b = — b } = T1a=0.
1 2 0 a+2b+c¢c=0

Je-li 7#0, plati a =0 a vlastni vektor prislusny vliastnimu éislu —1 ma tvar

1
——(0,b,—2b)7.
\/56( )

Podle lemmatu (2.16) je opravdu {1, (0,q7)T} wlastni par matice B,. Je-li T =0, pak navic
plati —& = —1 a —& =105, tedy —1 je dvojndsobné vlastni ¢islo, jehoZ druhy vlastni vektor je
kolmy na vektor (0,q1)T.

Analyzujme nyni lemma 2.17. Moore-Penroseova pseudoinverze (A — \MI)T singuldrni matice

4 2
A—)\lI_<2 1),

pro kterou plati podminky uvedené v pozndmce A.1, md tvar
1
A-\DT= (A - \I).
(A=) = (A-AT)

Pro vektor p1, ktery spliuje (A — M\I)p1 = —g, plati

1 1
pr=—(A-MDlg=—oo(A-MDg=—2 (21"
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Tento vektor je skuteéné kolmy na vektor q1 a ddle
- 1
FA=M-g'p=-1+ 5 (2,12, )" =0.

TakzZe pro T =71 =0 md matice B, dvojndsobné vlastni ¢islo —& = A\ = —1 a dd se ovérit,
ze (1,p)T je druhy prislusng viastni vektor.
Prejdeme ddle k vété 2.17. Z tvard vektordu g,q1,q2 a toho, Ze g L g1 plyne

g=0%q +vY%2q0 = U1=0, ¥y =5

a tudiz podle (2.82)

5
¢(§) = 47‘%7

takze tesentd (1) rovnice ¢(§) =1+ & spliuje

5
——=7+¢ = 4+ (T+4)E+4r-5=0,

4+
cozZ je ale aZ na znaménko u linedrniho ¢lenu charakteristicky polynom B, wvydéleny clenem
&+ 1. Proto je —=£(7) vlastnim ¢islem matice By. Pro 7 =0 je —&(1)=—1= A1 a jiZ vime,

Ze prislusny vlastni vektor je (1,p{)T, md tedy prunt sloZku nenulovou. Zbyjvd ukdzat rozdélent
vlastnich ¢isel podle lemmatu 2.19. Dd se ukdzat, Ze plati

T<0 = —& < =1, —£3<5b;
>0 = —& > -1, =& >05,

takze celkem dostdvdme hodnoty uvedené v tabulce 2.2, kde —& < —&y < —&3:

T —&i —&2 —&3
<0 <-1 -1 € (4,5)
0 —1 -1 )
>0 -1 |e(-1,4) | >5

Tabulka 2.2: Vlastni ¢isla matice B, pro piiklad 2.2.

Jestlize tedy mame matici B, spocitame jeji, pokud mozno nejmensi, vlastni ¢islo
—£(7) takové, Ze pifslusny vlastni vektor lze normalizovat na tvar (1,27)7. Tim ziskdme
obecné k-tou iteraci & = —£(1) a xzp = .

Dalsi lemma ukazuje, jak lze spoc¢itat témér optimalni feSeni problému (1.25) v sin-
gularnim pripadé.

Lemma 2.20 Necht g L S; a p=—(A - \1I)Tg. Jestlize \y <0 a |pl| <A, pak
se reSent (1.25) skladaji z mnoziny {x:x=p+q, ¢ €Sy, ||z = A} s & ==\

DUKAZ: NapiSeme Feseni ve tvaru z, = p + k¢ a ukdzeme, Ze splituje vztahy (2.75).
Predné plati §, = —A; >0 a A+&I = 0. Cislo k uréime tak, aby ||z,|| = A. Konecéné
plati

(A+&Dr, = (A =MD (p+rg) = —(A - MI)(A - Mg+ KA = MNI)g = —g.
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Prvni scitanec je roven —g podle poznamky A.2, protoze ¢ 1 &7 a druhy scitanec je
nula, protoze {1, ¢} je vlastni par matice A. O

Jak zjistime, Ze nastal singuldrn{ pifpad? Nechf (v,u”)T je jednotkovy vlastni vektor
matice B, odpovidajici nejmensimu vlastnimu ¢éislu —&; (7). Tedy

(; i)(zi):‘fl“)(fb) = (A+&(ru=-vg,

[(A+&@Du] _ (vl
] Vi—v?

nebot 2 + |Ju||? = 1. Plati proto implikace

odtud

wlllgl <evi—v? = [[(A+ &M ull < elul.

Zjistujeme, ze {—&(7),u} aproximuje vlastni{ par matice A a podle lemmatu 2.16 je
g LS.

Pro singularni pripad potfebujeme alternativni zpusob, jak definovat k-tou iteraci.
Abychom definovali bod {&, xy}, spocitame dva nejmensi vlastni pary matice B, :

{_gl(Tk)v (Vla u{)T} a {_€Q(T/€)’ (V27 ug)T}

Jsou-li obé |v| 1 |ve| mald, tj. jestlize

illlgll <ey/1—vf, j=1.2,

pak zmensime parametr 75, abychom se pftiblizili kritické hodnoté 7y, pti které existuje
vlastni vektor matice B, , ktery mé prvni slozku nenulovou (lemma 2.19). Tento vlastni
vektor bude odpovidat bud prvnimu (7 < 7;) nebo druhému (7, < 7 < 7») nejmensimu
vlastnimu ¢islu matice B, . Pfipomindme, Ze piipad 14 = v» = 0 muze nastat jen kdyz
je g L {81,8>}. Bude-li tedy 74 blizko jedné z kritickych hodnot, bude platit bud

lv1l|lg]l > er/1—v2 mnebo |w||g|| >ey/1—v3.

Tedy po mozné redukci parametru 7, 1ze iteraci {&, x} definovat takto:
Jestlize |uvi|||gll < ey/1 —v?, polozime &, = —&(m) a xp = iug, jinak polozime
fk = —§1<Tk) a T = V—llul.

2.7.3 Quasi-optimalni reseni

Nasledujici véta stanovuje, ze za jistych podminek dava poslednich n slozek specidlni
linedrni kombinace vlastnich vektoru B, témét optimalni feseni pro (1.25). Lemma 2.21
poskytuje podminky, za jakych lze spocitat tuto linearni kombinaci a lemma 2.22 ukazuje,
jak ji spocitat.

Véta 2.18 Necht —&1(7) je nejmensi viastni ¢islo B, s odpovidajicim vlastnim vektorem
vy = (v, ul)T. Necht —&(7) je jakékoli ze zbijjvagicich n viastnich ¢isel B, s odpovidagicim
vlastnim vektorem v; = (v;,ul)T. Definujme matice

V = (vl,vi) € R(n+1)><2, U= (Ul, u,) < RnX2

a predpoklidejme VTV =1, neboli, Ze vi a v; jsou ortonormdlni. Necht & > 0. Jestlize
existuje vektor y = (y1,y2)7 € R?, |yl =1 tak, Ze
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1. (el Vy)? = s,
2. [&(T) = &(T)]ys (1 + A?) < —2e4p(Z) pro &= e{;vaZ/v

pak (x.) < (&) < gz d(x,), kde x, je optimdlnd krok problému (1.25), ve smyslu
definice 1.10, na hranici s ¢ (z,) < 0.

DUKAZ: Protoze x, je feSeni na hranici, plat{ ¢(z,) < ( ) Vo € R™ takova, ze ||z| =
| =

K tomu, aby ¢(x,) < (%), staci ukédzat, ze |z| Takze
([ Yy Y1\ _ "y VY2 T _ ,
v () ()= (), v
1 VY1 + Viye 1 ) ~T\T
2.83 = —Vy= , U = (1,z2")".
(2:83) ef Vy Y (Vl’yl +viya’ ef Vy (Uy) ( )
Protoze
IVyl? =y"VIVy =yTy =1,
pak podle predpokladu 1. mame
1 1
Lzl = (L3 = s VY = o =1+A% = 7l=A
(ef Vy)? (ef Vy)?

Nyn{ dokdzeme druhou ¢dst nerovnosti. Protoze ||z,|| = A, pak |[[(1,21)[? =1+ A% a
z (2.77) plyne
(2.84)  7+20(x) = (1,20)B(L2y)" 2 =&)L 2)* = —&(r)(1 + A%).

Nyni z B,v; = =&;(7)v;, j = 1,i, kde VIV =1, z predpokladu 1. a vztahu (2.83)
plyne

T+20(7) = (l,jT)BT(l,:iT)T:e—

(2.85) = (14 A% (y1v1 + yzvi)TB (thv1 + Yov;)

||
=
+
%

) (fl(T)yf + fz’(T)yg) .

Dale ||yl =1 implikuje 2 =1—93 a tudiz podle (2.84)

TH2(E) = —(14+ A% (&(r) + [&(r) — &(n)] ) <
< T4 20(x) + (1 4+ A%)[E(T) — &(T)] %3

Jestlize je splnén ptredpoklad 2., pak

T+ 20(2) + 2e(Z) < 7+ 20(xy)

a odtud jiz plyne druha nerovnost tvrzeni véty. O
7 této véty primo plyne, ze
(2.86) 0 < (@) — () < F“ﬁ(%”

coz implikuje, ze za podminek véty 2.18 bude () libovolné blizko hodnoté v (z, ). Takové
T nazveme quasi-optimélni feseni pro problém (1.25). Protoze uvazujeme dvé nejmensi
vlastni ¢isla matice B,, polozime ¢ = 2.
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Poznamka 2.3 Pro T plati:

U1 ~ 1
Uy = (uy,u = YUy + You = I =——"~_}us + yous).
Yy ( 1 2) (y2) Y1y T YalU2 L+ 2y (?Jl 1T Y2 2)

Nyni néasleduji podminky pro vypocet vektoru y ve vété 2.18.

Lemma 2.21 Necht v; = (l/j,ujT)T, kde v; € R, u; € R* pro j =1,2. Definujme
matice 'V = (v1,v3) a U = (uy,us) a predpokladejme, ¢ VIV =1. Jestlize existuje
B >0 takové, Ze |[VTey||* > %, pak existuje vektor y € R%, y # 0, ktery spliuge

(2.87) Vy||> = B(e] Vy)*.
DUKAZ: Podle vztahu (2.87) plati
Yy y=y"VIVy =|Vy|> = B(e] Vy)* = B(y" V' ere] Vy),

coz je ekvivalentni vyrazu

(2.88) y'(I—BVTeel V)y =o.

Rovnice (2.88) mé netrividlni feseni jen kdyz je matice M = I — fVZeelV € R**2
indefinitni nebo singuldrni. Budeme tedy studovat vlastni ¢isla matice M a vypoctem
zjistime, ze oba vlastni pary jsou dany takto:

{1-pefVVTe , Vied a {1,w}, kde w L V7Te; jelibovolny vektor.

Matice M je tedy indefinitni nebo singularni, jestlize
1
1-Befvvle, <0 o eIVVTe = ||Vie? > 3

a za tohoto predpokladu existuje vektor y € R?, y # 0, ktery spliiuje (2.87). O

Poznamka 2.4 Plati

T 41 U1T 1 T T 12 2 2
Vie = T 0 = (r,1n) = ||[Viel = +v;.

Je-li splnén predpoklad lemmatu 2.21 pro 3 = 1+A?, tzn. vi+vi > ﬁ, pak existuje
vektor y, |lyll =1, ze ||[Vy|* = (1 + A?)(ef'Vy)2. Protoze vsak pro |ly|| = 1 plati
[Vy||> =1, je splnéna podminka 1. véty 2.18. K tomu, aby # bylo quasi-optimaln{ fegent
problému (1.25), sta¢i overit podminku 2. Néasledujici lemma poskytuje zpusob vypoctu
vektoru y (pouzivame oznaceni s = VZe,).

Lemma 2.22 Necht >0, s€R* a |s||*> 5. Rovnice
(2.89) y" (I-pBss")y=0
v proménné y € R? md dvé netrividlng vesend, je-li matice M =1 — BssT indefinitni a

jedno netrivialni resent, je-li M singuldarnyi.
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DUKAZ: Necht P € R**? je takova, 7ze
(2.90) Pls=|sl]les a P'P=L
Aplikujme tuto ortogonélni transformaci na matici M :

PTMP = P (I 8ss") P =1 — | s|%eiel.

Polozime-li w = PTy, lze rovnici (2.89) prepsat timto zptisobem:

y! (I- ﬁssT) y =w'PT (I- BSST) Pw = w’ (I- BHSHzelelT) w=w" (_OQ (1)) w =0,

kde —p =1 — f||s||*>. Netrividln{ reseni rovnice (2.89) jsou rovny y = Pw, kde w je
dano takto:

1. Je-li matice M indefinitni, tzn. je-li o > 0, pak
0=w" (_OQ ?) w = —owi + w;.
Resenfm této rovnice je wy =1 a wy = +./0, tedy feSenim (2.89) jsou dva vektory
w = (1,+/0)".

2. Je-li matice M singularni, tzn. je-li o =0, pak

osz<8 ?)wzwg.

Resenfm je w; =1 a wy =0, tudiz feSenim (2.89) je jediny vektor w=¢,. O

Poznamka 2.5 Jestlize s = Ve, = (v1,15)7 € R?) tedy ||s||*> = vi+vi, a B =1+A2,
pak z vijSe wvedengch lemmat spocitdme vektor y. Matice P, kterd spliuje (2.90), md tvar

P— 1 ( 141 :|:V2 )
\/ y12 + y22 Vo FU1
a ddle

1. Je-li
1

Q:(1+A2)(V12+1/22)—1>0 = V12+V22>m,

je matice M =1 — Bss’ indefinitni, vektor

w = (Li\/(l +A%)(F + 1) — 1>Ta

takze rovnice (2.89) md 2 reseni y = (y1,y2)" = Pw, pro kterd plati

lyll = VoTy = VoTPTPw = VaTw = \/ (1 + A2) (2 + 1),
takzZe po vydélent této normy dostaneme

/A + A +03) -1 o Fu/A+ A+ 0E) -1
! +ivirar (7 + VI + A7
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2. Pokud ]

_ 2 2 __
0=0 = vitm=iia

je matice M =1 — Bss’  singuldrni, vektor
w = (1,0)"

a rovnice (2.89) md 1 tesent, kde y md jednodussi tvar
Uy Vo

Y1 = ) Yo = .
VR +v3 VR +v3

Poznamka 2.6 Pokud jsou splnény podminky pro quasi-optimdlni reseni

B 1
r=———""—(y1U1 + YauU2),
V11 + oy ( )

Tx

pak hleddme takové &, pro které plati (2.79) pro x = Z, kde ||Z|]| = A. Jestlize
vyndsobime druhou rovnici T, pricteme k pruni a pouzijeme vztah (2.85), dostaneme

T+29TE + TAE T+ 20(F)

£ = A =~ A C Ay + ey

2.7.4 Interpolacni schema

Vztah (2.82) definuje funkci ¢(§). Nyni chceme najit takovy parametr 7, pomoci kterého
bude odpovidajici dvojice iteraci {£, z} spliovat vztahy

$E)=T+E ¢(€)=-A% kde ¢ =—g"z, ¢ =-2"r a (A+Dr+g=0.

7 (2.80) plyne, Ze zbyva zajistit splnéni podminky 272z = A2 Zkonstruujeme funkci
$(£ ), kterd interpoluje ¢ a jeji derivaci ¢’ ve dvou vhodné zvolenych bodech. Z interpolaéni
funkce ¢ uréfme € spliujici o
¢'(€) = —A%

Toto f a hodnotu é(é) pouzijeme k vypoctu nového 7 splinujiciho T—l—é = q@(é) a spocitame
nové iterace {&, z} z matice B..

V prvni iteraci potiebujeme jednobodové interpolaéni schema, nebot mame k dispozici
pouze zvolené 1y a odpovidajici iteraci {£y, zo}. Podle vztahu (2.81) zvolime interpolaéni

funkci 92
06 = 15

Protoze plati 79+ & = —gT o pro (A +&I)zg+ g =0, vede pozadavek

d(&) = (&) = —g"wo a ¢ (&) = ¢'(&) = —x o

na pifmé uréeni koeficientit 92 a \ :

. 92
M) = g

—9? g’z
m:_%%o = =1

:—ngo a le(go):
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T T T 2
g o x5 Axg 2 T (9" o)
291) = A= -& — = > A V= — A =
( ) o e oy = 1 a g xo (A + &) T2
Déle spocitame & takové, ze ¢/(€) = —A?:
¢(€) = AN VI (9%032 LA o N €] = I
(A+¢)? ol (A 4 €)2 [0l A
T T T
2 g o g o g Xo
2.92 S b= P
(2.92) ¢ Teol &~ 7 0T * Tanll &

a nakonec dosadime spoctené hodnoty (2.91) a (2.92) pro £,92,\ do vzorce pro 7 :

o 92
o= —{+ gb({) —£+ )\—I—é =
T T
_ g9 T 9% +(ngvo) _
%xo ||5750||A Ty o ( )
T T
g'zy gz
= 14+¢" 2 — F 0N =
R PN TE onHA rxon
g X
To+fo Ai”%” 1
(2.93) - 1+ : : - A
l|zol| A [|zol|

Existuji tedy dvé moznosti volby 7, pficemz volime bud obé horni nebo obé dolni
znaménka. Z matice B, spocitdme prvni iteraci &, ;.

V dalsich krocich interpolacniho schematu pro k£ > 1 pouzijeme posledni dvé po sobé
jdouci iterace

Sk—1s &ky Th—1, Tk

a hodnoty
O(E1) =Th1 + &1, &) =T+ &, O (G1) = —llueall®,  ¢'(&) = — =l
Definujeme
2
2.94 = +
(299) o) = T+
pro jisté 1 a spocitéme & tak, aby ¢'(£) = —AZ  Pro funkci —2#(5) pouzijeme
Lagrangeuv interpolacni vzorec [52]
o1 &-¢ 1 £~ &
A /= (Gr) &k — & \/—qb’ &) & —Eh
Dosazenim a vypoc¢tem dostaneme
1 1 s-8 1 €& (G- Olml+ €= G)llmall
A op-all & —&-1  lloall &k — & (& = &) [lzk [ lzx-
Skllwn || — So—rllwr—all — (lzall — [lzn-]]) €

=

(€ — &) llzkllll x|
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(& = &r—1) lzrllllzrll

= A = &llwll = &eallonll = (loall = lexal) € =
: (& — &k—1) |zl w1
= (ol = llze-1lD) € = Gellwrll = Gerllwe—1ll — A )
tedy
(2.95) § = Sellzell = e—rllweall (& — Se—alD) lzwllllzn—all _
k]l = [k A ([l = llzr—1l)
_1||@— — A A — ||z
(2.96) _ Sllmeall (el = A) + Gellzell (A — llzp—all)
A [zl = llze—1l)
Nyn{ najdeme hodnoty 92 a A, které spliiuji pozadovanou rovnost ¢’ (é ) = % = —A2
7 této rovnice vyjadifme & = —\ + 2, porovndme s (2.95) a dostaneme
_ _ 2 2 2
(2.97) 3= Sellzell = &nrflzid] g2 — & = &) [l ||$k2—1||
2kl = llze—l Nzl = [lzr-ll)

Pro vypocet n vyuzijeme toho, ze zndme hodnoty ¢(&_1) a ¢(&x) a polozime nejprve
192

nj = ¢(§j) - m,

j=k—1k

podle (2.94), protoze v uzlovych bodech &1, & jsou funkéni hodnoty interpolaéni funkce
#(€) a interpolované funkce ¢(&) rovny. Podle Lagrangeova interpola¢niho vzorce [52] plati

~ ~

y = & — ¢ S £ — &1 "
S —&k—1 &k — k1
Nakonec provedeme aktualizaci parametru 7 pomoci vzorce Ty 1 = —f + qg(é), kde
vyuzijeme vztahy 7; = =& + ¢(&;), j =k — 1, k. Pritom pouzijeme oznaceni
& —¢& _ E &

2

= witwy=1.

wy = , =
T & — &1
Tedy po dosazen{ vztahil (2.96) a (2.97) pro &,9%, A dostaneme

2 2

T, . 9 .
Thil = —§+¢(§):—f—f-)\+é+77:—§+/\+é+wlnk—1+w277k:

- V2 V2 V?
= eyt (s - g ) e (e - 5 ) -

R 1 w1 W2
= — _ _ 192 ~ - 3
N &+ w1 (g 1+é} 1)+W2(Tk+§k)l+ \<)\+§ Mt oy )\‘i‘fk)/’
: X

~

2 Sk —¢§ £ — &1

Al = w1 twery —E+ ——-" & + ——
' He 2 Ee—Eor T & — &
= W1Tp-1 + WoTk — f+ M = W1Tk—1 + WaTk;

&k — &1
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As

Celkem

Th+1

(2.98)

Dostévame matici B

1 w1 (09))

_ Crllzkll =&k llzr_1l +€ _ Srllzrll=Er—1llzr_1l + & _ &ellzrll =k llzr_1ll + &

k)l =2k e ll=llzk—1 |l k= llzk—1ll

(Nl = llzn—all) -

1 _ w1 _ %) _
2kl (€ = &) + loroall (G — ) Nl (€1 — &) NIzl (Go—1 — &)

— _ -1
x|l = [lzr-1]] ( LW w ) _
Er — Er—1 willzell + wollzrall  loell  [Joe-all
x|l = [zl ((w1||$k;|| + wollwga|) (Wi llzr—1|| + wallz]]) — ||$k||||$k:—1||> _
Er — Er1 zxllllzh—1l| (willzrll + wallzr-1ll)
=—2wiw2
el = Nlwxall wiws (Jzull* + ller—a]1?) + llell lze |l (WF + w3 = 1) _
&k — Er1 g llllwp-1ll (willzall + wal|z-1])
]l = el wiws (o] = lwr-]])’
&k — &1 2w llllze—1l| (willzl] + wallzr-1l])’
= W1Tg—1 T waT; +
N (& — &) llzalPlme—al®* 1 wiws (o]l = wr-1l])’ _
(lzwll = llzr—1]l)? & — &1 Nwellllzr—ll (@illzwl| + wallze—1]])
Wi |l X xr — | Tp—_
T ollzkl[lzr—1 |l (lzell = lze-1l]) 6 — &),

willzr]| + ws [z

e, @ spocitame iteraci i1, Tri1-

Pomoci téchto dvou interpola¢nich schemat, jednobodového pro k£ = 0 a dvoubo-
dového pro k > 1 konstruujeme posloupnost {7 }. Nyni chceme, aby se tato posloupnost
blizila k optimalnimu parametru 7, = —§, — g% x,. Zkonstruujeme proto horni a dolni
odhady 7, a 1y, které budeme v kazdé iteraci upravovat tak, aby se délka intervalu (7, 7¢/)
zkracovala. Pocatecni meze stanovime takto:

1. Protoze ||z <A a & > —\1, ziskdme horni mez

To=—&—g . < +]glA

2. Dolni mez stanovime takto:

(a) Jestlize & = —\;, pak ze vztahu g¢'z, <0, lemma 1.6, plyne

Te = _5* - ng* Z _f* = )\1-

(b) Necht tedy & > —;.

i. Pokud 7, > A;, mame dolni mez, a to opét A;.

ii. Pokud 7, < Ay, pak postupujeme nasledujicim zpusobem. Vime, ze —&, je
nejmensi vlastni ¢islo matice By, , jehoz odpovidajici vlastni vektor (v, u”)?
mé prvni slozku nenulovou, z, = %u, kde |lz,|| < A, a protoze libovolny
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diagonalni prvek matice neni mensi nez nejmensi vlastni ¢islo téze matice,
tzn. —&, < 7, pak plati

o+ & =—g"r, =2 (A +EDa, > (A +E)A? > (A — 1) A?
a pouzitim vztahu (2.81)

i 9 lgll?
Te + &= E < I < .
* * jeM/\j‘f“g* jGM)\j_T* >\1_7—*

Odtud plyne dolni mez na 7,

2
(AI—T*)AQS —/\HgH = /\1—T*§ % = )\1—% ST*</\1.
1 Tx

Pro 7, jsme tedy celkové dostali tyto meze [53]

- < gl

Vypocet Ay muze byt narotny a proto ho nahradime jednoduchym hornim odha-

dem. Muzeme ho ziskat bud’ tak, Ze vezmeme nejmensi diagondlni prvek matice A nebo

spocitame Rayleightiv podil wjﬁw, kde w je libovolny vektor. Polozime tedy

wl Aw

wTw

Ay =min{a; :i=1,...,n} nebo Ay =

aplati 7, < Ay +|lg|| A = 7. Protoze méa platit & > 0, tedy pro nejmensi vlastni ¢islo
—&, matice B, ma platit —&, < 0, nesmi byt matice B,, positivné definitni. Zvolime
proto pocatecni 7 < 0 tak, ze polozime

70 = min{0, 7/ }.
Z matice B, spocitame jeji nejmensi vlastni ¢islo —&;(79) a polozime

AL =—& (7'0)-

7 Cauchyho véty A.1 plyne A;, < \; a ziskdme mez 7, > A\j — L Pouzitim tohoto

prostého schematu muzeme upravit horni a dolni odhady pro 7, :

Il

(299) TLE)\L—TST*S)\U—FHQHAETU.

Meze Ap, Ay aktualizujeme v kazdé iteraci pouzitim vlastntho paru {—& (), (v1,ul )’}
matice B, nésledujicim zptusobem:

A =max {\;, =& ()},

T T T T
. ur Au ur Au U UL + v U
Ay :mm{)\U, 1T_1}’ kde 1T 1_ W [S1 k; 1 19] S QT L

V kazdé iteraci aktualizujeme jednu z mezi 7, nebo 7y, takze vzdy zkracujeme délku
intervalu (7, 7). Je-li ||y|| > A, pak chceme dosdhnout, aby platilo ||zl < ||k
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Vektor zj, spliiuje druhy vztah (2.80), tj. (A + &Iz = —g. K tomu, aby platilo
|lzraall < [|zkl|, staci podle lemmatu A.2, abychom k diagondle matice A + &I pricetli
kladné ¢islo k. Tedy pro xg 1, které spluje (A + &I+ xl)zr1 = —g, plati nerovnost
[Tpal] < [lol]. Ale A+&GI+rI=A+ (§+rR)TI=A+ 0T, tan. § < &y, tedy
nejmensi vlastni ¢islo —&x; matice B, | musi byt mensi nez nejmensi vlastni ¢islo —¢&j
matice B, . To je dosazeno v piipadé, ze plati 741 < 7 (dusledek A.1). Proto polozime
Ty = 7. Obdobné pro ||zx| < A polozime 71, := 73, ¢imz se interval (77, 7y7) zmensuje
v kazdé iteraci.

Meéjme cisla 7, < 7, < 7y, piislusnd nejmensi vlastni ¢isla —&;, < =&, < —&y matic
B.,,B..,B,, a odpovidajici vlastni vektory (1,z7)%,(1,25)%, (1,2,)". Pak z rovnice
(A+ €Dz = —g plyne azl] < [l < Jav], kde o] < A,

Jestlize 1ze normalizovat vlastni vektor odpovidajici az druhému nejmensimu vlastnimu
¢islu, pak aktualizujeme jen horni mez, abychom v souladu s analyzou uvedenou v §2.7.2
dosahli ¢isla 7,41 < 7y, pro které lze normalizovat vlastni vektor odpovidajici prvnimu
nejmensimu vlastnimu ¢&islu.

V piipadé, ze 741, spocitané interpolacnimi schematy (2.93) nebo (2.98), nepatii do

— TL+TU

daného intervalu (7z, 77), polozime jednoduse 7., := ™57, jako stied tohoto intervalu.

2.7.5 Algoritmus

Diive nez uvedeme algoritmus této metody, urc¢ime kriteria zastaveni. V kazdé iteraci
kontrolujeme feseni na hranici, feSeni uvnitt oblasti a quasi-optimalni feseni. Muzeme téz
skoncit, jestlize dosahneme maximalniho predepsaného poctu iteraci nebo pokud je délka
intervalu (77, 77) pro optimdlni 7, piilis mald. Za danych toleranci

EA, €r, €y €0 €(0,1) a g7 €(0,1)

zavedeme nasledujici kriteria zastaveni algoritmu.
Necht {—¢&;(7k), (vj,u] )" }j—12 jsou dva nejmensi vlastni pary matice B, a {&, )}

jsou dané iterace, & = &;(m), x = Vijuj pro j takové, ze |v;l||g]| > €,4/1 — 1/]2. Pak:

1. ReSeni na hranici — Jestlize je splnéna podminka

‘ka” _ A‘ <Al a &(m) >0

polozime x, = x; s odpovidajicim &, = &.
2. ReSeni uvnitf oblasti — Jestlize je splnéna podminka
[w]] <[n]A & &(m) <er,

je TeSeni (1.25) uvniti oblasti, matice A je positivné definitni a toto Feseni spliuje
linedrni systém Ax = —g. Prtirozenou volbou pro feseni této soustavy je napf.
metoda sdruzenych gradientu, algoritmus 2.7. Odpovidajici &, = 0.

3. Quasi-optimalni feseni — Jestlize je splnéna podminka

2 2 1
N2 TR
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spoc¢itdme vektor y € R? podle pozndmky 2.5 a vektor & € R™ podle poznadmky
2.3. Jestlize tato y a = spliuji podminku 2. ve vété 2.18, tedy

[1(7) — &(T)]ys (1+ A%) < =264 (),

ziskdvame quasi-optimalni feseni problému (1.25) a polozime x, = Z s odpovidajicim
& = &1(T)yt + a(T) 3.

4. Interval je ptilis maly — Jestlize je splnéna podminka

|7_U - 7—L| <e&; HlaX{|TL|, |TU|}7

pak polozime & = & (7). Nemdme-li feSeni na hranici, pak jsme v singuldarnim
piipadé, 75, je od 7y = 7, vzdéleno o e, a plati —&;(7x) = Ay (lemma 2.16). Podle
lemmatu 2.19 a véty 2.17 ma pro 7, = 77 vlastni vektor ptislusny A; prvni slozku
nenulovou. Plati tedy |[v1] > ¢, a polozime T = Vil uy. Protoze v tomto ptipadé
plati ||z|| < A, spocitame feseni x, jako x, = T + kq, kde ¢ je vlastni vektor
asociovany s nejmensim vlastnim ¢islem matice A (lemma 2.20) a s urc¢ime tak, aby
||z«|| = A. Plati pro néj obdoba vztahu (2.16)

A7 —|z)*

R = .
2q +sgn(z7q)\/(279)* + A2 — [|1z[]

Vektor ¢ je k dispozici, protoze matice B, ma dvojnasobné vlastni ¢islo A\; s

vlastnimi vektory (vy,uf)? a (0,¢7)T, kde q je téz vlastni vektor matice A.

Nyni spojime vSechny tvahy dohromady a uvedeme algoritmus.

Algoritmus 2.15 Parametrizovany problém vlastnich cisel

pro vypocet lokdlné omezeného kroku.

Zvolime ep, €7, €, €g € (0,1) a er €(0,1).

1.
2.

. Pokud k=0, polozime A\, = =& (10) a 17 =N —

Polozime Ay =min{ay; : 1 =1,...,n} nebo Ay = w;{ssz pro libovolné w € R".
Polozime 1y = Ay + ||9]| A, 70 = min{0,7y} a k=0.

Spocitame dva nejmensi vlastni pdry matice B, :

{=&(m), ,u)"} o {=&(m), (,u2)"}

Lsl
X

Jestlize

willlgll < e /1—=v? i=1,2 a |pv—7L| > e, max{|rL],|7v|},

polozime Ty =Ty, T = —TLJQFTU,

{_El(Tk)’ (Vlvu{)T} a {_52(7%)’ (VQaug)T}

a opakujeme krok 5.

spocitdame
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6. Jestlize |w||\gll > e,\/1 — v, poloZime
1
’Slc:gl(Tk) a T = —U.
151

Pokud ||zi|| < A, adktualizujeme 1, = 1, jinak Ty =T a prejdeme na krok 8.

7. Jestlize |vs|lgll > eu/1 —v3, poloZime
1
£k:€2<7—k) a T = —Us.
Va

Aktualizujeme 1y = T4

8. Pro iteraci xy testujeme stopugjici kriteria algoritmu podle bodu uvedenych vyse.

9. Polozime A = max{Ap, =& (7x)}, Ay = min {)\U’ —&(m) — gTul} a

uTul

R T R RIS

10. Je-li k=0, uréime Tx1 podle interpolacniho schematu (2.93), jinak podle (2.98).

11. Jestlize 741 & (T, 7v), poloZime Typi1 = TL;TU'

12. Polozime k:=k+1 a ndvrat na krok 3.
Na zavér dokazeme globalni konvergenci.

Véta 2.19 Parametrizovany problém vlastnich cisel, sestaveny na zakladé algoritmu 2.15,
je globdlné konvergentni metodou.

DUKAz: Cilem algoritmu 2.15 je nalézt takové 7., Ze pro vlastni vektor (1,z1)T pifslusny
nejmensimu vlastnimu ¢islu =& () < 0 matice B,, plati ||z,.| = A. Pokud béhem
vypoétu zjistime, ze je matice A positivné definitni, —&;(7) > 0, piejdeme na algorit-
mus 2.7, u kterého je dokazana globalni konvergence, véta 2.8. Jestlize dostaneme quasi-
optimélni feSeni Z, je podle véty 2.18 o € vzdaleno od optimalniho lokalné omezeného
kroku. Skonéime-li s 7y, pak plati & = &(7) > 0, ||z, = A, A+ &I = 0, nebot
& > =M1, 7 (2.80) plyne (A +&I)z, + g =0, aprotoze také plati (||z.]| — A)&, =0,
je x, podle véty 1.5 optimalnim lokalné omezenym krokem. O

2.8 Numerické vysledky

Algoritmy popsané v této kapitole byly implementovany v prostredi optimaliza¢niho
systému UFO [39] a testovany pomoci dvou kolekei rozsahlych a strukturovanych testo-
vacich problému [42] (vzdy 22 optimaliza¢nich problému bez omezujicich podminek s 1000
nebo 5000 proménnymi). Jednotlivé testované algoritmy jsou uvedeny v tabulce 2.3.

Tyto algoritmy byly pouzity jako soucast programu realizujicich Newtonovu metodu
(MN) pro minimalizaci obecné ucelové funkce [10] a dvé modifikace Gaussovy-Newtonovy
metody pro minimalizaci souctu ¢tvercu, kombinace s Newtonovou metodou (MG) a s
Marwilovou metodou s proménnou metrikou (GM), [33].

U metody sdruzenych gradientu, algoritmus (2.7), a kombinované metody LCG(m),
algoritmus (2.13), byly pouzity t¥i typy predpodminéni:
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Zkratka Pouzita metoda Algoritmus
CHDM Optimalni krok s pouzitim Choleského rozkladu 2.2
DLM-1 Jednoducha metoda psi nohy 25 proy=1
DLM-2 Modifikovand (dvojitd) metoda psi nohy 2.5 proy =0
DLCHM Optimalni krok na dvojrozmérném podprostoru 2.6

CGM Metoda sdruzenych gradientu (CG) 2.7

PCGM Predpodminéna metoda sdruzenych gradientu 2.9
CGDLM(m) Kombinace metody CG s metodou psi nohy 2.8 prom
LM(m) Optimalni krok s pouzitim Lanczosovy metody 2.12 prom
LCGM(m) | Kombinace Lanczosovy metody s metodou CG | 2.13 pro m
CGLM(m) | Kombinace metody CG s Lanczosovou metodou | 2.14 pro m

Tabulka 2.3: Prehled testovanych metod pro neomezenou minimalizaci.

1. P=

0 : Bez predpodminéni, C = 1.

2. P= —1: S predpodminénim pomoci matice C.

3. P= +1: S pfedpodminénim pomoci matice C. Pied zahajenim itera¢niho procesu

testujeme, zda teseni soustavy Cw = —g spliiuje podminku |[Aw + g|| < ¢||g]|.
Je-li tato podminka splnéna, polozime x, = w a metodu sdruzenych gradientt
vynechame.

Vysledky jsou uvedeny v tabulkach 2.4-2.7, kde jednotlivé sloupce znamenaji:

e Metoda — pouzitd metoda podle tabulky 2.3

e P — typ predpodminéni: 0,—1,+1

NIT - celkovy pocet hlavnich iteraci (y v algoritmu 1.1)
NFV — celkovy pocet vyéisleni hodnoty funkce F

NFG — celkovy pocet vyéisleni gradientu funkce F

e NCG — celkovy pocet iteraci metody sdruzenych gradientu (vnitini iterace)

o T — celkovy cas

Kromé metody CGDLM(5) byla rovnéz testovana metoda CGDLM(3) a CGDLM(8),
ale rozdily byly nepodstatné, CGDLM(5) vysla nejlépe. Rovnéz metoda LM(100) se
ukdzala nejlepsi, pro napt. m = 50 ¢ m = 500 vysly horsi vysledky. Obdobné LCGM(5)
byla ¢innéjsi ve srovndni s LCGM(3) a LCGM(8). Bud bylo potieba vice iteraci nebo se

spotiebovalo vice strojového ¢asu. Koneéné totéz lze fici i o metodé CGLM(10).

7 vysledku lze vyéist znamy fakt, ze metoda sdruzenych gradientu bez predpodminéni
neni pro rozsahlé strukturované ulohy efektivni. S predpodminénim dochézi k vyraznému
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poklesu poctu iteraci. Také ¢asové vychazi predpodminéni vétsinou lépe, coz je patrné
hlavné u problému s 5000 proménnymi.

Mezi nejlepsi metody patii vypocet optimalniho lokalné omezeného kroku s pouzitim
Choleského rozkladu. Tento algoritmus urychluje konvergenci optimalizacnich metod (mensi
pocet hlavnich iteraci ve srovnani s ostatnimi algoritmy), neni vSak nejrychlejsi. Dalsi
uc¢innou metodou je kombinace metody sdruzenych gradientu s metodou psi nohy. Tato
metoda patii mezi nejrychlejsi s malym poctem hlavnich iteraci, nicméné musime vzit do
uvahy jesteé iterace metody sdruzenych gradientt. Velmi dobfe vychazi také nova kombino-
vand metoda LCGM(5) s predpodminénim, kde se snizi pocet iteraci metody sdruzenych
gradientu a i ¢asové je tato metoda vyhodna. Dalsi metody, tedy metoda psi nohy, prosta
metoda sdruzenych gradientu a kombinovand metoda CGLM(10), jsou méné efektivni.
Za pozornost stoji téz predpodminéna metoda sdruzenych gradientu PCGM pro 5000
proménnych. Nejslabsi metodou je patrné vypocet optimalniho lokalné omezeného kroku
zalozeny na pouziti Lanczosovy metody LM(100).

Pro rozsahlé strukturované tlohy je prakticky nepouzitelna metoda zalozena na pouziti
linedrni kombinace vlastnich vektort, algoritmus 2.4, nebot pouziva Arnoldiho proces,
takze dostaneme velkou hustou matici V.

Také byl predbézné testovan vypocet optimalniho lokalné omezeného kroku zalozeny
na parametrizovaném problému vlastnich ¢isel, algoritmus 2.15. Tato metoda sice dokaze
spocitat vSe s vysokou presnosti, avSsak spotfebuje velmi mnoho strojového casu pro
vypocet nejmensiho vlastniho ¢isla a odpovidajiciho vlastniho vektoru matice B, pomoci
programu knihovny ARPACK [29]. Ke zlepseni nevedlo ani pouziti jiné numerické me-
tody, napt. metody inverznich iteraci. Da se tedy predpoklddat, ze efektivita metod s op-
timalnim lokélné omezenym krokem klesa, pokud potiebujeme znat vlastni ¢isla obecnych
matic.

Na zavér je nutno poznamenat, ze nelze obecné rozhodnout, které metody jsou nejlepsi,
protoze pro nékteré tlohy muze byt ta ¢i ona metoda dobra, avsak pro jinou tlohu muze
dévat horsi vysledky.

Graficky jsou vysledky testu znazornény na obrazcich 2.6-2.9.

Informace o systému UFO a testovanych piikladech 1ze ziskat na adrese

http://www.cs.cas.cz/ luksan/test.html
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Metoda P | NIT | NFV | NFG | NCG T
CHDM 01918 | 1955 | 8797 0| 4.65
DLM-1 02515] 2716 | 11 859 01]4.42
DLM-2 012411 | 2577 | 11 395 01]4.50
DLCHM 02514 ] 2721 | 11939 01]4.84

CGM 013329 | 3784 |16 456 | 53 573 | 8.20
PCGM -1 12631 | 2823 | 13019 910 | 5.14
PCGM +1 (2626 | 2818 | 12 994 56 | 5.24

CGDLM(5) 012292 | 2456 | 10673 | 12 203 | 4.61
LM(100) 03107 | 3444 | 15306 | 55 632 | 8.53
LCGM(5) 013003 | 333214702 | 52831 | 8.89
LCGM(5) ;111999 2046 | 9201 | 1161 |4.25
LCGM(5) | +1 2000 | 2047 | 9206 304 | 4.30

CGLM(10) 03126 | 3498 | 15418 | 59 639 | 8.37

Tabulka 2.4: Metoda MN pro neomezenou minimalizaci, n = 1000.

Metoda P | NIT | NFV | NFG | NCG T
CHDM 04278 | 4345 | 4567 0 9.78
DLM-1 07045 | 7201 | 7467 01292
DLM-2 06462 | 6596 | 6 872 0| 12.17
DLCHM 05771 ] 5903 | 6132 0 | 11.50

CGM 04606 | 4897 | 4916 | 60 119 | 12.55
PCGM -1 15449 | 5572 | 5884 | 5529 | 10.74

PCGM | +1 | 5476 | 5600 | 5898 | 4581 | 10.84
CGDLM(5) | 04006 | 4149 | 4285 | 23 823 | 8.56
LM(100) | 0|4 681 | 4929 | 4989 | 64 829 | 12.41
LCGM(5) | 04573 | 4855 | 4885 | 60 846 | 13.70
LCGM(5) | -1|6335| 6411 | 6599 | 7350 | 13.06
LCGM(5) | +1|6337 | 6442 | 6 601 | 6046 | 13.34
CGLM(10) | 05034 | 5286 | 5344 | 73 493 | 13.08

Tabulka 2.5: Metoda MG pro minimalizaci souc¢tu ¢tvercu, n = 1000.
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Metoda P | NIT | NFV | NFG | NCG T
CHDM 04108 | 4242 | 4129 0] 8.84
DLM-1 05731 | 5898 | 5751 0 | 10.05
DLM-2 016370 | 6504 | 6391 0]10.84
DLCHM 015719 | 5913 | 5740 010.24

CGM 04965 | 5317 | 4987 | 62 837 | 12.25
PCGM -1 7639 | 781 | 7659 | 8445 | 17.03

PCGM +1 | 7569 | 7778 | 7589 | 8386 | 16.56
CGDLM(5) 03957 | 4104 | 3978 | 23 463 | 8.06

LM(100) 015076 | 5426 | 5097 | 71 035 | 12.97
LCGM(5) 04718 | 5116 | 4 737 | 64 384 | 13.59
LCGM(5) -116065| 6183 | 6087 | 9188 | 12.66
LCGM(5) | +1 5905 | 6053 | 5925 | 7872 12.33
CGLM(10) 04986 | 5312 | 5007 | 75 463 | 12.45

Tabulka 2.6: Metoda GM pro minimalizaci souctu ¢tvercu, n = 1000.

Metoda P| NIT | NFV | NFG| NCG T
CHDM 0| 8391 | 8566 | 35824 0 ]2:02.44
DLM-1 0| 9657 | 10 133 | 42 425 0 | 1:55.77
DLM-2 0] 9717 |10 195 | 42 452 0] 1:52.20
DLCHM 0] 9625 | 10 150 | 42 260 0] 1:56.05

CGM 016894 | 19 163 | 83 933 | 358 111 | 6:04.42
PCGM -1 | 10 600 | 11 271 | 50 385 3767 | 2:25.42
PCGM +1 110599 | 11 269 | 50 382 83 | 2:26.88

CGDLM(5) 0| 8938 | 9276 | 39032 | 47 236 | 2:02.84
LM(100) 014679 | 16 383 | 71 483 | 366 695 | 6:41.45
LCGM(5) 014906 | 16 751 | 72 727 | 355 106 | 6:26.30
LCGM(5) -1 8347 | 8454 | 35939 4 329 | 1:48.87
LCGM(5) | +1| 8346 | 8454 | 35933 624 | 1:49.67

CGLM(10) 0| 15655 | 17 723 | 76 696 | 394 060 | 6:30.89

Tabulka 2.7: Metoda MN pro neomezenou minimalizaci, n = 5000.
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Kapitola 3

Metody vnitrnich bodu
pro minimalizaci s omezenimi

Problémem minimalizace funkce F'(y) na mnoziné omezeni c(y) = 0 se zabyvaji prace
[40], [61], pficemz pouziti metody s lokalné omezenym krokem nalezneme v [27], [41], [48].
V jinych pracech najdeme jak omezeni cg(y) = 0, tak omezeni c¢;(y) < 0, [08], [17],
[37], [45], [67]. O metodé vnitiniho bodu pojednavaji prace [03], [04], [36], [62], [65], [66].
Jiny typ omezeni [ <y <wu je vySetfen v [06], [07], [09], [30], [31], [32].

V této kapitole pojedname o problému minimalizace funkce F' na mnoziné obecnych
omezeni ve tvaru rovnosti i nerovnosti a navazeme na vyse uvedené prace. Zformulujeme
ekvivalentni problém, ve kterém se vyskytuji pouze omezeni s rovnostmi a odvodime sou-
stavu linearnich rovnic pro nalezeni smérovych vektoru. Ukazeme, ze feseni této soustavy
je ekvivalentni 1loze nalezeni lokalné omezeného kroku kvadratické funkce s linedrnim
omezenim. Sestrojime novou puvodni iteraé¢ni metodu, slouzici k jejimu feseni. Déle uve-
deme kompletni algoritmus metody vnitinich bodu s lokalné omezenym krokem pro obec-
nou ulohu nelinedrntho programovéani, ve kterém pouzijeme novou specialni rozsitenou
Lagrangeovu funkci.

V zavéru kapitoly pouzijeme k posouzeni ptijatelnosti ziskaného kroku namisto poku-
tové funkce jiny prostiedek, tzv. filtr, [01], [05], [14], [15], [16], [22], [24], [44], [63], [64], a
sestrojime novy algoritmus metody vnitinich bodu pouzivajici princip filtru.

3.1 Metody vnitinich bodu

Budeme se zabyvat obecnou tilohou nelinearniho programovéani, t.j. problémem nalezeni
minima funkce f na mnoziné dané omezenimi ve tvaru rovnosti a nerovnosti

(3.1) f(y) — min, vzhledem k ¢;(y) <0, cg(y)=0,

kde
fR" >R, ¢ :R"=R"™ ¢g:R"—R"F

jsou dvakrat spojité diferencovatelné funkce (¢; < 0 je mysleno po slozkéch),
I={1,...,m;}, E={m;+1,...,m;+mg=m}
a predpokladame, ze mg < n. Oznacime-li

c(y) = le1 W), cxW" = [a1(y), - em@)]" €R™,
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pak podle véty 1.1 existuje vektor Lagrangeovych multiplikatoru
Uy = (uq, ... ,um)T cR™

tak, ze feSeni y, spliuje rovnost

(32) Vi) + 3 uVer(y) = 0,

k=1
(3.3) ck(ys) =0, k€ E;  cp(ye) <0, up >0, wper(y) =0, kel
kde

Vi) = () PP = (2] Pl

Tento problém je obtizné fesitelny z duvodu vyskytu nerovnosti c¢;(y) < 0. Abychom
tyto nerovnosti odstranili, zavedeme vektor pomocnych proménnych

s=s8; = (31,...,5m1)T e R™
a prevedeme problém (3.1) na tlohu s rovnostmi a jednoduchymi nerovnostmi
(3.4) fly) = min, c(y) +s=0, s=>0, cply) =0.

Podstata metod vnitfnich bodu spoc¢ivda v nahradé omezeni s > 0 priddanim logarit-
mického barierového ¢lenu s konstantou p > 0 k funkci f. Definujeme-li vektor

hy,s) = [hi(y,s),hip(y. )" = [hi(y,s), .., hn(y, s)]" =

dostaneme tlohu

(3.5) F(y,s) — min, h(y,s)=0,
kde
my
(3.6) F(y,s) = f(y) = ne" W(Sr)e = f(y) —p ) n(s),
i=1
e=(1,....,1)T a S; = diag(s1,...,Sm,), kterd ma pouze omezeni ve tvaru rovnosti.

Logaritmicka barierova funkce vyzaduje, aby platilo s; > 0 Vi € I. Tyto slozky vsak
mohou byt libovolné malé, takze dostaneme nerovnost ¢;(y) < 0 s libovolnou pfesnosti,
prestoze v metodach vnitinich bodu nikdy nedosdhneme ptesné rovnosti ¢;(y) =0, i € 1.
Déle predpokladame, ze p — 0, ¢imz dostaneme v limitnim ptipadé feseni puvodni tilohy
(3.1). Cilem nasich dalsich ivah bude tedy nalezen{ feseni modifikovaného problému (3.5),
jehoz feseni se pro p — 0 blizi k feSeni puvodniho problému (3.1). Zkonstruujeme
algoritmus, vyuzivajici princip lokalné omezeného kroku, pro nalezeni feSeni problému
(3.5) s pevnym p > 0.

Jsou-li splnény podminky regularity, definice 1.4, bod 2., pak feseni ,,s, problému
(3.5) spliuje nésledujici KKT podminky (nutné podminky pro extrém). Bud

L(y,s,u) = F(y,s)+ uTh(y> s)=[(y) — :ueT In(Sr)e + uTh(ya s)
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Lagrangeova funkce problému (3.5) s multiplikatory u = [ul, uL]T = (uy,..., u,)?T € R™

a U; = diag(ui, ..., Un,). Ozna¢me Jacobiho matici

[Ar(y), As(y)] = Vyh(y.s) =[Vyhi(y,s), Vyhe(y,s)] =
= [Vyhi(y,9),....Vyhn(y,s)] = [Vya(y),. ... Vyen(y)] =

Ja(y) .. O9em(y)
Oy1 o
= : : c Rxm
daly) .. Iem(y)
8yn 3yn

a dale

gy(y; S, U) = Vyﬁ(ya S, U) = Vyf(y) + [Al(y)a AE(y)] u
9s(y, s,u) = ViL(y,s,u) = —pS;'e+ur = —pS; e+ Upe

ny<y7 S, U) = Viyﬁ(y, S, 'LL) = ng/yf(y) + Z ukvzyck<y)
k=1

Gy s,u) = Ve, L(y,s,u) = uS;?
gradienty a Hessovy matice funkce £. Pak existuje vektor u, € R™, Ze plati (véta 1.1)
(3.7) VL (Yes s, u) = 0, VLY, 81,us) = 0, Vi L(ys, 85, 1) = 0.
Hledame tedy teseni v, s,,u, soustavy rovnic

(3.8) gy(y,s,u) =0, gs(y,s,u) =0, h(y,s)=0.
Zakladni metody pro feseni problému (3.5) jsou iteracni a jejich iteraéni krok m4 tvar
(3.9) yt=y+a,d, st=s+ad,, um=u+ a.d,

kde d, € R, d, € R™, d, € R™ jsou smérové vektory a a,,as, o, > 0 jsou délky
kroku. Pro definici logaritmické barierové funkce je nutnd podminka s >0Vi eI az
rovnice g, = 0 plyne, Ze pozadujeme rovnéz nerovnost u; > 0 Vi € I. Obé nerovnosti
lze zajistit vhodnym vybérem délky kroku. Pro nalezeni smérovych vektoru pouzijeme
metodu odvozenou z Newtonovy metody aplikovanou na nelinedrni KKT systém (3.8),
kde oy = o, =, = 1.

Budeme uvazovat dva pristupy. Primarni formulace vznikne pouzitim Newtonovy me-
tody na soustavu (3.8). Jestlize nejprve vyndsobime druhou rovnici (3.8) matici Sy

gs = —[LSI_IG +Uje=0 = Srgs=—pe+S;Ure=0

a teprve na tuto vyslednou soustavu aplikujeme Newtonovu metodu, dostaneme tzv.
primarné-dudlni formulaci. Ta je vyhodnéjsi, vede na efektivnéjsi algoritmy. Jednim z
duvodu je ten fakt, ze kdyz jde p k nule, tak prava strana pe primarné-dualni formulace
jde rovnéz k nule. Naopak ¢len ,uS[_le v primarni formulaci muze mit slozky daleko od
nuly, pokud plati s; — 0. Po aplikaci Newtonovy metody dostaneme rovnice uvedené v
tabulce 3.1 — 1isi se pouze druha.
Predpokladejme, ze d, = [dfj, dZE a necht matice B, aproximuje Hessovu matici
nebot v praxi misto druhych derivaci poc¢itdme jejich aproximace pomoci diferenci.

]T

G

yy»
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Primarni formulace Primarné-dualni formulace
Gyydy + [Ar, Ap]du = —g, Gyydy + [Ar, Ap]dy = —g,
Gisds + [1,0] dy = —g, U;ds + Sydy, = —S19gs
(A, ApTdy + [d7,0]" = =h | [A;, Ag"d, + [d7,0]" = —h

Tabulka 3.1: Primarni a primérné-dudlni formulace

Abychom vyslednou soustavu lépe vyskalovali, vyndsobime obé druhé rovnice jistou dia-
gonalni matici D; € R™ a abychom dostali symetrickou soustavu, nahradime neznadmou
ds vyrazem D;lds. Dostaneme tuto primarni, resp. primarné-dudlni itera¢ni metodu se
soustavou linearnich rovnic pro nezndmé d,,ds, d,,,d,, :

B,, 0 A; Ag dy Gy
0 wD;S;°D; Dy 0 | [ Di'dy | _ | Dygs
AT D; 0 0 dy, N hy
AT 0 0 0 dug hg
resp.
Byy 0 A[ AE dy 9y
0 D;S;'UD; D, 0 | [ Di'ds | _ | Dygs
AT D; 0 0 dy, a hr
AL 0 0 O dyy hg
Jestlize pro primarni, resp. primarné-dualni formulaci polozime
(310) D] = L S], resp. D[ = (S[Ul_l)%

(v praxi lze volit i jind vyjadfeni matice Dy), ma vysledny systém tento tvar

(3.11) (fT?)'(i)z_(fgl)’
kde

d,ge Rn+m1, Bc R(n+m1)><(”+m1)7 Ac R(ﬂ-i-ml)><(ml+mE)7 dy, h € le+mE7

pricemz

_ dy _ [ By O _ 9y

(3.12) d_<D;1dS>’ B_< 0 I)’ 9—(D198
_ duI o A.[ AE . h]

(3.13) du_(%>, A_(DI 0 ) h—(hE)

a pro primarni, resp. primarné-dualni formulaci je
1
Vi

Systém (3.11) mé dimenzi n+2my+mg. Tuto velikost 1ze zmensit ¢astecnou eliminaci.
Z druhé rovnice (3.8) plyne

(3.14) Djgs = S;Ure — /ie, resp. Djgs = (S[UI)%G - M(SI_IUI_I)%B.

—uSI_le+Ule:O = S;Uje=pe
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a jestlize p — 0, pak pro libovolny index i € I plati bud w; — 0 nebo s; — 0.
Mnozinu omezeni s nerovnostmi rozdélime na aktivni a neaktivni podmnozinu. Podle
bodu 1. definice 1.4 jsou aktivni ta omezeni, kterd spliuji ¢;(y) =0, i € TUE. Pro
odpovidajici ¢ € I tedy plati s; = 0. Jelikoz uvazujeme s; > 0 Vi € I, zobecnime
definici aktivnich a neaktivnich omezeni takto (7 je vhodna konstanta):

o Jestlize plati s; < gju;, ¢ € I, nazveme prislusnd omezeni aktivni a oznacime je
symbolem * spolu s piislusnymi veli¢inami, tedy napt. ¢;(y), 7, hy, ur. Jsou to ta
omezeni, pro kterd je c;(y), i € I, blizko nuly, piicemz ¢é; € R™1,

o Jestlize plati s; > eju;, ¢ € I, nazveme piislusna omezeni neaktivni a oznacime
je symbolem T spolu s piislusnymi velicinami, tedy napt. ¢;(y), $1, bz, 7. Jsou to ta
omezeni, pro ktera je w;, ¢ € I, blizko nuly, pricemz u; € R™7, kde m;+m; = my.

Soustava (3.11) ma tedy tvar

B, 0 0 A A; Ag dy 9y
0 I 0 D 0 0 D;'d, D9,
(3.15) 0 0 I 0 Dy o0 Did | _ D
AT D;, 0 0 0 0 du; hy
AT 0 D; 0 0 0 du, hy
AL 0 0 0 0 O ug he

7 této soustavy vylou¢ime neaktivni omezeni. To samoziejmé neni nutné, ale pro nékteré
typy tuloh to je dobré. Napf. v primédrné-dudlni formulaci je Dy = (S IUjl)%. Prvky této
matice mohou byt neomezené, protoze w; — 0, jestlize je i-té omezeni ¢;(y) v bodé y
neaktivni. Parametrem e; lze ovliviiovat miru toho, kterd omezeni nazveme neaktivni. 7Z
paté rovnice tedy plyne

(3.16) dy = —ATd, — h;y = — (A]d, + hr)

a ze treti rovnice

D[Czuj = —Dl_lds — D[gs = du1 = —DI_QJS — g5~
Po dosazeni (3.10), (3.14) a tpravé dostaneme pro primérni metodu

- . < 1 - -
dy, = /LS;2 (A?dy +¢ér+ 51) — ﬂS;l (ﬁ S;Uje — \/ﬁe) =
(3.17) = uS;? (A]Tdy +¢r) + 2uS7'e — Uye

a pro primarné-dualni metodu

dy = (S/O7) 7 (ATdy+er+5) — (8,07
(3.18) = S;'Ur(Ald, +¢r) + uS;'e.

NI
NI
N

(S0 e~ (8707

e| =

Do prvni rovnice (3.15) dosadime za d,,, a dostaneme pro primarni metodu
Byydy + A[Cgul + A[ [MS;Z(A?dy + é[) -+ ZMS;le — U[€:| -+ AEduE = —gy,
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neboli
(Byy + uAISI’QA?) dy + AICZUI + Apd,, = — (gy + /LA[S;QéI + 2,uAIS;16 — Alﬂle)
a pro primarné-dualni metodu
B,,d, + Ard,, + A; [S;'U; (ATd, +¢) + Sy te] + Apd,, = —g,,
neboli
(B, + A;STYUAT) dy + Asd,, + Apdy, = — (9, + ArS7 UG + nASTe)

Po této eliminaci obsahuje systém (3.11) pouze aktivni omezeni a ma tento tvar

Byy O A[ AE dy gy

A A_l/\ A ~

(3.19) U P R i
AT D; 0 0 dy, h;

AL 0 0 0 Ay hE

kde pro primarni metodu je
Byy = Byy + [,LA[SI_2A?, gy = gy + LLA[SI_Qé[ + QMA[SI_IG — A[U]@,
. 1 1

D; = —S,, D;gs = S;Use — Ve
Vi Vi v

a pro primarné-dudlni metodu
Byy = Byy + A]SI_IGIA?, gy =3y + A[S;lﬁ]é] + MA[SI_16,
D; = (S;U;Y2,  Dyg, = (S;/U))7e — u(S; U7 ze
Smysl eliminace neaktivnich omezen{ je ten, Ze matice B,, a vektor g, jsou omezené
(pfedpokladame, ze puvodni matice By, a vektor g, jsou omezené) a dimenze soustavy

(3.19) je n + 2m; + mg . Oproti systému (3.11) je tedy snizena o pocet neaktivnich
omezeni.

3.2 Pouziti metod s lokalné omezenym krokem

Metody vnitinich bodi lIze realizovat bud jako metody spadovych sméri nebo jako me-
tody s lokalné omezenym krokem. V prvnim piipadé je smérovy vektor feSenim systému
(3.19) a délku kroku volime tak, aby doslo k poklesu vhodné pokutové funkce. My
pouzijeme druhy ptipad. Protoze fesené podilohy budou obsahovat pouze aktivni veli¢iny,
budeme v §3.2 symbol © vynechavat (to odpovidé piipadu e; = 00).

Uvazujme problém minimalizace kvadratické funkce vzhledem k linedrnimu omezen:

1
(3.20) Y(d) = 5 d"Bd+g"d — min, ATd+h=0,

kde

de Rner]’ Bc ]R(nerI)X(n«Hn[)7 ge Rn+m17 A€ R(nerI)X(m]erE)’ h e Rm1+mE’
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pricemz

— dy — Byy 0 — gy
(321) d_(DIIdS)7 B_( 0 I)a g_<ngs )

(3.22) A:(gj AOE>, :(Z;)

Oznacime-li d, = [d ,d. | € R™*™e Lagrangeuv multiplikdtor, mé Lagrangeova

funkce pro problém (3.20) tvar
L(d,d,) = p(d) + d; (ATd + h).

Déle pouzijeme vétu 1.1. Pro feseni d, problému (3.20) existuje vektor d,, € R™+me
takovy, ze plati
Val(ds,dy,) =0, Va,L(ds,dy,) =0.

Pokud pouzijeme iteraéni metodu podobné jako u ptivodniho problému (3.5) a aplikujeme-
li na tyto rovnice Newtonovu metodu, dostaneme soustavu (3.19). Vidime, ze oba problémy
— nalezeni smérovych vektoru pro problém (3.5) a problém (3.20) — jsou ekvivalentni, ne-
bot vedou na stejnou soustavu rovnic, kterou muZeme napsat v obecném tvaru

(2 2)(4)-(2)

Puvodni problém nalezeni (aktivnich) smérovych vektoru jsme tedy prevedli na problém
minimalizace kvadratické funkce, na ktery aplikujeme metodu s lokalné omezenym kro-
kem. Po pridani omezeni

(3.24) ]| < A

nam vznikne vedle linedrniho omezeni z (3.20) jesté dalsi podminka. Obé podminky vsak
mohou byt nekompatibilni (norma feseni (3.20), kterou nezname, muze byt vétsi nez A),
jak je vidét na obrazku 3.1. Z tohoto duvodu budeme lokalné omezeny krok hledat ve
dvou krocich jako soucet vertikalniho a horizontalniho kroku dy a dy. Tato myslenka
pochazi od Byrda a Omojokuna [12] a jejim smyslem je udélat obé omezeni kompatibilni
pii soucasném zajisténi dostatecného poklesu funkce 1(d). Budeme tedy uvazovat fesent
d, ve tvaru d, = dy + dp.
Uvazujme nejprve tuto minimaliza¢ni ilohu

(3.25) |ATd + h|| — min, ||d|| <A
pro 0 < <1 (napf.d = 0.8). Protoze plati
|ATd 4 h|)? = d"AATd + 2" ATd + W h,
je tloha (3.25) ekvivalentni uloze
1
(3.26) v(d) = 3 d"AATd+ h"ATd — min, |d|| <A.

Zde se nevyskytuje linearni omezeni, feseni tohoto problému najdeme metodou s lokalné
omezenym krokem a oznac¢ime ho dy jako vertikalni krok smérového vektoru d. Tento
krok tedy minimalizuje normu linedrniho omezeni v oblasti mensi nez A.

102



A'd+h=0

Obrazek 3.1: Nekompatibilita obou omezeni

K ziskani dy jako feseni problému (3.26) pouzijeme metodu psi nohy, § 2.3, kde misto A
uvazujeme AA”T a misto g uvazujeme Ah. Cauchyho d¢ a Newtoniiv dy krok spocitdme
podle (2.36):

hTATAh | ARl
de = — Ah=————"—Ah.
© T T hTATAATAR [ATAR|2
Newtoniv krok dy spliiuje normélni rovnici AATdy + Ah = 0. Déle pfedpokladdme,
ze matice Ap ma linearné nezavislé sloupce a tudiz i matice A = < gl AOE ) ma
I

linedrné nezavislé sloupce. Tedy Aw =0 < w = 0. Existuje proto inverze (ATA)~1.
Necht
(3.27) 7 € RivHmox(n-mp)

je matice, jejiz sloupce tvoii bazi nulového prostoru matice AT, takze ATZ = 0 a
uvazujme Newtonuv krok ve tvaru dy = Au + Zv. Pak plati

0=AAT(Au+Zv) + Ah=AATAu+h) =

= ATAu+h=0 = u=—(ATA) "%

Za vektor v zvolime nulu, aby norma vektoru dy byla minimélni. Cauchyho a Newtonuv
krok maji tedy tvar

|AR]*

Nyni ukazeme vlastnosti téchto kroku, které pouzijeme v algoritmu 2.5. Plati

IARI® 2| Ah|*
0 < [[ATdo + hl* = [|[ATde|® + 2h" ATde + || = TATALE  JATALE T s

Ahl*
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coz neni nic jiného nez Schwarzova nerovnost. Plati-li ovSem rovnost
(3.29) 0=[|ATdc +hlI* <« [[ATAR||A] = [|AA|?,

musi byt vektory h a AT Ah linedrné zavislé, takze

ATAh—ah = (ATA)h=1p,

«
kde
_ IATAR| _ JJATAR? |ATAR|?
il [R[[[ATAR] - [[AR[?
podle (3.29). Odtud
- 1 | A2
dy = —AATA) "h=——Ah=—-——""— Ah =d,.
o (A°4) a AT AR ¢
Takze 4
|AR]|

de # d ATdo + h? hl? > —1
C?A N = 0<|| c+ H = H H >||ATAh||2

Odtud plyne

[AR]?  [ALIIAATA) A _ [JAR]dy]l

d~|| = d
ldell = TATanE  TARIAGTA) T < TATARRRE = 195
a dale
AR AR AR (. AR
= de)de = aranp " aran ~ faranp " faranp ) 7

takze iterace podle algoritmu 2.5 maji tento jednoduchy tvar:
e jestlize ||dc|| > dA, polozime

0A

dy = 7 dc
lde|

e jestlize ||dy| < dA, polozime
dy = dy
e ve zbyvajicim piipadé ||dc|| < 0A < ||dy]|| polozime
dy = dec + k(dy — dg),

kde x>0 je zvoleno tak, aby ||dy| = dA.

Lemma 3.1 Pro vertikdlnd krok dy plati ||ATdy + bl < || A
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DUKAZ: Provede se dosazenim vsech tif piipadi pro dy a vyuZitim vztahu

|ATdy + h||? = |[ATdy|]* + 2rT ATdy + || R|)?.

O
Necht dy je ziskany vertikdln{ krok. Nyn{ preformulujeme problém (3.20)-(3.24) takto:
1
(3.30) Y (d) = 5 d"Bd + g"d — min, ATd=ATdy, |d|<A.

Tato novéa formulace obsahuje kompatibilni omezeni, nebot volba d = dy spliiuje obé
podminky. Celkovy krok d problému (3.30) lze napsat ve tvaru d = dy + dg. Protoze
pozadujeme ATd = ATdy, musi krok dy spliiovat ATdy = 0. Je-li Z matice z (3.27),
pak dy = Zdz pro néjaké dy € R"™™E a protoze dy lezi v oboru hodnot matice A
podle (3.28), tj. dy = Aw pro né&jaky vektor w, a ATZ =0, plati

dgdH = wTATZdZ = 0.
Odtud dostaneme podle Pythagorovy véty

A* > |d|* = |ldv[I* + ldul® = lldull = Zdz| < VA2 —[ldv]?.
Dosadime do (3.30):

1
Yu(d) = 3 (dy + Zdz)"B(dy + Zdy) + ¢" (dy + Zdz) =
1 1
= 3 dLZ"BZdy + (Bdy + g)TZdy + 3 dyBdy + g"dy
a dostaneme pro dz tlohu najit minimum kvadratické funkce

1 _
(3.31) Vz(d) = 5 d"Byzd + gbd — min, |Zd|| <A,

kde
B, =Z"BZ, g;=7Z"Bdy+g), A=+A2—|dv]|>?

a jejiz teSeni dy = Zdy nazveme horizontalnim krokem smérového vektoru d. Zde se opét
nevyskytuje linearni omezeni podobné jako u vertikalniho kroku, avsak oblast piipustnych
dz nemusi byt sférickd. Pouzijeme proto predpodminénou metodu sdruzenych gradientu,
§2.5, pro C = ZT7Z. 7 (3.27) plyne, ze problém (3.31) je velikosti n — mp a iterace
vypadaji podle algoritmu 2.9 takto:

dZ = 0, Tz =4z, 7:Z = (ZTZ)*er, Pz = —fz,
1 7.
n = prZpZ7 o = 5T§TZ7 d} — dZ + apz,
+ S+ Tr\—1 .+ (rz)'75 + =+
ry =rz+aBgpz, T;=(Z"7Z)"ry;, B= py =Tz + Ppz.

T~
Tyto iterace zahrneme do puvodniho problému (3.20) pro d = dy + Zdz a misto omezen{
|Zdz|| < A budeme uvazovat omezeni v puvodnim tvaru ||d|| < A. Z rekurence pro dy

plyne
dt =dy +Zd}, = dy + Zdy + aZpyz = d + ap,
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takze muzeme polozit p = Zpy. Déle
rz =Bzdy + g7 = Z"BZdy + Z"(Bdy + g) = Z"(Bd — Bdy + Bdy +g) = Z"r

a pro predpodminénd residua zavedeme vektor 7 = Zry. V takto upravené metodé
sdruzenych gradientu se vyskytuje nasobeni

P =7, = Z(Z"Z) 2T € Py,
kde
P, =7Z(Z"72)'Z".

Nyni je tfeba se zbavit matice Z, kterd se obtizné urcuje, [20]. Projekci P, muzeme
nahradit ekvivalentni projekci

P,=1-A(ATA)'AT,

ktera nevyzaduje matici Z a pouzijeme nasobeni 7 = Pyr. Ze se jedna o ekvivalentni
matice, plyne ze zjisténi, ze

P, A=P,A=0 a PLzZ=P,Z=17,
takze pro libovolny vektor w, ktery lze napsat ve tvaru w = Aw; + Zw,, plati
Pyw =Zw, = Pyw.

Matice A m4 linedrné nezavislé sloupce, proto je AT A reguldrni a existuje inverze.
Iterace pro puvodni problém (3.20) maji tedy tvar

pocatecni dy =0 = pocatecni d = dy, r=Bd+g, 7 =Par,

p="12Zpy = —Ziy; = —Z(Z"Z)'ZTr = —Pyr = —Pyr = —7,

R S Ry
n=pyBzpz = pzZ"BZp; = p' Bp, azﬁrﬁrzzngZrzzﬁrT,

H\T =+ T =+
d*=d+ap, r"=r+aBp, 7" =Pyur, BZ(TZ)TZ:(T)T’

rLiy rT'r

p"=Zpy = ~Ziy + fZpy = —7" + Pp.

7 metody sdruzenych gradientu ovsem nelze ziskat Lagrangeovy multiplikatory d,,,
takze je musime vyjadiit jinak. Z prvni rovnice (3.23) plyne

Ad,=—(g+Bd)=—-—r = d,=—(ATA) ATy

jako Teseni ulohy nejmensich ¢tvercu. Navic odtud plyne

F=Pur=[1—-AATA)'AT]r =r + Ad,.

Na obrazku 3.2 je znazornén zpusob vypoctu smérového vektoru d, pomoci vertikalniho
a horizontalniho kroku. Vidime vrstevnice funkce F(y,s), omezeni h(y,s) = 0 a
feseni [y, s,]. Vyjdeme z bodu [y,s] a hleddme d, = [d], (D;'d,)"]". Protoze muze
dojit k nekompatibilité omezeni ATd +h =0 a ||d|| < A, uvazujeme d, ve tvaru
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Obrazek 3.2: Vertikalni a horizontalni krok

d, = dy + dy, kde dy tesi tlohu (3.25) a dy = Zdz tlohu (3.31). Vektor d, vsak
obsahuje jen aktivni omezeni, d, = [d], (D7'd,)7]”, musime proto dopocitat hodnoty d,
pro neaktivn{ omezeni podle 3.16. Polozime d, = (d¥,d%)T, yt = y+ayd,, sT = s+agds.
Totéz provedeme s Lagrangeovymi multiplikdtory, u™ = u+a,d,, kde vektor d, je rovnéz
rozdélen na dy, a d,. Délky kroku ay, o, volime tak, aby s™ >0, u™ > 0.

Nyni zkompletujeme vSechny uvedené ivahy pro d, do nového algoritmu, ktery slouzi
k vypoctu lokdlné omezeného kroku (trust region method) vzhledem k linedrnimu omezeni

(constrained), uloha (3.20).

Algoritmus 3.1 Constrained trust region method.

1. Zvolime 0 € (0,1), napr. 6 =0.8 a €€ (0,1).

2. Spocitime de = ——B AR o dy = —A(ATA) .

 [ATAR]?

3. (a) Jestlize ||dc|| > 0A, polozZime d = ”fl—gudc;
(b) Pokud ||dc|| < dA < ||dn||, polozime d = dc+ k(dy —dc), kde k je uréeno
tak, ze ||d|| = dA;

(c) Ve zbyvajicim pripadé ||dn|| < 6A polozime d = dy.
4. Polozime r=Bd+g, d,=—(ATA)'ATr, 7=r+ Ad,, p=—F .
5. Spocitame n = pTBp. Je-li n >0, prejdeme na krok 6. Jinak uréime x>0 tak,
Ze ||d+ kp|| = A, polozime d, =d+ kp a prejdeme na krok 10.

g dt =d+ ap.

6. PoloZime o = e
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(a) Je-li ||dT|| > A, uréime k>0 tak, Ze ||[d+kp| = A, polozime d, = d+ kp
a prejdeme na krok 10.
(b) Je-li ||d*|| = A, polozime d, =dt a prejdeme na krok 10.
(c) Je-li ||dt|| <A, prejdeme na krok 7.
7. Spocitame v+ =1+ aBp, df = —(ATA) ATyt Je-li ||rt] <cellg|l, polozime
d, =d*, d,, =d} a STOP. Jinak prejdeme na krok 8.

()Tt

8. Polozime 7+ =rt+Ad}, 8=, p"=—7"+[bp.

9. Odstranime index .= a ndvrat na krok 5.

10. Spoéitame v, =1+ xBp a polozime d,, = —(ATA)"1ATr,.

3.3 Algoritmus

Metody s lokdlné omezenym krokem vedou na krok y* = y+ayd,, st = s+a,ds, kde
bud a, =1 a a; € (0,1) je takové, ze s* > 0 (tzv. prijatelny krok) nebo a, = as =0
(tzv. nulovy krok). Kromé toho volime u™ = u + a,d,, kde «, € (0,1) je takové, ze
ut > 0. Vyjddreno po slozkach mé tedy platit s; + agdy; > 0, u; + aud,; > 0 Vi.

Spocitame tedy podily —ds:'i, —%’i, definujeme veliciny
Si ~ . U;
(3.32) as; = v min <——) , &, =1U min <——> ,
i€l,ds;<0 si i€1,dui<0 \ dy;

kde 0 <9 <1 je koeficient blizky k jednotce, a polozime

a, =a, a;=min{a,d;}, @, =min{a,d,}.

Prijatelny krok znamena, ze bud’ dojde k poklesu hodnoty F(y ™, s*) oproti F(y, s) nebo ke
zlepSeni splnéni omezeni, tzn. h(y™*, s7) je blize nule nez h(y, s). Za tim tcelem definujeme
nasledujici pokutovou funkeci P(«) s koeficientem o > 0 :

P(a) = F(y+aydy, s+ a,ds) + (u—i—du)Th(y—i—aydy, s+ ady) —i—% | h(y+ oy d,, s—i—ast)HZ.

Pro vektor ™ uvazujeme plny krok u + d,, aby v derivaci P'(«) nevystupoval ¢len s
o, a tato derivace se dala vyjadfit pomoci vztahu (3.12)-(3.13). Spoc¢itame skutecny a
predpovédény pokles funkce P(«). Skuteény pokles je definovan jako rozdil P(1)— P(0).
Jestlize

2
Q(a) = P(0) + aP'(0) + % d"Bd
je kvadratickd aproximace funkce P(«), pak je rozdil
1
Q(1) — Q(0) = P'(0) + 3 d"Bd

predpovédény pokles funkce P(a)). Abychom rozhodli, zda je krok prijatelny ¢i nikoli,
vytvorime podil skutecného a predpovédéného poklesu. Jestlize

def P(1) — P(0)

Q(1) — Q(0)
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je krok prijatelny a polomér A muzeme zveétsit. V opacném piipadé je krok nepftijatelny
(nulovy) a polomér A je tieba snizit. Aby o > 0, je nutnou podminkou pro aplikaci
metod s lokdlné omezenym krokem splnéni nerovnosti Q(1) — Q(0) < 0.

Véta 3.1 Necht
ro=AYd+nh, 0=h"(h—r,) a y=d'g+d Ad,.
Jestlize Lo

6>0 >
a o 0 ,

pak plati nerovnost Q(1) —Q(0) < 0.
DUKAZ: Zderivujeme funkci P(a) :

P'la) = d)V,F(y+oydy, s+ ads) + diVF(y + aydy, s + ogds) +

+ (u+dy,)" [dzvyh(y + aydy, s + agds) + dIVih(y + aydy, s + ads)] gt
+ oh"(y + aydy, s + asdy) -
[dg’vyh(y + aydy, s + agds) + drV h(y + aydy, s+ ozsds)}T

= P(0) = diV,f(y) - pdl St e+ (u+do)" (df[Ar(y), Ap(y)] +dI[L0])" +
+ oh"(y, ) (d] [As(y), Ap(y)] + d[[L,0])" .

Déle dosadime vztahy (3.12)-(3.13):

/ _ dy ! Vyf(y) +[Ar, Aglu dy T A Ap
PO = (DM) (—uDszeHDI,OJu "\ pjie,) \p 0 )&t

d Tr A A
Yy I E _gT T T
(3.33) + “(D;1d5> (DI . )h(y,s)—d g+d"Ad, + o d"Ah.

Celkem plati

1 1
Q1) —Q(0) =5 d"Bd+d"g+ d"Ad, + o d"Ah = 5 d"Bd +v + o d" Ah.
Déle . . X
AT D; 0 dy hy -
Ad+h=| AT 0 D, D;lc{s + hy | =ATd+h,
AT 0 0 D;'d, hp

protoze druhd rovnice je rovna nule podle (3.16) — neaktivni omezeni eliminujeme ze
soustavy (3.15) a poc¢itame presné. Ve vertikdlnim kroku hleddme vektor dy, ktery mini-
malizuje normu ||A7d + k|| v oblasti ||d|| < A < A, plati tedy ||ATdy + k|| < |||
podle lemmatu 3.1. V horizontalnim kroku plati ATd+ h = ATdy, + h a proto

Irull = |ATd + bl = [[ATd + &l = [|A"dy + &l < || < \/|I2][2 + [[A]| = |A].
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Odtud plyne

7 < il = KR el < Wb 0= TG =) > .

Dale plati
d"Ah =h"(ATd+h—h)=h"(r,—h)=—0

a tedy
1
Q(1) — Q(0) = 5 d"Bd ++ — .
Nyni pro libovolné spocitané vektory d a d, staci zvolit hodnotu o > @ takovou,
aby platilo Q(1) — Q(0) < 0. O

V praxi se zkousely i jiné pokutové funkce, napt.
Pi(a) = Fly + aydy, s + auds) + ollh(y + aydy. s + audy)]|.

Pro tuto funkci 1ze dokéazat globalni konvergenci algoritmu, pokud se parametr o béhem
itera¢niho procesu nezmensuje. Tato monotonni strategie vsak muze vést na nevhodné
velké hodnoty o, které mohou zpomalit konvergenci. U funkce P(«) muzeme volit malé
hodnoty parametru o, proto je tato pokutova funkce vhodna pro vypocty. Pro tuto funkci
vsak nelze globalni konvergenci v obecném piipadé dokézat.

Parametr ;4 ménime v kazdé iteraci. Vétsina implementaci metod vnitinich bodu voli
hodnotu p tak, ze 0 < p < 5:;;[, tedy pu=v 5:;;’ pro v € (0,1). V praxi se ukédzalo,
ze algoritmus pracuje nejlépe tehdy, kdyz jdou slozky s;u; stejnomérné k nule. K tomuto
ucelu zavedeme veli¢inu

_ min;er{s;u; }
sTur/mg

Ziejmé plati 0 <w <1 a w =1 prave kdyz je s;u; konstantni Vi € I. Nyni pouzijeme
nésledujici heuristiku pro volbu v a tedy u zavedenou v [65], kterd se v praxi ukézala jako

velmi efektivni:
T

3
w=v i ul, kde v =10" -min{l_—w,Q}
my 20w

Je nutno poznamenat, ze pomaly pokles © muze znacné zvysit celkovy pocet iteraci a
naopak rychly pokles g muze vést na selhdni metody.

Polomér A ménime v zavislosti na hodnoté podilu p. Je-li ¢ blizko nuly, A zmensime,
je-li p blizko jednicky nebo vétsi nez jedna, A zvétsime.

Nyni jiz muzeme uvést kompletni algoritmus pro feseni obecného nelinearniho problému
s omezenimi ve tvaru rovnosti a nerovnosti metodou vnitinich bodu (interior point me-
thod) realizovanou jako metody s lokdlné omezenym krokem (trust region method).

Algoritmus 3.2 Trust region interior point method.

Data: f:R" =R, ¢c=lc,cg]: R" — R™
Zvolime y € R", s e R™ weR™ n>0, 9€(0,1), e,e; € (0,1), napr-

s=u=10""-(1,..., 0", pu=1, 9=095 =105 & =10"".
Zvolime O<é<1<5a0<g<§<1.
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1. Urcime Ar(y), Ae(y), g9(y,s,u), h(y,s) a polozime A = |g|.
Jestlize (w<e & |g||<e & ||h|| <€), pak STOP.

Pomoci diferenci spocitdme druhé derivace funkci f(y) a c(y).
Urcime aktivni a neaktioni omezeni (s; < epu;, resp. s; > £ru;).

Pomoci algoritmu 3.1 spocitame vektory d,, 15;%23, CZUI, dyy -

S & e

Vypocitdme vektory dg,d,,, tim ziskime ds,d, a polozime d = [dg, (D;'d,)T)7.

1d"Bd+dTg+dT Ad,
dTAh

=

Zvolime o >0 tak, aby o > —

8. Podle (3.32) uréime maximdlni délku kroku &5 > 0 tak, aby s+ asds > 0 a
polozime s = min{l, a,}.
o _ P(1)— P(0)
9. Vypocitame podil o = OOk
10. Je-li 0 <0, zvolime A < ||d|| a ndvrat na krok 5.

11. Podle (3.32) urc¢ime mazimdlni délku kroku &, > 0 tak, aby v+ &,d, > 0 a
polozime «a,, = min{1, &, }.

12. Polozime y =1y +dy, s:= 5+ asds, U :=u+ qyd,.
13. Je-li 0 < o, polozime A:=§||d|, je-li 0 <o, polozime A :=0A.
14. Spocitame w = %W, v=10"" min {12 TR ,2} a poloZime p=v %

15. Aktualizujeme A;(y), Agp(y), 9(y,s,u), h(y,s) a ndvrat na krok 2.

3.4 Pouziti filtru

Jestlize podle postupu vyse spocitame kandidéta na nové priblizeni, tedy krok
vyt =y+ayd,, sT=s+ auds,

pak zpravidla pouZivame jistou pokutovou funkci, pomoci které zjistujeme, zda je tento
krok piijatelny, tzn. dojde bud k poklesu hodnoty funkce F nebo ke zlepSeni splnéni
omezeni h. Vratme se zpét k problému (3.5), tj. problému

F(y,s) — min, h(y,s)=0.

Resen{ tohoto problému vyzaduje dva cile. Minimalizovat funkci F a splnit jisté podminky.
Oznacime-li x(y, s) = ||h(y, s)||, pak v podstaté hleddme feseni problému

(3.34) F(y,s) — min, x(y,s)=0.

Jednd se tedy o minimalizaci dvou funkci, pticemz funkce x(y,s) md prednost, nebot
hledame takové feseni, ve kterém je tato funkce rovna nule.
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Fletcher a Leyffer [15] poskytli techniku, kterd se vyhyba uréitym obtizim pii pouziti
klasické pokutové funkce, napt. aktualizaci pokutového parametru o. Prijatelnost kroku je
urcena srovnanim chovani omezeni a hodnoty funkce F's predchozimi iteracemi sdruzenymi
v tzv. filtru. Nova iterace je prijatelnd, jestlize se ve srovnani se vSemi iteracemi ulozenymi
v daném filtru dostatecné zlepsi omezeni nebo hodnota funkce F.

Budeme pouzivat oznaceni

Fi' = F(y,s) = f(y) — e’ (Sr)e,  x = x(y,5)

pro obecny bod (y, s) a

F™ = F(yi,5:) = f(yi) — e’ (Sp)ie,  xi = x(i, 50)
pro i-tou iteraci (y;, s;), kde (Sy); zna¢i matici S; v iteraci 1.

Definice 3.1 Rekneme, Ze iterace (y;, s;) a prislusnd dvojice (F'**,x;) dominugi nad ite-
ract (y;,s;) a dvojici (Fj*,x;) pravé kdyz plati

FiF<E™ & xi<xj 1#7

coZ je ekivalentni zapisu
Hlax{ﬁ;’uk - F’],Uk7 Xi — X]} S 07

pro néjaké pevné .

Tato definice 11k4, ze iterace (y;, s;) je nejméné tak dobra jako iterace (y;, s;) (vzhledem
k obéma mirdm) a tedy iterace (y;, s;) ztraci vyznam. Pozadavkem pro piijeti nové iterace
tedy je, aby nad ni nedominovala néktera z predchozich iteraci. Staci si tedy pamatovat ty
iterace, nad kterymi nedominuje zadna jina. K tomuto ucelu vytvotrime strukturu zvanou
filtr, kterou pouzijeme jako kriterium pro pfijeti ¢i odmitnuti iterace.

Definice 3.2 Filtr F, je mnozina dvojic {(F!"*,x;):1 € {0,...,k}} takovych, Ze Zidnd

7

dvojice nedominuje nad jinou. Rekneme, Ze dvojice (FL%1, Xrs1) je prijatelnd do filtru
Fr, jestlize nad ni nedominuje Zddnd jind ve filtru Fr. MnoZina Iy je mnoZina indext

i€{0,...,k} takovych, ze (F!" x;) € Fr. MnoZina
Dy = {(F",x): F' > F" q x>x; pronéjaké i €T} C R?
je mnozina vsech neprijatelnych dvojic v iteract k + 1.

V praxi to znamend, ze pokud mame v k-té iteraci filtr Fj, ptdme se, zda muzeme
piijmout dvojici (F%, Xx+1), tedy (k + 1)-nf iteraci. Pokud nad touto dvojici nedomi-
nuje zadna jind z filtru Fj, pfijmeme tuto novou iteraci a do filtru Fj pridame dvojici
(FL%1, Xkt1)- V opaéném pifpade dvojici (F)f, xx+1) do filtru Fj, nepiidame. Iterace k+1
je tedy prijatelnd, jestlize plati

(F% 1 Xks1) € Dy

Protoze pii prechodu ke (k+1)-ni iteraci aktualizujeme parametr ji, na g1, nahradime
hodnoty F/* aktualizovanymi hodnotami F/*** pro i € Z; a eventuelné i = k + 1.
Déle odstranime ty dvojice (F}***, x;), nad kterymi dominuje jina dvojice ve filtru. Tim
dostaneme novy filtr Fr.1 a nové mnoziny Zy.1, Dyiq.

Budeme pouzivat tii rizné fitry:
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Barierovy filtr — dvojice (F]};, xx+1) je pfijatelnd do filtru Fj, jestlize plati

Fi% < F"™ nebo xpp1 <xi Vi€

Fletchertuv-Leyfferav filtr — dvojice (Fif,, xx+1) je piijatelnd do filtru Fj, jestlize
plati

fWkr1) < f(yi) mnebo xpp1 <xi Vi€

V tomto ptripadé neuvazujeme ve funkci F' barierovy ¢len.

Markovuv filtr — dvojice (F;'f, xx+1) je piijatelnd do filtru Fy, jestlize plati

Fl% < F* nebo  Xp+1 < Xk
Zde uvazujeme ke srovnani pouze predchozi iteraci, Zj = {k}.

Pokud v iteraci k£ + 1 pro néjakou délku kroku «j nedostaneme dvojici piijatelnou
do Fj, muZeme bud pouzit pokutovou funkci nebo zmensovat délku kroku oy, tak, aby
piislusnéd dvojice (k + 1)-ni iterace byla ptijatelnd do filtru. Tuto druhou variantu jsme
vyzkouseli v numerickych testech.

Vyse uvedenou jednoduchou definici pfijeti ¢i odmitnuti iterace je tfeba upravit. Predevsim
zamezime tomu, aby se do filtru dostaly dvojice, které jsou sice prijatelné do filtru, ale
jsou libovolné blizko hranice tohoto filtru. Iterace k+ 1 je prijatelnd, jestlize plati

(3.35) max{A;, Xi — Xx+1} > €rXi Vi€ Iy,
kde er > 0 je néjaka konstanta a

o A;=F"" — F/*i" pro barierovy filtr;

o A, = f(yi) — f(yxs1) pro Fletcheruv-Leyfferuv filtr;

o A; = F/*" — F/'{]' pro Markovuv filtr.

Déle zavedeme horni mez na funkci x(y, s) v podobé konstanty % > xo a uvazujeme
pouze takové body (y, s), pro které plati

X(,8) <X.

Inicializace filtru je takova, ze po zvoleni pocatecni iterace (yo, sp) definujeme pocatecni
filtr jako

Fo={(F5°, x0) }-

Mame-li iteraci (yg, sx), kterd spliuje podminku

HXkH < €X,

kde ex > 0 je néjakd konstanta, lze pozadovat, aby doslo také k dostatecnému poklesu
v prislusné funkéni hodnoté. Koneéné muzeme stanovit, jaky maximalni pocet dvojic
budeme do filtru ukladat, protoze tento pocet muze byt znacné velky. V numerickych
testech jsme zvolili 50 dvojic. Po prekroceni tohoto poc¢tu zacneme z filtru odstranovat
nejstarsi iterace.
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F(y.s)

.-

Obrazek 3.3: Filtr F;, v iteraci k.

Na obrézku 3.3 je zndzornén filtr F, v iteraci k. Cerné puntiky jsou dvojice, které tvoii
filtr, vybarvena oblast je mnozina D, nepfijatelnych dvojic v iteraci k + 1, tlusta cara
vpravo je horni mez Y a teckovand ktivka je upravena oblast prijatelnosti dvojice podle
(3.35).

Nyni uvedeme algoritmus. Protoze princip filtru lze snadnéji implementovat ve spo-
jeni s metodou spadovych sméru, pouzijeme pro uréeni smérovych vektoru tuto metodu
namisto metody s lokalné omezenym krokem. Protoze provedeme porovnani principu filtru
s klasickym postupem, uvedeme nejprve algoritmus pouzivajici pokutovou funkci, jehoz
detailni popis je uveden v [36].

Algoritmus 3.3 Penalty line search interior point method.

Data: f:R" =R, c=[cj,cpg] : R* - R™.
Zvolime y €R", seR™, weR™ puo,A>0, ¢ 0,e¢e€(0,1), napr

s=u=10""-(1,..., )", p=0=1, A =1000,
9 =095 S=05 =10 g =10".
1. Urcime A;(y), Ag(y), 9(y,s,u), h(y,s).
Jestlize (w<e & |g||<e & ||h|| <¢€), pak STOP.

Pomoci diferenci spocitdme druhé derivace funkci f(y) a c(y).

Polozime Dy =1, wurcéime aktivnd a neaktioni omezeni (s; < eru;, resp. s; > £ru;)
a sestavime linedrni systém (3.19).

5. Urc¢ime vektory d,, ds, a?ul, dy,, nepresngm resenim systému (3.19) pomoci predpodminéné

metody sdruzenijch gradienti.
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R N S

10.

11.

12.

15.

Vypocteme vektory ds,d,,, tim ziskime ds,d, a poloZime d = d), df]"

Spocitdme smérovou derivaci P'(0) podle (3.33).

Je-li P'(0) >0, provedeme restart, tj. polozime B,, =1, a ndvrat na krok 5.

Podle (3.32) urc¢ime maximdlni délky kroku as,c,, > 0 tak, aby s+ ads >0 a
u+ aydy, >0 a polozime & = min{l, ﬁ}.

Najdeme nejmensi ¢islo 1> 0 takové, Ze P(a) < P(0), kde

a=pda a,=a, a;=min{a,d}, «,=min{a,d,}.

Polozime y =y + audy, s:= 5+ asds, u:=u+ a,d,.

Spocitime w = %}fﬂl}, v =10"!- min {126—5,2}3 a poloZime pu=rv %

Ndvrat na krok 1.

V piipadé pouziti principu filtru pouzijeme pokutovou funkci pouze k provadéni restartu.
Zavedeme oznaceni

F!' = F(y+ aydy, s + asds),  Xa = ||h(y + aydy, s + asds) ||

a pro jednoduchost vynechdame index k.

Algoritmus 3.4 Filter line search interior point method.

Data: f:R" =R, c=[cj,cpg] : R* - R™.
Zvolime y eR", seR™ weR™ pu o, A>0, 9 0,¢e¢e,er€(0,1), napr.

s=u=10""-(1,....,1)", p=0=1, A =1000,

9=0.95 B=05 =10 ¢ =107, ep=10""%

Polozime x = ||h(y, )l a F = {(F(y. ). )}

1.

DRI

Urcime Ar(y), Ag(y), 9(y,s,u), h(y,s).
Jestlize (n<e & gl <e & |h|| <¢€), pak STOP.
Pomoci diferenci spocitdme druhé derivace funkci f(y) a c(y).

Polozime D; =1, wurcéime aktivnd a neaktioni omezeni (s; < epu;, resp. s; > £ru;)
a sestavime linedrni systém (3.19).

Urcime vektory d,, CZS, du,, dy, nepresngm resenim systému (3.19) pomoci predpodminéné
metody sdruzenych gradienti.

Vypocteme vektory ds,d,,, tim ziskime ds,d, a poloZime d = [dg,dZ]T
Spocitame smérovou derivaci P'(0) podle (3.33).

Je-li P'(0) >0, provedeme restart, tj. polozime B,, =1, a ndvrat na krok 5.
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9. Podle (3.32) urcime mazximdini délky kroku &, &, >0 tak, aby s+ a.ds >0 a
u+ &yd, >0 a polozime & = min{1, ﬁ}.

10. Najdeme nejmensi ¢islo 1> 0 takové, Ze (F¥ xa) € D, podminka (3.35), kde
a=pa a,=a, a;=min{e,da}, o,=min{a,dq,}.
11. PoloZime y :=1y+ ady,, s:= 5+ asds, U= u+ o,d,.

min;er{s;u;}
sTur/my

13. Aktualizujeme filtr F a ndvrat na krok 1.

, v=10"" -min{l_“ 2}3 a poloZime p=v slur,

~ sy 2 . S
12. Spocitame w = 20w mr

Aktualizace filtru F znamend, ze do néj priddme novou dvojici, prepocitame hodnoty v
ném obsazenych dvojic po aktualizaci parametru u, odstranime ty dvojice, nad kterymi
dominuje néjaka jina dvojice a pokud je celkovy pocet dvojic obsazenych ve filtru vétsi
nez jistd hodnota (zvolili jsme 50), odstranime nejstarsi dvojici.

Poznamenejme, ze oba uvedené algoritmy se lisi pouze v krocich 10.-11., kde se provadi
vybér délky kroku. Porovnani obou algoritmu je uvedeno v §3.5.

3.5 Numerické vysledky

Algoritmy popsané v této kapitole byly implementovany v prostredi optimaliza¢niho
systému UFO [39] a testovany pomoci tif kolekei rozsdhlych a strukturovanych testo-
vacich problému [36] (vzdy 18 optimaliza¢nich problému s omezenimi ve tvaru rovnosti a
nerovnosti). Tyto problémy vznikly tipravou problému s omezenimi ve tvaru rovnosti uve-
denych v [42]. Rovnosti ¢(y) =0 jsou v prvni mnoziné nahrazeny nerovnostmi c(y) > 0
a ve druhé nerovnostmi c¢(y) < 0. Treti mnozina obsahuje omezeni —1 <y <1 a
—1 < ¢(y) < 1. Pro prvnf a druhou mnozinu jsme z testt vynechali osmy problém, nebot
spotfeboval vice nez polovinu celkového strojového ¢asu. Ve vSech ptripadech uvazujeme
1000 proménnych. Pouzité algoritmy jsou uvedeny v tabulce 3.2. U algoritmu 3.2 byly pro
definici oblasti prijatelnosti vyzkouseny dvé normy, jednak standardni euklidovska norma
|d|ls < A a také norma ||d|l; = >, |d;| < A. Pro test jsme pouzili primarné-dudlni
formulaci, protoze primarni formulace davala horsi vysledky. U algoritmu 3.3 byl rovnéz
testovan ptipad, kdy se k vybéru délky kroku nepouziva zadna pokutova funkce, tzn. krok
y+dy,, s+ a,ds >0, u+ a,d, > 0 piijmeme vzdy bez ohledu na splnéni jakéhokoli
kriteria.

Vysledky jsou uvedeny v tabulkach 3.3-3.5, kde jednotlivé sloupce znamenaji

e Metoda — pouzity algoritmus podle tabulky 3.2

e NIT — celkovy pocet hlavnich iteraci (pro yy, Sk)

NFV — celkovy pocet vyéisleni hodnoty funkce F

NFG — celkovy pocet vycisleni gradientu funkce F

NCG - celkovy pocet iteraci metody sdruzenych gradientu (vnitini iterace)

NR — celkovy pocet restartu
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Zkratka | Pouzity algoritmus | Pokutova funkce nebo filtr
TRIPM-1 3.2 s ||d||1 P(«)
TRIPM-2 3.2 s ||d]|2 P(a)
PLSIPM-N 3.3 zadna
PLSIPM-P 3.3 P(«)
FLSIPM-M 3.4 Markovuv
FLSIPM-FL 3.4 Fletcheruv-Leyfferuv
FLSIPM-B 3.4 barierovy

Tabulka 3.2: Ptehled testovanych metod pro minimalizaci s omezenimi.

o T — celkovy cas
e NF — celkovy pocet problému z dané mnoziny, které se nepodarilo vyresit

Graficky jsou vysledky testu zndzornény na obrazcich 3.4-3.6. Z vysledku lze vy¢ist,
ze novy algoritmus 3.2, metoda vnitinich bodu s lokdlné omezenym krokem, neni neje-
fektivnéjsi. Je to zpusobeno tim, ze se pokutova funkce pouziva nejen k rozhodovani o
uspésnosti kroku, ale také k urcovani polomeéru oblasti prijatelnosti, coz muze vést k prilis
rychlému zmensovani tohoto polomeéru. Jinymi slovy, kvadraticky podproblém pouzivajici
pokutovou funkci P(a) neni vhodny k tizeni délky kroku tak, jako podproblém pouzivany
v piipadé minimalizace bez omezeni a je tfeba nalézt vhodnéjsi model (nékteré jiné mo-
dely byly jiz vyzkouseny, ale vysledky jsou jesté horsi). To se tyka zejména algoritmu
pouzivajicich princip filtru, kdy kvadraticky model nemuze vychéazet z pokutové funkce.
To je vsak otazka dalsiho vyzkumu. Porovname-li jednotlivé pouzité normy, nelze jed-
nozna¢né urcit, ktery pripad je lepsi. Vidime, ze euklidovska norma pottebuje sice vice
hlavnich iteraci, vyzaduje vSsak méne strojového casu. Horsi je pouze u treti mnoziny
piikladi. Navic je tfeba poznamenat, ze metody vnitinich bodu s lokalné omezenym
krokem nedokazaly spocitat vzdy jeden ptiklad z dané kolekce.

Prekvapivé dobie vychazi metoda, pii které nepouzivame pokutovou funkci, coz je
vidét hlavné u treti mnoziny piikladu, kde je maly celkovy pocet vSech iteraci i celkovy
strojovy cas. U druhé mnoziny piikladu vsak dochazi k vyraznému néarustu poctu iteraci
sdruzenych gradientu.

Velmi dobie si vedou metody pouzivajici princip filtru. Ve vSech ptipadech jsou nej-
rychlejsi a prijatelny je i celkovy pocet hlavnich iteraci. VSimnéme si vyrazné nizsiho
celkového poctu iteraci metody sdruzenych gradienttu u prvni kolekce prikladu oproti me-
toddm pouzivajicim pokutovou funkci.

Co se tyka typu filtru, nejsou patrné zadné vétsi rozdily. Muzeme tedy pouzivat nej-
jednodussi z nich, Markovuv filtr, i kdyz u treti kolekce piikladu se spotiebovalo vice
strojového ¢asu, nez u zbylych dvou typu filtru.

Zavérem je tfeba upozornit, ze algoritmy 3.2 a 3.4 jsou nové, takze je potieba je
otestovat na dalsich piikladech a provést jejich mozna vylepseni.

Informace o systému UFO a testovanych prikladech 1ze ziskat na adrese

http://www.cs.cas.cz/ luksan /test.html
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Metoda NIT | NFV | NFG | NCG | NR T | NF

TRIPM-1 | 1106 | 1171 | 8522 |26 060 0] 10.22

TRIPM-2 | 1344 | 1431 | 11995 | 18 188 0] 931

PLSIPM-N 267 o567 | 4137{24969 | 20| 4.94

PLSIPM-P 250 293 | 3936 | 21 806 14 | 4.68

FLSIPM-M 608 650 | 4326 | 13 152 9 397

FLSIPM-FL 602 720 | 4280 | 13 336 81 3.93

[eall Hen il Nl Nl Rl s L

FLSIPM-B 604 705 | 4346 | 13 231 11| 4.08

Tabulka 3.3: Prvni mnozina ptikladu pro minimalizaci s omezenimi.

Metoda | NIT | NFV | NFG | NCG | NR T | NF
TRIPM-1 904 998 | 6 185 | 10 521 01]6.52
TRIPM-2 906 941 | 6 048 | 10 448 01]5.82
PLSIPM-N 393 393 | 2823 | 10 728 19 | 2.95
PLSIPM-P 476 925 | 3403 | 5654 | 73] 3.32
FLSIPM-M | 461 500 | 3363 | 5924 10 | 2.61

FLSIPM-FL | 469 17 | 3412 | 5979 11 | 2.63
FLSIPM-B 464 008 | 3381 | 5941 10 | 2.59

O | OO = | O ||k

Tabulka 3.4: Druhd mnozina prikladu pro minimalizaci s omezenimi.

Metoda NIT | NFV | NFG | NCG | NR T | NF

TRIPM-1 [ 1040 | 1128 | 6 878 | 6 923 01]13.63 1
TRIPM-2 [ 1459 | 1514 | 9705 | 7485 0] 15.98 1
PLSIPM-N 571 o971 | 3991 | 2731 13 | 6.84 1
PLSIPM-P 272 699 | 4294 | 3670 | 25| 7.55 0
0

0

0

FLSIPM-M 042 636 | 3956 | 2630 10| 7.11
FLSIPM-FL 536 657 | 3915 | 2636 11| 6.77
FLSIPM-B 041 632 | 3946 | 2629 10 | 6.78

Tabulka 3.5: Treti mnozina prikladu pro minimalizaci 8 omezenimi.
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Obrazek 3.4: Prvni mnozina piikladu pro minimalizaci s omezenimi.
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Obrazek 3.5: Druhd mnozina ptikladi pro minimalizaci s omezenimi.
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Obrazek 3.6: Tteti mnozina prikladu pro minimalizaci s omezenimi.
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Priloha A

V priloze uvedeme néktera pomocnéa tvrzeni a poznamky z algebry, které jsou pouzity
v této préci.

Poznamka A.1 Oznacéme symbolem MT Moore-Penroseovu pseudoinverzi matice M. Tato
pseudoinverze je urcena jednoznacné a plati:

MMM =M, MMM =M (MM =MM', (MM)"=MM.
Pseudoinverze diagondlni matice D = diag(dy,...,d,) je dana takto:

D' = diag(ds, . .., d,),

kde

Poznamka A.2 Necht A je symetrickd matice vddu n, \; je libovolné vlastni ¢islo matice
Aa S ={¢#0:Aq= \gq} jemnoZina vlastnich vektori asociovanych s vlastnim
cislem N;. Oznacme P = (A — NI)(A — NI

1. Plati
P?= (A - \D(A - NDIA - NDA - MDD =(A-\D)(A -\ =P
a tedy P je ortogondlni projekce.
2. Necht y € R(A — \1), tzn. existuje w € R", Ze (A —NTD)w=y. Plati
Py=(A-NDA - A\Dly = (A= ND(A - ADIA - \Dw= (A - \Dw=y
a tedy P je projekce na prostor R(A — \I).

3. Necht g L S;. Vektor g lze napsat ve tvaru g = > ;  Viqi, kde qi,...,q, jsou
vlastni vektory matice A prislusné vlastnim cislim Mq,...,\,. Protoze g L S,
je ¥; =0. Plati g € R(A —\]I), kde w=>", i % g, atudiz Pg=g.

; 7 J

Totéz plati i pro P = (A — NI)T(A — \I).

Uvazujme nyni Lanczosovu metodu popsanou v §2.6, konkrétné vztah (2.63). Plati
nasledujici tvrzenf o vztahu vlastnich ¢éfsel matic A € R a T, € REHDxEHD - kde
k+1<n.
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Lemma A.1 Bud (2.63) maticovy tvar Lanczosovy metody (algoritmus 2.11). Necht T,
je nedegenerovand matice a i1 = 0. Pak plati:

1. Necht {\;,w;} je vlastni pdr matice Ty. Oznacme Qruw; = z;. Pak {\i,z;} je
vlastni pdr matice A a g'z # 0.

2. Necht {\;, zi} je vlastni par matice A a g'z; #0. Oznacme Qlz; = w;. Pak
{\i,w;} je vlastni par matice T,.
DUKAZ: Piedné, protoze 7,1 =0, plati AQj = QT podle (2.63). Z toho, ze T}, je
nedegenerovana, plyne wEl) # 0 podle lemmatu 2.11 a g = yyqo podle (2.65). Nyni:
1. Plati
Trw; = Nw; = Qi Trw; = \iQrw; =  AQpw; = \Qpw;.
Dale
k
R = kaz = (q07 oo ,Qk)('wgl), v ,'U)Z( +1)>T # 07
protoze qo,...,q. jsou linedrné nezavislé a wl(l) # 0. Tedy {\;,z} je vlastni par
matice A. Konecné
1
972 = 20at Quw; = yow'” # 0.

2. Plati
Az =Nz = QIAz =\Qiz = TiQlz=X\Q[z.
Déle
w; = Qb zi = (qo, ..., q1) 2z = (% g z,..) #0,
tedy {\;,w;} je vlastni par matice Ty. O
Disledkem je, ze matice T mé praveé ta vlastni ¢isla A;, i = 1,...,k+1, (bez usporadani)

matice A, pro kterd plati g7z # 0.
Déle uvedeme nékteré vlastnosti matic.

Lemma A.2 Necht jsou ddny soustavy Mz =b a (M+al)y = b, kde M je symetrickd
a positivné semidefinitni matice, o >0 a b+# 0. Pak plati:

]l > [lyll-
DUKAZ: Pro symetrickou matici M pouzijeme vlastni rozklad QDQ :
Mz=(M+ally < QDQ'z=QDQ"y+ay.
Protoze Q je ortonormdlni matice, plati ||Z|| = ||Q%z|| = ||z|| a ||7]| = [|IQTy| = ||vl|-
Méame tedy dokazat, ze |[|z|| > ||y|, kde
QDz=QDy+aQy & Dr=Dy+ay & wZ;=wmy+aoy, i=1...,n,
kde p; jsou vlastni ¢isla matice M.

1. Protoze M # 0, existuje alespon jeden index j takovy, ze p; > 0. Pro takovy
index j plati

e
%:w+;w>w
J
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2. Jestlize existuje index k takovy, ze ur = 0, pak plati
0= Ty = pulr + e = . = Y =0.

Spojenim obou ¢asti dostavame pozadovanou nerovnost ||z]| > |7l O
Nasledujici véty pojednéavaji o rozlozeni vlastnich ¢isel dvou matic. Prvni je Cauchyho
véta, druhd je véta o monotonnosti, [28], [47].

T
Véta A.1 Nechf N = (1\6.1 Ii/, ) € R™™ a M e R™™ jsou symetrické matice,

m < n. Oznacéme vlastni ¢isla matic N a M jako
Nl ... Sy, e e << Uy

Pak plati:
Vi < i < Vign—m, 1=1,2,...,m

nebo ekvivalentné z druhé strany:

—o00 prok <1
oo prok >m

,uj—n—l-mgng,uj, j:1727"'7n7 kde Mk:{
Specielné pro m=n—1 plati
1 <y S S < S g1 < Uy
DUKAZ: Viz napt. [28], [47]. O

Véta A.2 Necht A =M+ N, kde M,N € R™" jsou symetrické matice. Oznacme
vlastni ¢isla matic A, M, N postupné jako

M. . <A, <<l Sy, <. <y,
Pak pro 1,7 =1,...,n plati
pi + Vi1 <N pro i > 7, ANi <+ Vg pro 1< g
Specielné pro =73 plati
pi v <N <pp v, g=1,...,n
DUKAZ: Viz napt. [28], [47]. O
Dusledek A.1 Necht N = diag(v,0,...,0) € R™" kde v #0. Pak plati

v>0 = m<AM< << A

IN
IA

Lon
An

v<0 = M<m<lA<wp<.. Fon-

IN
IN

Na zaveéer néco o ¢isle podminénosti.
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Poznamka A.3 Necht M € R™ "™ je symetrickd matice. Potom ¢&islo podminénosti
k(M) matice M je definovdno jako

k(M) = [[M][[|M]),

kde k(M) = oo pro singuldrni matici M. Cislo k(M) zdvisi na pouZité normeé, napriklad
ve dvogkové (euklidovské) normé plati

An(M)
A(M)’

ka(M) = [[M|2[ M, =

kde A1 (M), resp. A, (M) je nejmenst, resp. nejuétsi vlastni éislo matice M. Pokud je k(M)
velké, je M $patné podminénd matice. Dale plati

k(M) > 1

pro jakoukoli maticovou normu. Matice, které magji malé cislo podminénosti, jsou dobre
podminéné. Napriklad ve dvojkové normé pro ortogondlni matici Q plati r2(Q) = 1.
Je-li M navic positivné definitni, takZe existuje M%, plati
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Z.aver

Metody s lokalné omezenym krokem, které jsou hlavni néplni této prace, jsou efek-
tivnim néastrojem pro feSeni optimalizacnich iloh zejména tehdy, je-li ucelova funkce ne-
konvexni nebo je-li iloha spatné podminéna. Ve druhé kapitole bylo kromé popisu a zhod-
noceni vsech zndmych publikovanych metod navrzeno nékolik novych algoritmu. Efektivné
jsme vyuzili Lanczosovy metody a nové metody LCG a CGL, zvlasté pak prvni metoda,
se ukazaly byt v praxi velmi efektivni. Metoda vypoctu optimalniho lokalné omezeného
kroku s pouzitim Choleského rozkladu a néslednou aktualizaci parametru £ pomoci New-
tonovy metody, §2.1, byla detailné propracovana s uvedenim moznych komplikaci a jejich
odstranénim.

Nedavno vyvinuta metoda pouzivajici parametrizovany problém vlastnich ¢isel je velmi
dobré z teoretického hlediska, avsak pfti testovani této metody bylo zjisténo, ze v pripadé
rozsahlych strukturovanych tloh je vypocet nejmensich vlastnich éisel a jim prislusnych
vlastnich vektortu pomoci programu knihovny ARPACK [29] casové piilis ndrocny. Otevienou
otazkou do budoucna zustava, jak tuto metodu vylepsit, aby byla i v tomto piipadé efek-
tivni.

Pii testovani jednotlivych metod se ukazalo, ze novy algoritmus 2.13, ktery pouziva
Lanczosuv proces zpusobem dovolujicim predpodminéni, algoritmus 2.8 pouzivajici v me-
todé psi nohy vice kroku metody sdruzenych gradientu a algoritmus 2.2 realizujici vypocet
optimalniho lokalné omezeného kroku pomoci fidkého Choleského rozkladu jsou nejefek-
tivnéjsi pro typy uloh, které byly testovany.

V oblasti minimalizace s obecnymi omezenimi jsme se zabyvali metodami vnitinich
bodu, kde se princip lokalné omezeného kroku pouziva opét proto, aby byly odstranény
problémy s nekonvexitou a Spatnou podminénosti. Ve tieti kapitole je popsan novy algo-
ritmus, ve kterém pocitame smérové vektory pomoci metod s lokalné omezenym krokem
s vyuzitim poznatku druhé kapitoly. Vyvinuty algoritmus 3.2 byl tspésné implementovan
a aplikovan na ruzné typy problému. Protoze pokutova funkce vyrazné ovliviiuje volbu
poloméru oblasti prijatelnosti, je tento algoritmus velmi citlivy na vybér této funkce.
Ukazuje se, ze standardni pokutové funkce vedou na algoritmy, které jsou méné efektivni
nez metody spadovych sméru. Otdzkou tedy zustava, jak snizit tento vliv. Dalsi otazkou
zustava zajisténi globalni konvergence pii pouziti efektivni pokutové funkce.

Zavér prace patii zcela nové oblasti, pouziti principu filtru namisto pokutové funkce.
Jeji idea tkvi v tom, Ze nemusime uvazovat jakou pokutovou funkci pouzit nebo jak aktu-
alizovat pokutovy parametr o. Protoze metody s lokalné omezenym krokem maji vyborné
konvergencni vlastnosti a pouziti filtru je velmi efektivni, jak ukdzaly numerické experi-
menty na novém algoritmu 3.4, je iikkolem do budoucna spojit obé teorie dohromady, coz by
mohlo dat dobré vysledky. Také zustava otazkou globalni konvergence metod pouzivajicich
princip filtru.
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