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Úvod

Jedńım ze základńıch úkol̊u v numerické matematice je řešeńı soustav lineárńıch al-
gebraických rovnic Ax = f . Takové systémy vznikaj́ı např. při řešeńı parciálńıch difer-
enciálńıch rovnic, at’ už metodou konečných diferenćı nebo metodou konečných prvk̊u,
anebo mohou vzniknout i při řešeńı nelineárńıch rovnic. Algoritmy na řešeńı nelineárńıch
rovnic vyžaduj́ı obvykle opakované řešeńı lineárńıch algebraických rovnic (tj. v cyklu).
V této práci budeme předpokládat, že matice soustavy je čtvercová, regulárńı a že pravá
strana je vektor a nikoli obdélńıková matice. Symetrii předpokládat nebudeme a zaměř́ıme
se hlavně na řešeńı soustav s nesymetrickou matićı.

V zásadě existuj́ı dva př́ıstupy k řešeńı soustav, a sice př́ımé a iteračńı postupy. Př́ımé
postupy včetně všech rozklad̊u jsou založeny na Gaussově eliminaci. V tomto př́ıpadě
obdrž́ıme řešeńı po konečném počtu aritmetických operaćı. V př́ıpadě iteračńıch metod
sestrojujeme posloupnost vektor̊u, které konverguj́ı k přesnému řešeńı soustavy. Př́ımé
metody se použ́ıvaj́ı hlavně v př́ıpadech, ve kterých je řád matice malý a řeš́ı se soustavy
s jednou matićı pro v́ıce pravých stran. S rozvojem rychlých poč́ıtač̊u si postupně źıskaly
na popularitě postupy iteračńı, které se použ́ıvaj́ı hlavně pro řešeńı ř́ıdkých a obsáhlých
systémů.

V roce 1952 Hestenes a Stiefel odvodili metodu sdružených gradient̊u pro řešeńı sous-
tavy lineárńıch rovnic se symetrickou a positivně definitńı matićı. I když je tato metoda
takovou metodou, u které bychom měli teoreticky obdržet přesné řešeńı po konečném
počtu krok̊u, ukázalo se v praxi, že zejména pro špatně podmı́něné systémy tomu tak
neńı a z tohoto hlediska byla zařazována i mezi iteračńı metody. Plného zhodnoceńı se
této metodě dostalo asi po dvaceti letech, kdy se použit́ım předpodmı́něńı ukázala tato
metoda být efektivńı. Pak se odvodila celá řada postup̊u nejen pro symetrické, ale i pro
nesymetrické problémy. Obecně se těmto postup̊um ř́ıká zobecněné CG-metody.

V této práci se budeme zabývat metodami, které studuj́ı r̊uzné projekce na Krylovovy
podprostory. Ćılem práce bude systematický výklad všech známých metod tohoto typu,
uvedeńı algoritmů a základńıch vlastnost́ı včetně numerických test̊u. Pod pojmem ortog-
onalizačńı metoda rozumı́me iteračńı metodu splňuj́ıćı následuj́ıćı relace, viz [Weiss].

Pro k ≥ 1 sestrojujeme aproximace xk k přesnému řešeńı x? rovnice Ax = f ve tvaru

xk ∈ x̃k + span(qk−σk,k, ..., qk−1,k),

kde
σk ≤ k, x̃k ∈ sp(xk−σk

, ..., xk−1).

Vektory qk−i,k ∈ Rn jsou dané směry, které splňuj́ı ortogonálńı podmı́nky

(rk, Zkqk−i,k) = 0 pro i = 1, ..., σk,

kde Zk jsou pomocné regulárńı ortogonalizačńı matice a rk = f − Axk je residuum.
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Mezi nejpopulárněǰśı ortogonalizačńı metody patř́ı metody Krylovových podprostor̊u
(Krylov subspace methods), které vycházej́ı z předpokladu, že

qk−i,k ∈ Kk−i(B, z) = sp(z, Bz, ..., Bk−iz) a x̃k = xk−σk
, kde B ∈ Rn×n a z ∈ Rn.

Je-li B = A a z = r0, pak mluv́ıme o sdružených metodách Krylovova podprostoru
(Conjugate Krylov subspace methods).

Na začátek uvedeme označeńı, které budeme v této práci použ́ıvat. Je-li v ∈ Rn, v 6= 0,
pak prostor

Ki(v, A) = (v, Av, ..., Ai−1v)

nazveme Krylovovým podprostorem generovaným matićı A a vektorem v.
Označme

M = (A + AT )/2, resp. R = (AT − A)/2

symetrickou, resp. antisymetrickou část matice A. Předpokládejme nav́ıc, že M je posi-
tivně definitńı. Evidentně plat́ı A = M −R a (y, Ry) = 0 ∀y.

Symbol σ(A) znač́ı množinu vlastńıch č́ısel matice A a λ(A) je nějaké vlastńı č́ıslo
matice A. Je-li matice A symetrická, pak nejmenš́ı, resp. největš́ı vlastńı č́ıslo této mat-
ice označ́ıme λmin , resp. λmax. Symbolem ρ(A) označ́ıme spektrálńı poloměr matice A,
přičemž plat́ı ρ(A) = |λmax(A)|. Je-li A regulárńı, pak spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti κ(A)
matice A je definováno vztahem κ(A) := ‖ A ‖2 · ‖ A−1 ‖2 . Poznamenáváme, že je-li
A symetrická, pak κ(A) = |λmax(A)|/|λmin(A)|. Dále ke každé matici existuje regulárńı
matice T tak, že plat́ı J = T−1AT , kde J je Jordan̊uv kanonický tvar matice A.

Algoritmy, které uvedeme, budou s předpodmı́něńım. Předpodmı́něńı znamená, že
mı́sto soustavy Ax = f řeš́ıme soustavu

Q−1Ax = Q−1f – předpodmı́něńı zleva, nebo

AQ−1Qx = f – předpodmı́něńı zprava,

kde Q je regulárńı matice. Ve druhém př́ıpadě je řešeńım soustavy vektor Qx. Protože
matice Q−1A a AQ−1 jsou si podobné, dá se očekávat, že v př́ıpadě symetrické matice
A budou použité metody v obou př́ıpadech předpodmı́něńı poč́ıtat stejně rychle. Pro
nesymetrickou matici A budeme uvažovat předpodmı́něńı zprava i zleva. Abychom to
zapsali jedńım zp̊usobem, budeme předpokládat, že máme dvě regulárńı matice Q1 a Q2

a kromě soustavy Ax = f budeme též uvažovat soustavu

[Q−1
1 AQ−1

2 ][Q2x] = Q−1
1 f, neboli Ãx̃ = f̃ ,

kde polož́ıme
Ã = Q−1

1 AQ−1
2 , x̃ = Q2x, f̃ = Q−1

1 f.

Poznamenáváme, že pro předpodmı́něńı zprava je Q1 = I a Q2 = Q a pro předpodmı́něńı
zleva je Q1 = Q a Q2 = I. Př́ıpad Q1 6= I a Q2 6= I se v praxi neuž́ıvá.

Pro residuum plat́ı
r̃ = Q−1

1 r,

nebot’

r̃ = f̃ − Ãx̃ = Q−1
1 f −Q−1

1 AQ−1
2 Q2x = Q−1

1 f −Q−1
1 Ax = Q−1

1 (f − Ax) = Q−1
1 r.

3



Dále označ́ıme

M̃ = Q−1
1 MQ−1

2 =
Q−1

1 AQ−1
2 + (Q−1

1 AQ−1
2 )T

2
=

Ã + ÃT

2
,

resp.

R̃ = Q−1
1 RQ−1

2 =
(Q−1

1 AQ−1
2 )T −Q−1

1 AQ−1
2

2
=

ÃT − Ã

2

symetrickou, resp. antisymetrickou část matice Ã. I v tomto př́ıpadě plat́ı Ã = M̃ − R̃ a
(y, R̃y) = 0 ∀y.

Ćılem předpodmı́něńı je to, abychom zmenšili č́ıslo podmı́něnosti matice soustavy. Je-li
matice Q dobrá aproximace matice A, tj. Q ≈ A, pak se dá očekávat, že matice Ã = Q−1A
nebo Ã = AQ−1 je

”
bĺızko“ jednotkové matici I a iteračńı metody konverguj́ı rychleji,

jsou-li aplikovány na předpodmı́něnou soustavu, než na soustavu bez předpodmı́něńı. Na
druhé straně ovšem přibude dodatečná práce násobeńı matic a vektor̊u matićı Q.

V uvedených algoritmech budeme psát:
”
Pro i = 1, 2, ... provedeme“, přičemž auto-

maticky předpokládáme, že počet iteraćı je ohraničen maximálńım počtem iteraćı a nav́ıc
zastaveńı algoritmu je testováno podmı́nkou, že norma residua je menš́ı než zadaná toler-
ance. Vzhledem k tomu, že v této práci představujeme mnoho algoritmů, neuvád́ıme tyto
testovaćı podmı́nky.

V prvńı kapitole nejprve stručně poṕı̌seme některé metody na řešeńı systému Ax = f ,
předvedeme algoritmy, odvod́ıme algoritmy s předpodmı́něńım, uvedeme některé vlast-
nosti konstruovaných vektor̊u, odhadneme normy residúı a t́ım źıskáme konvergenci.
Metody rozděĺıme na dvě skupiny podle toho, jak se navzájem chovaj́ı residua, tzn.
metody, ve kterých jsou residua navzájem A-ortogonálńı a kde ortogonálńı.

Ve druhé kapitole se podrobněji zaměř́ıme na Axelssonovu metodu. Opět odvod́ıme al-
goritmus a to i s předpodmı́něńım, dokážeme některé vlastnosti vektor̊u a koeficient̊u,
které vystupuj́ı v algoritmu a ukážeme, po kolika kroćıch źıskáme nulové residuum.
Nakonec odpov́ıme na otázku, kdy lze algoritmus useknout, což znamená pracovat s méně
vektory, aby byl useknutý algoritmus totožný s algoritmem neuseknutým, čili s plnou
verźı.

Ve třet́ı kapitole představ́ıme opět trochu podrobněji metodu GMRES, u které uvedeme
algoritmus, převedeme ho opět do předpodmı́něného tvaru, uvedeme vztahy mezi vektory
a koeficienty v algoritmu a ukážeme, kdy źıskáme přesné řešeńı soustavy Ax = f . Dále
odhadneme normu residua a ukážeme, na čem tento odhad záviśı a na závěr dokážeme,
kdy konverguje restartovaná metoda.

Ve čtvrté kapitole vyzkouš́ıme uvedené algoritmy v praxi na konkrétńı soustavě, kterou
źıskáme diskretizaćı nějaké diferenciálńı rovnice. Srovnáme použit́ı algoritmů na menš́ı,
středńı a větš́ı matice a vyzkouš́ıme také předpodmı́něńı dané soustavy. Pokuśıme se
sledovat rychlost výpočtu, ale čas budeme považovat pouze za informativńı. Také budeme
sledovat, jak se spočtené řešeńı jednotlivých metod lǐśı od přesného řešeńı, které budeme
znát. Na závěr to vše zhodnot́ıme a řekneme, které metody jsou nejlepš́ı.

Na závěr úvodu je moj́ı milou povinnost́ı poděkovat za pomoc vedoućımu
diplomové práce Doc. RNDr. Janu Źıtkovi, CSc., který mi v pr̊uběhu celé
práce a při úpravě textu poskytoval cenné rady a připomı́nky.
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Kapitola 1

Přehled ortogonalizačńıch metod na
řešeńı nesymetrických soustav

V této kapitole uvedeme přehled metod na řešeńı soustavy s nesymetrickou matićı (viz
[Elman]). Ke každé metodě uvedeme algoritmus, základńı vlastnosti a věty o konvergenci.
Všechny algoritmy i věty budou formulovány s oboustranným předpodmı́něńım, tak, jak
je uvedeno v úvodu.

1.1 Metody založené na A-ortogonalitě residúı

Nejprve představ́ıme metody, ve kterých jsou residua {ri} iteraćı {xi} navzájem A-
ortogonálńı, tj. plat́ı

(ri, Arj) = 0 pro i > j.

Tato rovnost plat́ı pro i 6= j pouze pro symetrické systémy. Uvažujeme-li předpodmı́něńı,
plat́ı pro tato residua podmı́nka

(Q−1
1 ri, Q

−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 rj) = 0 pro i > j,

eventuelně pro i 6= j v symetrickém př́ıpadě.

1.1.1 Zobecněná metoda sdružených residúı GCR

Pro soustavu
Ax = f,(1.1)

kde A je symetrická a positivně definitńı matice, splňuje i-tá aproximace xi při použit́ı
metody sdružených residúı následuj́ıćı minimalizačńı podmı́nku:

‖ xi − x? ‖ = min
x∈x0+Ki(r0,A)

(A[x? − x], A[x? − x])
1
2 = min

x∈x0+Ki(r0,A)
‖ f − Ax ‖,(1.2)

kde x? je přesné řešeńı soustavy (1.1) a r0 = f − Ax0. Posloupnost iteraćı {xi} se dá
poč́ıtat jednokrokovou rekurenćı

xi+1 = xi + αipi,(1.3)
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kde směrové vektory pi se poč́ıtaj́ı podle rekurenćı

p0 = r0, pi+1 = ri+1 + βipi,(1.4)

kde koeficienty βi jsou voleny tak, že pro směrové vektory plat́ı

(Api, Apj) = 0 pro i 6= j.(1.5)

Č́ıslo αi se voĺı tak, že plat́ı

αi = arg
α>0

min ‖ f − A(xi + αpi) ‖ .(1.6)

Z této úvahy vyplyne následuj́ıćı algoritmus.

Algoritmus 1.1
Zvoĺıme x0.
Spočteme r0 = f − Ax0.
Polož́ıme p0 = r0.
Pro i = 0, 1, 2, ... provedeme

αi = (ri,Api)
(Api,Api)

xi+1 = xi + αipi

ri+1 = ri − αiApi

βi = (ri+1,Ari+1)
(ri,Ari)

pi+1 = ri+1 + βipi

Konec cyklu pro i.
Konec Algoritmu.

Metoda vycházej́ıćı z tohoto algoritmu se nazývá
”
metoda sdružených residúı (CR)

(Conjugate Residual method)“.
Nyńı přejdeme k nesymetrickému př́ıpadu. Tady lze množinu směr̊u {pi} splňuj́ıćıch

podmı́nky
(Api, Apj) = 0 pro i 6= j

spoč́ıtat takto:

pi+1 = ri+1 +
i∑

j=0

β
(i)
j pj,

kde

β
(i)
j = −(Ari+1, Apj)

(Apj, Apj)
pro j ≤ i.

Délku kroku αi, pro kterou plat́ı (1.6), je stejně jako v symetrickém př́ıpadě dána vzorcem

αi =
(ri, Api)

(Api, Api)
.

Ted’ již můžeme napsat celý algoritmus.
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Algoritmus 1.2
Zvoĺıme x0.
Spočteme r0 = f − Ax0.
Polož́ıme p0 = r0.
Pro i = 0, 1, 2, ... provedeme

αi = (ri,Api)
(Api,Api)

xi+1 = xi + αipi

ri+1 = ri − αiApi

β
(i)
j = − (Ari+1,Apj)

(Apj ,Apj)
pro j ≤ i

pi+1 = ri+1 +
∑i

j=0 β
(i)
j pj

Konec cyklu pro i.
Konec Algoritmu.

Metoda vycházej́ıćı z tohoto algoritmu se nazývá
”
zobecněná metoda sdružených

residúı (GCR) (Generalized Conjugate Residual method)“.
Jak jsme již uvedli, budou všechny algoritmy s předpodmı́něńım. Na metodě GCR

ukážeme, jak se odvod́ı algoritmus s předpodmı́něńım z algoritmu bez předpodmı́něńı. Os-
tatńı metody budou již pouze s předpodmı́něńım, tj. daný algoritmus bez předpodmı́něńı
se dostane tak, že se za Q1 a Q2 dosad́ı jednotkové matice I. Stejně tak pro předpodmı́něńı
zleva je Q2 = I a zprava je Q1 = I.
Jak je to s ortogonalitou směr̊u {pi}? Vı́me, že vlnkované směry jsou AT A-ortogonálńı.
Definujme

Q−1
2 p̃i = pi.

Plat́ı tedy

0 = (Ãp̃i, Ãp̃j) = (Q−1
1 AQ−1

2 Q2pi, Q
−1
1 AQ−1

2 Q2pj) = (Q−1
1 Api, Q

−1
1 Apj) pro i 6= j.

Vid́ıme, že v př́ıpadě předpodmı́něńı jsou směry {pi} [(Q−1
1 A)T (Q−1

1 A)]-ortogonálńı.
Odvod’me tedy metodu GCR s předpodmı́něńım. Algoritmus uvedený výše plat́ı pro

vlnkované hodnoty. Nás však zaj́ımaj́ı hodnoty bez vlnek xi+1 a ri+1. V tomto př́ıpadě se

proto změńı vzorce pro αi, β
(i)
j a pi+1. Najděme všechny tyto vzorce.

1. αi:

α̃i =
(r̃i, Ãp̃i)

(Ãp̃i, Ãp̃i)
=

(Q−1
1 ri, Q

−1
1 AQ−1

2 p̃i)

(Q−1
1 AQ−1

2 p̃i, Q
−1
1 AQ−1

2 p̃i)
=

(Q−1
1 ri, Q

−1
1 Api)

(Q−1
1 Api, Q

−1
1 Api)

=: αi.

2. β
(i)
j :

β̃
(i)
j = −(Ãr̃i+1, Ãp̃j)

(Ãp̃j, Ãp̃j)
= −(Q−1

1 AQ−1
2 Q−1

1 ri+1, Q
−1
1 AQ−1

2 Q2pj)

(Q−1
1 AQ−1

2 Q2pj, Q
−1
1 AQ−1

2 Q2pj)
=

= −(Q−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 ri+1, Q

−1
1 Apj)

(Q−1
1 Apj, Q

−1
1 Apj)

=: β
(i)
j ,

vše pro j ≤ i.
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3. pi+1:

Q2pi+1 = p̃i+1 = r̃i+1 +
i∑

j=0

β
(i)
j p̃j = Q−1

1 ri+1 +
i∑

j=0

β
(i)
j Q2pj,

a tud́ıž

pi+1 = Q−1
2 Q−1

1 ri+1 +
i∑

j=0

β
(i)
j pj.

Dále
Q2p0 = p̃0 = r̃0 = Q−1

1 r0,

neboli
p0 = Q−1

2 Q−1
1 r0.

4. xi+1:
Q2xi+1 = x̃i+1 = x̃i + αip̃i = Q2xi + αiQ2pi

a tedy
xi+1 = xi + αipi,

což jsme chtěli (stejně jako v nepředpodmı́něné metodě).

5. ri+1:
ri+1 = f − Axi+1 = f − A(xi + αipi) = ri − αiApi

jednoduchým dosazeńım za xi+1.

Závěr: Označ́ıme Ã = Q−1
1 AQ−1

2 , f̃ = Q−1
1 f a pro každé i pokládáme x̃i = Q2xi. Po

dosazeńı vyjde r̃i = Q−1
1 ri a nakonec definujeme p̃i = Q2pi.

Pak z algoritmu 1.2 napsaného s vlnovkami nad všemi ṕısmeny obdrž́ıme následuj́ıćı
algoritmus s předpodmı́něńım.

Algoritmus 1.3
Zvoĺıme x0.
Spočteme r0 = f − Ax0.
Polož́ıme p0 = Q−1

2 Q−1
1 r0.

Pro i = 0, 1, 2, ... provedeme

αi =
(Q−1

1 ri,Q
−1
1 Api)

(Q−1
1 Api,Q

−1
1 Api)

xi+1 = xi + αipi

ri+1 = ri − αiApi

β
(i)
j = − (Q−1

1 AQ−1
2 Q−1

1 ri+1,Q−1
1 Apj)

(Q−1
1 Apj ,Q−1

1 Apj)
pro j ≤ i

pi+1 = Q−1
2 Q−1

1 ri+1 +
∑i

j=0 β
(i)
j pj

Konec cyklu pro i.
Konec Algoritmu.

Metodu danou t́ımto algoritmem nazveme
”
zobecněná metoda sdružených residúı

(GCR) s předpodmı́něńım“.
Nyńı odvod́ıme vztahy mezi vektory generovanými metodou GCR.

Věta 1.1: Necht’ {xi}, {ri}, {pi} jsou iterace generované metodou GCR v řešeńı lineárńıho
systému Ax = f a necht’ vektory {ri}t

i=0 pro nějaké t ≥ 0 jsou lineárně nezávislé. (To aby
se mezi těmito residui nevyskytlo již nulové residuum.) Pak plat́ı:
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1. (Q−1
1 Api, Q

−1
1 Apj) = 0 pro i 6= j, což znamená, že směry {pi} jsou lineárně nezávislé.

2. (Q−1
1 ri, Q

−1
1 Apj) = 0 pro i > j

3. (Q−1
1 ri, Q

−1
1 Api) = (Q−1

1 ri, Q
−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 ri)

4. (Q−1
1 ri, Q

−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 rj) = 0 pro i > j

5. (Q−1
1 Api, Q

−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 rj) = 0 pro i > j

6. (Q−1
1 Api, Q

−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 ri) = (Q−1

1 Api, Q
−1
1 Api)

7. (Q−1
1 rj, Q

−1
1 Api) = (Q−1

1 r0, Q
−1
1 Api) pro i ≥ j

8. sp(Q2p0, ..., Q2pi) = sp(Q−1
1 r0, (Q

−1
1 AQ−1

2 )Q−1
1 r0, ..., (Q

−1
1 AQ−1

2 )iQ−1
1 r0) =

= sp(Q−1
1 r0, ..., Q

−1
1 ri)

9. ri 6= 0 ⇒ pi 6= 0

10. xi+1 minimalizuje E(w) = ‖ Q−1
1 (f − Aw) ‖2 přes afinńı prostor x0 + sp(p0, ..., pi)

Důkaz:

1. Směry {pi} jsou [(Q−1
1 A)T (Q−1

1 A)]-ortogonálńı, plat́ı tedy rovnost. Nyńı dokážeme
lineárńı nezávislost směr̊u {pi}.
Sporem: Necht’ j je prvńı index takový, že směry {pk}j

i=1 jsou již lineárně závislé.
Pak existuje alespoň jedno νk 6= 0, k = 0, ..., j − 1 tak, že

pj =

j−1∑

k=0

νkpk.

Ted’ využijeme [(Q−1
1 A)T (Q−1

1 A)]-ortogonalitu směr̊u {pk}j
k=0 a pro k = 0, ...j − 1

dostaneme:

0 = (Q−1
1 Apj, Q

−1
1 Apk) = (Q−1

1 A(

j−1∑

l=0

νlpl), Q
−1
1 Apk) =

=

j−1∑

l=0

νl(Q
−1
1 Apl, Q

−1
1 Apk) = νk · (Q−1

1 Apk, Q
−1
1 Apk) 6= 0

alespoň pro jedno k a to je spor.
Směry {pi} jsou tedy lineárně nezávislé, a protože Q2 je regulárńı matice, tak i
směry {Q2pi} jsou lineárně nezávislé.

2. Indukćı: i = 1 ⇒ j = 0.

(Q−1
1 r1, Q

−1
1 Ap0) = (Q−1

1 (r0 − α0Ap0), Q
−1
1 Ap0) =

= (Q−1
1 r0, Q

−1
1 Ap0)− α0(Q

−1
1 Ap0, Q

−1
1 Ap0) =

= (Q−1
1 r0, Q

−1
1 Ap0)− (Q−1

1 r0, Q
−1
1 Ap0)

(Q−1
1 Ap0, Q

−1
1 Ap0)

(Q−1
1 Ap0, Q

−1
1 Ap0)

= 0
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Ted’ přejdeme od i k i + 1. Vezmeme rovnost ri+1 = ri − αiApi, vynásob́ıme ji Q−1
1

a provedeme skalárńı součin s Q−1
1 Apj:

(Q−1
1 ri+1, Q

−1
1 Apj) = (Q−1

1 ri, Q
−1
1 Apj)− αi(Q

−1
1 Api, Q

−1
1 Apj)

• je-li j < i, pak jsou členy na pravé straně nulové podle indukčńıho předpokladu
a rovnosti 1.

• je-li j = i, pak je pravá strana nulová podle definice αi

Plat́ı-li tedy rovnost 2. pro i, pak plat́ı i pro i + 1.

3. Vynásob́ıme rovnost

pi = Q−1
2 Q−1

1 ri +
i−1∑
j=0

β
(i−1)
j pj

matićı Q−1
1 A a provedeme skalárńı součin s vektorem Q−1

1 ri. Dostaneme:

(Q−1
1 ri, Q

−1
1 Api) = (Q−1

1 ri, Q
−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 ri) +

i−1∑
j=0

β
(i−1)
j (Q−1

1 ri, Q
−1
1 Apj) =

= (Q−1
1 ri, Q

−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 ri),

nebot’ všechny členy v součtu jsou rovny nule podle rovnosti 2.

4. Přeṕı̌seme znovu rovnost

pj = Q−1
2 Q−1

1 rj +

j−1∑

k=0

β
(j−1)
k pk

takto:

Q−1
2 Q−1

1 rj = pj −
j−1∑

k=0

β
(j−1)
k pk.

Vynásob́ıme matićı Q−1
1 A a provedeme skalárńı součin s vektorem Q−1

1 ri, i > j.
Dostaneme:

(Q−1
1 ri, Q

−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 rj) = (Q−1

1 ri, Q
−1
1 Apj)−

j−1∑

k=0

β
(j−1)
k (Q−1

1 ri, Q
−1
1 Apk) = 0

podle rovnosti 2.

5. Podobně jako v rovnosti 4. dosazeńım za Q−1
2 Q−1

1 rj dostaneme:

(Q−1
1 Api, Q

−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 rj) = (Q−1

1 Api, Q
−1
1 Apj)−

−
j−1∑

k=0

β
(j−1)
k (Q−1

1 Api, Q
−1
1 Apk) = 0

pro i > j podle rovnosti 1.
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6. Podobně:

(Q−1
1 Api, Q

−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 ri) = (Q−1

1 Api, Q
−1
1 Api)−

−
i−1∑

k=0

β
(i−1)
k (Q−1

1 Api, Q
−1
1 Apk) = (Q−1

1 Api, Q
−1
1 Api)

podle rovnosti 1.

7. Indukćı podle j, j ≤ i.
Pro j = 0 to plat́ı triviálně.
Přejdeme od j k j + 1, kde j + 1 ≤ i.
Vezmeme rovnost rj+1 = rj − αjApj:

(Q−1
1 rj+1, Q

−1
1 Api) = (Q−1

1 rj, Q
−1
1 Api)− αj(Q

−1
1 Apj, Q

−1
1 Api) = (Q−1

1 r0, Q
−1
1 Api)

podle indukčńıho předpokladu a rovnosti 1.

8. Indukćı podle i, i ≤ t.
Uvedené tři prostory jsou stejné, když i = 0.
Přejdeme tud́ıž od i k i + 1, i + 1 ≤ t.
Plat́ı sp(Q2p0, ..., Q2pi) ⊂ sp(Q−1

1 r0, ..., Q
−1
1 ri+1), protože jsme přidali jeden vektor

Q−1
1 ri+1. Z rovnosti

pi+1 = Q−1
2 Q−1

1 ri+1 +
i∑

j=0

β
(i)
j pj,

plyne,že
sp(Q2p0, ..., Q2pi+1) ⊆ sp(Q−1

1 r0, ..., Q
−1
1 ri+1),

protože Q2pi+1 je lineárńı kombinaćı Q−1
1 ri+1, Q2p0, ..., Q2pi. Podle rovnosti 1. jsou

vektory {Q2pj}i+1
j=0 lineárně nezávislé, nebot’ vektory {pj}i+1

j=0 jsou lineárně nezávislé,

což plyne z [(Q−1
1 A)T (Q−1

1 A)]-ortogonality, a Q2 je regulárńı matice. Je tedy dimenze

i + 1 ≥ dim[sp(Q−1
1 r0, ..., Q

−1
1 ri+1)] ≥ dim[sp(Q2p0, ..., Q2pi+1)] = i + 1,

z čehož plyne, že {Q−1
1 rj}i+1

j=0 jsou lineárně nezávislé a

sp(Q2p0, ..., Q2pi+1) = sp(Q−1
1 r0, ..., Q

−1
1 ri+1).

Podobně podle rovnost́ı

ri+1 = ri − αiApi, pi+1 = Q−1
2 Q−1

1 ri+1 +
i∑

j=0

β
(i)
j pj

je

Q2pi+1 = Q−1
1 ri − αiQ

−1
1 Api +

i∑
j=0

β
(i)
j Q2pj.

Podle indukčńıho předpokladu je

sp(Q−1
1 r0, ..., Q

−1
1 ri) = sp(Q−1

1 r0, (Q
−1
1 AQ−1

2 )Q−1
1 r0, ..., (Q

−1
1 AQ−1

2 )iQ−1
1 r0);
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sp(Q2p0, ..., Q2pi) = sp(Q−1
1 r0, (Q

−1
1 AQ−1

2 )Q−1
1 r0, ..., (Q

−1
1 AQ−1

2 )iQ−1
1 r0),

a tedy

sp(Q−1
1 r0, ..., Q

−1
1 ri) ⊆ sp(Q−1

1 r0, (Q
−1
1 AQ−1

2 )Q−1
1 r0, ..., (Q

−1
1 AQ−1

2 )i+1Q−1
1 r0);

sp(Q2p0, ..., Q2pi) ⊆ sp(Q−1
1 r0, (Q

−1
1 AQ−1

2 )Q−1
1 r0, ..., (Q

−1
1 AQ−1

2 )i+1Q−1
1 r0).

Ted’ se budeme zabývat vektory {Q−1
1 Apj}i

j=0.

• j = 0:
Q−1

1 Ap0 = Q−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 r0,

takže
sp(Q−1

1 Ap0) ⊆ sp(Q−1
1 r0, (Q

−1
1 AQ−1

2 )Q−1
1 r0).

• j = 1:

Q−1
1 Ap1 = Q−1

1 A(Q−1
2 Q−1

1 r1 + β
(1)
0 p0) = Q−1

1 AQ−1
2 Q−1

1 r1 +

+ β
(1)
0 Q−1

1 Ap0 =

= Q−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 (r0 − α0Ap0) + β

(1)
0 Q−1

1 AQ−1
2 Q−1

1 r0 =

= Q−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 r0 − α0Q

−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 Ap0 +

+ β
(1)
0 Q−1

1 AQ−1
2 Q−1

1 r0 =

= (1 + β
(1)
0 ) ·Q−1

1 AQ−1
2 Q−1

1 r0 − α0Q
−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 r0 =

= (1 + β
(1)
0 ) ·Q−1

1 AQ−1
2 Q−1

1 r0 − α0(Q
−1
1 AQ−1

2 )2Q−1
1 r0,

a tedy

sp(Q−1
1 Ap0, Q

−1
1 Ap1) ⊆ sp(Q−1

1 r0, (Q
−1
1 AQ−1

2 )Q−1
1 r0, (Q

−1
1 AQ−1

2 )2Q−1
1 r0).

• Analogicky spočteme

sp(Q−1
1 Ap0, ..., Q

−1
1 Api) ⊆

⊆ sp(Q−1
1 r0, (Q

−1
1 AQ−1

2 )Q−1
1 r0, ..., (Q

−1
1 AQ−1

2 )i+1Q−1
1 r0).

Ze všech těchto úvah plyne, že

sp(Q2p0, ..., Q2pi+1) ⊆ sp(Q−1
1 r0, (Q

−1
1 AQ−1

2 )Q−1
1 r0, ..., (Q

−1
1 AQ−1

2 )i+1Q−1
1 r0).

Ale {Q2pj}i+1
j=0 jsou lineárně nezávislé, takže oba prostory se rovnaj́ı.

9. Využijeme toho, že symetrická část M̃ = Q−1
1 MQ−1

2 matice Ã je positivně definitńı.
Je-li ri 6= 0, pak také Q−1

1 ri 6= 0, a podle rovnosti 3. je

(Q−1
1 ri, Q

−1
1 Api) = (Q−1

1 ri, Q
−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 ri) = (Q−1

1 ri, Q
−1
1 MQ−1

2 Q−1
1 ri) > 0,

takže
(Q−1

1 ri, Q
−1
1 Api) 6= 0

a tedy
pi 6= 0,

nebot’ matice Q−1
1 a A jsou regulárńı.
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10. Necht’

w ∈ x0 + sp(p0, ..., pi), tj. w = x0 +
i∑

j=0

αjpj.

Použit́ım rovnosti 1. uprav́ıme E(w)2.

E(w)2 = ‖ Q−1
1 (f − Aw) ‖2

2 = ‖ Q−1
1 (f − A(x0 +

i∑
j=0

αjpj)) ‖2
2 =

= ‖ Q−1
1 (f − Ax0)−

i∑
j=0

αjQ
−1
1 Apj ‖2

2 = ‖ Q−1
1 r0 −

i∑
j=0

αjQ
−1
1 Apj ‖2

2 =

= (Q−1
1 r0, Q

−1
1 r0)− 2 ·

i∑
j=0

αj(Q
−1
1 r0, Q

−1
1 Apj) +

+
i∑

j=0

α2
j (Q

−1
1 Apj, Q

−1
1 Apj).

Provedeme-li Gateauxovu derivaci podle (α1, ..., αi), obdrž́ıme soustavu s diagonálńı
matićı, kterou polož́ıme rovnou nule a spoč́ıtáme koeficienty αj.

−2 ·
i∑

j=0

(Q−1
1 r0, Q

−1
1 Apj) + 2 ·

i∑
j=0

αj(Q
−1
1 Apj, Q

−1
1 Apj) = 0

=⇒
αj =

(Q−1
1 r0, Q

−1
1 Apj)

(Q−1
1 Apj, Q

−1
1 Apj)

=
(Q−1

1 rj, Q
−1
1 Apj)

(Q−1
1 Apj, Q

−1
1 Apj)

podle rovnosti 7., což jsou koeficienty v Algoritmu 1.3. Funkcionál E(w) tedy nabývá
svého minima pro w = xi+1. 2

Věta 1.2: Metoda GCR dává přesné řešeńı soustavy Ax = f po nejvýše N iteraćıch.
Důkaz:

• Je-li ri = 0 pro nějaké i ≤ N − 1 pak Axi = f a tvrzeńı plat́ı.

• Je-li ri 6= 0 pro všechna i ≤ N − 1, pak pi 6= 0 pro všechna i ≤ N − 1 podle tvrzeńı
9. Podle rovnosti 1. jsou {pi}N−1

i=0 lineárně nezávislé, takže

sp(p0, ..., pN−1) = RN .

Odtud podle tvrzeńı 10. xN minimalizuje funkcionál E přes RN a tedy xN je řešeńı
systému Ax = f . 2

Protože s rostoućım indexem i rostou nároky na uložeńı vektor̊u p1, ..., pi, provád́ı se
restartováńı metody GCR periodicky po každém k-tém kroku. To znamená, že spočteme k
iteraćı {xi}k

i=1, které označ́ıme {xi,j}k
i=1 a (k +1)-ńı iteraci polož́ıme jako novou počátečńı

hodnotu, tedy xk+1,j = x0,j+1. Znovu vypoč́ıtáme k iteraćı a (k + 1)-ńı iteraci budeme
uvažovat jako novou počátečńı hodnotu. Algoritmus má tuto podobu:
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Algoritmus 1.4
Zvoĺıme x0,0.
Spočteme r0 = f − Ax0,0.
Polož́ıme p0 = Q−1

2 Q−1
1 r0.

Polož́ıme l = 0.
100: Pro i = 0, 1, 2, ..., k provedeme

αi =
(Q−1

1 ri,Q
−1
1 Api)

(Q−1
1 Api,Q

−1
1 Api)

xi+1,l = xi,l + αipi

ri+1 = ri − αiApi

β
(i)
j = − (Q−1

1 AQ−1
2 Q−1

1 ri+1,Q−1
1 Apj)

(Q−1
1 Apj ,Q−1

1 Apj)
pro j ≤ i

pi+1 = Q−1
2 Q−1

1 ri+1 +
∑i

j=0 β
(i)
j pj

Konec cyklu pro i.
x0,l+1 = xk+1,l

l = l + 1.
Návrat na 100.

Konec Algoritmu.

Metodu vycházej́ıćı z tohoto restartovaného algoritmu nazveme
”
GCR(k)“.

Věta 1.3: Necht’ symetrická část M̃ matice Ã = Q−1
1 AQ−1

2 je positivně definitńı. Pak
plat́ı

1.

λmin((Q
−1
1 AQ−1

2 )T (Q−1
1 AQ−1

2 )) ≥ λmin(Q
−1
1 MQ−1

2 )2, neboli

λmin(Ã
T Ã) ≥ λmin(M̃)2

2.

λmax((Q
−1
1 AQ−1

2 )T (Q−1
1 AQ−1

2 )) ≤ (λmax(Q
−1
1 MQ−1

2 ) + ρ(Q−1
1 RQ−1

2 ))2, neboli

λmax(Ã
T Ã) ≤ [λmax(M̃) + ρ(R̃)]2

3.

κ(Q−1
1 AQ−1

2 ) ≤ κ(Q−1
1 MQ−1

2 ) +
ρ(Q−1

1 RQ−1
2 )

λmin(Q
−1
1 MQ−1

2 )
, neboli

κ(Ã) ≤ κ(M̃) +
ρ(R̃)

λmin(M̃)

Důkaz:

1. Necht’ S je taková symetrická a positivně definitńı matice, že S2 = M̃ . Pak

(ÃT Ãx, x) = (Ãx, Ãx) = ([M̃ − R̃]x, [M̃ − R̃]x) =

= (S[S − S−1R̃]x, S[S − S−1R̃]x) =

= (M̃ [S − S−1R̃]x, [S − S−1R̃]x).
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Ale v́ıme, že ∀y ∈ R plat́ı (M̃y, y) ≥ λmin(M̃) · (y, y) a (R̃y, y) = 0. Tedy

(ÃT Ãx, x) ≥ λmin(M̃) · ([S − S−1R̃]x, [S − S−1R̃]x) =

= λmin(M̃) · [(Sx, Sx)− 2(S−1R̃x, Sx) + (S−1R̃x, S−1R̃x)] =

= λmin(M̃) · [(Sx, Sx)− 2(S−T R̃x, Sx) + (S−1R̃x, S−1R̃x)] =

= λmin(M̃) · [(Sx, Sx)− 2(R̃x, x) + (S−1R̃x, S−1R̃x)] =

= λmin(M̃) · [(M̃x, x) + (S−1R̃x, S−1R̃x)] ≥ λmin(M̃)2 · (x, x),

nebot’ symetrická a positivně definitńı matice M̃ má kladná vlastńı č́ısla a
(S−1R̃x, S−1R̃x) ≥ 0. Odtud máme

λmin(Ã
T Ã) = min

x6=0

(ÃT Ãx, x)

(x, x)
≥ λmin(M̃)2

2. Matice R̃ je antisymetrická a plat́ı ‖ R̃ ‖2 = ρ(R̃), tedy

λmax(Ã
T Ã) = ‖ Ã ‖2

2 = ‖ M̃ − R̃ ‖2
2 ≤ (‖ M̃ ‖2 + ‖ R̃ ‖2)

2 = (λmax(M̃) + ρ(R̃))2

3. Nakonec máme

κ(Ã) =

√
κ(ÃT Ã) =

√
λmax(ÃT Ã)

λmin(ÃT Ã)

a dosazeńım př́ıslušných výraz̊u 1. a 2. dostaneme požadovanou rovnost. 2

Věta 1.4: Necht’ {ri} je posloupnost residúı generovaná metodou GCR, necht’ symet-
rická část M̃ matice Q−1

1 AQ−1
2 =: Ã je positivně definitńı. Necht’ J = T−1Q−1

1 AQ−1
2 T je

Jordan̊uv kanonický tvar matice Ã.

1. Pak

‖ ri ‖2 ≤ κ(Q1) · min
qi∈Pi

‖ qi(Ã) ‖ · ‖ r0 ‖2 ≤

≤ κ(Q1) ·
[√

1− λmin(M̃)2

λmax(ÃT Ã)

]i

· ‖ r0 ‖2,

kde Pi je množina všech polynomů stupně i takových, že qi(0) = 1. Odtud metoda
GCR konverguje.

2. Má-li matice Ã úplnou množinu vlastńıch vektor̊u, pak

‖ ri ‖2 ≤ κ(Q1) · κ(T ) ·mi · ‖ r0 ‖2,

kde
mi = min

qi∈Pi

max
λ∈σ(Ã)

|qi(λ)|.

3. Kromě toho, je-li Ã normálńı, tj. ÃÃT = ÃT Ã, pak

‖ ri ‖2 ≤ κ(Q1) · mi · ‖ r0 ‖2 .
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Důkaz: Nejprve poznamenáváme, že

‖ ri ‖ = ‖ Q1Q
−1
1 ri ‖ ≤ ‖ Q1 ‖ · ‖ Q−1

1 ri ‖ = ‖ Q1 ‖ · ‖ r̃i ‖

a
κ(Q1) = ‖ Q1 ‖ · ‖ Q−1

1 ‖ .

Nyńı budeme dokazovat postupně všechny tři části.

1. Podle rovnosti 8. věty 1.1 jsou residua {r̃i} generovaná metodou GCR tvaru

r̃i = qi(Ã) · r̃0 pro nějaký polynom qi ∈ Pi.

Podle rovnosti 10. (minimalizace normy) je

‖ r̃i ‖2 = min
qi∈Pi

‖ qi(Ã) · r̃0 ‖2 ≤ min
qi∈Pi

‖ qi(Ã) ‖2 · ‖ r̃0 ‖2,

což dokazuje prvńı nerovnost.
K d̊ukazu druhé nerovnosti vezmeme libovolný polynom q1 ∈ P1, tj.

q1(z) := 1 + αz ∈ P1.

Plat́ı
min
qi∈Pi

‖ qi(Ã) ‖2 ≤ ‖ q1(Ã)i ‖2 ≤ ‖ q1(Ã) ‖i
2 .

Ale

‖ q1(Ã) ‖2
2 = max

x̃ 6=0

(
(I + αÃ)x̃, (I + αÃ)x̃

)

(x̃, x̃)
=

= max
x̃ 6=0

[
1 + 2α · (x̃, Ãx̃)

(x̃, x̃)
+ α2 · (Ãx̃, Ãx̃)

(x̃, x̃)

]
.

Kromě toho je
(Ãx̃, Ãx̃)

(x̃, x̃)
=

(x̃, ÃT Ãx̃)

(x̃, x̃)
≤ λmax(Ã

T Ã).

Protože matice M̃ je positivně definitńı, plat́ı

(x̃, Ãx̃)

(x̃, x̃)
=

(x̃, M̃ x̃)

(x̃, x̃)
≥ λmin(M̃) > 0.

Tedy pro α < 0 je

‖ q1(Ã) ‖2
2 ≤ 1 + 2α · λmin(M̃) + α2 · λmax(Ã

T Ã).

(Uvažujeme α záporná, protože pro kladná α bychom nedostali, že ‖ q1(Ã) ‖2 ≤ 1,
což potřebujeme ke konvergenci.)
Tento výraz chceme minimalizovat, proto ho zderivujeme a polož́ıme roven nule:

0 = 2 · λmin(M̃) + 2α · λmax(Ã
T Ã) ⇒ α = − λmin(M̃)

λmax(ÃT Ã)
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a s touto volbou α je

‖ q1(Ã) ‖ ≤
[
1− λmin(M̃)2

λmax(ÃT Ã)

] 1
2

.

Dáme-li všechny odhady dohromady, dostaneme

‖ r̃i ‖2 ≤ min
qi∈Pi

‖ qi(Ã) ‖2 · ‖ r̃0 ‖2 ≤ ‖ q1(Ã) ‖i
2 · ‖ r̃0 ‖2 ≤

≤
[
1− λmin(M̃)2

λmax(ÃT Ã)

] i
2 · ‖ r̃0 ‖2 .

Podle prvńı části věty 1.3 je λmin(M̃)2 ≤ λmin(Ã
T Ã) ≤ λmax(Ã

T Ã), takže celá
závorka je < 1. Metoda GCR tedy konverguje, což dokončuje d̊ukaz prvńıho tvrzeńı.

2. Přeṕı̌seme rovnost
‖ r̃i ‖2 = min

qi∈Pi

‖ qi(Ã) · r̃0 ‖2

jako

‖ r̃i ‖2 = min
qi∈Pi

‖ Tqi(J)T−1 · r̃0 ‖2 ≤
≤ ‖ T ‖2 · ‖ T−1 ‖2 ·min

qi∈Pi

‖ qi(J) ‖2 · ‖ r̃0 ‖2 =

= κ(T ) · min
qi∈Pi

‖ qi(J) ‖2 · ‖ r̃0 ‖2 .

Protože Ã má úplnou množinu vlastńıch vektor̊u, je J diagonálńı, takže

min
qi∈Pi

‖ qi(J) ‖2 = min
qi∈Pi

max
λ∈σ(Ã)

|qi(λ)| =: mi.

3. Plat́ı Shurova věta: Pro matici Ã existuje unitárńı matice U , že UHÃU = R, kde R
je horńı trojúhelńıková matice, která má na diagonále vlastńı č́ısla matice Ã, a to
λ1, ..., λN .
Protože předpokládáme, že matice Ã je normálńı, tj. ÃÃT = ÃT Ã (nebo obecně
ÃÃH = ÃHÃ), plyne odtud, že

RRH = UHÃUUHÃHU = UHÃÃHU = UHÃHÃU = UHÃHUUHÃU = RHR,

neboli, že matice R je také normálńı. Ukážeme, že je nav́ıc diagonálńı.
Spoč́ıtáme prvek matice RHR = RRH na pozici (1,1):

(RHR)(1,1) =
N∑

k=1

rH
1,krk,1 = λ1 · λ1 = |λ1|2

(RRH)(1,1) =
N∑

k=1

r1,kr
H
k,1 = λ1 · λ1 +

N∑

k=2

r1,kr
H
k,1 = |λ1|2 +

N∑

k=2

|r1,k|2

Protože RHR = RRH , vid́ıme, že

N∑

k=2

|r1,k|2 = 0 ⇒ r1,k = 0 ∀k = 2, 3, ..., N.

17



Totéž provedeme s ostatńımi mimodiagonálńımi prvky, č́ımž máme dokázáno, že
matice R je skutečně diagonálńı a na diagonále má vlastńı č́ısla matice Ã. Protože
rovněž předpokládáme, že Ã má úplnou množinu vlastńıch vektor̊u, pak plat́ı R = J .
Odtud dostáváme, že

UHÃU = U−1ÃU = J

a tedy matici T lze volit jako unitárńı matici U , pro kterou plat́ı:

‖ U ‖ = max
x 6=0

‖ Ux ‖
‖ x ‖ = max

x 6=0

√
(Ux, Ux)

(x, x)
= max

x6=0

√
(x, UHUx)

(x, x)
= max

x 6=0

√
(x, x)

(x, x)
= 1.

Odtud plyne, že

κ(T ) = κ(U) = ‖ U ‖ · ‖ U−1 ‖ = ‖ U ‖ · ‖ UH ‖ = ‖ U ‖2 = 1,

což dokončuje d̊ukaz. 2

Na závěr poznamenáváme, že požadavek, aby symetrická část M matice A byla positivně
definitńı, je nutný. Metoda sdružených residúı se může zhroutit pro problémy, ve kterých
je matice M indefinitńı (viz kapitola 4).

1.1.2 Orthomin

Z algoritmu 1.3 je vidět, že k výpočtu (i + 1)-ńı iterace je potřeba právě i směrových
vektor̊u pj. Existuje však modifikace metody GCR, která je v každém kroku omezena
počtem směrových vektor̊u potřebných k výpočtu nové iterace. Těchto směrových vektor̊u
je právě k, k ≥ 0. To znamená, že potřebujeme vždy k posledńıch vektor̊u pj. Algoritmus
potom vypadá takto:

Algoritmus 1.5
Zvoĺıme x0.
Spočteme r0 = f − Ax0.
Polož́ıme p0 = Q−1

2 Q−1
1 r0.

Pro i = 0, 1, 2, ... provedeme

αi =
(Q−1

1 ri,Q
−1
1 Api)

(Q−1
1 Api,Q

−1
1 Api)

xi+1 = xi + αipi

ri+1 = ri − αiApi

β
(i)
j = − (Q−1

1 AQ−1
2 Q−1

1 ri+1,Q−1
1 Apj)

(Q−1
1 Apj ,Q−1

1 Apj)
pro j ≤ i

pi+1 = Q−1
2 Q−1

1 ri+1 +
∑i

j=i−k+1 β
(i)
j pj

Konec cyklu pro i.
Konec Algoritmu.

Prvńıch k směr̊u {pj}k−1
j=0 spočteme stejně jako v př́ıpadě metody GCR podle vzorce

pj+1 = Q−1
2 Q−1

1 rj+1 +

j∑

l=0

β
(j)
l pl,

kde

β
(j)
l = −(Q−1

1 AQ−1
2 Q−1

1 rj+1, Q
−1
1 Apl)

(Q−1
1 Apl, Q

−1
1 Apl)

pro l ≤ j.
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Metodu vycházej́ıćı z tohoto algoritmu nazveme
”
Orthomin(k)“.

Metoda Orthomin(k) se od předchoźı metody GCR lǐśı pouze t́ım, že ve vyjádřeńı pi+1

je dolńı mez sumy
”
uř́ıznuta“, tj. nepoč́ıtá se od nuly, ale od jistého i− k + 1 pro nějaké

zvolené k. Je-li hodnota i− k + 1 < 0, pak se dolńı mez bere 0.
Vektory generované metodou Orthomin(k) splňuj́ı vztahy podobné jako u metody

GCR.
Věta 1.5: Necht’ {xi}, {ri}, {pi} jsou iterace generované metodou Orthomin(k) použité
k řešeńı lineárńıho systému Ax = f a necht’ vektory {rj}t

j=i−k+1 pro nějaké t ≥ 0 jsou
lineárně nezávislé. Pak plat́ı:

1. (Q−1
1 Api, Q

−1
1 Apj) = 0 pro j = i− k, ..., i− 1; i ≥ k

2. (Q−1
1 ri, Q

−1
1 Apj) = 0 pro j = i− k − 1, ..., i− 1; i ≥ k + 1

3. (Q−1
1 ri, Q

−1
1 Api) = (Q−1

1 ri, Q
−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 ri)

4. (Q−1
1 ri, Q

−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 ri−1) = 0

5. (Q−1
1 Api, Q

−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 ri) = (Q−1

1 Api, Q
−1
1 Api)

6. (Q−1
1 rj, Q

−1
1 Api) = (Q−1

1 ri−k, Q
−1
1 Api) pro j = i− k, ..., i; i ≥ k

7. ri 6= 0 ⇒ pi 6= 0

8. pro i ≥ k, xi+1 minimalizuje E(w) = ‖ Q−1
1 (f − Aw) ‖2 přes afinńı prostor xi−k +

sp(pi−k, ..., pi)

Důkaz: Stejný jako pro metodu GCR. 2

Pokud je matice A symetrická a positivně definitńı, pak jsou obě metody jak GCR,
tak Orthomin(k) pro k ≥ 1 matematicky ekvivalentńı s metodou sdružených residúı.

Ve speciálńım př́ıpadě k = 0 jsou metody GCR(k) a Orthomin(k) identické a směrové
vektory se v tomto př́ıpadě spočtou velmi snadno podle vzorce pi+1 = ri+1, protože se ve
vzorci pro pi+1 objev́ı suma, jej́ıž horńı mez je i a dolńı mez i+1. Tedy celá suma vymiźı.
Celý algoritmus pak vypadá takto:

Algoritmus 1.6
Zvoĺıme x0.
Spočteme r0 = f − Ax0.
Polož́ıme p0 = Q−1

2 Q−1
1 r0.

Pro i = 0, 1, 2, ... provedeme

αi =
(Q−1

1 ri,Q
−1
1 Api)

(Q−1
1 Api,Q

−1
1 Api)

xi+1 = xi + αipi

ri+1 = ri − αiApi

pi+1 = Q−1
2 Q−1

1 ri+1

Konec cyklu pro i.
Konec Algoritmu.

Metodu danou t́ımto algoritmem nazveme
”
metoda minimálńıch residúı (MR) (Min-

imum Residual method)“.
Je velmi jednoduchá, proto ji uvažujeme odděleně.
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Samozřejmě lze též uvažovat dohromady metody Orthomin(k) a GCR(k). To znamená,
že omeźıme počet směrových vektor̊u na k1 pro výpočet následuj́ıćı iterace a po každém
k2-tém kroku restartujeme. Tato metoda má smysl jen pro př́ıpad k1 < k2, protože pro
př́ıpad k1 ≥ k2 máme obyčejnou restartovanou metodu GCR(k2). Pro úplnost uvád́ıme i
tento algoritmus.

Algoritmus 1.7
Zvoĺıme x0,0.
Spočteme r0 = f − Ax0,0.
Polož́ıme p0 = Q−1

2 Q−1
1 r0.

Polož́ıme l = 0.
100: Pro i = 0, 1, 2, ..., k2 provedeme

αi =
(Q−1

1 ri,Q
−1
1 Api)

(Q−1
1 Api,Q

−1
1 Api)

xi+1,l = xi,l + αipi

ri+1 = ri − αiApi

β
(i)
j = − (Q−1

1 AQ−1
2 Q−1

1 ri+1,Q−1
1 Apj)

(Q−1
1 Apj ,Q−1

1 Apj)
pro j ≤ i

pi+1 = Q−1
2 Q−1

1 ri+1 +
∑i

j=i−k1+1 β
(i)
j pj

Konec cyklu pro i.
x0,l+1 = xk2+1,l

l = l + 1.
Návrat na 100.

Konec Algoritmu.

Metoda vycházej́ıćı z tohoto algoritmu nemá speciálńı název, je pouze spojeńım dvou
předchoźıch metod. Lze ji nazvat např.

”
kombinace Orthomin(k1) a GCR(k2)“.

Následuj́ıćı výsledky (věty) se stejně dobře aplikuj́ı na všechny čtyři metody, které jsme
zde uvedli, proto je uvád́ıme najednou pro všechny metody.
Věta 1.6: Směrové vektory {pi} a residua {ri} generované metodami GCR, GCR(k),
Orthomin(k) a MR splňuj́ı:

(Q−1
1 Api, Q

−1
1 Api) ≤ (Q−1

1 AQ−1
2 Q−1

1 ri, Q
−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 ri),

neboli plat́ı
(Ãp̃i, Ãpi) ≤ (Ãr̃i, Ãr̃i).

Důkaz: Směrové vektory {p̃i} jsou dány takto:

p̃i = r̃i +
∑

j

β
(i−1)
j p̃j,

kde

β
(i−1)
j = − (Ãr̃i, Ãp̃j)

(Ãp̃j, Ãp̃j)

a meze sumy jsou podle toho, o jakou metodu se jedná.
Využijeme-li (ÃT Ã)-ortogonalitu směr̊u {p̃i}, dostaneme:

(Q−1
1 Api, Q

−1
1 Api) = (Ãp̃i, Ãp̃i) = (Ã[r̃i +

∑
j

β
(i−1)
j p̃j], Ã[r̃i +

∑
j

β
(i−1)
j p̃j]) =
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= (Ãr̃i, Ãr̃i) + 2
∑

j

β
(i−1)
j (Ãr̃i, Ãp̃j) +

+
∑

j

∑

k

β
(i−1)
j β

(i−1)
k (Ãp̃j, Ãp̃k) =

= (Ãr̃i, Ãr̃i) + 2
∑

j

β
(i−1)
j (Ãr̃i, Ãp̃j) +

∑
j

(β
(i−1)
j )2(Ãp̃j, Ãp̃j) =

= (Ãr̃i, Ãr̃i)− 2
∑

j

(Ãr̃i, Ãp̃j)
2

(Ãp̃j, Ãp̃j)
+

∑
j

(Ãr̃i, Ãp̃j)
2

(Ãp̃j, Ãp̃j)
=

= (Ãr̃i, Ãr̃i)−
∑

j

(Ãr̃i, Ãp̃j)
2

(Ãp̃j, Ãp̃j)
≤

≤ (Ãr̃i, Ãr̃i) = (Q−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 ri, Q

−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 ri),

nebot’ v sumě se sč́ıtaj́ı nezáporné členy. 2

Věta 1.7: Pro každé reálné x 6= 0 plat́ı:

(Q2x,Q−1
1 Ax)

(Q−1
1 Ax,Q−1

1 Ax)
≥ λmin(Q

−1
1 MQ−1

2 )

λmin(Q
−1
1 MQ−1

2 ) · λmax(Q
−1
1 MQ−1

2 ) + ρ(Q−1
1 RQ−1

2 )2
,

neboli
(x̃, Ãx̃)

(Ãx̃, Ãx̃)
≥ λmin(M̃)

λmin(M̃) · λmax(M̃) + ρ(R̃)2
.

Důkaz: Necht’ y = Ãx̃. Pak

(x̃, Ãx̃)

(Ãx̃, Ãx̃)
=

(y, Ã−1y)

(y, y)
=

1

2
· (y, Ã−1 + (Ã−1)T y)

(y, y)
≥

≥ λmin

(Ã−1 + (Ã−1)T

2

)
.

To nám stač́ı k odhadu λmin(
Ã−1+(Ã−1)T

2
).

Uvažujme identitu
X−1 + Y −1 = [Y (X + Y )−1X]−1,

která plat́ı pro každé dvě regulárńı matice X,Y za předpokladu, že matice X + Y je také
regulárńı.
Pro

X = 2 · Ã, Y = 2 · ÃT

máme:

Ã−1 + (Ã−1)T

2
= [2 · ÃT · (2 · Ã + 2 · ÃT )−1 · 2 · Ã]−1 =

= [2 · ÃT · (4 · M̃)−1 · 2 · Ã]−1 =

= [(M̃ − R̃T ) · M̃−1 · (M̃ − R̃)]−1 =

= [M̃ + R̃T M̃−1R̃]−1.

Pro každé x̃ 6= 0 je

(x̃, [M̃ + R̃T M̃−1R̃]x̃) = (x̃, M̃ x̃) + (R̃x̃, [M̃−1R̃]x̃) > 0,
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takže matice
M̃ + R̃T M̃−1R̃

je positivně definitńı.
Proto je také matice

Ã−1 + (Ã−1)T

2

positivně definitńı a

λmin

(Ã−1 + (Ã−1)T

2

)
=

1

λmax(M̃ + R̃T M̃−1R̃)

Ale

λmax(M̃ + R̃T M̃−1R̃) = max
x̃ 6=0

[(x̃, M̃ x̃)

(x̃, x̃)
+

(x̃, R̃T M̃−1R̃x̃)

(x̃, x̃)

]
≤

≤ λmax(M̃) + max
x̃,R̃x̃ 6=0

[(R̃x̃, M̃−1R̃x̃)

(R̃x̃, R̃x̃)
· (R̃x̃, R̃x̃)

(x̃, x̃)

]
≤

≤ λmax(M̃) + λmax(M̃
−1)· ‖ R̃T R̃ ‖2 = λmax(M̃) +

ρ(R̃)2

λmin(M̃)

Dáme-li všechny úpravy dohromady, dostaneme výsledek

λmin

(Ã−1 + (Ã−1)T

2

)
≥ 1

λmax(M̃) + ρ(R̃)2

λmin(M̃)

Shrneme-li tento odhad s odhadem pro λmin

(
Ã−1+(Ã−1)T

2

)
ze začátku d̊ukazu, dostaneme:

(x̃, Ãx̃)

(Ãx̃, Ãx̃)
≥ λmin

(Ã−1 + (Ã−1)T

2

)
≥ λmin(M̃)

λmin(M̃) · λmax(M̃) + ρ(R̃)2
,

což dokončuje d̊ukaz. 2

Věta 1.8: Necht’ {ri} je posloupnost residúı generovaná metodami GCR, GCR(k), Or-
thomin(k) nebo MR. Necht’ M̃ , resp. R̃ je symetrická, resp. antisymetrická část matice
Q−1

1 AQ−1
2 =: Ã. Pak plat́ı:

1.

‖ ri ‖2 ≤ κ(Q1) ·
[
1− λmin(M̃)2

λmax(ÃT Ã)

] i
2 · ‖ r0 ‖2 =: o1

2.

‖ ri ‖2 ≤ κ(Q1) ·
[
1− λmin(M̃)2

λmin(M̃) · λmax(M̃) + ρ(R̃)2

] i
2 · ‖ r0 ‖2 =: o2

avšak oba odhady nejsou srovnatelné, tj. neznáme vztah mezi o1 a o2. Lze jen zkráceně
napsat, že

‖ ri ‖2 ≤ min{o1, o2},
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č́ımž źıskáváme konvergenci.
Důkaz: Plat́ı:

‖ ri ‖ = ‖ Q1Q
−1
1 ri ‖ ≤ ‖ Q1 ‖ · ‖ Q−1

1 ri ‖ = ‖ Q1 ‖ · ‖ r̃i ‖

a
κ(Q1) = ‖ Q1 ‖ · ‖ Q−1

1 ‖ .

Nyńı dokážeme oba odhady zvlášt’.

1. Prvńı odhad je totožný odhadu v prvńı části věty 1.4. Dokážeme ho trochu jinak.

Uvažujme rovnost r̃i+1 = r̃i − αiÃp̃i, kde αi = (r̃i,Ãp̃i)

(Ãp̃i,Ãp̃i)
.

Pak

‖ r̃i+1 ‖2
2 = (r̃i+1, r̃i+1) = (r̃i − αiÃp̃i, r̃i − αiÃp̃i) =

= (r̃i, r̃i)− 2αi(r̃i, Ãp̃i) + α2
i (Ãp̃i, Ãp̃i) =

= ‖ r̃i ‖2
2 −2 · (r̃i, Ãp̃i)

2

(Ãp̃i, Ãp̃i)
+

(r̃i, Ãp̃i)
2

(Ãp̃i, Ãp̃i)
=

= ‖ r̃i ‖2
2 −

(r̃i, Ãp̃i)
2

(Ãp̃i, Ãp̃i)

Tedy po vyděleńı ‖ r̃i ‖2
2 dostaneme

‖ r̃i+1 ‖2
2

‖ r̃i ‖2
2

= 1− (r̃i, Ãp̃i)

(r̃i, r̃i)
· (r̃i, Ãp̃i)

(Ãp̃i, Ãp̃i)
≤ 1− (r̃i, Ãr̃i)

(r̃i, r̃i)
· (r̃i, Ãr̃i)

(Ãr̃i, Ãr̃i)

podle věty 1.6 a rovnosti 3. věty 1.5.
Ale

(r̃i, Ãr̃i)

(r̃i, r̃i)
≥ λmin(M̃)

a
(r̃i, Ãr̃i)

(Ãr̃i, Ãr̃i)
=

(r̃i, r̃i)

(r̃i, ÃT Ãr̃i)
· (r̃i, Ãr̃i)

(r̃i, r̃i)
≥ λmin(M̃)

λmax(ÃT Ã)
,

takže

‖ r̃i+1 ‖2 ≤
[
1− λmin(M̃)2

λmax(ÃT Ã)

] 1
2 · ‖ r̃i ‖2,

což dokazuje prvńı odhad. Výraz v závorce je < 1 podle prvńı části věty 1.3 a t́ım
máme konvergenci.

2. Podle věty 1.7 je

(r̃i, Ãr̃i)

(Ãr̃i, Ãr̃i)
≥ λmin(M̃)

λmin(M̃) · λmax(M̃) + ρ(R̃)2
,

takže

‖ r̃i+1 ‖2 ≤
[
1− λmin(M̃)2

λmin(M̃) · λmax(M̃) + ρ(R̃)2

] 1
2 · ‖ r̃i ‖2,
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což dokazuje druhý odhad. K d̊ukazu konvergence stač́ı ukázat, že výraz v závorce
je < 1, neboli, že

λmin(M̃)2 ≤ λmin(M̃) · λmax(M̃) + ρ(R̃)2.

Ale tato nerovnost plat́ı právě tehdy, když

λmin(M̃) ≤ λmax(M̃) +
ρ(R̃)2

λmin(M̃)
,

což plat́ı vždy, nebot’ zlomek vpravo je kladný. 2

Lemma 1.1: Je-li symetrická část M̃ matice Ã jednotková matice I, tedy Ã = I− R̃, kde
R̃ je antisymetrická část matice Ã, pak metoda Orthomin(1) je ekvivalentńı s metodou
GCR.
Důkaz: Stač́ı ukázat, že koeficienty β

(i)
j = 0 pro j ≤ i − 1 (u metody GCR). Vezměme

čitatel:

(Q−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 ri+1, Q

−1
1 Apj) = (Ãr̃i+1, Ãp̃j) = ([I − R̃]r̃i+1, Ãp̃j) =

= (r̃i+1, Ãp̃j)− (R̃r̃i+1, Ãp̃j).

Podle rovnosti 2. věty 1.1 je

(r̃i+1, Ãp̃j) = 0 = −(r̃i+1, Ãp̃j).

Ted’ využijeme antisymetrii matice R̃:

(Ãr̃i+1, Ãp̃j) = (r̃i+1, Ãp̃j)− (R̃r̃i+1, Ãp̃j) = −(r̃i+1, Ãp̃j)− (r̃i+1, R̃
T Ãp̃j) =

= −(r̃i+1, Ãp̃j) + (r̃i+1, R̃Ãp̃j) = (r̃i+1, [R̃Ã− Ã]p̃j) =

= (r̃i+1, [R̃− I]Ãp̃j) = −(r̃i+1, Ã
2p̃j).

Dále v́ıme, že

r̃j+1 = r̃j − αjÃp̃j ⇒ Ãp̃j =
1

αj

(r̃j − r̃j+1).

Dosad́ıme:

(Ãr̃i+1, Ãp̃j) = −(r̃i+1, Ã
2p̃j) = −(r̃i+1, Ã[

1

αj

(r̃j − r̃j+1)]) =

= − 1

αj

· [(r̃i+1, Ãr̃j) + (r̃i+1, Ãr̃j+1)] = 0 pro j ≤ i− 1

podle 4. rovnosti věty 1.1. 2

1.1.3 Axelssonovo zobecněńı

Následuje jiné zobecněńı metody sdružených residúı pro řešeńı lineárńıho systému
Ax = f , kde A je regulárńı nesymetrická matice řádu N. Stejně jako předchoźı metody
i tyto metody minimalizuj́ı normu residua přes nějaký Krylov̊uv podprostor generovaný
matićı A. Axelssonovo zobecněńı (viz [Axel 1]) metody sdružených residúı je aplikovatelné
na systémy, ve kterých má matice koeficient̊u A symetrickou positivně definitńı část M .
Následuj́ıćı algoritmus je Axelssonovo zobecněńı metody sdružených residúı.
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Algoritmus 1.8
Zvoĺıme x0.
Spočteme r0 = f − Ax0.
Polož́ıme p0 = Q−1

2 Q−1
1 r0.

Pro i = 0, 1, 2, ... provedeme

xi+1 = xi +
∑i

j=0 α
(i)
j pj

kde {α(i)
j }i

j=0 minimalizuj́ı ‖ Q−1
1 ri+1 ‖2

ri+1 = ri −
∑i

j=0 α
(i)
j Apj

βi = − (Q−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 ri+1,Q−1

1 Api)

(Q−1
1 Api,Q

−1
1 Api)

pi+1 = Q−1
2 Q−1

1 ri+1 + βipi

Konec cyklu pro i.
Konec Algoritmu.

Výpočet délky krok̊u {α(i)
j }i

j=0 vyžaduje řešeńı problému nejmenš́ıch čtverc̊u:
minimalizovat

‖ B(i)α(i) −Q−1
1 ri ‖2,

pro
α(i) = (α0, ..., αi)

T ,

kde
B(i) := (Q−1

1 Ap0, ..., Q
−1
1 Api).

Výběr {α(i−1)
j }i−1

j=0 žádá, aby bylo splněno

‖ Q−1
1 ri ‖2 = min

qi∈Pi

‖ qi(Q
−1
1 AQ−1

2 )r0 ‖2,

nebot’ i zde stále plat́ı rovnost

sp(Q2p0, ..., Q2pi) = sp(Q−1
1 r0, (Q

−1
1 AQ−1

2 )Q−1
1 r0, ..., (Q

−1
1 AQ−1

2 )iQ−1
1 r0) =

= sp(Q−1
1 r0, ..., Q

−1
1 ri)

a tud́ıž
ri = qi(A) · r0 pro nějaký polynom qi ∈ Pi, že qi(0) = 1,

takže tato metoda je ekvivalentńı se zobecněnou metodou sdružených residúı GCR.
Metodu vycházej́ıćı z tohoto algoritmu nazveme

”
zobecněná metoda sdružených

residúı ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u (LSGCR) (Least Squares Generalized Con-
jugate Residual method)“.

Restartujeme-li po každých k kroćıch, pak výsledná metoda je ekvivalentńı s metodou
GCR(k).

Lze též uvažovat zkrácenou verzi předchoźıho algoritmu, kde k výpočtu následuj́ıćı
iterace potřebujeme pouze k posledńıch směrových vektor̊u {pj}i

j=i−k+1, podobně jako
v př́ıpadě Orthomin(k). Algoritmus má tuto podobu:

Algoritmus 1.9
Zvoĺıme x0.
Spočteme r0 = f − Ax0.
Polož́ıme p0 = Q−1

2 Q−1
1 r0.
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Pro i = 0, 1, 2, ... provedeme

xi+1 = xi +
∑i

j=i−k+1 α
(i)
j pj

kde {α(i)
j }i

j=0 minimalizuj́ı ‖ Q−1
1 ri+1 ‖2

ri+1 = ri −
∑i

j=i−k+1 α
(i)
j Apj

βi = − (Q−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 ri+1,Q−1

1 Api)

(Q−1
1 Api,Q

−1
1 Api)

pi+1 = Q−1
2 Q−1

1 ri+1 + βipi

Konec cyklu pro i.
Konec Algoritmu.

Délky krok̊u {α(i)
j }i

j=i−k+1, kde k ≥ 1, jsou voleny tak, aby minimalizovali ‖ Q−1
1 ri+1 ‖2.

To vyžaduje řešeńı tohoto problému nejmenš́ıch čtverc̊u:
minimalizovat

‖ B(i)α(i) −Q−1
1 ri ‖2,

pro
α(i) = (αi−k+1, ..., αi)

T ,

kde
B(i) := (Q−1

1 Api−k+1, ..., Q
−1
1 Api).

Metodu danou t́ımto algoritmem nazveme
”
Axel(k)“.

Lemma 1.2: Pro k = 1 je metoda Axel(1) ekvivalentńı s metodou Orthomin(1).
Důkaz: Dosad́ıme-li do vzorc̊u pro xi+1 a ri+1 za k = 1, dostaneme výrazy

xi+1 = xi + αipi, ri+1 = ri − αiApi,

tedy stejné jako v př́ıpadě Orthomin(1).
Problém nejmenš́ıch čtverc̊u je jednoduchý:
minimalizovat

‖ Q−1
1 Apiαi −Q−1

1 ri ‖2 = ‖ Q−1
1 ri+1 ‖2 .

Jestliže rozeṕı̌seme normu vlevo do skalárńıho součinu, uprav́ıme, provedeme derivaci a
spoč́ıtáme koeficienty αi, źıskáme stejný vzorec jako v př́ıpadě Orthomin(1).
T́ım jsme ukázali, že oba algoritmy jsou totožné. 2

Následuje množina vztah̊u podobná předchoźım metodám.
Věta 1.9: Necht’ {xi}, {ri} a {pi} jsou iterace generované metodou Axel(k) v řešeńı
lineárńıho systému Ax = f a necht’ vektory {rj}t

j=i−k+1 pro nějaké t ≥ 0 jsou lineárně
nezávislé. Pak plat́ı:

1. (Q−1
1 Api, Q

−1
1 Api−1) = 0

2. (Q−1
1 ri, Q

−1
1 Apj) = 0 pro j = i− k, ..., i− 1; i ≥ k

3. (Q−1
1 ri, Q

−1
1 Api) = (Q−1

1 ri, Q
−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 ri)

4. (Q−1
1 ri, Q

−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 rj) = 0 pro j = i− k + 1, ..., i− 1; i ≥ k

5. ri 6= 0 ⇒ pi 6= 0

6. pro i ≥ k, xi+1 minimalizuje E(w) = ‖ Q−1
1 (f − Aw) ‖2 přes afinńı prostor xi +

sp(pi−k+1, ..., pi)
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7. ri 6= 0 ⇒ {pj}i
j=i−k+1 jsou lineárně nezávislé, takže matice B(i) má plný řád

Důkaz:

• Důkaz rovnost́ı 1. až 6. je stejný jako ve větě 1.1.

• Rovnost 7. sporem:
Necht’ {pj}i

j=i−k+1 jsou lineárně závislé.
Pak pi ∈ S := sp(pi−k+1, ..., pi−1).
Dále pi = Q−1

2 Q−1
1 ri + βi−1pi−1 a tedy Q−1

2 Q−1
1 ri ∈ S.

Ale podle rovnosti 2. je (Q−1
1 ri, Q

−1
1 As) = 0 ∀s ∈ S.

Je tud́ıž (Q−1
1 ri, Q

−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 ri) = 0, a využijeme-li positivńı definitnost matice

Q−1
1 MQ−1

2 =: M̃ , dostaneme, že Q−1
1 ri 6= 0 a protože Q1 je regulárńı, tak ri 6= 0.

Plat́ı tedy, že {pj}i
j=i−k+1 jsou lineárně nezávislé, takže matice

B(i) = (Q−1
1 Api−k+1, ..., Q

−1
1 Api) má opravdu plný řád a vektor délky kroku α(i) je

jednoznačně určen. 2

Daľśı věta ukazuje, že metoda Axel(k) konverguje.
Věta 1.10: Necht’ {ri} je posloupnost residúı generovaná metodou Axel(k). Pak plat́ı:

1.

‖ ri ‖2 ≤ κ(Q1) ·
[
1− λmin(M̃)2

λmax(ÃT Ã)

] i
2 · ‖ r0 ‖2 =: o1

2.

‖ ri ‖2 ≤ κ(Q1) ·
[
1− λmin(M̃)2

λmin(M̃) · λmax(M̃) + ρ(R̃)2

] i
2 · ‖ r0 ‖2 =: o2

Tedy
‖ ri ‖2 ≤ min{o1, o2}.

Důkaz: Nejprve připomeneme, že

‖ ri ‖ = ‖ Q1Q
−1
1 ri ‖ ≤ ‖ Q1 ‖ · ‖ Q−1

1 ri ‖ = ‖ Q1 ‖ · ‖ r̃i ‖
a

κ(Q1) = ‖ Q1 ‖ · ‖ Q−1
1 ‖ .

Protože norma residua metody Axel(k) je nejmenš́ı mezi všemi ostatńımi metodami, plat́ı

‖ r̃i+1 ‖2 ≤ ‖ r̄i+1 ‖2,

kde r̃i+1 je residuum metody Axel(k) a r̄i+1 je např. residuum metody Orthomin(1).
Pro každé i označme

x̄i+1 := x̃i + ᾱip̃i,

kde

ᾱi :=
(r̃i, Ãp̃i)

(Ãp̃i, Ãp̃i)
.

To znamená, že z iterace x̃i a vektoru p̃i metody Axel(k) přejdeme k metodě Orthomin(1)
a jedńım krokem této metody źıskáme iteraci x̄i+1.
Pro residuum plat́ı

r̄i+1 = r̃i − ᾱiÃp̃i
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a dále podle volby {αj}i
j=i−k+1 metody Axel(k) plat́ı

‖ r̃i+1 ‖2 ≤ ‖ r̄i+1 ‖2

(protože norma residua metody Axel(k) je nejmenš́ı).
Vı́me, že

(Ãp̃i, Ãp̃i) ≤ (Ãr̃i, Ãr̃i),

viz věta 1.6, a
(r̃i, Ãp̃i) = (r̃i, Ãr̃i),

viz 3. rovnost předchoźı věty, takže

‖ r̄i+1 ‖2
2

‖ r̃i ‖2
2

=
(r̄i+1, r̄i+1)

(r̃i, r̃i)
=

(r̃i − ᾱiÃp̃i, r̃i − ᾱiÃp̃i)

(r̃i, r̃i)
=

=
(r̃i, r̃i)− 2ᾱi(r̃i, Ãp̃i) + ᾱ2

i (Ãp̃i, Ãp̃i)

(r̃i, r̃i)
=

= 1− 2
(r̃i, Ãp̃i)

(Ãp̃i, Ãp̃i)
· (r̃i, Ãp̃i)

(r̃i, r̃i)
+

(r̃i, Ãp̃i)
2

(Ãp̃i, Ãp̃i)2
· (Ãp̃i, Ãp̃i)

(r̃i, r̃i)
=

= 1− (r̃i, Ãp̃i)

(r̃i, r̃i)
· (r̃i, Ãp̃i)

(Ãp̃i, Ãp̃i)
≤

≤ 1− (r̃i, Ãr̃i)

(r̃i, r̃i)
· (r̃i, Ãr̃i)

(Ãr̃i, Ãr̃i)

Dále budeme postupovat stejně jako v d̊ukazu věty 1.8 a dostaneme

‖ r̄i+1 ‖2 ≤
[
1− λmin(M̃)2

λmax(ÃT Ã)

] 1
2 · ‖ r̃i ‖2

a

‖ r̄i+1 ‖2 ≤
[
1− λmin(M̃)2

λmin(M̃) · λmax(M̃) + ρ(R̃)2

] 1
2 · ‖ r̃i ‖2 .

Protože plat́ı
‖ r̃i+1 ‖2 ≤ ‖ r̄i+1 ‖2,

je d̊ukaz věty dokončen. 2

1.1.4 Orthodir

Daľśı alternativńı výpočet směrových vektor̊u představili Young a Jea (viz [Young]).
V př́ıpadě Orthodir je algoritmus 1.3 skombinován s následuj́ıćı Lanczosovou metodou
pro výpočet množiny [(Q−1

1 A)T (Q−1
1 A)]-ortogonálńıch směrových vektor̊u:

pi+1 = Q−1
2 Q−1

1 Api +
i∑

j=0

β
(i)
j pj,

kde

β
(i)
j = −(Q−1

1 AQ−1
2 Q−1

1 Api, Q
−1
1 Apj)

(Q−1
1 Apj, Q

−1
1 Apj)

, j ≤ i.

Pro přehlednost uvedeme celý algoritmus.
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Algoritmus 1.10
Zvoĺıme x0.
Spočteme r0 = f − Ax0.
Polož́ıme p0 = Q−1

2 Q−1
1 r0.

Pro i = 0, 1, 2, ... provedeme

αi =
(Q−1

1 ri,Q
−1
1 Api)

(Q−1
1 Api,Q

−1
1 Api)

xi+1 = xi + αipi

ri+1 = ri − αiApi

β
(i)
j = − (Q−1

1 AQ−1
2 Q−1

1 Api,Q
−1
1 Apj)

(Q−1
1 Apj ,Q−1

1 Apj)
, j ≤ i

pi+1 = Q−1
2 Q−1

1 Api +
∑i

j=0 β
(i)
j pj

Konec cyklu pro i.
Konec Algoritmu.

Metoda daná t́ımto algoritmem se nazývá
”
Orthodir“.

Představ́ıme ještě odseknutou variantu metody Orthodir, kde podobně jako u metody
Orthomin vezmeme k výpočtu nového směru pi+1 pouze posledńıch k směrových vektor̊u
{pj}i

j=i−k+1.

Algoritmus 1.11
Zvoĺıme x0.
Spočteme r0 = f − Ax0.
Polož́ıme p0 = Q−1

2 Q−1
1 r0.

Pro i = 0, 1, 2, ... provedeme

αi =
(Q−1

1 ri,Q
−1
1 Api)

(Q−1
1 Api,Q

−1
1 Api)

xi+1 = xi + αipi

ri+1 = ri − αiApi

β
(i)
j = − (Q−1

1 AQ−1
2 Q−1

1 Api,Q
−1
1 Apj)

(Q−1
1 Apj ,Q−1

1 Apj)
, j ≤ i

pi+1 = Q−1
2 Q−1

1 Api +
∑i

j=i−k+1 β
(i)
j pj

Konec cyklu pro i.
Konec Algoritmu.

Metodu danou t́ımto useknutým algoritmem nazveme
”
Orthodir(k)“.

Je-li symetrická část M̃ matice Ã positivně definitńı, což předpokládáme, {p̂i} množina
směrových vektor̊u generovaná metodou GCR a p0 = p̂0, pak pi = γip̂i pro nějaký skalár γi.
Tedy metoda Orthodir je ekvivalentńı s metodou GCR. Protože p0 = p̂0, plat́ı též p̃0 = ˆ̃p0,
nebot’ došlo pouze k vynásobeńı celé rovnosti matićı Q2. Dokážeme jen, že p1 = γ1p̂1.

• Orthodir:
p1 = Q−1

2 Q−1
1 Ap0 + β

(0)
0 p0 ⇔ p̃1 = Ãp̃0 + β

(0)
0 p̃0;

• GCR:

p̂1 = Q−1
2 Q−1

1 r̂1 + β̂
(0)
0 p̂0 ⇔

⇔ ˆ̃p1 = ˆ̃r1 + β̂
(0)
0

ˆ̃p0 = ˆ̃r0 − α̂0Ãˆ̃p0 + β̂
(0)
0 p̃0 = ˆ̃p0 − α̂0Ãˆ̃p0 + β̂

(0)
0 p̃0 =

= −α̂0Ãp̃0 + (1 + β̂
(0)
0 )p̃0.
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Nyńı porovnáme koeficienty z1 a z2 u p̃0 a Ãp̃0 a ukážeme, že jsou stejné. Tedy

p1 = γ1p̂1 ⇔ Q2p1 = γ1Q2p̂1 ⇔ p̃1 = γ1
ˆ̃p1

=⇒
Ãp̃0 = −α̂0Ãp̃0 · z1 & β

(0)
0 p̃0 = (1 + β̂

(0)
0 )p̃0 · z2.

Odtud dostáváme, že

z1 = − 1

α̂0

a z2 =
β

(0)
0

1 + β̂
(0)
0

,

kde koeficienty se střechou patř́ı metodě GCR a koeficient bez střechy metodě Orthodir.
Ale dosad́ıme-li za tyto koeficienty př́ıslušné pod́ıly a rovnost r̃0 = p̃0, a vynecháme-li pro
přehlednost střechy, dostaneme:

z2 = −(Ã2p̃0, Ãp̃0)

(Ãp̃0, Ãp̃0)
· 1

1− (Ãr̃1,Ãp̃0)

(Ãp̃0,Ãp̃0)

=

= −(Ã2p̃0, Ãp̃0)

(Ãp̃0, Ãp̃0)
· (Ãp̃0, Ãp̃0)

(Ãp̃0, Ãp̃0)− (Ã(r̃0 − α0Ãp̃0), Ãp̃0)
=

= − (Ã2p̃0, Ãp̃0)

(Ãp̃0, Ãp̃0)− (Ãp̃0, Ãp̃0) + α0(Ã2p̃0, Ãp̃0)
= − 1

α0

= z1.

Odtud jsme dostali, že p1 = γ1p̂1, kde γ1 = − 1
α0

a α0 je koeficient metody GCR.
Obecně to znamená tohle:

• Směr p̃i metody Orthodir je lineárńı kombinaćı vektor̊u p̃0, Ãp̃0, ..., Ã
ip̃0;

• Směr ˆ̃pi metody GCR je lineárńı kombinaćı vektor̊u ˆ̃p0, Ãˆ̃p0, ..., Ã
iˆ̃p0;

a pod́ıly koeficient̊u u p̃0 a ˆ̃p0, Ãp̃0 a Ãˆ̃p0, ... , Ãip̃0 a Ãiˆ̃p0 jsou stejné.

Je-li matice Ã symetrická, pak se vztah pi+1 = Q−1
2 Q−1

1 Api+
∑i

j=0 β
(i)
j pj, který je roven

vztahu p̃i+1 = Ãp̃i+
∑i

j=0 β
(i)
j p̃j redukuje na tř́ıčlennou rekurenci, jak nyńı ukážeme. Necht’

B̄i =




−β
(0)
0 −β

(1)
0 . . . −β

(i)
0

1 −β
(1)
1 . . . −β

(i)
1

. . . . . .
...

. . . −β
(i)
i

1



∈ R(i+2)×(i+1), P̃i = (p̃0, ..., p̃i) ∈ RN×(i+1).

Označme dále diagonálńı matici

Ωi =




(Ãp̃0, Ãp̃0)
(Ãp̃1, Ãp̃1)

. . .

(Ãp̃i, Ãp̃i)


 ∈ R(i+1)×(i+1)

a necht’ matice Bi ∈ R(i+1)×(i+1) vznikne z matice B̄i vynecháńım posledńıho řádku.
Indukćı dokážeme, že plat́ı

ÃP̃i = P̃i+1B̄i.
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• i = 0:

ÃP̃0 = Ãp̃0 = p̃1 − β
(0)
0 p̃0 = (p̃0, p̃1) ·

(
−β

(0)
0

1

)
= P̃1B̄0

• Nyńı přejdeme od i k i + 1 za předpokladu, že plat́ı ÃP̃i−1 = P̃iB̄i−1.
Pro vektor p̃i plat́ı

Ãp̃i = p̃i+1 −
i∑

j=0

β
(i)
j p̃j = p̃i+1 − β

(i)
0 p̃0 − . . .− β

(i)
i p̃i =

= (p̃0, ..., p̃i+1) ·




−β
(i)
0

...
−β

(i)
i

1


 = P̃i+1 ·




−β
(i)
0

...
−β

(i)
i

1




Tedy

ÃP̃i = (ÃP̃i−1, Ãp̃i) = (P̃iB̄i−1, P̃i+1 ·




−β
(i)
0

...
−β

(i)
i

1


) =

= (P̃i+1 ·
(

B̄i−1

0

)
, P̃i+1 ·




−β
(i)
0

...
−β

(i)
i

1


) = P̃i+1B̄i.

Plat́ı tedy

ÃP̃i = P̃i+1B̄i ⇒ Ã2P̃i = ÃP̃i+1B̄i ⇒ (ÃP̃i)
T Ã2P̃i = (ÃP̃i)

T ÃP̃i+1B̄i ⇒

⇒ P̃ T
i Ã3P̃i = (ÃP̃i)

T (ÃP̃i+1)B̄i

a dále
P̃ T

i Ã3P̃i = (P̃ T
i Ã3P̃i)

T = ((ÃP̃i)
T (ÃP̃i+1)B̄i)

T = B̄T
i (ÃP̃i+1)

T (ÃP̃i).

Odtud dostáváme, že

(ÃP̃i)
T (ÃP̃i+1)B̄i = B̄T

i (ÃP̃i+1)
T (ÃP̃i).

Ale z (ÃT Ã)-ortogonality směr̊u p̃j plyne, že

(ÃP̃i)
T (ÃP̃i+1)B̄i =




Ãp̃0

Ãp̃1
...

Ãp̃i


 · (Ãp̃0, ..., Ãp̃i, Ãp̃i+1) · B̄i =

=




(Ãp̃0, Ãp̃0) 0
(Ãp̃1, Ãp̃1) 0

. . .
...

(Ãp̃i, Ãp̃i) 0


 · B̄i = ΩiBi.
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Obdobně
B̄T

i (ÃP̃i+1)
T (ÃP̃i) = BT

i Ωi.

Z těchto úprav jsme nakonec dospěli k závěru, že

ΩiBi = BT
i Ωi ⇒ Bi = BT

i

a tedy matice Bi je tř́ıdiagonálńı. To znamená, že pro koeficienty β
(i)
j plat́ı

β
(i)
j = 0 pro i− j ≥ 2 a β

(i)
i−1 = 1 ∀i,

odkud dostáváme výše zmı́něnou tř́ıčlennou rekurenci pro výpočet směr̊u pi+1, pokud je
matice Ã = Q−1

1 AQ−1
2 symetrická. Ale tato rekurence je vlastně metodou Orthodir(2),

kde β
(i)
i−1 = 1 a poč́ıtal by se jen koeficient β

(i)
i .

Na závěr vyslov́ıme jedno lemma pro nesymetrické matice.
Lemma 1.3: Je-li symetrická část M̃ matice Ã jednotková matice I, tedy Ã = I − R̃,
kde R̃ je antisymetrická část matice Ã, pak metoda Orthodir(2) je ekvivalentńı s metodou
Orthodir.
Důkaz: Obdobně jako d̊ukaz lemmatu 1.1. 2

Podotýkáme, že na rozd́ıl od metody Orthomin(1) ekvivalence nenastává pro př́ıpad
metody Orthodir(1).

Dosud nemáme žádné teoretické výsledky, které nám zaručuj́ı konvergenci Orthodir(k)
pro obecněǰśı nesymetrické systémy. Řı́ká se, že metoda Orthodir v plné, tj. neuseknuté
verzi konverguje vždy, i když symetrická část M̃ matice Ã neńı positivně definitńı. Num-
erické pokusy, které jsme provedli, ukázali, že tato metoda skutečně konverguje, ale jen
pro malé soustavy. Pro větš́ı docháźı ke zhrouceńı. Tato metoda tedy neńı př́ılǐs stabilńı.
Viz kapitola 4.

1.2 Metody založené na ortogonalitě residúı

V daľśı části této kapitoly podiskutujeme o ortogonalitě residúı, tj. plat́ı podmı́nka

(ri, rj) = 0 pro i 6= j

a v předpodmı́něném př́ıpadě

(Q−1
1 ri, Q

−1
1 rj) = 0 pro i 6= j.

1.2.1 Zobecněná metoda sdružených gradient̊u GCG

Nejprve ukážeme, jak vypadá metoda sdružených gradient̊u pro symetrické positivně
definitńı soustavy

Ax = f.(1.7)

Aproximace xi ∈ x0 +Ki(r0, A), kde Ki(r0, A) = sp(r0, Ar0, ..., A
i−1r0), splňuje následuj́ıćı

minimalizačńı podmı́nku

‖ xi − x? ‖ = min
x∈x0+Ki(r0,A)

(x? − x,A[x? − x])
1
2 = min

x∈x0+Ki(r0,A)
‖ x? − x ‖A,(1.8)
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kde x? je přesné řešeńı soustavy (1.7) a r0 = f −Ax0. V praxi se posloupnost aproximaćı
xi poč́ıtá z rekurenćı

xi+1 = xi + αipi,(1.9)

kde směrové vektory pi splňuj́ı vztahy

p0 = r0, pi+1 = ri+1 + βipi,(1.10)

a koeficienty βi jsou voleny tak, že pro směrové vektory plat́ı

(pi, Apj) = 0 pro i 6= j.(1.11)

Č́ısla αi se voĺı tak, aby platilo

αi = arg
α>0

min ‖ x? − (xi + αApi) ‖A .(1.12)

Podrobně je tento postup vyložen v knize [Golub]. Algoritmus pak vypadá následovně:

Algoritmus 1.12
Zvoĺıme x0.
Spočteme r0 = f − Ax0.
Polož́ıme p0 = r0.
Pro i = 0, 1, 2, ... provedeme

αi = (ri,ri)
(pi,Api)

xi+1 = xi + αipi

ri+1 = ri − αiApi

βi = (ri+1,ri+1)
(ri,ri)

pi+1 = ri+1 + βipi

Konec cyklu pro i.
Konec Algoritmu.

Metodu danou t́ımto algoritmem nazveme
”
metoda sdružených gradient̊u (CG)

(Conjugate Gradient method)“ (ve smyslu optimality).
Residua ri lze vyjádřit vztahem ri = qi(A) · r0, což plyne z tvaru prostoru Ki(r0, A),

kde qi ∈ Pi, a kde Pi je prostor všech polynomů stupně i takový, že qi(0) = 1. Opět,
stejně jako v př́ıpadě metody sdružených residúı, dostaneme přesné řešeńı po nejvýše N
kroćıch. Přesný počet krok̊u, po kterých dostaneme použit́ım metody CG přesné řešeńı,
je dán indexem, při kterém se zastav́ı r̊ust dimense podprostoru Ki(r0, A). Pro teoretické
úvahy předpokládáme, že dim{Ki(r0, A)} = i.

Metoda sdružených gradient̊u splňuje též Galerkinovu podmı́nku

(Axi, v) = (f, v) ∀v ∈ Ki,

tj. ri je ortogonálńı na podprostor Ki, což je ekvivalentńı s ortogonalitou residúı:

(ri, rj) = 0 pro i 6= j.
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Tento výsledek použijeme k formulaci tř́ıkrokové rekurence metody CG. Vezmeme Algo-
ritmus 1.12 a dosazeńım obdrž́ıme:

xi+1 = xi + αipi = xi + αi(ri + βi−1pi−1) = xi + αi(ri + βi−1
xi − xi−1

αi−1

) =

= xi − xi−1 + xi−1 + αiri +
αiβi−1

αi−1

(xi − xi−1) =

= xi−1 +
(
1 +

αiβi−1

αi−1

)(
αi(1 +

αiβi−1

αi−1

)−1ri + xi − xi−1

)

Uvažujme tedy iteračńı postup

xi+1 = xi−1 + ωi+1(γiri + xi − xi−1),(1.13)

kde x−1 = 0, γi a ωi+1 jsou reálná č́ısla, která dále urč́ıme tak, abychom nemuseli poč́ıtat
koeficienty αi a βi. Toto je obecný tvar pro několik iteračńıch metod, např. Čebyševova
metoda nebo Richardsonova metoda.
Vynásobme celou rovnost matićı A, obrat’me znaménko a přičtěme f . Dostaneme rovnost
pro residua:

ri+1 = ri−1 − ωi+1(γiAri − ri + ri−1).(1.14)

Věta 1.11: Polož́ıme-li

γi =
(ri, ri)

(ri, Ari)
, ω1 = 1, ωi+1 =

[
1− γi· ‖ ri ‖2

2

γi−1· ‖ ri−1 ‖2
2 ·ωi

]−1

pro i ≥ 1,

pak residua {ri} splňuj́ı podmı́nku ortogonality (ri, rj) = 0 pro i 6= j a výsledný
algoritmus je ekvivalentńı s předchoźım, tzn., že dostaneme stejnou posloupnost iteraćı.
Důkaz: Indukćı: i = 1 ⇒ j = 0.

(r1, r0) = (r−1 − ω1[γ0Ar0 − r0 + r−1], r0) =

= (r−1, r0)− ω1[γ0(Ar0, r0)− (r0, r0) + (r−1, r0)] =

= (r−1, r0)− 1 · [ (r0, r0)

(r0, Ar0)
· (Ar0, r0)− (r0, r0) + (r−1, r0)] = 0.

Ted’ přejdeme od i k i + 1.

•
(ri+1, ri) = (ri−1 − ωi+1[γiAri − ri + ri−1], ri) =

= (ri−1, ri)− ωi+1[γi(Ari, ri)− (ri, ri) + (ri−1, ri)] =

= 0− ωi+1[
(ri, ri)

(ri, Ari)
· (Ari, ri)− (ri, ri)] + 0 = 0

podle indukčńıho předpokladu.

•
(ri+1, ri−1) = (ri−1 − ωi+1[γiAri − ri + ri−1], ri−1) =

= (ri−1, ri−1)− ωi+1[γi(Ari, ri−1)− (ri, ri−1) + (ri−1, ri−1)] =

= (ri−1, ri−1)− ωi+1[γi(Ari, ri−1) + (ri−1, ri−1)]
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podle indukčńıho předpokladu.
Požadovanou rovnost

(ri+1, ri−1) = 0

dostaneme, dosad́ıme-li

ωi+1 =
(ri−1, ri−1)

γi(Ari, ri−1) + (ri−1, ri−1)

Ukážeme však, že tento výraz pro ωi+1 je shodný s výrazem uvedeným v tvrzeńı
věty. Tedy

ωi+1 =
(ri−1, ri−1)

γi(Ari, ri−1) + (ri−1, ri−1)
=

[
1 +

γi(Ari, ri−1)

(ri−1, ri−1)

]−1

=

[
1 +

γi(ri, Ari−1)

(ri−1, ri−1)

]−1

,

nebot’ matice A je symetrická.
Ze vztahu pro residua

ri = ri−2 − ωi(γi−1Ari−1 − ri−1 + ri−2)

je patrné, že

Ari−1 = − 1

γi−1ωi

ri + v, kde v ∈ sp(ri−1, ri−2).

Vezměme skalárńı součin s ri:

(ri, Ari−1) = (ri,− 1

γi−1ωi

ri + v) = − 1

γi−1ωi

(ri, ri) + (ri, v) = − 1

γi−1ωi

(ri, ri)

podle indukčńıho předpokladu. Dosad́ıme do výrazu pro ωi+1 a dostaneme:

ωi+1 =

[
1 +

γi(ri, Ari−1)

(ri−1, ri−1)

]−1

=

[
1− γi(ri, ri)

γi−1(ri−1, ri−1) · ωi

]−1

,

což je shodné s tvrzeńım věty.

• bud’ j ≤ i− 2:

(ri+1, rj) = (ri−1 − ωi+1[γiAri − ri + ri−1], rj) =

= (ri−1, rj)− ωi+1[γi(Ari, rj)− (ri, rj) + (ri−1, rj)] =

= −ωi+1γi(Ari, rj) = −ωi+1γi(ri, Arj)

podle indukčńıho předpokladu.
Ale opět

Arj ∈ sp(rj−1, rj, rj+1),

takže
(ri, Arj) = 0, a tud́ıž (ri+1, rj) = 0,

což dokončuje indukci. 2
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Algoritmus 1.13
Polož́ıme x−1 = 0.
Zvoĺıme x0.
Pro i = 0, 1, 2, ... provedeme

ri = f − Axi.

γi = (ri,ri)
(ri,Ari)

ωi+1 =
[
1− γi·‖ri‖22

γi−1·‖ri−1‖22·ωi

]−1

pro i ≥ 1, přičemž pro i = 0 je ω1 = 1

xi+1 = xi−1 + ωi+1(γiri + xi − xi−1)
Konec cyklu pro i.

Konec Algoritmu.

Metodu danou t́ımto algoritmem nazveme
”
metoda sdružených gradient̊u (CG)

(Conjugate Gradient method)“ (ve smyslu ortogonality).
Analogický postup odvod́ıme pro nesymetrické systémy (1.7) speciálńıho tvaru, kde

A je nesymetrická matice řádu N taková, že A = I − R, kde R je antisymetrická
část matice A. Ukážeme, že v tomto př́ıpadě lze konstruovat analogicky iteračńı pro-
ces (1.13) tak, že jsou splněny podmı́nky kolmosti residúı. To tedy znamená, že přesné
řešeńı soustavy dostaneme po nejvýše N iteraćıch. Stejně jako v symetrickém př́ıpadě, i
zde předpokládáme, že dim{Ki(r0, A)} = i.
Pro residua plat́ı:

ri+1 = ri−1 − ωi+1(γiAri − ri + ri−1) = ri−1 − ωi+1(γi(I −R)ri − ri + ri−1) =

= (1− ωi+1) · ri−1 + ωi+1(1− γi) · ri + ωi+1γiRri.

Tato residua stejně jako v symetrickém př́ıpadě splňuj́ı ortogonálńı podmı́nku

(ri, rj) = 0 pro i 6= j,

která je ekvivalentńı Galerkinově podmı́nce

(Axi, v) = (f, v) ∀v ∈ Ki = sp(r0, Ar0, ..., A
i−1r0),

a jsou tud́ıž lineárně nezávislé.
Důkaz ortogonality residúı je shodný s d̊ukazem věty 1.11 s t́ım rozd́ılem, že v tomto
př́ıpadě vycházej́ı jednodušš́ı výrazy pro γ a ω:

γi = 1, ω1 = 1, ωi+1 =

[
1 +

(ri, ri)

(ri−1, ri−1) · ωi

]−1

pro i ≥ 1.

Je to dáno předpokladem, že A = I −R a využit́ım antisymetrie matice R.

Algoritmus 1.14
Polož́ıme x−1 = 0.
Zvoĺıme x0.
Pro i = 0, 1, 2, ... provedeme

ri = f − Axi.
ηi = (ri, ri)

ωi+1 =
[
1 + ηi

ηi−1
· 1

ωi

]−1

pro i ≥ 1, přičemž pro i = 0 je ω1 = 1

xi+1 = xi−1 + ωi+1(ri + xi − xi−1)
Konec cyklu pro i.

Konec Algoritmu.
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Metoda vycházej́ıćı z tohoto algoritmu se nazývá
”
zobecněná metoda sdružených

gradient̊u (GCG) (Generalized Conjugate Gradient method)“.
Tento algoritmus nyńı převedeme na algoritmus s předpodmı́něńım podobně jako pro

metodu sdružených residúı.
Uvažujme soustavu

Ãx̃ = [Q−1
1 AQ−1

2 ][Q2x] = [Q−1
1 f ] = f̃ .

Odvozeńı vzorc̊u pro algoritmus s předpodmı́něńım je jednoduché:

1. xi:
x̃i = Q2xi

2. ri:
r̃i = f̃ − Ãx̃i = Q−1

1 f −Q−1
1 AQ−1

2 Q2xi = Q−1
1 ri

3. ηi:
η̃i = (r̃i, r̃i) = (Q−1

1 ri, Q
−1
1 ri) =: η

4. ωi+1:
ω̃i+1 =: ωi+1

5. xi+1:

xi+1 = Q−1
2 x̃i+1 = Q−1

2 (x̃i−1 + ω̃i+1(r̃i + x̃i − x̃i−1)) =

= Q−1
2 (Q2xi−1 + ωi+1(Q

−1
1 ri + Q2xi −Q2xi−1)) =

= xi−1 + ωi+1(Q
−1
2 Q−1

1 ri + xi − xi−1)

Sestav́ıme-li to dohromady, dostaneme algoritmus s předpodmı́něńım.

Algoritmus 1.15
Polož́ıme x−1 = 0.
Zvoĺıme x0.
Pro i = 0, 1, 2, ... provedeme

ri = f − Axi.
ηi = (Q−1

1 ri, Q
−1
1 ri)

ωi+1 =
[
1 + ηi

ηi−1
· 1

ωi

]−1

pro i ≥ 1, přičemž pro i = 0 je ω1 = 1

xi+1 = xi−1 + ωi+1(Q
−1
2 Q−1

1 ri + xi − xi−1)
Konec cyklu pro i.

Konec Algoritmu.

Metodu danou t́ımto algoritmem nazveme
”
zobecněná metoda sdružených gradient̊u

(GCG) s předpodmı́něńım“.
Podmı́nka ortogonality residúı se převede stejným zp̊usobem. Plat́ı tedy

(r̃i, r̃j) = (Q−1
1 ri, Q

−1
1 rj) = 0 pro i 6= j,

a tedy vektory {Q−1
1 ri} jsou lineáně nezávislé.

Dále poznamenejme, že

sp(Q−1
1 r0, ..., Q

−1
1 ri) ⊂ sp(Q−1

1 r0, (Q
−1
1 AQ−1

2 )Q−1
1 r0, ..., (Q

−1
1 AQ−1

2 )iQ−1
1 r0),
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což plyne z konstrukce residúı (1.14). A protože jsou vektory {Q−1
1 ri} lineárně nezávislé,

je inkluse vlastně rovnost́ı:

sp(Q−1
1 r0, ..., Q

−1
1 ri) = sp(Q−1

1 r0, (Q
−1
1 AQ−1

2 )Q−1
1 r0, ..., (Q

−1
1 AQ−1

2 )iQ−1
1 r0).

Z toho plyne, že podmı́nka

(Q−1
1 ri, Q

−1
1 rj) = 0 pro i 6= j

je ekvivalentńı Galerkinově podmı́nce

(Q−1
1 Axi, v) = (Q−1

1 f, v)

∀v ∈ Ki = sp(Q−1
1 r0, (Q

−1
1 AQ−1

2 )Q−1
1 r0, ..., (Q

−1
1 AQ−1

2 )i−1Q−1
1 r0).

Poznámka: Jak již bylo řečeno, zobecněná metoda sdružených gradient̊u předpokládá, že
pro matici koeficient̊u Ã plat́ı Ã = I−R̃, tj., že symetrická část M̃ matice Ã je jednotková
matice. To je velice omezuj́ıćı předpoklad. Pod́ıvejme se, jaký muśı mı́t pro tento př́ıpad
matice Ã tvar.

I = M̃ =
Ã + ÃT

2
⇒ 2I = Ã + ÃT .

Odtud vid́ıme, že matice Ã má na diagonále jedničky a mimodiagonálńı protilehlé prvky
jsou navzájem opačné. Má tedy tuto strukturu:

ãi,i = 1, ãi,j = −ãj,i, i, j = 1, ..., N, i 6= j.

1.2.2 Orthores

Budeme-li uvažovat obecněǰśı tvar nesymetrické matice A, tj. A = M − R, resp.
Ã = M̃ − R̃, pak nevystač́ıme s tř́ıkrokovou rekurenćı. Young a Jea (viz [Young]) navrhli
zobecněńı metody sdružených gradient̊u, kde k výpočtu iterace xi+1 je užito residuum ri

a i + 1 předchoźıch iteraćı {xj}i
j=0, tj.

xi+1 = βiri +
i∑

j=0

γ
(i)
j xj,

neboli, budeme-li rovnou uvažovat soustavu v předpodmı́něném tvaru:

x̃i+1 = βir̃i +
i∑

j=0

γ
(i)
j x̃j,

tedy

xi+1 = βiQ
−1
2 Q−1

1 ri +
i∑

j=0

γ
(i)
j xj.(1.15)
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Poč́ıtejme residua:

r̃i+1 = f̃ − Ãx̃i+1 = f̃ − Ã(βir̃i +
i∑

j=0

γ
(i)
j x̃j) = −βiÃr̃i + f̃ −

i∑
j=0

γ
(i)
j Ãx̃j =

= −βiÃr̃i + f̃ − γ
(i)
0 f̃ + γ

(i)
0 f̃ − γ

(i)
0 Ãx̃0 − γ

(i)
1 f̃ + γ

(i)
1 f̃ − γ

(i)
1 Ãx̃1 − . . .

. . . −γ
(i)
i f̃ + γ

(i)
i f̃ − γ

(i)
i Ãx̃i = −βiÃr̃i + f̃ −

i∑
j=0

γ
(i)
j f̃ +

i∑
j=0

γ
(i)
j r̃j.

Budeme-li předpokládat, že
i∑

j=0

γ
(i)
j = 1,

pak se posledńı rovnost zjednoduš́ı na tvar

r̃i+1 = −βiÃr̃i +
i∑

j=0

γ
(i)
j r̃j,

neboli

ri+1 = −βiAQ−1
2 Q−1

1 ri +
i∑

j=0

γ
(i)
j rj.(1.16)

Urč́ıme koeficienty βi a {γ(i)
j }i

j=0 tak, aby platilo (r̃i, r̃j) = (Q−1
1 ri, Q

−1
1 rj) = 0 pro i 6= j.

Uvažujme postupně i = 1, 2, ...

• i = 1: j = 0

(r̃1, r̃0) = (−β0Ãr̃0 + γ
(0)
0 r̃0, r̃0) = −β0(Ãr̃0, r̃0) + γ

(0)
0 (r̃0, r̃0)

Polož́ıme-li γ
(0)
0 = 1, pak z podmı́nky ortogonality residúı plyne, že β0 = (r̃0,r̃0)

(Ãr̃0,r̃0)
.

Označ́ıme-li

α
(0)
0 =

(Ãr̃0, r̃0)

(r̃0, r̃0)
, pak β0 =

1

α
(0)
0

a γ
(0)
0 = β0 · α(0)

0 .

• i = 2: j = 0, 1

(r̃2, r̃0) = (−β1Ãr̃1 + γ
(1)
0 r̃0 + γ

(1)
1 r̃1, r̃0) =

= −β1(Ãr̃1, r̃0) + γ
(1)
0 (r̃0, r̃0) + γ

(1)
1 (r̃1, r̃0) =

= −β1(Ãr̃1, r̃0) + γ
(1)
0 (r̃0, r̃0)

(r̃2, r̃1) = (−β1Ãr̃1 + γ
(1)
0 r̃0 + γ

(1)
1 r̃1, r̃1) =

= −β1(Ãr̃1, r̃1) + γ
(1)
0 (r̃0, r̃1) + γ

(1)
1 (r̃1, r̃1) =

= −β1(Ãr̃1, r̃1) + γ
(1)
1 (r̃1, r̃1),
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nebot’ (r̃1, r̃0) se již rovná nule.
Dostáváme 3 rovnice pro 3 neznámé:

−β1(Ãr̃1, r̃0) + γ
(1)
0 (r̃0, r̃0) = 0

−β1(Ãr̃1, r̃1) + γ
(1)
1 (r̃1, r̃1) = 0

γ
(1)
0 + γ

(1)
1 = 1

Polož́ıme-li

α
(1)
0 =

(Ãr̃1, r̃0)

(r̃0, r̃0)
, α

(1)
1 =

(Ãr̃1, r̃1)

(r̃1, r̃1)
,

pak

β1 =
1

α
(1)
0 + α

(1)
1

a γ
(1)
0 = β1 · α(1)

0 , γ
(1)
1 = β1 · α(1)

1 .

• Podobně pro obecné i.

Závěr: Č́ısla {α(i)
j }i

j=0, βi a {γ(i)
j }i

j=0 jsou určeny tak, že

(r̃i, r̃j) = (Q−1
1 ri, Q

−1
1 rj) = 0 pro i 6= j, a

i∑
j=0

γ
(i)
j = 1.

Zobecněńım výše uvedených vzorc̊u źıskáme následuj́ıćı algoritmus.

Algoritmus 1.16
Zvoĺıme x0.
Spočteme r0 = f − Ax0.
Pro i = 0, 1, 2, ... provedeme

α
(i)
j =

(Q−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 ri,Q

−1
1 rj)

(Q−1
1 rj ,Q−1

1 rj)
, j = 0, ..., i

βi = (
∑i

j=0 α
(i)
j )−1

γ
(i)
j = βiα

(i)
j , j = 0, ..., i

xi+1 = βiQ
−1
2 Q−1

1 ri +
∑i

j=0 γ
(i)
j xj

ri+1 = −βiAQ−1
2 Q−1

1 ri +
∑i

j=0 γ
(i)
j rj

Konec cyklu pro i.
Konec Algoritmu.

Metoda vycházej́ıćı z tohoto algoritmu se nazývá
”
Orthores“.

Stejně jako v př́ıpadě metody GCG, i zde u metody Orthores plat́ı

sp(Q−1
1 r0, ..., Q

−1
1 ri) = sp(Q−1

1 r0, (Q
−1
1 AQ−1

2 )Q−1
1 r0, ..., (Q

−1
1 AQ−1

2 )iQ−1
1 r0),

což plyne ze vztahu pro residua (1.16) a podmı́nka

(Q−1
1 ri, Q

−1
1 rj) = 0 pro i 6= j

je ekvivalentńı s Galerkinovou podmı́nkou

(Q−1
1 Axi, v) = (Q−1

1 f, v)

∀v ∈ Ki = sp(Q−1
1 r0, (Q

−1
1 AQ−1

2 )Q−1
1 r0, ..., (Q

−1
1 AQ−1

2 )i−1Q−1
1 r0).

Je možné též uvažovat useknutou verzi této metody, kde stejně jako např. u metody
Orthomin(k), je dolńı mez sumy nikoli 0, ale nějaké i−k+1. Useknutý algoritmus vypadá
takto:
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Algoritmus 1.17
Zvoĺıme x0.
Spočteme r0 = f − Ax0.
Pro i = 0, 1, 2, ... provedeme

α
(i)
j =

(Q−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 ri,Q

−1
1 rj)

(Q−1
1 rj ,Q−1

1 rj)
, j = 0, ..., i,

kde α
(i)
j = 0 pro 0 ≤ j ≤ i− k

βi = (
∑i

j=i−k+1 α
(i)
j )−1

γ
(i)
j = βiα

(i)
j , j = 0, ..., i

xi+1 = βiQ
−1
2 Q−1

1 ri +
∑i

j=i−k+1 γ
(i)
j xj

ri+1 = −βiAQ−1
2 Q−1

1 ri +
∑i

j=i−k+1 γ
(i)
j rj

Konec cyklu pro i.
Konec Algoritmu.

Metoda vycházej́ıćı z tohoto useknutého algoritmu se nazývá
”
Orthores(k)“.

Metoda Orthores(2) odpov́ıdá odvozené tř́ıčlenné rekurenci pro iterace xi a je-li Ã =
I − R̃, pak je Orthores(2) ekvivalentńı s metodou sdružených gradient̊u GCG.

Z Algoritmu 1.16 nebo 1.17 vid́ıme, že iterace xi+1 je lineárńı kombinaćı počátečńı
aproximace x0 a vektor̊u {Q−1

2 Q−1
1 rj}i

j=0, nebot’ iterace xj v sumě se daj́ı rozepsat pomoćı

předchoźıho xj+1 a vektor̊u {Q−1
2 Q−1

1 rk}j
k=0, atd. Zkuśıme tedy naj́ıt jiný vzorec pro xi+1,

ve kterém bude lineárńı kombinace x0 a vektor̊u {Q−1
2 Q−1

1 rj}i
j=0.

Mějme dáno x0. Pak necht’

xj = x0 +

j−1∑

k=0

ξ
(j)
k Q−1

2 Q−1
1 rk pro j ≥ 1,

toto vyjádřeńı dosad́ıme do iterace xi+1 a najdeme koeficienty {ξ(i+1)
k }i

k=0.

xi+1 = βiQ
−1
2 Q−1

1 ri +
i∑

j=0

γ
(i)
j xj =

= βiQ
−1
2 Q−1

1 ri +
i∑

j=0

γ
(i)
j (x0 +

j−1∑

k=0

ξ
(j)
k Q−1

2 Q−1
1 rk) =

= βiQ
−1
2 Q−1

1 ri +
i∑

j=0

γ
(i)
j x0 +

i∑
j=1

γ
(i)
j

j−1∑

k=0

ξ
(j)
k Q−1

2 Q−1
1 rk =

= x0 + βiQ
−1
2 Q−1

1 ri +
i∑

j=1

j−1∑

k=0

γ
(i)
j ξ

(j)
k Q−1

2 Q−1
1 rk = ♥

Ted’ přeindexujeme sumy:

j = 1 ⇒ k = 0

j = 2 ⇒ k = 0, 1

j = 3 ⇒ k = 0, 1, 2

. . .

j = i ⇒ k = 0, 1, 2, . . . , i− 1
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To je ekvivalentńı s t́ımto:

k = 0 ⇒ j = 1, . . . , i

k = 1 ⇒ j = 2, . . . , i

k = 2 ⇒ j = 3, . . . , i

. . .

k = i− 1 ⇒ j = i

Tedy

♥ = x0 + βiQ
−1
2 Q−1

1 ri +
i−1∑

k=0

i∑

j=k+1

γ
(i)
j ξ

(j)
k Q−1

2 Q−1
1 rk =

= x0 + βiQ
−1
2 Q−1

1 ri +
i−1∑

k=0

(
i∑

j=k+1

γ
(i)
j ξ

(j)
k Q−1

2 Q−1
1 )rk =

= x0 +
i∑

k=0

ξ
(i+1)
k Q−1

2 Q−1
1 rk,

kde

ξ
(i+1)
k =

i∑

j=k+1

γ
(i)
j ξ

(j)
k pro k = 0, ..., i− 1

a
ξ

(i+1)
i = βi.

Maticově vypadá zápis takto:




ξ
(i+1)
0

ξ
(i+1)
1
...

ξ
(i+1)
i−1

ξ
(i+1)
i




=




ξ
(1)
0 ξ

(2)
0 . . . ξ

(i)
0 0

0 ξ
(2)
1 . . . ξ

(i)
1 0

...
. . .

...
...

... ξ
(i)
i−1 0

0 . . . . . . 0 1



·




γ
(i)
1

γ
(i)
2
...

γ
(i)
i

βi




Iterace {xj}i
j=1 neńı v tomto př́ıpadě potřeba poč́ıtat, residua {rj}i

j=1 se poč́ıtaj́ı stejně
jako výše pomoćı předchoźıch residúı. Bude-li norma residua ri+1 pro nějaké i v pr̊uběhu
výpočtu dostatečně malá, lze spoč́ıtat přibližné řešeńı xi+1 podle vzorce

xi+1 = x0 +
i∑

k=0

ξ
(i+1)
k Q−1

2 Q−1
1 rk.

Výhodou tohoto postupu je to, že při programováńı této metody nemuśıme mı́t k dispozici
dvourozměrná pole velikosti N ×N a ukládat do nich spočtené iterace {xj}i

j=0 a residua
{rj}i

j=0, což potřebujeme k výpočtu iterace xi+1, ale stač́ı uložit pouze počátečńı vektor

x0, residua {rj}i
j=0 a koeficienty {ξ(j)

k }k=0,...,i−1;j=k+1,...,i což je trojúhelńıková matice. T́ım
se sńıž́ı nároky na pamět’ a dále se také sńıž́ı počet operaćı v každém kroku.
Algoritmus můžeme napsat t́ımto zp̊usobem:
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Algoritmus 1.18
Zvoĺıme x0.
Spočteme r0 = f − Ax0.
Pro i = 0, 1, 2, ... provedeme

α
(i)
j =

(Q−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 ri,Q

−1
1 rj)

(Q−1
1 rj ,Q−1

1 rj)
, j = 0, ..., i

βi = (
∑i

j=0 α
(i)
j )−1

γ
(i)
j = βiα

(i)
j , j = 0, ..., i

ξ
(i+1)
i = βi

ξ
(i+1)
k =

∑i
j=k+1 γ

(i)
j ξ

(j)
k , k = 0, ..., i− 1

ri+1 = −βiAQ−1
2 Q−1

1 ri +
∑i

j=0 γ
(i)
j rj

Je-li ‖ ri+1 ‖2 < ε, pak

xi+1 = x0 + Q−1
2 Q−1

1

∑i
k=0 ξ

(i+1)
k rk

Konec cyklu pro i.
Konec Algoritmu.

Metodu danou takovým algoritmem nazveme
”
TM–Orthores (Triangle Method)“.

Předpoklad, aby matice M̃ byla positivně definitńı, je nutný. Metoda Orthores se může
zhroutit pro problémy, ve kterých je symetrická část M̃ matice Ã indefinitńı.

Na závěr vyslov́ıme větu pro odhad chyby metody Orthores, která je obdobou věty 1.4
pro metodu GCR.
Věta 1.12:

1. Metoda Orthores poč́ıtá řešeńı soustavy Ax = f po nejvýše N kroćıch.

2. Iterace generované metodou Orthores splňuj́ı:

‖ x? − xi ‖2 ≤ κ(Q2) · ‖ Ã ‖2

λmin(M̃)
· min

qi∈Pi

‖ qi(Ã) ‖2 · ‖ x? − x0 ‖2 ≤

≤ κ(Q2) · ‖ Ã ‖2

λmin(M̃)
·
[√

1− λmin(M̃)2

λmax(ÃT Ã)

]i

· ‖ x? − x0 ‖2,

kde Pi je množina všech polynomů stupně i, pro které plat́ı q(0) = 1, x? je přesné
řešeńı soustavy Ax = f a κ(Q2) = ‖ Q2 ‖ · ‖ Q−1

2 ‖ je spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti
matice Q2.

Důkaz:

1. Prvńı tvrzeńı plyne bezprostředně ze vztahu ortogonality (ri, rj) = 0 pro i 6= j.

2. Triviálně plat́ı nerovnost

‖ x? − xi ‖2 = ‖ Q−1
2 Q2x

? −Q−1
2 Q2xi ‖2 ≤ ‖ Q−1

2 ‖ · ‖ x̃? − x̃i ‖2 .

Dále pro každý vektor y plat́ı

λmin(M̃) ≤ (y, M̃y)

(y, y)
,
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tedy pro y := x̃? − x̃i plat́ı:

‖ x̃? − x̃i ‖2
2 ·λmin(M̃) = (x̃? − x̃i, x̃

? − x̃i) · λmin(M̃) ≤
≤ (x̃? − x̃i, M̃(x̃? − x̃i)) =

=
1

2
(x̃? − x̃i, (Ã + ÃT )(x̃? − x̃i)) =

= (Ã(x̃? − x̃i), x̃
? − x̃i) = (f̃ − Ãx̃i, x̃

? − x̃i) =

= (r̃i, x̃
? − x̃i)

Odtud dostáváme nerovnost

‖ x̃? − x̃i ‖2
2 ≤

1

λmin(M̃)
· (r̃i, x̃

? − x̃i).

Necht’

Ki(r̃0, Ã) := sp(r̃0, Ãr̃0, ..., Ã
i−1r̃0).

Pro každé v ∈ Ki je

x̃? − x̃i = x̃? − x̃0 − v − (x̃i − x̃0 − v) = x̃? − x̃0 − v + w,

kde w ∈ Ki, protože x̃i je lineárńı kombinaćı r̃i−1 a {x̃j}i−1
j=0, r̃i−1 je lineárńı kom-

binaćı Ãr̃i−2 a {r̃j}i−2
j=0, viz Algoritmus 1.16, tud́ıž x̃i ∈ x̃0 +Ki.

Protože plat́ı
(Ãx̃i, v) = (f̃ , v) ∀v ∈ Ki,

je
(r̃i, w) = 0,

a tedy

(r̃i, x̃
? − x̃i) = (r̃i, x̃

? − x̃0 − v) ≤ ‖ r̃i ‖2 · ‖ x̃? − x̃0 − v ‖2 ≤
≤ ‖ f̃ − Ãx̃i ‖2 ·min

v∈Ki

‖ x̃? − x̃0 − v ‖2 ≤
≤ ‖ Ãx̃? − Ãx̃i ‖2 ·min

v∈Ki

‖ x̃? − x̃0 − v ‖2 ≤
≤ ‖ Ã ‖2 · ‖ x̃? − x̃i ‖2 ·min

v∈Ki

‖ x̃? − x̃0 − v ‖2

podle Schwarz-Cauchyho nerovnosti. Ale pro každé v ∈ Ki je

v = si−1(Ã) · r̃0 = Ãsi−1(Ã) · (x̃? − x̃0)

pro nějaký reálný polynom si−1 stupně i− 1, takže

x̃? − x̃0 − v = (I − Ãsi−1(Ã)) · (x̃? − x̃0) = qi(Ã) · (x̃? − x̃0),

kde qi ∈ Pi.
Dáme-li vše dohromady, dostaneme

‖ x̃? − x̃i ‖2
2 ≤ 1

λmin(M̃)
· (r̃i, x̃

? − x̃i) ≤
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≤ ‖ Ã ‖2

λmin(M̃)
· ‖ x̃? − x̃i ‖2 ·min

v∈Ki

‖ x̃? − x̃0 − v ‖2 ≤

≤ ‖ Ã ‖2

λmin(M̃)
· ‖ x̃? − x̃i ‖2 ·min

qi∈Pi

‖ qi(Ã) · (x̃? − x̃0) ‖2 ≤

≤ ‖ Ã ‖2

λmin(M̃)
· ‖ x̃? − x̃i ‖2 ·min

qi∈Pi

‖ qi(Ã) ‖2 · ‖ x̃? − x̃0 ‖2,

tedy

‖ x̃? − x̃i ‖2 ≤ ‖ Ã ‖2

λmin(M̃)
· min

qi∈Pi

‖ qi(Ã) ‖2 · ‖ x̃? − x̃0 ‖2 ≤

≤ ‖ Ã ‖2

λmin(M̃)
· min

qi∈Pi

‖ qi(Ã) ‖2 · ‖ Q2 ‖2 · ‖ x? − x0 ‖2,

odkud již plyne prvńı nerovnost druhého tvrzeńı věty. Druhá nerovnost se dokáže
stejně jako u věty 1.4. 2

Tato věta nám dává konvergenci plné verze metody Orthores. Doposud nejsou známy
výsledky, které by ukázali, že useknutá metoda Orthores(k) je konvergentńı. Aproximace
x̃i jsou lineárńı kombinaćı r̃i−1 a {x̃j}i−1

j=i−k a neplat́ı tedy x̃i ∈ x̃0 +Ki.

1.2.3 Metoda FOM a jej́ı modifikace

V tomto odstavci nejprve stručně uvedeme obecněǰśı odvozeńı metod pro řešeńı systému
Ax = f . Uvid́ıme, že např. metoda GCR je speciálńım př́ıpadem tohoto postupu. Budeme
se zabývat praktickou realizaćı, která spoč́ıvá v sestrojeńı ortonormálńı báze v uvažovaném
Krylovově podprostoru. Tento postup pocháźı od Saada (viz [Saad 1]) a spoč́ıvá v tom, že
při konstrukci i-té aproximace xi se uvažuj́ı dva i-dimensionálńı podprostory Ki, Li ∈ RN

takové, že xi ∈ x0 + Ki a residuum ri je kolmé na Li. Např. metoda GCR při této
formulaci pracuje tak, že xi ∈ x0 + Ki, kde Ki = sp(p0, ..., pi−1) a ri je kolmé na Li, kde
Li = sp(Ap0, ..., Api−1).

Při metodě FOM se voĺı Ki = Li a Ki je Krylov̊uv podprostor Ki(r0, A) generovaný
residuem r0 a matićı A a výsledná residua jsou na sebe navzájem kolmá.

Nejprve najdeme ortonormálńı bázi (v1, ..., vi) pro prostor Ki(r0, A), tj. bude

Ki(A, r0) = sp(r0, Ar0, ..., A
i−1r0) = sp(v1, v2, ..., vi).

Pro výpočet těchto vektor̊u se použ́ıvá Arnoldiho algoritmus. Ukážeme, jak vypadá.

1. Zvoĺıme počátečńı vektor v1, pro který plat́ı ‖ v1 ‖ = 1.

2. Polož́ıme
w = Av1 − h1,1v1

a koeficient h1,1 urč́ıme tak, aby vektor w byl ortogonálńı na vektor v1. Tj.

0 = (w, v1) = (Av1 − h1,1v1, v1) = (Av1, v1)− h1,1(v1, v1) ⇒ h1,1 = (Av1, v1).
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Dále vezmeme normu vektoru w, tj. spoč́ıtáme

h2,1 = ‖ w ‖

a nakonec polož́ıme

v2 =
w

h2,1

.

3. Polož́ıme

w = Av2 − h1,2v1 a z = w − h2,2v2 = Av2 − h1,2v1 − h2,2v2

a opět koeficienty h1,1 a h2,2 urč́ıme tak, aby vektor w byl ortogonálńı na vektor v1

a vektor z na v2. Tedy

0 = (w, v1) = (Av2 − h1,2v1, v1) = (Av2, v1)− h1,2(v1, v1) ⇒ h1,2 = (Av2, v1) ;

0 = (z, v2) = (Av2 − h1,2v1 − h2,2v2, v2) =

= (Av2, v2)− h1,2(v1, v2)− h2,2(v2, v2) =

= (Av2, v2)− h2,2(v2) ⇒ h2,2 = (Av2, v2).

Vektor z je také ortogonálńı na vektor v1:

(z, v1) = (w − h2,2v2, v1) = (w, v1)− h2,2(v2, v1) = 0.

Dále vezmeme normu vektoru z, tj.

h3,2 = ‖ z ‖

a polož́ıme

v3 =
z

h2,1

.

Poznamenáváme, že h3,2 6= 0, nebot’ kdyby se to rovnalo nule, pak

0 = h3,2 = ‖ z ‖ ⇒ z = 0 ⇒ 0 = Av2 − h1,2v1 − h2,2v2.

Vektory v1, v2, Av2 tud́ıž nejsou lineárně nezávislé a to je spor.

T́ımto zp̊usobem źıskáme ortonormálńı vektory v1, ..., vn. Celý proces můžeme shrnout
takto:

Algoritmus 1.19
Zvoĺıme v1, kde ‖ v1 ‖ = 1.
Pro i = 1, 2, ... provedeme

hj,i = (Avi, vj), j = 1, 2, ..., i

w = Avi −
∑i

j=1 hj,ivj

hi+1,i = ‖ w ‖
vi+1 = w

hi+1,i

Konec cyklu pro i.
Konec Algoritmu.
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Tento proces, který generuje ortonormálńı vektory, se nazývá
”
Arnoldiho algoritmus“.

Označme Vi = (v1, ..., vi) a

H̄i =




h1,1 h1,2 . . . . . . h1,i

h2,1 h2,2 . . . . . . h2,i

h3,2 . . . . . . h3,i

. . .
...

hi,i−1 hi,i

hi+1,i




Matice Vi je ortonormálńı a H̄i ∈ R(i+1)×i je horńı Hessenbergova matice. Pak Arnoldiho
proces lze napsat v maticovém tvaru

AVi = Vi+1H̄i.

Důkaz provedeme indukćı podle i stejně jako u podobného vztahu metody Orthodir v
části 1.1.4:

• i = 0:

AV1 = Av1 = h2,1v2 + h1,1v1 = (v1, v2) ·
(

h1,1

h2,1

)
= V2H̄1

• Přechod od i k i + 1: Necht’ AVi−1 = ViH̄i−1. Plat́ı

Avi = hi+1,ivi+1 +
i∑

j=1

hj,ivj = hi+1,ivi+1 + hi,ivi + ... + h1,iv1 =

= (v1, ..., vi, vi+1) ·




h1,i
...

hi,i

hi+1,i


 = Vi+1 ·




h1,i
...

hi,i

hi+1,i




A tedy

AVi = A · (v1, ..., vi) = (AVi−1, Avi) = (ViH̄i−1, Vi+1 ·




h1,i
...

hi,i

hi+1,i


) =

= (Vi+1 ·
(

H̄i−1

0

)
, Vi+1 ·




h1,i
...

hi,i

hi+1,i


) =

= Vi+1 · (
(

H̄i−1

0

)
,




h1,i
...

hi,i

hi+1,i


) = Vi+1H̄i,

což dokončuje indukci.
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Nyńı přejdeme k př́ıpadu předpodmı́něńı. Uvažujme proto soustavu Ãx̃ = f̃ , kde Ã =
Q−1

1 AQ−1
2 , x̃ = Q2x, f̃ = Q−1

1 f a residuum r̃ = Q−1
1 r. Definujeme-li nav́ıc

ṽ = Q2v,

pak dostaneme vztahy v předpodmı́něném tvaru.

Algoritmus 1.20
Zvoĺıme v1, kde ‖ Q2v1 ‖ = 1.
Pro i = 1, 2, ... provedeme

hj,i = (Q−1
1 Avi, Q2vj), j = 1, 2, ..., i

w = Q−1
1 Avi −

∑i
j=1 hj,iQ2vj

hi+1,i = ‖ w ‖
vi+1 =

Q−1
2 w

hi+1,i

Konec cyklu pro i.
Konec Algoritmu.

Tento proces se nazývá
”
Arnoldiho algoritmus s předpodmı́něńım“.

V tomto př́ıpadě plat́ı
(Q2vj, Q2vt) = δjt,

neboli, že vektory {Q2vi} jsou ortonormálńı. Nev́ıme nic o vektorech vi. Samozřejmě
situace se neměńı, pokud je Q2 = I. Pak vektory {vi} budou ortonormálńı stejně jako
v nepředpodmı́něném př́ıpadě.
Maticový zápis Arnoldiho procesu lze odvodit obdobně a plat́ı

Q−1
1 AVi = Q2Vi+1H̄i, kde Vi = (v1, ..., vi).

Ekvivalentńı je zápis
Q−1

1 AVi = Q2ViHi + Q2vi+1hi+1,ie
T
i ,

kde vektor ei má na i-tém mı́stě jedničku a jinde samé nuly a Hi je čtvercová horńı
Hessenbergova matice, která vznikne z matice H̄i vynecháńım posledńıho řádku.
Jelikož plat́ı (Q2vj, Q2vt) = δjt, což znamená, že vektory {Q2vj} jsou ortonormálńı, tedy
matice Q2Vi je ortonormálńı, pak po vynásobeńı matićı (Q2Vi)

−1 = (Q2Vi)
T = V −1

i Q−1
2

dostaneme:
Hi = V −1

i Q−1
2 Q−1

1 AVi.

Tato konstrukce je základem pro tř́ıdu metod pro řešeńı systému Ax = f . Je-li dána
libovolná počátečńı hodnota x0 s residuem r0, pak necht’

v1 =
Q−1

2 Q−1
1 r0

‖ Q−1
1 r0 ‖2

, Ki := Li := sp(ṽ1, ..., ṽi) = sp(Q2v1, ..., Q2vi).

Na začátku této podkapitoly bylo definováno, že metoda FOM poč́ıtá aproximaci

xi ∈ x0 + Ki, kde residuum ri je ortogonálńı na Li.

To znamená, že
xi = x0 + Vic

(i) a (ri, Vi) = 0,
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což pro předpodmı́něný př́ıpad dává tvar

x̃i = x̃0 + Ṽic
(i) a (r̃i, Ṽi) = 0,

neboli

xi = x0 + Vic
(i) a (Q−1

1 ri, Q2Vi) = (Q2Vi)
T Q−1

1 ri = V −1
i Q−1

2 Q−1
1 ri = 0.

Vynásobme nyńı prvńı rovnici matićı Q2, matićı−Ã = −Q−1
1 AQ−1

2 , přičtěme f̃ = Q−1
1 f

a nakonec vynásobme matićı (Q2Vi)
−1 = V −1

i Q−1
2 . Dostaneme jednoduchou rovnici pro

koeficienty c(i).

xi = x0 + Vic
(i)

Q2xi = Q2x0 + Q2Vic
(i)

Q−1
1 f −Q−1

1 Axi = Q−1
1 f −Q−1

1 Ax0 −Q−1
1 AVic

(i)

Q−1
1 ri = Q−1

1 r0 −Q−1
1 AVic

(i)

V −1
i Q−1

2 Q−1
1 ri = V −1

i Q−1
2 Q−1

1 r0 − V −1
i Q−1

2 Q−1
1 AVic

(i)

0 = V −1
i Q−1

2 Q−1
1 r0 − V −1

i Q−1
2 Q−1

1 AVic
(i)

V −1
i Q−1

2 Q−1
1 r0 = V −1

i Q−1
2 Q−1

1 AVic
(i)

Ale vztah (Q2vj, Q2vt) = δjt a definice v1 =
Q−1

2 Q−1
1 r0

‖Q−1
1 r0‖2 nám implikuj́ı, že

V −1
i Q−1

2 Q−1
1 r0 = (Q2Vi)

−1Q−1
1 r0 = (Q2Vi)

T Q−1
1 r0 =

= (Q2v1, ..., Q2vi)
T ·Q2v1· ‖ Q−1

1 r0 ‖2 = ‖ Q−1
1 r0 ‖2 ·e1;

což spolu se vztahem Hi = V −1
i Q−1

2 Q−1
1 AVi dává:

V −1
i Q−1

2 Q−1
1 r0 = V −1

i Q−1
2 Q−1

1 AVic
(i) ⇒ ‖ Q−1

1 r0 ‖2 ·e1 = Hic
(i).

Výpočet aproximace xi tedy vyžaduje řešeńı horńıho Hessenbergova systému rovnic řádu
i. Metodu definovanou t́ımto výběrem xi označ́ıme jako úplná ortogonalizačńı metoda
(full orthogonalization method).
Z rovnost́ı

xi = x0 + Vic
(i), Q−1

1 AVi = Q2ViHi + Q2vi+1hi+1,ie
T
i ,

‖ Q−1
1 r0 ‖2 ·e1 = Hic

(i) a v1 =
Q−1

2 Q−1
1 r0

‖ Q−1
1 r0 ‖2

lze spoč́ıtat residua ri takto:

Q−1
1 ri = Q−1

1 f −Q−1
1 Axi = Q−1

1 f −Q−1
1 A(x0 + Vic

(i)) = Q−1
1 r0 −Q−1

1 AVic
(i) =

= Q−1
1 r0 − (Q2ViHi + Q2vi+1hi+1,ie

T
i )c(i) =

= Q2v1· ‖ Q−1
1 r0 ‖2 −Q2Vi· ‖ Q−1

1 r0 ‖2 ·e1 −Q2vi+1hi+1,ie
T
i c(i) =

= −Q2vi+1hi+1,ie
T
i c(i),

takže
‖ ri ‖2 = ‖ Q1Q2vi+1hi+1,ie

T
i c(i) ‖ = |hi+1,ic

(i)
i | · ‖ Q1Q2vi+1 ‖ .
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Pro tato residua dále plat́ı:

(Q−1
1 ri, Q

−1
1 rj) = (−Q2vi+1hi+1,ie

T
i c(i),−Q2vj+1hj+1,je

T
j c(j)) =

= hi+1,ihj+1,jc
(i)
i c

(j)
j · (Q2vi+1, Q2vj+1) = 0

pro i 6= j, takže residua jsou (v předpodmı́něném tvaru) ortogonálńı. Nyńı dáme všechny
vztahy dohromady a źıskáme algoritmus.

Algoritmus 1.21
Zvoĺıme x0.
Spočteme r0 = f − Ax0.

Spočteme v1 =
Q−1

2 Q−1
1 r0

‖Q−1
1 r0‖2

Pro j = 0, 1, 2, ... provedeme
ht,j = (Q2vt, Q

−1
1 Avj), t = 1, ..., j

w = Q−1
1 Avj −

∑j
t=1 ht,jQ2vt

hj+1,j = ‖ w ‖2

vj+1 =
Q−1

2 w

hj+1,j

c(j) = ‖ Q−1
1 r0 ‖2 ·H−1

j e1

‖ rj ‖2 = |hj+1,jc
(j)
j | · ‖ Q1Q2vj+1 ‖

Konec cyklu pro j.
Polož́ıme i = j.

Spočteme xi = x0 +
∑i

j=1 c
(i)
j vj.

Konec Algoritmu.

Metodu danou t́ımto algoritmem nazveme
”
Úplná ortogonalizačńı metoda (FOM)

(Full Orthogonalization Method)“.
Useknutá verze Arnoldiho metody hj+1,jQ2vj+1 = Q−1

1 Avj −
∑j

t=1 ht,jQ2vt (viz Algo-
ritmus 1.20) je dána tak, že jako dolńı mez sumy se bere č́ıslo j − k + 1, pokud je větš́ı
než nula, tedy

hj+1,jQ2vj+1 = Q−1
1 Avj −

j∑

t=j−k+1

ht,jQ2vt,

kde se v sumě bere do úvahy pouze posledńıch k vektor̊u {Q2vt}j
t=j−k+1. Matice Hi je

v tomto př́ıpadě pásová horńı Hessenbergova matice s š́ı̌rkou pásu k + 1. Např́ıklad pro
k = 3 máme:

Q−1
1 Av1 = h2,1Q2v2 + h1,1Q2v1

Q−1
1 Av2 = h3,2Q2v3 + h1,2Q2v1 + h2,2Q2v2

Q−1
1 Av3 = h4,3Q2v4 + h1,3Q2v1 + h2,3Q2v2 + h3,3Q2v3

Q−1
1 Av4 = h5,4Q2v5 + h2,4Q2v2 + h3,4Q2v3 + h4,4Q2v4

Q−1
1 Av5 = h6,5Q2v6 + h3,5Q2v3 + h4,5Q2v4 + h5,5Q2v5,

maticově
Q−1

1 AV5 = Q2V6H̄5,
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kde V6 = (v1, ..., v6) a H̄5 je pásová obdélńıková horńı Hessenbergova matice 6×5 s š́ı̌rkou
pásu 4:

H̄5 =




h1,1 h1,2 h1,3

h2,1 h2,2 h2,3 h2,4

h3,2 h3,3 h3,4 h3,5

h4,3 h4,4 h4,5

h5,4 h5,5

h6,5




Maticová rovnost
Q−1

1 AVi = Q2ViHi + Q2vi+1hi+1,ie
T
i

tedy stále ještě plat́ı, ale matice Q2Vi už neńı ortonormálńı. Ortonormálńı jsou pouze
posledńı k vektory {Q2vt}j

t=j−k+1.
Definujeme-li prostory Ki a Li stejně jako výše, tj.

Ki := Li := sp(ṽ1, ..., ṽi) = sp(Q2v1, ..., Q2vi),

pak lze opět definovat podobnou metodu. Tuto metodu označil Saad jako neúplná ortog-
onalizačńı metoda (incomplete orthogonalization method). Residua ri se spočtou stejným
zp̊usobem jako v př́ıpadě metody FOM, tj.

‖ ri ‖2 = |hi+1,ic
(i)
i | · ‖ Q1Q2vi+1 ‖ .

Algoritmus 1.22
Zvoĺıme x0.
Spočteme r0 = f − Ax0.

Spočteme v1 =
Q−1

2 Q−1
1 r0

‖Q−1
1 r0‖2

Pro j = 0, 1, 2, ... provedeme
ht,j = (Q2vt, Q

−1
1 Avj), t = tj, ..., j

w = Q−1
1 Avj −

∑j
t=tj

ht,jQ2vt, kde tj = max(1, j − k + 1)

hj+1,j = ‖ w ‖2

vj+1 =
Q−1

2 w

hj+1,j

c(j) = ‖ Q−1
1 r0 ‖2 ·H−1

j e1

‖ rj ‖2 = |hj+1,jc
(j)
j | · ‖ Q1Q2vj+1 ‖

Konec cyklu pro j.
Polož́ıme i = j.

Spočteme xi = x0 +
∑i

j=1 c
(i)
j vj.

Konec Algoritmu.

Jak jsme již řekli výše, metodu danou t́ımto useknutým algoritmem nazveme
”
Neúplná

ortogonalizačńı metoda (IOM(k)) (Incomplete Orthogonalization Method)“.
Je-li matice A symetrická a positivně definitńı, pak se vzorec

hj+1,jvj+1 = Avj −
j∑

t=1

ht,jvt,

viz Algoritmus 1.19 po dosazeńı za w, redukuje na tř́ıčlennou rekurenci, jak nyńı ukážeme.
K tomuto účelu si vezmeme vztah

AVi = Vi+1H̄i
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a budeme ho upravovat.

(AVi)
T = (Vi+1H̄i)

T ⇒ V T
i AT = V T

i A = H̄T
i V T

i+1.

Odtud dostáváme, že zaprvé

V T
i AVi = V T

i Vi+1H̄i = (I, o) · H̄i = Hi,

kde matice (I, o) je velikosti i× (i + 1), a zadruhé

V T
i AVi = H̄T

i V T
i+1Vi = H̄T

i ·
(

I
oT

)
= HT

i ,

kde matice

(
I
oT

)
je velikosti (i + 1) × i. Poznamenáváme, že o znač́ı nulový vektor.

Těmito úpravami jsme dospěli k závěru, že Hi = HT
i a tedy matice Hi je tř́ıdiagonálńı a

symetrická, tedy hi+1,i = hi,i+1 ∀i.
Obdobně pro obecný př́ıpad předpodmı́něńı. Je-li matice Ã = Q−1

1 AQ−1
2 symetrická a

positivně definitńı, pak se vzorec

hj+1,jQ2vj+1 = Q−1
1 Avj −

j∑
t=1

ht,jQ2vt

redukuje na tř́ıčlennou rekurenci a tud́ıž metoda FOM je ekvivalentńı s metodou IOM(2).
V tomto př́ıpadě je aproximace xi rovna aproximaci vypočtené po i kroćıch metody
sdružených gradient̊u.

Daľśı možnost́ı je použ́ıt LU rozklad matice Hi. Nová aproximace xi může pak být
spočtena z každého nového vektoru vi. Aby vzniklý algoritmus byl tvarově podobný s os-
tatńımi algoritmy, kde se zač́ıná s i = 0, tak i zde začneme indexovat od nuly, tj. e0 bude
značit jednotkový vektor s nulovou složkou rovnou jedné.

Mějme Hessenbergovu matici Hi spočtenou po i kroćıch ze vzorce

hj+1,jQ2vj+1 = Q−1
1 Avj −

j∑
t=1

ht,jQ2vt

nebo

hj+1,jQ2vj+1 = Q−1
1 Avj −

j∑

t=j−k+1

ht,jQ2vt

a necht’ existuje LU rozklad matice Hi, tj.

Hi = LiUi,

kde Li je dolńı trojúhelńıková matice s jedinou nenulovou poddiagonálou
a Ui je horńı trojúhelńıková matice s jednotkovou diagonálou.
Rovnost ‖ Q−1

1 r0 ‖2 ·e1 = Hic
(i) uprav́ıme takto:

Vic
(i) = ‖ Q−1

1 r0 ‖2 ·ViH
−1
i e0 = ‖ Q−1

1 r0 ‖2 ·ViU
−1
i L−1

i e0.
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Vektor e0 proto, protože zač́ınáme od i = 0, tj. Vi = (v0, ..., vi) a prvky {hk,l} matice Hi

se též indexuj́ı od nuly.
Necht’ dále

Pi := ViU
−1
i a α(i) := ‖ Q−1

1 r0 ‖2 ·L−1
i e0.

Aproximace xi+1 je opět lineárńı kombinaćı posledńıch i + 1 vektor̊u vi, tj.

xi+1 = x0 + Vic
(i) = x0 + ‖ Q−1

1 r0 ‖2 ·ViU
−1
i L−1

i e0 =

= x0 + Piα
(i) = x0 +

i∑
j=0

α
(i)
j pj = xi + α

(i)
i pi,

kde pj je j-tý sloupec matice Pi, nazveme ho směr a α
(i)
j je j-tá složka vektoru α(i).

Hodnoty pi a {α(i)
j }i

j=0 spoč́ıtáme př́ımo z matic Vi, Li, Ui:

Pi = ViU
−1
i ⇒ Vi = PiUi,

tj.


| | |
v0 v1 . . . vi

| | |


 =



| | |
p0 p1 . . . pi

| | |


 ·




1 u0,1 . . . u0,i

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . ui−1,i

0 . . . 0 1




Odtud plyne, že

v0 = p0

v1 = p0u0,1 + p1

...

vi = p0u0,i + p1u1,i + . . . + pi−1ui−1,i + pi,

č́ımž źıskáváme vzorec pro pi:

pi = vi −
i−1∑
j=0

uj,ipj.

Obdobně spoč́ıtáme koeficienty {α(i)
j }i

j=0:

α(i) = ‖ Q−1
1 r0 ‖2 ·L−1

i e0 ⇒ Li · α(i) = ‖ Q−1
1 r0 ‖2 ·e0,

tj. 


l0,0 0 . . . . . . 0

l1,0
. . . . . .

...

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
0 . . . 0 li,i−1 li,i



·




α
(i)
0
...
...
...

α
(i)
i




= ‖ Q−1
1 r0 ‖2 ·




1
0
...
...
0




Odtud dostáváme, že

l0,0 · α(i)
0 = ‖ Q−1

1 r0 ‖2

l1,0 · α(i)
0 + l1,1 · α(i)

1 = 0
...

li,i−1 · α(i)
i−1 + li,i · α(i)

i = 0,
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a t́ım źıskáváme vzorec pro {α(i)
j }i

j=0:

α
(i)
j = − li,i−1 · α(i)

j−1

li,i
; přičemž α

(i)
0 =

‖ Q−1
1 r0 ‖2

l0,0

Protože matice Hi+1 vznikne z matice Hi přidáńım
- (i + 1)-ńıho řádku (0, ..., 0, hi+1,i, hi+1,i+1) a
- (i + 1)-ńıho sloupce (h0,i+1, ..., hi+1,i+1)

T ,
pak matice Li+1 je také rovna matici Li, ke které přidáme
- (i + 1)-ńı řádek (0, ..., 0, li+1,i, li+1,i+1) a
- (i + 1)-ńı sloupec (0, ..., 0, li+1,i+1)

T ;
a rovněž za matici Ui+1 lze vźıt matici Ui rozš́ı̌renou o
- (i + 1)-ńı řádek (0, ..., 0, 1) a
- (i + 1)-ńı sloupec (u0,i+1, ..., ui,i+1, 1)T .
Odtud plyne, že pro koeficienty α plat́ı:

α
(i+1)
j = α

(i)
j , j = 0, ..., i;

stač́ı tedy v každém kroku algoritmu uvedeného ńıže (kde je index i mı́sto indexu i + 1)

spoč́ıtat pouze koeficient α
(i+1)
i+1 .

Nyńı vyjádř́ıme normu residúı. Plat́ı:

Hic
(i) = ‖ Q−1

1 r0 ‖2 ·e0 ⇒
⇒ c(i) = ‖ Q−1

1 r0 ‖2 ·H−1
i · e0 = ‖ Q−1

1 r0 ‖2 ·U−1
i L−1

i · e0 = U−1
i α(i) ⇒

⇒ Uic
(i) = α(i),

tj. 


1 u0,1 . . . u0,i

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . ui−1,i

0 . . . 0 1


 ·




c
(i)
0
...
...

c
(i)
i


 =




α
(i)
0
...
...

α
(i)
i


 ,

neboli

c
(i)
0 + u0,1c

(i)
1 + . . . + u0,ic

(i)
i = α

(i)
0

c
(i)
1 + . . . + u1,ic

(i)
i = α

(i)
1

...

c
(i)
i = α

(i)
i

Pro posledńı složku tedy plat́ı
|c(i)

i | = |α(i)
i |.

V normě residúı se vyskytuje právě posledńı složka, proto dostáváme, že

‖ ri+1 ‖ = |hi+1,ic
(i)
i | · ‖ Q1Q2vi+1 ‖ = |hi+1,iα

(i)
i | · ‖ Q1Q2vi+1 ‖ .

Nakonec můžeme celý algoritmus předvést. Pro přehlednost vynecháme horńı index u ko-
eficient̊u α.
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Algoritmus 1.23
Zvoĺıme x0.
Spočteme r0 = f − Ax0.

Spočteme v0 =
Q−1

2 Q−1
1 r0

‖Q−1
1 r0‖2

Pro i = 0, 1, 2, ... provedeme
hj,i = (Q2vj, Q

−1
1 Avi), j = 0, ..., i

Provedeme rozklad Hi = LiUi.

pi = vi −
∑i−1

j=0 uj,ipj

αi = − li,i−1αi−1

li,i
pro i ≥ 1, přičemž α0 =

‖Q−1
1 r0‖
l0,0

xi+1 = xi + αipi

w = Q−1
1 Avi −

∑i
j=0 hj,iQ2vj

hi+1,i = ‖ w ‖2

vi+1 =
Q−1

2 w

hi+1,i

‖ ri+1 ‖2 = |hi+1,iαi| · ‖ Q1Q2vi+1 ‖
Konec cyklu pro i.

Konec Algoritmu.

Metoda daná t́ımto algoritmem se nazývá
”
Úplná ortogonalizačńı metoda se směry

(DFOM) (Directions Full Orthogonalization Method)“.
Obdobně lze sestavit odseknutou variantu této metody, obdobně jako výše.

Algoritmus 1.24
Zvoĺıme x0.
Spočteme r0 = f − Ax0.

Spočteme v0 =
Q−1

2 Q−1
1 r0

‖Q−1
1 r0‖2

Pro i = 0, 1, 2, ... provedeme
hj,i = (Q2vj, Q

−1
1 Avi), j = ji, ..., i

Provedeme rozklad Hi = LiUi.

pi = Q2vi −
∑i−1

j=ji
uj,ipj, kde ji = max(0, i− k + 1)

αi = − li,i−1αi−1

li,i
, pro i ≥ 1, přičemž α0 = 1

l0,0

xi+1 = xi + αipi

w = Q−1
1 Avi −

∑i
j=ji

hj,iQ2vj

hi+1,i = ‖ w ‖2

vi+1 =
Q−1

2 w

hi+1,i

‖ ri+1 ‖2 = |hi+1,iαi| · ‖ Q1Q2vi+1 ‖
Konec cyklu pro i.

Konec Algoritmu.

Metoda daná t́ımto useknutým algoritmem se tedy nazývá
”
Neúplná ortogonalizačńı

metoda se směry (DIOM(k)) (Directions Incomplete Orthogonalization Method)“.
Ze vzorc̊u

hj+1,jQ2vj+1 = Q−1
1 Avj −

j∑
t=1

ht,jQ2vt, (Q2vj, Q2vt) = δjt

a
Q−1

1 ri = −Q2vi+1hi+1,ie
T
i c(i)
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plyne, že metody FOM a DFOM splňuj́ı podmı́nky ortogonality (viz výše) a Galerkinovy
podmı́nky analogické s těmi u metody Orthores:

(Q−1
1 ri, Q

−1
1 rj) = 0 a (Q−1

1 Axi, z) = (Q−1
1 f, z)

∀z ∈ sp(Q−1
1 r0, (Q

−1
1 AQ−1

2 )Q−1
1 r0, ..., (Q

−1
1 AQ−1

2 )i−1Q−1
1 r0);

tedy v našem př́ıpadě metody FOM

(Q−1
1 ri, Q

−1
1 rj) = 0 a (Q−1

1 Axi, z) = (Q−1
1 f, z) ∀z ∈ sp(Q2v1, ..., Q2vi)

a u metody DFOM

(Q−1
1 ri, Q

−1
1 rj) = 0 a (Q−1

1 Axi, z) = (Q−1
1 f, z) ∀z ∈ sp(Q2v0, ..., Q2vi).

Metody FOM a DFOM jsou tedy ekvivalentńı s metodou Orthores a odhad chyby ve větě
1.12 plat́ı pro obě dvě metody FOM a DFOM.
Věta 1.13: Iterace generované metodami FOM nebo DFOM splňuj́ı:

‖ x? − xi ‖2 ≤ κ(Q2) · ‖ Ã ‖2

λmin(M̃)
· min

qi∈Pi

‖ qi(Ã) ‖2 · ‖ x? − x0 ‖2 ≤

≤ κ(Q2) · ‖ Ã ‖2

λmin(M̃)
·
[√

1− λmin(M̃)2

λmax(ÃT Ã)

]i

· ‖ x? − x0 ‖2,

kde Pi je množina všech polynomů stupně i, pro které plat́ı q(0) = 1, x? je přesné řešeńı
soustavy Ax = f a κ(Q2) = ‖ Q2 ‖ · ‖ Q−1

2 ‖ je spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti matice Q2.
Důkaz: Podobný jako ve větě 1.12. 2

56



Kapitola 2

Axelssonova metoda GCG-LS

V části 1.1.3 jsme se zmı́nili o Axelssonově zobecněńı metody sdružených residúı, kde
se řeš́ı problém nejmenš́ıch čtverc̊u. V této kapitole se budeme podrobněji věnovat tomuto
zobecněńı a představ́ıme metodu, kterou Axelsson nazval metoda GCG-LS, neboli Gener-
alized Conjugate Gradient Least Square method, zobecněná metoda sdružených gradient̊u
ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u, viz [Axel 2]. (Tuto metodu budeme také někdy značit jako
Axelssonovo zobecněńı, nebo zkráceně Axelsson.)

Budeme uvažovat verzi plnou (tj. takovou, že využijeme všechny předchoźı spočtené
vektory) i useknutou (tj. takovou, kde bereme do úvahy pouze posledńıch s spočtených
vektor̊u) a poṕı̌seme situaci, kdy jsou obě verze identické. Dále ukážeme výhody se za-
chováńım tzv. kontrolńıho členu v useknutém př́ıpadě a předvedeme algoritmus založený
na speciálńım skalárńım součinu.

Uvid́ıme také, že algoritmus, který představ́ıme v této kapitole, je se speciálńı volbou
parametr̊u totožný s algoritmy 1.8 a 1.9 v sekci 1.1.3.

2.1 Úvod

V nedávné době bylo navrženo několik zobecněných verźı metody sdružených gradi-
ent̊u pro řešeńı lineárńıho systému Ax = f . V těchto metodách se rekursivně konstruuje
posloupnost hledaných směr̊u pk−j, j = k, k − 1, ..., 0 a poč́ıtá nová aproximace řešeńı
xk+1 jako lineárńı kombinace předchoźıch hledaných směr̊u.

Pro výpočet hledaných směr̊u se navrhlo mnoho metod. Např́ıklad vznikla myšlenka
poč́ıtat je rekursivně jako lineárńı kombinace nejnověǰśıho residua a předchoźıch hledaných
směr̊u. Zvláště se doporučilo už́ıt useknutý tvar této metody, kde se xk+1 poč́ıtá jako součet
počátečńıho x0 a lineárńı kombinace směr̊u pk, pk−1, pk−2. Vložeńım vhodné ortogonálńı
podmı́nky se nav́ıc vyloučil koeficient u pk−1 a člen s pk−2 se použil jako kontrolńı člen,
jehož velikost mohla ř́ıct, zda je takové useknut́ı výhodné.

V této kapitole vylož́ıme metodu, ve které se pk poč́ıtá pomoćı předchoźıch (s + 1)
směr̊u a xk+1 je rovno součtu x0 a lineárńı kombinace pk a pk−s−2 a kde člen s pk−s−2

slouž́ı jako kontrolńı člen. Bude-li jeho relativńı hodnota malá, pak můžeme ř́ıct, že jsme
nalezli správnou hodnotu s.

Ve druhé části předvedeme algoritmus a řekneme něco o konvergenci, ve třet́ı části
budeme zkoumat, kdy dostaneme přesné řešeńı a ve čtvrté části stanov́ıme podmı́nky,
pro které je (s + 1)-členná verze identická s plnou verźı, tj. takovou, ve které uvažujeme
všechny dosud spočtené hledané směry pk.
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Uvažujme tedy lineárńı systém Ax = f , kde A je regulárńı, nesymetrická a reálná
matice řádu N, x ∈ RN a f ∈ RN .

2.2 Algoritmus

Uvažujme minimalizaci kvadratického funkcionálu

E(x) =
1

2
(r, r)0 =

1

2
(f − Ax, f − Ax)0.(2.1)

Zde (., .)0 je skalárńı součin v RN definovaný (u, v)0 = (u,M0v), kde M0 je symetrická

a positivně definitńı matice. Odpov́ıdaj́ıćı norma je ‖ u ‖0 = (u, u)
1
2
0 . Necht’ x̂ je takový

vektor, že plat́ı E(x̂) = inf
x∈RN E(x).

Předpokládejme, že matice M0A + AT M0 je positivně definitńı. To znamená, že pro
každé x 6= 0 plat́ı

0 < (x, (M0A + AT M0)x) = (x,M0Ax) + (x, AT M0x) = (x,Ax)0 + (Ax, x)0 =

= (x,Ax)0 + (x,Ax)0 = (x, λx)0 + (x, λx)0 = λ + λ,

kde λ je vlastńı č́ıslo matice A př́ıslušné vlastńımu vektoru x, jehož
”
nulková“ norma je

rovna jedné. Odtud je vidět, že spektrum matice M0A + AT M0 lež́ı vpravo od imaginárńı
osy.

Nyńı odvod́ıme zobecněnou metodu sdružených gradient̊u ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u
pro řešeńı soustavy Ax = f , která poč́ıtá právě vektor x̂. Necht’ je dáno přirozené č́ıslo
t ≥ 1, vektor xk, což je nějaká aproximace přesného řešeńı x̂ a (tk + 1) vektor̊u pk−j, j =
0, ..., tk, které nazveme hledané směry, kde tk lež́ı v intervalu

〈1, ..., min{tk−1 + 1, t}〉 , t0 = 0

a kde množina {Apk−j}tk
j=0 je lineárně nezávislá. Urč́ıme nový vektor xk+1 následuj́ıćım

zp̊usobem.
Najdeme tk + 1 parametr̊u

α
(k)
k−j ∈ (−∞,∞), j = 0, ..., tk

tak, aby funkcionál E(x) nabýval svého minima v bodě

xk+1 = xk +

tk∑
j=0

α
(k)
k−jpk−j.(2.2)

Z d̊uvodu zjednodušeńı uvažujme na chv́ıli α
(k)
k−j jako proměnné.

Odvod’me, co plyne z nutné podmı́nky ∂E

∂α
(k)
k−l

= 0, l = 0, ..., tk.

E(xk+1) =
1

2
(f − Axk+1, f − Axk+1)0 =

=
1

2
(f − A(xk +

tk∑
j=0

α
(k)
k−jpk−j), f − A(xk +

tk∑
j=0

α
(k)
k−jpk−j))0 =
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=
1

2
(f − Axk, f − Axk)0 −

tk∑
j=0

α
(k)
k−j(f − Axk, Apk−j)0 +

+
1

2

tk∑
j=0

tk∑

l=0

α
(k)
k−jα

(k)
k−l(Apk−j, Apk−l)0 =

=
1

2
(rk, rk)0 −

tk∑
j=0

α
(k)
k−j(rk, Apk−j)0 +

1

2

tk∑
j=0

tk∑

l=0

α
(k)
k−jα

(k)
k−l(Apk−j, Apk−l)0.

Provedeme Gateauxovu derivaci podle α
(k)
k−j a pro l = 0, ..., tk dostaneme:

0 = −(rk, Apk−l)0 +

tk∑
j=0

α
(k)
k−j(Apk−j, Apk−l)0 = (−rk +

tk∑
j=0

α
(k)
k−jApk−j, Apk−l)0 =

= (Axk − f +

tk∑
j=0

α
(k)
k−jApk−j, Apk−l)0 = (Axk+1 − f,Apk−l)0 = −(rk+1, Apk−l)0.

Zjistili jsme tedy, že

(rk, Apk−l)0 =

tk∑
j=0

α
(k)
k−j(Apk−j, Apk−l)0, pro l = 0, ..., tk, kde(2.3)

rk = f − Axk.(2.4)

Ze vztahu (2.2) plyne vhodné užit́ı rekursivńı formule pro výpočet residua rk+1, kromě
definovaného výrazu (2.4):

rk+1 = rk −
tk∑

j=0

α
(k)
k−jApk−j.(2.5)

Podle výše dokázaného vztahu

(rk+1, Apk−l)0 = 0, l = 0, ..., tk(2.6)

uvažovaného ve tvaru (rk, Apk−1−l)0 = 0, l = 0, ..., tk−1 a využit́ım předpokladu tk ≤
tk−1 + 1 lze rovnost (2.3) psát maticově takto:

Λ
(k)
tk

α(k) = γ(k),(2.7)

kde

Λ(k) := Λ
(k)
tk

= [(Apk−j, Apk−l)0], j, l = 0, ..., tk

(α(k))j = α
(k)
k−j, j = 0, ..., tk

(γ(k))j = 0, j = 1, ..., tk

(γ(k))0 = (rk, Apk)0.

Matice Λ(k) je regulárńı právě když je množina {Apk−j}tk
j=0 lineárně nezávislá, což je tehdy,

když je množina {pk−j}tk
j=0 lineárně nezávislá, nebot’ matice A je regulárńı.
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Nyńı budeme konstruovat hledané směry tak, aby byly lineárně nezávislé. V k-tém
kroku budeme poč́ıtat nový hledaný směr jako lineárńı kombinaci residua rk+1, které
odpov́ıdá nejnověǰśı aproximaci xk+1, a (sk + 1) předchoźıch hledaných směr̊u, tj.

pk+1 = rk+1 +

sk∑
j=0

β
(k)
k−jpk−j,(2.8)

kde sk = min{k, s}, s ≥ 0 a s0 = 0 a kde parametry β
(k)
k−j, j = 0, ..., sk jsou určeny

tak, že hledané směry splňuj́ı ortogonálńı podmı́nku

(Apk+1, Apk−l)1 = 0, l = 0, ..., sk.(2.9)

Zde (., .)1 je skalárńı součin v RN definovaný (u, v)1 = (u,M1v), kde M1 je symetrická a
positivně definitńı matice.

Nový hledaný směr pk+1 se přidá do množiny hledaných směr̊u a je-li sk = sk−1 a
tk = tk−1, pak nejstarš́ı směr, tj. ten, který byl v této množině spočten jako prvńı, z této
množiny vyškrtneme, protože ho už nebudeme potřebovat.
(V praxi se obvykle voĺı tk = sk−1 + 1 nebo tk = sk−1 + 2.)

Vztah (2.9) plat́ı také pro předchoźı kroky a protože plat́ı sk ≤ sk−1 + 1, pak plat́ı
obecně (Api, Apj)1 = 0, i 6= j, i, j = k + 1, k, ..., k− sk. Vztahy (2.8) a (2.9) implikuj́ı,
že

β
(k)
k−l = −(Ark+1, Apk−l)1

(Apk−l, Apk−l)1

, l = 0, ..., sk.(2.10)

Jestliže zvoĺıme x0 a p0, pak vztahy (2.2), (2.7), (2.8) a (2.10) kompletně definuj́ı
algoritmus. Počátečńı vektor x0 se voĺı libovolně a v souhlase se vztahem (2.8) pro k = −1
voĺıme p0 = r0.

Algoritmus 2.1
Zvoĺıme x0 libovolně, t ≥ 1, s ≥ 0.
Spočteme r0 = f − Ax0.
Polož́ıme p0 = r0.
Pro k = 0, 1, 2, ... provedeme

Λ
(k)
tk

α(k) = γ(k), kde

Λ
(k)
tk

= [(Apk−j, Apk−l)0], j, l = 0, ..., tk
(α(k))j = α

(k)
k−j, j = 0, ..., tk

(γ(k))j = 0, j = 1, ..., tk
(γ(k))0 = (rk, Apk)0

xk+1 = xk +
∑tk

j=0 α
(k)
k−jpk−j, kde 1 ≤ tk ≤ min{tk−1 + 1, t}, t0 = 0

rk+1 = rk −
∑tk

j=0 α
(k)
k−jApk−j

β
(k)
k−l = − (Ark+1,Apk−l)1

(Apk−l,Apk−l)1
, l = 0, ..., sk

pk+1 = rk+1 +
∑sk

j=0 β
(k)
k−jpk−j, kde sk = min{k, s}

Konec cyklu pro k.
Konec Algoritmu.

Metoda vycházej́ıćı z tohoto algoritmu se nazývá
”
zobecněná metoda sdružených

gradient̊u ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u (GCG-LS(s)) (Generalized Conjugate
Gradient Least Square method)“.

60



Obdobně jako v kapitole 1. lze odtud odvodit algoritmus s předpodmı́něńım, kde mı́sto
soustavy Ax = f řeš́ıme soustavu Ãx̃ = f̃ , kde Ã = Q−1

1 AQ−1
2 , x̃ = Q2x a f̃ = Q−1

1 f .
Označeńı pro Λ, α, β a γ ponecháme. Pak po dodatečném dodefinováńı p̃ = Q2p dostaneme
tento algoritmus:

Algoritmus 2.2
Zvoĺıme x0 libovolně, t ≥ 1, s ≥ 0.
Spočteme r0 = f − Ax0.
Polož́ıme p0 = Q−1

2 Q−1
1 r0.

Pro k = 0, 1, 2, ... provedeme

Λ
(k)
tk

α(k) = γ(k), kde

Λ
(k)
tk

= [(Q−1
1 Apk−j, Q

−1
1 Apk−l)0], j, l = 0, ..., tk

(α(k))j = α
(k)
k−j, j = 0, ..., tk

(γ(k))j = 0, j = 1, ..., tk
(γ(k))0 = (Q−1

1 rk, Q
−1
1 Apk)0

xk+1 = xk +
∑tk

j=0 α
(k)
k−jpk−j, kde 1 ≤ tk ≤ min{tk−1 + 1, t}, t0 = 0

rk+1 = rk −
∑tk

j=0 α
(k)
k−jApk−j

β
(k)
k−l = − (Q−1

1 AQ−1
2 Q−1

1 rk+1,Q−1
1 Apk−l)1

(Q−1
1 Apk−l,Q

−1
1 Apk−l)1

, l = 0, ..., sk

pk+1 = Q−1
2 Q−1

1 rk+1 +
∑sk

j=0 β
(k)
k−jpk−j, kde sk = min{k, s}

Konec cyklu pro k.
Konec Algoritmu.

Metodu vycházej́ıćı z tohoto algoritmu nazveme
”
zobecněná metoda sdružených gra-

dient̊u ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u (GCG-LS(s)) s předpodmı́něńım“.
Samozřejmě můžeme tuto useknutou verzi algoritmu restartovat po každých m kroćıch.

To znamená, že iterace xm se polož́ı jako nová počátečńı hodnota x0, př́ıslušné residuum
rm se bude rovnat residuu r0 a položeńım k = 0 začneme celý proces znovu od začátku
položeńım p0 = Q−1

2 Q−1
1 r0.

Algoritmus 1.8 metody LSGCR je speciálńım př́ıpadem algoritmu 2.2 pro M0 = M1 =
I, s = 0 a tk = k ∀k, tedy pro t = ∞. Obdobně useknutý algoritmus 1.9 metody Axel(k) je
speciálńım př́ıpadem algoritmu 2.2 opět pro M0 = M1 = I, s = 0 a tk zvolené tak, aby pro
aproximaci xk+1 byl potřeba stejný počet posledńıch vektor̊u pk−j, jako pro aproximaci
xi+1 metody Axel(k). V obou př́ıpadech źıskáme stejné posloupnosti iteraćı.

Jediná možnost zhrouceńı algoritmu je, když bude matice Λ(k) singulárńı. Dokážeme, že
to může nastat pouze v př́ıpadě, že xk je již řešeńım, tj. že xk již minimalizuje funkcionál
E.
Věta 2.1: Je-li rk 6= 0, pak matice

Λ(k) = [(Q−1
1 Apk−j, Q

−1
1 Apk−l)0], j, l = 0, ..., tk

je regulárńı, jestliže tk ≥ sk−1 + 1.
Důkaz: Napǐsme si vztah (2.9) v předpodmı́něném tvaru a k nahrazeným k − 1:

(Q−1
1 Apk, Q

−1
1 Apk−1−l)1 = 0.

Vid́ıme, že vektor Q−1
1 Apk je ortogonálńı na vektory Q−1

1 Apk−1−l, l = 0, ..., sk−1.
Matice Λ(k) je singulárńı právě když je množina {Q−1

1 Apk−l}tk
l=0 lineárně závislá. Sporem
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tedy předpokládejme, že tato množina je lineárně závislá, tj., že např. vektor Q−1
1 Apk je

lineárńı kombinaćı zbylých vektor̊u této množiny.
Dále napǐsme vztah (2.8) opět v předpodmı́něném tvaru a k nahrazeným k − 1:

pk = Q−1
2 Q−1

1 rk +

sk−1∑
j=0

β
(k−1)
k−1−jpk−1−j.

Odtud plyne, že Q−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 rk je lineárńı kombinaćı vektor̊u {Q−1

1 Apk−l}sk−1+1
l=0 a tedy

také vektor̊u {Q−1
1 Apk−l}tk

l=1, nebot’ tk ≥ sk−1 +1 a Q−1
1 Apk je lineárńı kombinaćı vektor̊u

Q−1
1 Apk−1,...,Q

−1
1 Apk−tk z předpokladu.

Existuj́ı tedy skaláry µ
(k)
k−j, že

(Q−1
1 rk, Q

−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 rk)0 = (Q−1

1 rk,

tk∑
j=1

µ
(k)
k−jQ

−1
1 Apk−j)0.

Tedy (protože plat́ı tk ≤ tk−1 + 1) podle vztahu (2.6) napsaným pro k − 1 plat́ı:

(Q−1
1 rk, Q

−1
1 AQ−1

2 Q−1
1 rk)0 = 0, neboli (Q−1

1 rk, (M0Q
−1
1 AQ−1

2 )Q−1
1 rk) = 0, neboli

(Q−1
1 rk, (M0Q

−1
1 AQ−1

2 + (Q−1
1 AQ−1

2 )T M0)Q
−1
1 rk) = 0.(2.11)

K d̊ukazu posledńıho
”
neboli“: obecně

0 = (y,By) = (BT y, y) = (y, BT y) = 0 ⇒ (y, (B + BT )y) = 0.

Podle předpokladu ze začátku této podkapitoly je M0A + AT M0 positivně definitńı, tj.
v předpodmı́něném tvaru je matice M0Ã + ÃT M0 = M0Q

−1
1 AQ−1

2 + (Q−1
1 AQ−1

2 )T M0

positivně definitńı. Tedy vztah (2.11) implikuje, že Q−1
1 rk = 0, a protože matice Q−1

1 je
regulárńı, pak rk = 0 a to je spor. Proto je množina {Q−1

1 Apk−l}tk
l=0 lineárně nezávislá. 2

Pro lepš́ı přehlednost a zjednodušeńı nebudeme psát daľśı tvrzeńı v předpodmı́něných
tvarech, ale pouze v základńım, tzn. nepředpodmı́něném tvaru. Z postup̊u uvedených výše
umı́me uvedená tvrzeńı převést do předpodmı́něného tvaru.
Lemma 2.1: Plat́ı:

1. (rk+1, Arl+1)0 = 0 pro l = sl + k − tk, ..., k − 1

2. Je-li tk = k, pak (rk+1, Arl+1)0 = 0 pro l = −1, ..., k − 1

Důkaz:

1. Podle (2.8) a (2.6) máme:

(rk+1, Arl+1)0 = (rk+1, Apl+1 −
sl∑

j=0

β
(k)
l−jApl−j) =

= (rk+1, Apl+1)−
sl∑

j=0

β
(k)
l−j(rk+1, Apl−j) = 0

pro l = sl + k − tk, ..., k − 1, nebot’ podle (2.6):
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• Prvńı sč́ıtanec je nulový pro l + 1 = k − tk, ..., k.

• Výrazy pod sumou jsou nulové pro l = k− tk, ..., k ; ... ; l− sl = k− tk, ..., k.

• Celkem k − tk ≤ l − sl ≤ l ≤ k − 1 a tedy l = sl + k − tk, ..., k − 1,

což dokazuje prvńı tvrzeńı.

2. Je-li tk = k, pak druhé tvrzeńı plat́ı pro l = 0, ..., k − 1, nebot’ plat́ı sl ≤ l.
Pro l = −1 máme: (rk+1, Ar0)0 = (rk+1, Ap0)0 = 0 podle (2.6) pro l = tk = k. 2

Protože plat́ı
(rk+1, Arl+1)0 = 0 pro l = −1, ..., k − 1,(2.12)

je metoda GCG-LS(s) typu sdružených residúı (A-ortogonalita residúı).
Lemma 2.2:

1. Jestliže tk ≥ sk−1 + 1, pak plat́ı

α
(k)
k = (det Λ(k))−1 · det(Λ

(k)
k,0) · (rk, Ark)0,(2.13)

kde Λ
(k)
k,0 je algebraický doplněk prvku na pozici (0,0) v matici Λ(k), tj. matice Λ

(k)
k,0

vznikne z matice Λ(k) vynecháńım prvńıho řádku a sloupce. Tuto matici nazveme
submatićı matice Λ(k).

2. Je-li rk 6= 0, pak α
(k)
k > 0.

Důkaz:

1. Z Cramerova pravidla plyne, že pro prvńı složku (j = 0) řešeńı soustavy (2.7) plat́ı

α
(k)
k = (det Λ(k))−1 ·

tk∑
i=0

(−1)i · det(Λ
(k)
k,i ) · (γ(k))i,

kde Λ
(k)
k,i je submatice odpov́ıdaj́ıćıho prvku matice Λ(k) na pozici (0,i).

Podle (2.7) je
(γ(k))i = 0 pro j = 1, ..., tk

a
(γ(k))0 = (rk, Apk)0.

Tedy
α

(k)
k = (det Λ(k))−1 · det(Λ

(k)
k,0) · (rk, Apk)0.

Ze vztahu (2.8) plyne, že

(rk, Apk)0 = (rk, Ark)0 −
sk−1∑
j=0

β
(k−1)
k−1−j(rk, Apk−1−j)0

a ze vztahu (2.6), že

(rk, Apk−1−j)0 = 0 pro j = 0, ..., tk−1 ≥ tk − 1 ≥ sk−1
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podle předpokladu. Z toho tedy plyne vztah

(rk, Apk)0 = (rk, Ark)0.(2.14)

Odtud nakonec dostáváme

α
(k)
k = (det Λ(k))−1 · det(Λ

(k)
k,0) · (rk, Ark)0,

což dokončuje d̊ukaz prvńıho tvrzeńı.

2. Matice Λ(k) je pro každé k symetrická a positivně definitńı, tud́ıž det(Λ(k)) > 0.
Uvažujme rozložeńı matice A na symetrickou a antisymetrickou část M a R. Vı́me,
že plat́ı (u,Ru) = 0 ∀u, což plat́ı i v našem skalárńım součinu

(u,Ru)0 = 0 ∀u.

Toho nyńı využijme:

(rk, Ark)0 = (rk, (M −R)rk)0 =
1

2
(rk, (A + AT )rk)0 =

=
1

2
(rk, Ark)0 +

1

2
(Ark, rk)0 =

1

2
(rk,M0Ark) +

1

2
(Ark,M0rk) =

=
1

2
(rk, M0Ark) +

1

2
(rk, A

T M0rk) =
1

2
(rk, (M0A + AT M0)rk).

Podle základńıho předpokladu je matice M0A + AT M0 positivně definitńı a dále
rk 6= 0. Z toho plyne, že (rk, Ark)0 > 0.

Dosad́ıme-li zjǐstěné kladné výrazy do (2.13), zjist́ıme, že α
(k)
k > 0. 2

Na závěr této části vyslov́ıme větu o konvergenci.
Věta 2.2: Necht’ opět tk ≥ sk−1 + 1. Pak plat́ı:

1.

(rk+1, rk+1)0 = (rk, rk)0 − det(Λ(k))−1 · det(Λ
(k)
k,0) · (rk, Ark)

2
0, k = 0, 1, 2, ...

a je-li rk 6= 0, pak metoda GCG-LS(s) konverguje monotonně, tj.

E(xk+1) < E(xk).

2.

(rk+1, rk+1)0 = (rk, rk)0 − (rk, Ark)
2
0

min
g∈Wk−1

‖ Ark − g ‖2
0

≤

≤
(

1− 1

‖ [1
2
(A−1 +A−T )]−1 ‖ · ‖ [1

2
(A+AT )]−1 ‖

)
· (rk, rk)0,

kde Wk−1 = sp(Apk−1, ..., Apk−tk), A = M
1
2
0 AM

− 1
2

0 a ‖ . ‖ odpov́ıdá skalárńımu

součinu (., .)
1
2 .

Odtud plyne, že (rk, rk)0 → 0 pro k →∞.
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Důkaz:

1. Podle vztahu (2.5) vyjádř́ıme residuum rk+1 a použijeme vztah (2.6):

(rk+1, rk+1)0 = (rk+1, rk −
tk∑

j=0

α
(k)
k−jApk−j)0 =

= (rk+1, rk)0 = (rk −
tk∑

j=0

α
(k)
k−jApk−j, rk)0.

Protože v́ıme, že tk − 1 ≤ tk−1, použijeme opět (2.6) a vid́ıme, že skalárńı součin
pod sumou bude nenulový pouze pro j = 0. Tedy

(rk+1, rk+1)0 = (rk, rk)0 − α
(k)
k (Apk, rk)0.(2.15)

Jestliže dosad́ıme za (Apk, rk)0 vztah (2.14) a za α
(k)
k vztah (2.13) v lemmatu 2.2,

dostaneme prvńı tvrzeńı věty.
Dále v́ıme, že det(Λ(k)) > 0, nebot’ matice Λ(k) je symetrická a positivně definitńı.
Odtud plat́ı, že

(rk+1, rk+1)0 < (rk, rk)0, neboli E(xk+1) < E(xk).

2. Vyjdeme z prvńı části této věty a dokážeme nejprve, že

det Λ
(k)
k,0

det Λ(k)
=

1

min
g∈Wk−1

‖ Ark − g ‖2
0

(2.16)

Začneme levou stranou této rovnosti.
Ze vztahu (2.8) plyne, že

Ark = Apk −
sk−1∑
j=0

β
(k−1)
k−1−jpk−1−j

Nyńı rozeṕı̌seme det Λ(k) a využijeme předpokladu tk ≥ sk−1 + 1:

det Λ(k) = 1 · det Λ(k) · 1 =

= det




1 −β
(k−1)
k−1 −β

(k−1)
k−2 . . . −β

(k−1)
k−1−sk−1

0 . . . 0
1 0 . . . 0 0 . . . 0

1
...

. . .
...

1
...

1
...

. . . 0
1




·

· det




(Apk, Apk)0 (Apk−1, Apk)0 . . . (Apk−tk , Apk)0

(Apk, Apk−1)0 (Apk−1, Apk−1)0 . . . (Apk−tk , Apk−1)0
...

...
. . .

...
(Apk, Apk−tk)0 (Apk−1, Apk−tk)0 . . . (Apk−tk , Apk−tk)0


 ·
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· det




1
−β

(k−1)
k−1 1

−β
(k−1)
k−2 0

. . .
...

...
. . .

−β
(k−1)
k−1−sk−1

...
. . .

0
...

. . .
...

... 1
0 0 . . . . . . . . . . . . 0 1




=

= det[(%) · (%) · (%)] =

= det




(Ark, Ark)0 (Ark, Apk−1)0 . . . (Apk−tk , Ark)0

(Ark, Apk−1)0 (Apk−1, Apk−1)0 . . . (Apk−tk , Apk−1)0
...

...
. . .

...
(Ark, Apk−tk)0 (Apk−1, Apk−tk)0 . . . (Apk−tk , Apk−tk)0


 =:

=: det Ω(k).

Protože součin determinant̊u je roven determinantu součinu matic, použili jsme pro
matice symbol %, který znač́ı

”
to samé“.

Nyńı rozvineme det Ω(k) podle 1. řádku a protože plat́ı Λ
(k)
k,0 = Ω

(k)
k,0, dostaneme:

det Λ(k) = det Ω(k) = (Ark, Ark)0 · det Λ
(k)
k,0 +

tk∑
j=1

(−1)j · (Ark, Apk−j) · det Ω
(k)
k,j

Odtud plyne, že

det Λ(k)

det Λ
(k)
k,0

= (Ark, Ark)0 +

tk∑
j=1

(−1)j · (Ark, Apk−j) ·
det Ω

(k)
k,j

det Λ
(k)
k,0

Ted’ přejdeme k pravé straně rovnosti výše.
Necht’ g ∈ Wk−1 = sp(Apk−1, ..., Apk−tk). Pak g =

∑tk
j=1 µjApk−j.

Označme F (µ) = ‖ Ark − g ‖2
0 a upravujme.

F (µ) = (Ark −
tk∑

j=1

µjApk−j, Ark −
tk∑

j=1

µjApk−j)0 =

= (Ark, Ark)0 − 2 ·
tk∑

j=1

µj(Ark, Apk−j)0 +

tk∑
j=1

tk∑

l=1

µjµl(Apk−j, Apk−l)0.

Protože hledáme minimum F (µ), provedeme Gateauxovu derivaci F ′(µ) = 0 a
pro l = 1, ..., tk dostaneme:

(Ark, Apk−l)0 =

tk∑
j=1

µj(Apk−j, Apk−l)0.

Z této rovnosti vypoč́ıtáme µj pomoćı Cramerova pravidla a řešeńı označ́ıme jako
µ?

j . Tedy

µ1(Apk−1, Apk−1)0 + µ2(Apk−2, Apk−1)0 + . . . + µtk(Apk−tk , Apk−1)0 =
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= (Ark, Apk−1)0;

µ1(Apk−1, Apk−2)0 + µ2(Apk−2, Apk−2)0 + . . . + µtk(Apk−tk , Apk−2)0 =

= (Ark, Apk−2)0;
...

µ1(Apk−1, Apk−tk)0 + µ2(Apk−2, Apk−tk)0 + . . . + µtk(Apk−tk , Apk−tk)0 =

= (Ark, Apk−tk)0,

neboli



(Apk−1, Apk−1)0 (Apk−2, Apk−1)0 . . . (Apk−tk , Apk−1)0

(Apk−1, Apk−2)0 (Apk−2, Apk−2)0 . . . (Apk−tk , Apk−2)0
...

...
. . .

...
(Apk−1, Apk−tk)0 (Apk−2, Apk−tk)0 . . . (Apk−tk , Apk−tk)0


 ·




µ1

µ2
...

µtk


 =

=




(Ark, Apk−1)0

(Ark, Apk−2)0
...

(Ark, Apk−tk)0




Z Cramerova pravidla a ze srovnáńı s maticemi Ω
(k)
k,j plyne, že

µ?
j = (−1)j · − det Ω

(k)
k,j

det Λ
(k)
k,0

, j = 1, ..., tk.

Toto řešeńı µ?
j , které splňuje rovnost

(Ark, Apk−l)0 =

tk∑
j=1

µ?
j(Apk−j, Apk−l)0,

dosad́ıme do F (µ) a dostaneme:

F (µ) = (Ark, Ark)0 − 2 ·
tk∑

j=1

µj(Ark, Apk−j)0 +

tk∑
j=1

tk∑

l=1

µjµl(Apk−j, Apk−l)0 =

= (Ark, Ark)0 − 2 ·
tk∑

j=1

(−1)j · − det Ω
(k)
k,j

det Λ
(k)
k,0

· (Ark, Apk−j)0 +

+

tk∑
j=1

(−1)j · − det Ω
(k)
k,j

det Λ
(k)
k,0

· (Ark, Apk−j)0 =

= (Ark, Ark)0 +

tk∑
j=1

(−1)j · det Ω
(k)
k,j

det Λ
(k)
k,0

· (Ark, Apk−j)0.

Porovnáme-li nyńı vztahy, které jsme dostali po úpravách levé a pravé strany
rovnosti (2.16), zjist́ıme, že skutečně plat́ı

det Λ
(k)
k,0

det Λ(k)
=

1

min
g∈Wk−1

‖ Ark − g ‖2
0
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Odtud plyne

(rk+1, rk+1)0 = (rk, rk)0 − det(Λ(k))−1 · det(Λ
(k)
k,0) · (rk, Ark)

2
0 =

= (rk, rk)0 − 1

min
g∈Wk−1

‖ Ark − g ‖2
0

· (rk, Ark)
2
0.

Vezmeme-li g = 0, pak dostaneme vztah

(rk+1, rk+1)0 ≤ (rk, rk)0 − (rk, Ark)
2
0

‖ Ark ‖2
0

= (rk, rk)0 − (rk, Ark)
2
0

(Ark, Ark)0

(2.17)

Nyńı budeme upravovat a odhadovat zlomek vpravo. Připomı́náme, že M a R znač́ı
symetrickou a antisymetrickou část matice A.
Nejprve vezmeme čitatel.

(rk, Ark)0 = (rk, (M −R)rk)0 = (rk,Mrk)0 =
1

2
(rk, (A + AT )rk)0 =

=
1

2
(rk, Ark)0 +

1

2
(Ark, rk)0 =

1

2
(rk,M0Ark) +

1

2
(rk, A

T M0rk) =

=
1

2
(rk,M

1
2
0 M

1
2
0 AM

− 1
2

0 M
1
2
0 rk) +

1

2
(rk,M

1
2
0 M

− 1
2

0 AT M
1
2
0 M

1
2
0 rk) =

=
1

2
(rk,M

1
2
0 (M

1
2
0 AM

− 1
2

0 + M
− 1

2
0 AT M

1
2
0 )M

1
2
0 rk) =

=
1

2
(rk,M

1
2
0 (A+AT )M

1
2
0 rk) = (M

1
2
0 rk,

1

2
(A+AT )M

1
2
0 rk) ≥

≥ λmin(
1

2
(A+AT )) · (M

1
2
0 rk,M

1
2
0 rk) =

= ‖ (
1

2
(A+AT ))−1 ‖−1 · (M

1
2
0 rk,M

1
2
0 rk) =

= ‖ (
1

2
(A+AT ))−1 ‖−1 · (rk, rk)0,

nebot’ obecně pro symetrickou matici B plat́ı

‖ B ‖ = λmax(B) ⇒ ‖ B−1 ‖−1= λmin(B).

Dále uprav́ıme jmenovatel.

(Ark, Ark)0 = (rk, A
T M0Ark) = (rk, M

1
2
0 (M

− 1
2

0 AT M
1
2
0 )(M

1
2
0 AM

− 1
2

0 )M
1
2
0 rk) =

= (rk,M
1
2
0 ATAM

1
2
0 rk)

Nyńı budeme potřebovat jinou úpravu výrazu (rk, Ark). Vyjdeme z toho, co už
o tomto skalárńım součinu v́ıme.

(rk, Ark)0 =
1

2
(rk,M

1
2
0 (A+AT )M

1
2
0 rk) =

1

2
(rk,M

1
2
0 AT (A−1 +A−T )AM

1
2
0 rk) ≥

≥ ‖ (
1

2
(A−1 +A−T ))−1 ‖−1 · (rk,M

1
2
0 ATAM

1
2
0 rk).

Odtud je

(Ark, Ark)0 = (rk,M
1
2
0 ATAM

1
2
0 rk) ≤ ‖ (

1

2
(A−1 +A−T ))−1 ‖ · (rk, Ark)0.
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Ted’ již můžeme upravit celý výraz (2.17).

(rk+1, rk+1)0 ≤ (rk, rk)0 − (rk, Ark)
2
0

(Ark, Ark)0

≤

≤ (rk, rk)0 − (rk, Ark)0 · (rk, Ark)0

‖ (1
2
(A−1 +A−T ))−1 ‖ · (rk, Ark)0

≤

≤ (rk, rk)0 −
‖ (1

2
(A+AT ))−1 ‖−1 · (rk, rk)0

‖ (1
2
(A−1 +A−T ))−1 ‖ =

=

(
1− 1

‖ [1
2
(A−1 +A−T )]−1 ‖ · ‖ [1

2
(A+AT )]−1 ‖

)
· (rk, rk)0,

a t́ım jsme u konce d̊ukazu. 2

Poznámka: Uvažujeme-li plnou verzi algoritmu, tj. tk = k, pak plat́ı

det Λ
(k)
k,0 = det Λ(k−1).

2.3 Ukončeńı procesu

V této části budeme zkoumat, kdy ‖ rk ‖0 → 0 pro plnou verzi algoritmu, kde tk = k.
Z rovnosti p0 = r0 a z konstrukce směr̊u pk a rk podle vzorc̊u (2.8) a (2.5) plyne, že směr
pk je lineárńı kombinaćı vektor̊u Ajr0, j = 0, ..., k. Definujeme proto Krylovovu množinu

Kk = Kk(r0) = sp(r0, Ar0, ..., A
kr0).

Podobně je residuum rk lineárńı kombinaćı r0 a vektor̊u z množiny AKk−1, tedy rk je
direktńı součet rk = r0 ⊕ AKk−1. Je tedy

rk = (I + qk(A))r0, k = 0, 1, 2, ...(2.18)

pro nějaký polynom qk splňuj́ıćı qk(0) = 0. Pro chybový funkcionál E tedy plat́ı:

E(xk) =
1

2
(rk, rk)0 =

1

2
‖ (I + qk(A))r0 ‖2

0 .

Různé volby posloupnost́ı tk a sk dávaj́ı r̊uzné hodnoty α
(k)
k−j a β

(k)
k−j a tedy i r̊uzné polynomy

qk. Protože je tk = k, k = 0, 1, ..., pak

(rk, rk)0 = min
qk∈P 0

k

‖ (I + qk(A))r0 ‖2
0, ,(2.19)

kde P 0
k znač́ı množinu polynomů qk stupně nejvýše k takových, že qk(0) = 0.

Nyńı vyslov́ıme nějaké definice z maticové algebry a na závěr vyslov́ıme hlavńı větu
této podkapitoly.
Definice 2.1: Polynom g(λ) stupně ≥ 1 se nazývá anihilačńı polynom (annihilating
polynomial) matice B, jestliže g(B) = 0.

Budeme uvažovat pouze reálné polynomy. Zde poznamenáváme, že

g(λ) = det(B − λI)
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je anihilačńı reálný polynom stupně n, jestliže B je reálná matice řádu n.
Definice 2.2: Anihilačńı polynom matice B nejnižš́ıho stupně se nazývá minimálńı poly-
nom k B (minimal polynomial to B). Jeho stupeň označ́ıme č́ıslem m(B).

Plat́ı, že m(B) ≤ n. Je-li B regulárńı a je-li koeficient nejnižš́ıho řádu minimálńıho
polynomu označeného jako µm(λ) nulový, pak

B−1µm(B) = 0 a gm−1(λ) = λ−1µm(λ)

by byl anihilačńı polynom stupně m−1. Proto je koeficient nejnižš́ıho řádu nenulový. Nav́ıc
budeme předpokládat, že tento koeficient je roven jedné, čehož lze dosáhnout normalizaćı
minimálńıho polynomu. Minimálńı polynom je pak jediný.
Definice 2.3: Polynom g(λ) takový, že g(B)r0 = 0, se nazývá minimálńı polynom k B a
r0. Jeho stupeň označ́ıme m(B, r0).

Plat́ı m(B, r0) ≤ m(B), nebot’: Plat́ı-li g(B) = 0, kde g je polynom nejnižš́ıho stupně
n, pro který to plat́ı, pak plat́ı také g(B)r0 = 0 pro libovolný vektor r0. Ale rovnost
g(B)r0 = 0 může nastat pro jiný polynom ĝ stupně menš́ıho než n. Pokud ne, pak to určitě
nastane pro polynom g, jehož stupeň je n. Je tedy m(B) = n a plat́ı m(B, r0) ≤ m(B).

Je-li matice B regulárńı, pak opět minimálńı polynom k B a r0 normujeme a tento
polynom bude jediný.
Nyńı se vrát́ıme k řešeńı systému Ax = f a vyslov́ıme větu.
Věta 2.3: Jestliže gm je minimálńı polynom k A a r0 a má minimálńı stupeň m =
m(A, r0), pak plná verze metody GCG-LS, tj. pro tk = k, dává nulové residuum po m
kroćıch.
Důkaz: Podle definice 2.3 plat́ı

gm(A)r0 = 0.(2.20)

Protože je tento polynom normalizovaný, pak je gm(0) = 1. Ze vztahu (2.20) plyne, že
pro nějaký polynom q̂m stupně m takový, že q̂m(0) = 0, tj. pro nějaký polynom q̂m, který
má nulový člen nejnižš́ıho řádu, plat́ı r0 + q̂m(A)r0 = 0, nebot’ I + q̂m(A) = gm(A). Tedy
podle (2.19) dostáváme:

0 ≤ (rm, rm)0 = min
qm∈P 0

m

‖ (I + qm(A))r0 ‖2
0 = 0,(2.21)

kde minimálńı hodnota nastává pro qm = q̂m. Je proto rm = 0 a m je nejmenš́ı č́ıslo, pro
které se to může stát. Algoritmus tedy konč́ı s residuem rovným nule po m = m(A, r0)
kroćıch. 2

2.4 Useknutá verze

Zvoĺıme-li v praxi tk = k ∀k, dostaneme př́ılǐs nákladnou metodu co se týče požadavku
na uložeńı vektor̊u i výpočetńı složitosti. Uvažujme proto nyńı následuj́ıćı useknutou verzi
algoritmu. Voĺıme

tk = min(k, t), sk = min(k, s) a t = s + 2.

Předpokládejme rovněž, že (., .)0 = (., .)1, tj. že M0 = M1. Pak ze vztah̊u (2.7) a (2.9), tj.
ze vztah̊u

Λ(k) = (Apk−j, Apk−l)0, j, l = 0, 1, ..., tk, kde tk = min(k, t) = min(k, s + 2)
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a

(Apk+1, Apk−l)1 = (Apk+1, Apk−l)0 = 0, l = 0, 1, ..., sk, kde sk = min(k, s)

plyne, že matice Λ(k) má takovouto strukturu:



x 0 . . . 0 0
0 x . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . x 0
0 0 . . . 0 x




velikosti (k + 1)× (k + 1) pro k = 0, 1, ..., s + 1

a



x 0 . . . 0 x
0 x . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . x 0
x 0 . . . 0 x




velikosti (s + 3)× (s + 3) pro k = s + 2, s + 3, ...

Symbol x znač́ı nenulové prvky matice. Protože pravá strana γ(k) rovnice (2.7) je nulová
kromě prvńı složky, plyne odtud, že

α
(k)
k−j = 0, j = 1, ..., tk − 1.

Dále pro tk = min(k, t) = min(k, s + 2) a sk−1 = min(k − 1, s) plat́ı nerovnost

min(k, s + 2) ≥ min(k − 1, s) + 1

a je tedy splněn předpoklad lemmatu 2.2, tk ≥ sk−1 + 1. Odtud plyne, že α
(k)
k > 0.

O zbývaj́ıćım koeficientu α
(k)
k−tk

nic nev́ıme, může být bud’ nulový nebo nenulový. Člen

α
(k)
k−tk

pk−tk lze proto ve vztahu (2.2) použ́ıt jako
”
kontrolńı člen“. Jeho relativńı velikost

ve srovnáńı se členem α
(k)
k pk může naznačit, zda se vyplat́ı useknut́ı a t́ım zanedbáńı

člen̊u α
(k)
k−jpk−j, j = tk + 1, tk + 2, ... nebo ne. Jestliže relativńı norma kontrolńıho členu

z̊ustává malá během iteraćı, lze očekávat, že zanedbané členy maj́ı malý vliv. Plat́ı tedy
toto lemma:
Lemma 2.3: Necht’ M0 = M1. Pak pro algoritmus metody GCG-LS(s), kde jsou koefi-

cienty β
(k)
k−j určeny podle vztahu (2.10), plat́ı

α
(k)
k−j = 0, j = 1, ..., tk − 1 a α

(k)
k > 0.

V této podkapitole dále najdeme podmı́nky, pro které se plná verze metody GCG-LS
rovná useknuté verzi metody GCG-LS(s), tj. bude nás hlavně zaj́ımat správná hodnota
s, pro kterou obě verze dávaj́ı stejnou posloupnost aproximaćı. Začneme nějakými vlast-
nostmi z maticové algebry (viz [Gant]).
Lemma 2.4: Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

1. Pro matici A a jej́ı hermitovskou AH plat́ı: AHA = AAH .

2. Matici A lze diagonalizovat matićı U , tj. UHAU = D, kde D je diagonálńı matice a
U je unitárńı matice, tj. UHU = I.
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3. Existuje polynom q takový, že plat́ı: AH = q(A). Tento polynom se nazývá normálńı
polynom.

Matice, pro kterou plat́ı alespoň jedno z těchto tvrzeńı, se nazývá normálńı matice.
Nyńı to zobecńıme t́ımto zp̊usobem. Necht’ A je diagonalizovatelná regulárńı, ale ne

nutně unitárńı matićı S, tj. S−1AS = D, kde D je diagonálńı matice. Označme H =
S−HS−1, což je hermitovská a positivně definitńı matice, nebot’:

• HH = (S−HS−1)H = S−HS−1 = H

• (x,Hx) = (x, S−HS−1x) = (S−1x, S−1x) ≥ 0.

Plat́ı
HAH−1 = S−HDSH a H−1AHH = (HAH−1)H = SDHS−1.(2.22)

Protože D je diagonálńı, je také normálńı, DHD = DDH . Podle lemmatu 2.4 tedy existuje
polynom q takový, že DH = q(D). Dostáváme, že

H−1AHH = Sq(D)S−1 = Sq(S−1AS)S−1 = q(SS−1ASS−1) = q(A)(2.23)

dosazeńım do vztahu (2.22).
Lemma 2.5: Je-li matice reálná, pak normálńı polynom je reálný.
Definice 2.4: Matici A′ = H−1AHH nazveme H-adjungovaná matice k matici A.

Je-li matice A diagonalizovatelná, pak H-adjungovanou matici A′ matice A lze vyjádřit
jako polynom v matici A, což plyne ze vztahu (2.23).
Lemma 2.6: Bud’ H hermitovská a positivně definitńı matice. Pak následuj́ıćı tvrzeńı
jsou ekvivalentńı:

1. Pro matici A′ plat́ı: A′A = AA′.

2. Matice A je diagonalizovatelná.

3. Existuje polynom q takový, že plat́ı: A′ = q(A).

Nyńı zavedeme skalárńı součin definovaný hermitovskou a positivně definitńı matićı H:
< u, v > = (u,Hv).
Definice 2.5: Jestliže matice A komutuje se svou H-adjungovanou matićı A′ vzhledem
ke skalárńımu součinu < ., . >, pak řekneme, že A je H-normálńı matice.

Je-li matice A H-normálńı, pak podle lemmatu 2.4 existuje polynom q takový, že
A′ = q(A).
Definice 2.6: Necht’ A je H-normálńı matice. Pak takový polynom q̂, pro který plat́ı
A′ = q̂(A) a má nejnižš́ı možný stupeň, nazveme H-normálńı polynom k matici A. Jeho
stupeň označ́ıme n(A,H) a nazveme H-normálńı stupeň.
Definice 2.7: Bud’ g libovolný polynom. Pak polynom q̂, pro který plat́ı

A′g(A)r0 = q̂(A)g(A)r0(2.24)

a má nejnižš́ı možný stupeň n(A,H, r0), nazveme H-normálńı polynom k matici A vzh-
ledem k r0. Č́ıslo n(A,H, r0) nazveme H-normálńı stupeň vzhledem k r0 a matici A, pro
kterou plat́ı rovnost (2.24), nazveme H-normálńı matice vzhledem k r0.

Plat́ı n(A,H, r0) ≤ n(A,H), nebot’ je-li matice A H-normálńı a je řádu N, pak je
H-normálńı vzhledem k libovolnému vektoru r0 dimense N.

Nyńı se již dostáváme k hlavńı větě této podkapitoly.
Věta 2.4: Necht’ plat́ı:
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1. M0 = M1 je symetrická a positivně definitńı matice;

2. A je M0-normálńı matice;

3. n = n(A,M0, r0) je M0-normálńı stupeň vzhledem k r0;

4. s ≥ n(A,M0, r0)− 1;

5.
”
kontrolńı člen“ α

(k)
k−tk

pk−tk je roven nule.

Pak useknutý algoritmus metody GCG-LS(s) je identický s plnou verźı.

Důkaz: Budeme uvažovat plnou verzi algoritmu, kde koeficienty β
(k)
k−l jsou určeny ze vz-

tahu (2.10) a zjist́ıme, od kterého indexu jsou již rovny nule. Totéž provedeme s koeficienty

α
(k)
k−l.

Podle vztah̊u (2.8) a (2.5) je pk−l lineárńı kombinaćı vektor̊u Ajr0, j = 0, ..., k, plat́ı tedy

pk−l ∈ Kk−l = sp(r0, Ar0, ..., A
k−lr0) ⇒ pk−l = qk−l(A)r0,

kde qk−l je nějaký polynom stupně k − l.
Protože matice A je M0-normálńı, plat́ı A′A = AA′, kde A′ = M−1

0 AHM0. Odtud
dostáváme, že

(Ark+1, Apk−l)1 = (Ark+1, Apk−l)0 = (Ark+1,M0Apk−l) = (rk+1, A
HM0Apk−l) =

= (rk+1,M0A
′Apk−l) = (rk+1, A

′Apk−l)0 = (rk+1, A
′Apk−l)1 =

= (rk+1, A
′Aqk−l(A)r0)1 = (rk+1, AA′qk−l(A)r0)1

a protože matice A je M0-normálńı, tedy M1-normálńı podle předpokladu, je proto M1-
normálńı vzhledem k r0, pak

(rk+1, AA′qk−l(A)r0)1 = (rk+1, Aq̂n(A)qk−l(A)r0)1

podle (2.24), kde q̂n je M0-normálńı polynom k A vzhledem k r0 a má M0-normálńı stupeň
n = n(A,M0, r0). Odtud je tedy

(Ark+1, Apk−l)1 = (rk+1, Aq̂n(A)qk−l(A)r0)1.(2.25)

Podle vztahu (2.6) plat́ı pro plnou verzi algoritmu, tj. pro tk = k, že

(rk+1, Apk−l)0 = 0, l = 0, ..., k,

kde však stejně jako výše pk−l = qk−l(A)r0, l = 0, ..., k. Plat́ı tedy

(rk+1, Aq0(A)r0)0 = 0, (rk+1, Aq1(A)r0)0 = 0, ..., (rk+1, Aqk(A)r0)0 = 0,

neboli jednoduše
(rk+1, Aqk(A)r0)0 = 0(2.26)

pro libovolný polynom qk stupně k či menš́ıho.
Protože M0 = M1, tj. (., .)0 = (., .)1, plyne ze vztah̊u (2.25) a (2.26), že

(Ark+1, Apk−l)1 = (rk+1, A(q̂n(A)qk−l(A))r0)1 = 0,(2.27)
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jestliže polynom q̂n(A)qk−l(A) je stupně k nebo menš́ıho, tedy rovnost (2.27) plat́ı pro

n + k − l ≤ k, tj. pro l ≥ n.

Ze vztahu (2.10) pro koeficienty β
(k)
k−l plyne, že

β
(k)
k−l = 0 pro l ≥ n, tj.

obecně β
(k)
k 6= 0, β

(k)
k−1 6= 0, ... , β

(k)
k−n+1 6= 0; ale β

(k)
k−n = 0, β

(k)
k−n−1 = 0, ...

To tedy znamená, že v rovnici (2.8) napsané ve tvaru

pk+1 = rk+1 +
s∑

j=0

β
(k)
k−jpk−j

se pod sumou sč́ıtaj́ı všechny obecně nenulové členy, jakmile s ≥ n− 1.
Z předpokladu M0 = M1 dále plyne, že matice Λ(k) definovaná vztahem (2.7) má strukturu
uvedenou na začátku této podkapitoly. Odtud proto plyne, že

α
(k)
k−j = 0, j = 1, 2, ..., tk − 1 a α

(k)
k > 0.

Podle předpokladu nulovosti
”
kontrolńıho členu“ je dále α

(k)
k−tk

= 0, nebot’ směry pk−tk

se konstruuj́ı AT A-ortogonálně, vztah (2.9), a nemohou tedy být nulové. Odtud rovnice
(2.2) źıská tvar

xk+1 = xk + α
(k)
k pk.

T́ım jsme dokázali, že algoritmus metody GCG-LS je identický s useknutým algoritmem
metody GCG-LS(s) pro s ≥ n− 1. 2

Na závěr můžeme useknutý algoritmus za předpoklad̊u věty 2.4 zkompletovat.

Algoritmus 2.3
Zvoĺıme x0 libovolně, s ≥ 0.
Spočteme r0 = f − Ax0.
Polož́ıme p0 = Q−1

2 Q−1
1 r0.

Pro k = 0, 1, 2, ... provedeme

α
(k)
k =

(Q−1
1 rk,Q−1

1 Apk)0

(Q−1
1 Apk,Q−1

1 Apk)0

xk+1 = xk + α
(k)
k pk

rk+1 = rk − α
(k)
k Apk

β
(k)
k−l = − (Q−1

1 AQ−1
2 Q−1

1 rk+1,Q−1
1 Apk−l)0

(Q−1
1 Apk−l,Q

−1
1 Apk−l)0

, l = 0, ..., s

pk+1 = Q−1
2 Q−1

1 rk+1 +
∑s

j=0 β
(k)
k−jpk−j

Konec cyklu pro k.
Konec Algoritmu.

Metodu danou t́ımto algoritmem nazveme
”
zobecněná metoda sdružených gradient̊u

ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u (GCG-LS(s)) s předpodmı́něńım“, která je pro
M0 = M1, M0-normálńı matici A a pro s ≥ n− 1 identická s plnou verźı této metody, tj.
pro tk = k v algoritmu 2.2, pokud je

”
kontrolńı člen“ α

(k)
k−tk

pk−tk nulový.
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Kapitola 3

Metoda GMRES

V této kapitole předvedeme iteračńı metodu pro řešeńı lineárńıch systémů

Ax = f,(3.1)

která v každém kroku minimalizuje normu residua přes nějaký Krylov̊uv podprostor Ki.
Zaj́ımavé je to, že touto metodou můžeme dostat řešeńı, i když má matice A indefinitńı
symetrickou část M .

3.1 Úvod

Metoda GMRES využ́ıvá Arnoldiho proces generováńı ortonormálńıch vektor̊u. Stejně
jako např. u metod GCR nebo Orthodir si vezmeme Krylov̊uv podprostor Ki(r0, A) a po-
moćı Arnoldiho algoritmu najdeme ortonormálńı bázi prostoru Ki. Tento proces vytvář́ı
matici koeficient̊u Hi, která je v horńım Hessenbergově tvaru. Saad a Schultz (viz [Saad 2])
položili novou aproximaci xi jako lineárńı kombinaci vygenerované ortonormálńı báze plus
počátečńı přibĺıžeńı x0 a ukázali, že minimalizace normy residua záviśı na matici koefi-
cient̊u Hi. Použit́ım Givensových matic elementárńıch rotaćı se matice Hi převede na
trojúhelńıkovou matici, ze které již snadným zp̊usobem źıskáme takovou lineárńı kom-
binaci Arnoldiho ortonormálńıch vektor̊u, že norma residua př́ıslušné aproximace xi je
minimalizována přes Krylov̊uv prostor Ki.

Právě popsaná metoda GMRES (Generalized Minimal Residual method, tj. zobecněná
metoda minimálńıch residúı, poznamenáváme, že nejde o zobecněńı Algoritmu 1.6, jedná
se pouze o čistou podobnost názv̊u) poč́ıtá řešeńı i v př́ıpadě indefinitńı symetrické části
M a je teoreticky ekvivalentńı s metodami GCR a Orthodir, ale na rozd́ıl od nich se
nemuśı zhroutit právě pro systémy, ve kterých má matice A indefinitńı symetrickou část.
Metoda Orthodir se sice také nemuśı zhroutit, ale je numericky méně stabilńı než např.
metoda GCR, u které je velké nebezpeč́ı zhrouceńı.
Př́ıklad: Mějme systém dvou lineárńıch rovnic pro dvě neznámé Ax = f , kde

A =

(
0 1
−1 0

)
, f =

(
0
0

)

a položme x0 = (1, 1)T . Přesné řešeńı je x? = (0, 0)T . Zkusme ho naj́ıt metodou GCR.
Vezměme si proto Algoritmus 1.2 a poč́ıtejme:
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• 1.krok: i = 0:

x0 = (1, 1)T , r0 = f − Ax0 = (−1, 1)T , p0 = r0 = (−1, 1)T

α0 =
(r0, Ap0)

(Ap0, Ap0)
= 0, x1 = x0 = (1, 1)T , r1 = r0 = (−1, 1)T

β
(0)
0 = − (Ar1, Ap0)

(Ap0, Ap0)
= −1, p1 = r1 + β

(0)
0 p0 = (0, 0)T

• 2.krok: i = 1: Při výpočtu α1 = (r1,Ap1)
(Ap1,Ap1)

docháźı k děleńı nulou a tud́ıž ke zhrouceńı

algoritmu. Symetrická část M = (A+AT )
2

matice A je nulová matice, neńı tedy posi-
tivně definitńı.

Na tomto př́ıkladu systému s indefinitńı symetrickou část́ı vid́ıme, že se metoda GCR
zhroutila. Jak uvid́ıme později, metoda GMRES však najde přesné řešeńı.

3.2 Algoritmus

Nejprve vytvoř́ıme ortonormálńı bázi (v1, ..., vi) v Krylovově podprostoru Ki(A, r0) =
sp(r0, Ar0, ..., A

i−1r0). Aproximace xi se pak voĺı tak, aby platilo

xi = arg
x∈Ki

min ‖ f − Ax ‖,(3.2)

tj. xi bude lineárńı kombinaćı vektor̊u v1, ..., vi. Pro výpočet těchto vektor̊u se použ́ıvá
Arnoldiho algoritmus. V části 1.2.3 jsme ukázali, jak tento algoritmus vypadá.

Algoritmus 3.1
Zvoĺıme v1, kde ‖ v1 ‖ = 1.
Pro i = 1, 2, ... provedeme

hj,i = (Avi, vj), j = 1, 2, ..., i

w = Avi −
∑i

j=1 hj,ivj

hi+1,i = ‖ w ‖
vi+1 = w

hi+1,i

Konec cyklu pro i.
Konec Algoritmu.

Tento proces, který generuje ortonormálńı vektory, se nazývá
”
Arnoldiho algoritmus“.

Maticový zápis Arnoldiho procesu vypadá takto:

AVi = Vi+1H̄i,(3.3)

kde

H̄i =




h1,1 h1,2 . . . h1,i

h2,1 h2,2 . . . h2,i

h3,2 . . . h3,i

. . .
...

hi+1,i




a Vi = (v1, ..., vi).
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Důkaz je proveden v části 1.2.3.
Aproximaci xi polož́ıme jako lineárńı kombinaci vektor̊u v1, .., vi, tedy

xi = x0 + Viyi,

kde yi ∈ Ri a polož́ıme-li

v1 =
r0

‖ r0 ‖ , ξ := ‖ r0 ‖, e1 = (1, 0, ..., 0)T ,

pak můžeme upravit minimalizačńı podmı́nku (3.2) takto:

‖ f − Axi ‖ = ‖ f − A(x0 + Viyi) ‖ = ‖ r0 − AViyi ‖ =

= ‖ (‖ r0 ‖ ·v1)− Vi+1H̄iyi ‖ = ‖ ξVi+1e1 − Vi+1H̄iyi ‖ =

= ‖ Vi+1(ξe1 − H̄iyi) ‖,

neboli zkráceně

‖ f − Axi ‖ = ‖ Vi+1(ξe1 − H̄iyi) ‖ = ‖ ξe1 − H̄iyi ‖,(3.4)

protože obecně plat́ı

‖ V u ‖2 = (V u, V u) = (V T V u, u) = (u, u) = ‖ u ‖2 ⇒ ‖ V u ‖ = ‖ u ‖

pro ortonormálńı matici V a libovolný vektor u. Vid́ıme, že aproximaci xi metody GM-
RES, která splňuje (3.2), lze spoč́ıtat ze soustavy

xi = x0 + Viyi,(3.5)

kde pro yi plat́ı
yi = arg

y∈Ri

min ‖ ξe1 − H̄iy ‖ .(3.6)

Algoritmus metody GMRES je tedy sestaven z Arnoldiho metody, tj. z algoritmu 3.1
a vztah̊u (3.5) a (3.6).
Nyńı použijeme předpodmı́něńı. Řeš́ıme lineárńı systém

Ãx̃ = f̃ , kde Ã = Q−1
1 AQ−1

2 , x̃ = Q2x, f̃ = Q−1
1 f.

Z p̊uvodńıho algoritmu metody GMRES lze stejně jako v kapitole 1. u metody GCR
odvodit algoritmus s předpodmı́něńım, kde definujeme η = ξ̃ = ‖ Q−1

1 r0 ‖.
Polož́ıme-li Q1 = Q2 = I, dostaneme algoritmus bez předpodmı́něńı, polož́ıme-li Q1 = I,
dostaneme algoritmus s pravým předpodmı́něńım a konečně pro Q2 = I máme algoritmus
s levým předpodmı́něńım.

Algoritmus 3.2
Zvoĺıme x0.
Spočteme r0 = f − Ax0.

Polož́ıme v1 =
Q−1

1 r0

‖Q−1
1 r0‖ .

Pro i = 1, 2, ... provedeme
hj,i = (Q−1

1 AQ−1
2 vi, vj), j = 1, 2, ..., i
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w = Q−1
1 AQ−1

2 vi −
∑i

j=1 hj,ivj

hi+1,i = ‖ w ‖
vi+1 = w

hi+1,i

xi = x0 + Q−1
2 Viyi, kde

yi = arg
y∈Ri min ‖ ηe1 − H̄iy ‖

ri = f − Axi

Konec cyklu pro i.
Konec Algoritmu.

Metoda vycházej́ıćı z tohoto algoritmu se nazývá
”
zobecněná metoda minimálńıch

residúı - GMRES (Generalized Minimal Residual method) s předpodmı́něńım“.
Aproximace xi nemuśıme poč́ıtat v každém kroku, ale např́ıklad po každých l kroćıch,

kde l > 0. To znamená, že spoč́ıtáme l vektor̊u vi, i = 1, ..., l a teprve potom př́ıslušnou
aproximaci xi a residuum ri. Bude-li norma tohoto residua ‖ ri ‖ < ε, pak můžeme
proces ukončit, v opačném př́ıpadě pokračujeme ve výpočtu, tj. opět napoč́ıtáme l vektor̊u
vi, i = l + 1, ..., 2l a poté zkoumáme residuum.

Stejně jako u jiných metod, také zde můžeme algoritmus restartovat po každých k
kroćıch, kde k je nějaký pevný celoč́ıselný parametr. U nerestartované verze s rostoućım i
roste počet vektor̊u potřebných k uložeńı do paměti. Proto lze použ́ıt restartovanou verzi,
která tuto pot́ıž odstraňuje.

Algoritmus 3.3
Zvoĺıme x0.
Spočteme r0 = f − Ax0.

Polož́ıme v1 =
Q−1

1 r0

‖Q−1
1 r0‖ .

100: Pro i = 1, 2, ..., k provedeme
hj,i = (Q−1

1 AQ−1
2 vi, Q2vj), j = 1, 2, ..., i

w = Q−1
1 AQ−1

2 vi −
∑i

j=1 hj,ivj

hi+1,i = ‖ w ‖
vi+1 = w

hi+1,i

xi = x0 + Viyi, kde
yi = arg

y∈Ri min ‖ ηe1 − H̄iy ‖ .

ri = f − Axi

Konec cyklu pro i.
Je-li i = k, pak

x0 := xk

v1 :=
Q−1

1 ri

‖Q−1
1 ri‖

i = 0
Návrat na 100.

Konec Algoritmu.

Metodu vycházej́ıćı z tohoto restartovaného algoritmu nazýveme
”
GMRES(k)“.

Opět můžeme poč́ıtat residuum pouze po každých l kroćıch, stejně jako u nerestartované
verze.
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Nyńı se budeme zabývat řešeńım problému (3.6). Abychom mohli takový vektor yi

určit, převedeme matici H̄i na trojúhelńıkovou matici pomoćı matic rotaćı. Bud’ tedy

H̄i =




h1,1 h1,2 . . . h1,i

h2,1 h2,2 . . . h2,i

h3,2 . . . h3,i

. . .
...

hi+1,i




Abychom dostali horńı trojúhelńıkovou matici, budeme postupně anulovat poddiagonálu
matice H̄i. Začneme anulaćı prvku na pozici (2,1). Necht’

P̄1 =




c1 s1

−s1 c1

1
. . .

1




je prvńı matice rotace, kde obecně

ci = cos(θi), si = sin(θi) a θi je úhel rotace.

Násobme

P̄1 · H̄i =




c1 s1

−s1 c1

1
. . .

1



·




h1,1 h1,2 . . . h1,i

h2,1 h2,2 . . . h2,i

h3,2 . . . h3,i

. . .
...

hi+1,i




=

=




c1h1,1 + s1h2,1 c1h1,2 + s1h2,2 . . .
−s1h1,1 + c1h2,1 −s1h1,2 + c1h2,2 . . .

h3,2 . . .
. . .




Ted’ chceme, aby −s1h1,1 + c1h2,1 = 0, a protože rovněž chceme, aby matice P̄i byla
ortonormálńı, bude platit s2

1 +c2
1 = 1. Źıskáváme soustavu dvou rovnic o dvou neznámých

s1 a c1, kterou vyřeš́ıme a dostaneme řešeńı:

c1 =
h1,1√

h2
1,1 + h2

2,1

, s1 =
h2,1√

h2
1,1 + h2

2,1

.

Dosad́ıme do matice P̄i a źıskáme obecně takovouto matici:

P̄1 · H̄i =




r1,1 r1,2 r1,3 . . .
0 r̂2,2 r̂2,3 . . .

h3,2 h3,3 . . .
h4,3 . . .

. . .




79



kde
r1,1 = c1h1,1 + s1h2,1, r1,2 = c1h1,2 + s1h2,2, r1,3 = . . . , atd.;

r̂2,2 = −s1h1,2 + c1h2,2, r̂2,3 = . . . , atd.

Dále budeme anulovat prvek na pozici (3,2). Necht’

P̄2 =




1
c1 s1

−s1 c1

1
. . .

1




je daľśı, druhá matice rotace. Pak

P̄2 · (P̄1 · H̄i) =




1
c1 s1

−s1 c1

1
. . .

1



·




r1,1 r1,2 . . . . . . . . .
0 r̂2,2 . . . . . . . . .

h3,2 . . . . . . . . .
. . .

. . .
. . .




=

=




r1,1 r1,2 . . .
0 c2r̂2,2 + s2h3,2 . . .

−s2r̂2,2 + c2h3,2 . . .
. . .




Vyřeš́ıme soustavu dvou rovnic o dvou neznámých −s2r̂2,2 + c2h3,2 = 0 a s2
2 + c2

2 = 1 a
dostaneme řešeńı

c2 =
r̂2,2√

r̂2
2,2 + h2

3,2

, s2 =
h3,2√

r̂2
2,2 + h2

3,2

.

Dosad́ıme a źıskáme takovouto matici:

P̄2 · (P̄1 · H̄i) =




r1,1 r1,2 r1,3 . . .
0 r2,2 r2,2 . . .

0 r̂3,3 . . .
h4,3 . . .

. . .




kde prvńı řádek z̊ustává beze změny a změńı se jen druhý řádek:

r2,2 = c2r̂2,2 + s2h3,2, r2,3 = . . . , atd.

Takto pokračujeme dále až do indexu i. Označ́ıme

Pi = P̄i · P̄i−1 · . . . · P̄2 · P̄1
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jako součin Givensových matic elementárńıch rotaćı. Pak

Pi · (H̄iyi) =




r1,1 r1,2 . . . r1,i

0 r2,2 . . . r2,i
...

. . .
...

... ri,i

0 . . . . . . 0



· yi =

(
Ri

0

)
· yi,(3.7)

kde Ri je zmı́něná horńı trojúhelńıková matice s prvky rk,l.
Pravou stranu výrazu (3.6) muśıme rovněž vynásobit matićı Pi a dostaneme

Pi · (ξe1) = ξ · (P̄i · . . . · P̄1) · e1 =

= ξ · P̄i · . . . · P̄2 ·




c1 s1

−s1 c1

1
. . .

1



·




1
0
...
...
0




=

= ξ · P̄i · . . . · P̄2 ·




c1

−s1

0
...
0




=

= ξ · P̄i · . . . · P̄3 ·




1
c2 s2

−s2 c2

1
. . .

1



·




c1

−s1

0
...
...
0




=

= ξ · P̄i · . . . · P̄3 ·




c1

−s1c2

s1s2

0
...
0




= ... =




g1

g2
...
gi

ḡi+1




=

(
g(i)

ḡi+1

)
,

tj.

Pi · (ξe1) =

(
g(i)

ḡi+1

)
,(3.8)

kde g(i) ∈ Ri je vektor o složkách (g1, ..., gi), které źıskáme po celkovém vynásobeńı.
Tedy minimalizačńı podmı́nka (3.6) vypadá takto:

yi = arg
y∈Ri

min ‖ ξe1 − H̄iy ‖ = arg
y∈Ri

min ‖ Pi(ξe1 − H̄iy) ‖ =

= arg
y∈Ri

min ‖
(

g(i)

ḡi+1

)
−

(
Ri

0

)
· y ‖,
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tedy zkráceně

yi = arg
y∈Ri

min ‖
(

g(i)

ḡi+1

)
−

(
Ri

0

)
· y ‖ .(3.9)

Matice Pi je ortonormálńı, lze ji tedy v normě přidat. Protože Ri je trojúhelńıková
regulárńı matice, plat́ı

g(i) −Riyi = 0(3.10)

a použijeme-li vztah (3.4) pro vyjádřeńı normy residua, dostaneme

‖ ri ‖ = ‖ f − Axi ‖ = ‖ ξe1 − H̄iyi ‖ = ‖
(

g(i) −Riyi

ḡi+1

)
‖ = |ḡi+1|.

Č́ısla |ḡi+1| jsou tedy normy residúı ri pro i = 1, 2, .... Jakmile metoda GMRES źıská
dostatečně malé residuum, tj. |ḡi+1| ≤ ε, můžeme proces ukončit a položit

xi = x0 + Viyi, kde Riyi = g(i).

Pod́ıvejme se na předpodmı́něńı. Ovlnkujeme-li výše uvedené vztahy, dostaneme algorit-
mus s předpodmı́něńım. V př́ıpadě předpodmı́něńı zprava nedocháźı k ničemu zvláštńımu,
ale uvažujeme-li předpodmı́něńı zleva, pak č́ısla |ḡi+1| nejsou normy residúı ‖ ri ‖ , nýbrž
normy ‖ Q−1

1 ri ‖ . Chceme-li tedy testovat, zda norma residua ‖ ri ‖ < ε, muśıme provést
operaci nav́ıc. Bud’ tuto normu odhadneme, tj. testujeme

‖ Q1 ‖ · |ḡi+1| ≤ ε,

protože
‖ ri ‖ = ‖ Q1Q

−1
1 ri ‖ ≤ ‖ Q1 ‖ · ‖ Q−1

1 ri ‖ ≤ ‖ Q1 ‖ ·|ḡi+1| ≤ ε;

nebo v každém kroku vypoč́ıtáme aproximaci xi a testujeme normu př́ıslušného residua
ri podle vztahu ‖ ri ‖ = ‖ f − Axi ‖.

Můžeme tedy předvést jiný zápis algoritmu metody GMRES.

Algoritmus 3.4
Zvoĺıme x0.
Spočteme r0 = f − Ax0.

Polož́ıme v1 =
Q−1

1 r0

‖Q−1
1 r0‖ .

Polož́ıme ḡ1 = ‖ Q−1
1 r0 ‖.

Pro i = 1, 2, ..., N provedeme
ζ1,i = (Q−1

1 AQ−1
2 vi, v1)

hj,i = (Q−1
1 AQ−1

2 vi, vj), j = 1, 2, ..., i

w = Q−1
1 AQ−1

2 vi −
∑i

j=1 hj,ivj

hi+1,i = ‖ w ‖
vi+1 = w

hi+1,i

Pro j = 2, ..., i provedeme
rj−1,i = cj−1ζj−1,i + sj−1hj,i

ζj,i = −sj−1ζj−1,i + cj−1hj,i

ri,i =
√

ζ2
i,i + h2

i+1,i

ci =
ζi,i

ri,i
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si =
hi+1,i

ri,i

gi = ciḡi

ḡi+1 = −siḡi

Př́ıpad Q1 = I:
Je-li |ḡi+1| ≤ ε, pak

Riyi = g(i)

xi = x0 + Q−1
2 Viyi a STOP

Př́ıpad Q1 6= I:
Bud’

Je-li ‖ Q1 ‖ · |ḡi+1| ≤ ε, pak
Riyi = g(i)

xi = x0 + Q−1
2 Viyi a STOP

Nebo
Riyi = g(i)

xi = x0 + Q−1
2 Viyi

ri = f − Axi

Je-li ‖ ri ‖ < ε, pak STOP.
Konec cyklu pro i.

Konec Algoritmu.

Algoritmus vycházej́ıćı z této metody se nazývá
”
GMRES“ určený matićı A a vektorem

f .
Na závěr uděláme malou poznámku, jak lze alternativně spoč́ıtat nové koeficienty hj,i,

j = 1, ..., i + 1 a vektory residúı ri. Vyjdeme z Arnoldiho metody, tedy z Algoritmu 3.1.

• Prvńı i koeficienty hj,i spoč́ıtáme podle definice:

hj,i = (Avi, vj), j = 1, 2, ..., i;

respektive
hj,i = (Q−1

1 AQ−1
2 vi, vj), j = 1, 2, ..., i.

• Posledńı koeficient hi+1,i spoč́ıtáme podle definice a ortogonality vektor̊u vi:

h2
i+1,i = ‖ Avi −

i∑
j=1

hj,ivj ‖2 = (Avi −
i∑

j=1

hj,ivj, Avi −
i∑

j=1

hj,ivj) =

= ‖ Avi ‖2 − 2 · (Avi,

i∑
j=1

hj,ivj) + ‖
i∑

j=1

hj,ivj ‖2 =

= ‖ Avi ‖2 − 2 ·
i∑

j=1

h2
j,i + ‖

i∑
j=1

hj,ivj ‖2 = ‖ Avi ‖2 −
i∑

j=1

h2
j,i,

nebot’ ‖ vj ‖ = 1 ∀j;
respektive

h2
i+1,i = ‖ Q−1

1 AQ−1
2 vi ‖2 −

i∑
j=1

h2
j,i.
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• Vektory residúı ri spočteme z vektor̊u vj, j = 1, ..., i a z Avi. Ze vztahu (3.4) lze
residua vyjádřit jako

ri = Vi+1(ξe1 − H̄iyi).

Definujeme-li

t = (t1, t2, ..., ti+1)
T = ξe1 − H̄iyi, kde ξ = ‖ r0 ‖,

pak

ri = (
i∑

j=1

tjvj) + ti+1vi+1 = (
i∑

j=1

tjvj) + ti+1 ·
Avi −

∑i
j=1 hj,ivj

hi+1,i

=

=
ti+1

hi+1,i

Avi +
i∑

j=1

(tj − ti+1 · hj,i

hi+1,i

)vj.

Obdobně definujeme-li

T = (T1, T2, ..., Ti+1)
T = ηe1 − H̄iyi, kde η = ‖ Q−1

1 r0 ‖,
pak

ri =
Ti+1

hi+1,i

Q−1
1 AQ−1

2 vi +
i∑

j=1

(Tj − Ti+1 · hj,i

hi+1,i

)vj.

• Residua ri lze také poč́ıtat rekurentně. Ze vztah̊u (3.5) a (3.3) plyne, že

ri = r0 − AViyi = ξv1 − Vi+1H̄iyi = Vi+1(ξe1 − H̄iyi).

Dále ze vztahu (3.10) vid́ıme, že

yi = R−1
i g(i)

a ze vztahu (3.7), že

H̄i = P T
i ·

(
Ri

0

)
,

nebot’ matice Pi je ortonormálńı a tud́ıž P−1
i = P T

i . Odtud

ri = Vi+1(ξe1 − P T
i ·

(
Ri

0

)
·R−1

i g(i)) = Vi+1(ξe1 − P T
i ·

(
g(i)

0

)
).

Vztah (3.8) uprav́ıme takto:

ξe1 = P T
i ·

(
g(i)

ḡi+1

)
= P T

i ·
(

g(i)

0

)
+ P T

i · ei+1 · ḡi+1.

Z toho plyne, že
ri = Vi+1 · P T

i · ei+1 · ḡi+1.(3.11)

Pro matice Pi plat́ı následuj́ıćı vztah:

Pi = P̄i · P̄i−1 · . . . · P̄1 = P̄i ·
(

Pi−1 o
oT 1

)
=




Ii−1 o o
oT ci si

oT −si ci


 ·

(
Pi−1 o
oT 1

)
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=⇒

P T
i =

(
P T

i−1 o
oT 1

)
·



Ii−1 o o
oT ci −si

oT si ci




Proto

ri = (Vi, vi+1) ·
(

P T
i−1 o
oT 1

)
·



Ii−1 o o
oT ci −si

oT si ci


 ·

(
o

ḡi+1

)
=

= −ViP
T
i−1eisiḡi+1 + vi+1ciḡi+1 = ViP

T
i−1eis

2
i ḡi + vi+1ciḡi+1,

protože ḡi+1 = −siḡi.
Podle rovnosti (3.11) nakonec dostaneme rovnost

ri = ri−1s
2
i + vi+1ciḡi+1, kde ḡ1 = ‖ r0 ‖,

která v předpodmı́něném př́ıpadě źıská tvar

ri = ri−1s
2
i + Q1vi+1ciḡi+1, kde ḡ1 = ‖ Q−1

1 r0 ‖,(3.12)

což je hledaná rekurence.

3.3 Teoretická analýza

U iteračńıch algoritmů vyvstává často otázka, zda se mohou zhroutit. Jak jsme mohli
vidět, metoda GCR se může zhroutit pro problémy, ve kterých neńı matice A kladná
reálná, tzn. že jej́ı symetrická část M neńı positivně definitńı. V této části ukážeme,
že metoda GMRES se nemůže zhroutit bez ohledu na positivnost matice M , protože
předpoklad pozitivnosti nebudeme nikde potřebovat.

Nejprve předpokládejme, že lze zkonstruovat prvńıch i Arnoldiho vektor̊u. To nastane
v př́ıpadě, že hj,j−1 6= 0, j = 2, ..., i, jak je vidět z algoritmu 3.1. Necht’ tedy hj,j−1 6= 0.
To znamená, že z konstrukce matice Rj−1 plyne, že diagonálńı prvek rj−1,j−1 splňuje (viz
Algoritmus 3.4):

rj−1,j−1 =
√

ζ2
j−1,j−1 + h2

j,j−1 > 0.

Diagonálńı prvky výsledné matice Ri se tedy neanuluj́ı, což znamená, že problém nej-
menš́ıch čtverc̊u (3.6), který je roven problému (3.9), lze vždy vyřešit. Algoritmus metody
GMRES se tedy nemůže zhroutit, jakmile hj,j−1 6= 0, j = 2, ..., i.

Nyńı předpokládejme, že hi+1,i = 0. Arnoldiho vektor vi+1 tedy nelze zkonstruovat.
Vı́me, že plat́ı vztah (3.3), který v př́ıpadě hi+1,i = 0 dostane tvar AVi = ViHi. Vid́ıme,
že matice A a Hi jsou podobné matice. Proto jestliže je matice A regulárńı, je regulárńı
také matice Hi. Uprav́ıme vztah (3.2). Vı́me, že xi = x0 + Viyi, kde yi splňuje podmı́nku
(3.6). Odtud

‖ f − Axi ‖ = ‖ f − A(x0 + Viyi) ‖ = ‖ r0 − AViyi ‖ = ‖ ξv1 − ViHiyi ‖ =

= ‖ Vi(ξe1 −Hiyi) ‖ = ‖ ξe1 −Hiyi ‖ .

Poněvadž je matice Hi čtvercová regulárńı, vypadá podmı́nka (3.6) jako yi = H−1
i ξe1.

Plat́ı tedy ‖ ri ‖ = 0 a tedy xi je přesné řešeńı. Odtud vid́ıme, že je-li hi+1,i = 0, pak xi

je již přesné řešeńı.
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Dále předpokládejme, že xi je přesné řešeńı a předchoźı xj, j = 1, ..., i − 1 nejsou.
Pak norma residúı ‖ rj ‖ 6= 0, j = 1, ..., i − 1, ale norma residua ‖ ri ‖ = |ḡi+1| = 0.
Podle sestaveńı algoritmu však plat́ı (viz Algoritmus 3.4) ḡi+1 = −siḡi = 0 a protože
|ḡi| = ‖ ri−1 ‖ 6= 0, muśı nutně platit si = 0. Ale

0 = si =
hi+1,i

ri,i

⇒ hi+1,i = 0

a z úvahy výše plyne, že algoritmus se zhrout́ı, nebot’ při výpočtu vi+1 dojde k děleńı
nulou.

Vrat’me se ještě k Arnoldiho procesu (Algoritmus 3.1) a označme

v̂i+1 = Avi −
i∑

j=1

hj,ivj, i = 1, 2, ...; v̂1 = v1.

Ukážeme, že podmı́nka v̂j 6= 0, j = 1, ..., i a v̂i+1 = 0 je ekvivalentńı vlastnosti, že stupeň
minimálńıho polynomu počátečńıho vektoru residua r0 = v1· ‖ r0 ‖ je roven i.
Předpokládejme nejprve, že tento stupeň je roven i. Pak tedy existuje polynom pi stupně
i takový, že

pi(A)v1 = 0

a i je nejnižš́ı stupeň, pro který to plat́ı. Proto jsou v Krylovově podprostoru

Ki+1(A, r0) = sp(r0, Ar0, ..., A
ir0) = sp(v1, v2..., vi+1) = sp(v1, Av1, ..., A

iv1) = Ki+1(A, v1)

vektory v1, Av1, ..., A
iv1 lineárně závislé a tud́ıž Ki+1 = Ki. Vektor v̂i+1, který patř́ı do

množiny Ki+1, nebot’ to je neznormovaný vektor vi+1, a je ortogonálńı na množinu Ki,
protože tak se tvoř́ı Arnoldiho vektory vj, je proto nulový vektor.
Kromě toho předpokládejme, že v̂j = 0 pro nějaké j = 1, ..., i. Potom existuje polynom
pj−1 stupně j − 1 takový, že v̂j = pj−1(A)v1 = 0 a to je ve sporu s definićı minimálńıho
polynomu pi vektoru v1, nebot’ i neńı nejmenš́ı č́ıslo takové, že plat́ı pi(A)v1 = 0.
K d̊ukazu opačné implikace předpokládejme, že

v̂j 6= 0, j = 1, ..., i a v̂i+1 = 0.

Pak existuje polynom pi stupně i takový, že pi(A)v1 = 0 a je to polynom nejnižš́ıho
stupně, pro který toto plat́ı. Opravdu, kdyby existovalo j < i takové, že pj(A)v1 = 0, pak
již v́ıme (viz úvaha výše), že v̂j+1 = 0 a to je spor, protože j + 1 ≤ i.

Dále poznamenáváme, že v̂i+1 = 0 implikuje, že (viz Algoritmus 3.1)

hi+1,i = ‖ v̂i+1 ‖ = 0

a naopak.
T́ım jsme dokázali tuto větu:

Věta 3.1: Následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:

1. Aproximace xi je přesné řešeńı.

2. Algoritmus se zhrout́ı v kroku i.

3. Č́ıslo hi+1,i = 0.
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4. Vektor v̂i+1 = 0.

5. Stupeň minimálńıho polynomu počátečńıho residua r0 je roven i.

Protože pro N-dimensionálńı systém Ax = f můžeme zkonstruovat maximálně N orto-
gonálńıch vektor̊u vi, plyne odsud ještě tato věta:
Věta 3.2: Metoda GMRES dává přesné řešeńı po nejvýše N iteraćıch.

Podle věty 3.1 vid́ıme, že se restartovaný algoritmus GMRES(k) nezhrout́ı, avšak ne
vždy konverguje. V př́ıpadě, že matice A má symetrickou část M positivně definitńı,
pak konverguje vždy, stejně jako metoda GCR(k), což jsou ekvivalentńı metody. Neńı-li
však matice M positivně definitńı, pak metoda GMRES(k) nemuśı konvergovat, zat́ımco
metoda GCR(k) se může dokonce zhroutit, jak jsme viděli výše.
Př́ıklad: Uvažujme opět jako v úvodu problém Ax = f , kde

A =

(
0 1
−1 0

)
, f =

(
0
0

)
, x0 =

(
1
1

)

a vezměme si metodu GMRES(1). Algoritmus 3.3 dává toto:

• r0 = f − Ax0 = (−1, 1)T , v1 = r0

‖r0‖ = 1√
2
(−1, 1)T

• h1,1 = (Av1, v1) = ( 1√
2
(1, 1)T , 1√

2
(−1, 1)T ) = 0, h2,1 = ‖ w ‖ = ‖ Av1−h1,1v1 ‖ = 1

• y1 = arg
y∈R1

min ‖ (e1 ‖ r0 ‖)−(h1,1, h2,1)
T y ‖ = arg

y∈R1
min ‖ (

√
2, 0)T−(0, 1)T y ‖

= arg
y∈R1

min
√

2 + y2 = 0

• x1 = x0 + v1y1 = x0 = (1, 1)T a restartujeme.

Vid́ıme, že GMRES(1) dává konstantńı posloupnost aproximaćı a proto nemůže konver-
govat. Uvažujeme-li však metodu GMRES(≥2), dostaneme přesné řešeńı ve druhé iteraci:

• v2 = w
h2,1

= Av1 = 1√
2
(1, 1)T

• h1,2 = (Av2, v1) = −1, h2,2 = (Av2, v2) = 0, h3,2 = ‖ w ‖ = ‖ Av2 − h1,2v1 ‖ = 0

• y2 = arg
y∈R2

min ‖ (e1 ‖ r0 ‖) −



h1,1 h1,2

h2,1 h2,2

h3,2


 · y ‖ = arg

y∈R2
min ‖



√

2
0
0


 −




0 −1
1 0

0


 ·

(
y(1)

y(2)

)
‖ = arg

y∈R2
min ‖ (

√
2 + y(2),−y(1), 0)T ‖ = (0,−√2)T

• x2 = x0 + (v1, v2) · y2 =

(
1
1

)
+ 1√

2
·
(−1 1

1 1

)
·
(

0
−√2

)
=

(
0
0

)
,

č́ımž źıskáváme přesné řešeńı. A protože je systém velikosti 2, dostali jsme ho skutečně
po nejvýše dvou iteraćıch. Vid́ıme tedy rozd́ıl mezi metodami GMRES a GCR v př́ıpadě
jednoho konkrétńıho systému s indefinitńı symetrickou část́ı M . Zat́ımco metoda GMRES
našla přesné řešeńı, tak metoda GCR se zhroutila, jak jsme ukázali v úvodu této kapitoly.

Nyńı předpokládejme, že Pk je prostor všech polynomů stupně nejvýše k a σ(A) je
spektrum matice A. Větu 1.4 pro metodu GCR lze přenést na metodu GMRES(k).
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Věta 3.3: Necht’ A je diagonalizovatelná tak, že A = XDX−1, kde X je regulárńı a D je
diagonálńı matice. Necht’ dále symetrická část M matice A je positivně definitńı a necht’

mi = min
pk∈Pk, pk(0)=1

max
λ∈σ(A)

|pk(λ)|.(3.13)

Pak norma residua źıskaná v k-tém kroku metody GMRES splňuje:

1.
‖ rk ‖ ≤ κ(X) ·mi· ‖ r0 ‖, kde κ(X) = ‖ X ‖ · ‖ X−1 ‖ .(3.14)

2.

‖ rk ‖ ≤
[
1− λmin(M)2

λmax(AT A)

]
· ‖ r0 ‖ .(3.15)

Pro lepš́ı přehlednost budeme psát všechny vztahy v nepředpodmı́něném tvaru, protože
je umı́me převést do tvar̊u s maticemi Q1 a Q2.

Věta 3.3 dokazuje konvergenci metody GMRES(k) pro každé k, pokud je M positivně
definitńı matice. Neńı-li však M positivně definitńı, tj. matice A neńı kladná reálná, má
tedy vlastńı č́ısla vlevo od imaginárńı osy, pak uprav́ıme vztah (3.13) a zavedeme horńı
odhad pro mi.
Věta 3.4: Necht’ má matice A právě l vlastńıch č́ısel λ1, λ2, ...λl, které maj́ı reálnou část
nekladnou. Necht’ zbylá vlastńı č́ısla jsou uzavřena v kruhu se středem C a poloměrem R,
kde C > R ≥ 0. Pak plat́ı:

mi ≤
(R

C

)k−l

· max
j=l+1,..,N

l∏
i=1

|λi − λj|
|λi| ≤

(D

d

)
·
(R

C

)k−l

,(3.16)

kde
D = max

i=1,...,l;j=l+1,...,N
|λi − λj| a d = min

i=1,...,l
|λi|.

Důkaz: Uvažujme tř́ıdu polynomů definovanou jako p(z) = r(z)q(z), kde

r(z) =
(
1− z

λ1

)
·
(
1− z

λ2

)
· . . . ·

(
1− z

λl

)

a q(z) je libovolný polynom stupně nejvýše k − l takový, že q(0) = 1.
Protože plat́ı p(0) = 1, p(λi) = 0, i = 1, ..., l a p(z) je polynom stupně nejvýše k, pak
dostáváme ze vztahu (3.13)

mi = max
j=l+1,...,N

|p(λj)| ≤ max
j=l+1,...,N

|r(λj)| · max
j=l+1,...,N

|q(λj)|

Dále vid́ıme, že

max
j=l+1,...,N

|r(λj)| = max
j=l+1,...,N

l∏
i=1

|λi − λj|
|λi| ≤

(D

d

)l

Kromě toho maximum |q(z)|, kde z ∈ U = {λj}j=l+1,...,N neńı větš́ı, než maximum |q(z)|
pro z patř́ıćı do kruhu, který množinu U uzav́ırá. Vezmeme proto polynom

q(z) =
(C − z

C

)k−l

,
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který nabývá maxima v absolutńı hodnotě pro z libovolně na hranici kruhu se středem C
a poloměrem R, tedy např. pro z = R + C a toto maximum je (R

C
)k−l. Tedy

mi ≤
(D

d

)l

·
(R

C

)k−l

,

což dává žádaný výsledek. 2

Jsou-li všechna vlastńı č́ısla matice A reálná, pak lze nerovnost (3.16) upravit takto:

mi ≤
(R

C

)k−l

· max
j=l+1,..,N

l∏
i=1

|λi − λj|
|λi| =

(R

C

)k−l

·
l∏

i=1

|λi − λN |
|λi| ,

kde λN je největš́ı vlastńı č́ıslo matice A.
Na závěr vyslov́ıme d̊usledek předchoźı věty, který nám dává správnou hodnotu k pro

restartovanou metodu GMRES(k), aby konvergovala.
Lemma 3.1: Necht’ jsou splněny předpoklady Vět 3.3 a 3.4. Pak restartovaná metoda
GMRES(k) konverguje pro libovolný počátečńı vektor x0, jestliže

k > l ·
log

(
D·C
d·R · κ(X)

1
l

)

log
(

C
R

)(3.17)

Důkaz: Vezmeme vztahy (3.14) a (3.16), dáme je dohromady a uprav́ıme je.

(D

d

)l

·
(R

C

)k−l

≥ mi ≥ ‖ rk ‖
‖ r0 ‖ ·

1

κ(X)
⇒ ‖ rk ‖

‖ r0 ‖ ≤
(D

d

)l

·
(R

C

)k−l

· κ(X)

Chceme, aby norma residúı klesala. Proto bude-li výraz vpravo menš́ı než 1, pak bude
menš́ı než 1 i pod́ıl norem residúı. Odtud spočteme k logaritmováńım celého výrazu a
úpravou logaritmů. Tedy

log{
(D

d

)l

·
(R

C

)k−l

· κ(X)} < log 1 = 0 ⇒

⇒ log{
(DC

dR

)l

· κ(X)}+ log{
(R

C

)k

} < 0 ⇒

⇒ l · log{DC

dR
· (κ(X))

1
l } < log{

(C

R

)k

} ⇒

⇒ k > l ·
log

(
D·C
d·R · κ(X)

1
l

)

log
(

C
R

) ,

nebot’ C > R a tud́ıž je logaritmus log(C
R
) > 0. Tento výsledek dává odhad pro k, i když

někdy může být nerozumný (č́ıslo κ(X) může být hodně velké). 2
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Kapitola 4

Numerické výsledky

V této kapitole vyzkouš́ıme výše uvedené metody na konkrétńım př́ıkladu. Vezmeme
si tři r̊uzně velké matice, na kterých budeme metody testovat. Z dosažených výsledk̊u
uděláme závěr.

4.1 Úvod

Uvažujme parciálńı diferenciálńı rovnici

−(Aux)x − (Buy)y + Cux + Duy + (Eu)x + (Fu)y + Gu = H na Ω(4.1)

s Dirichletovou okrajovou podmı́nkou

u/∂Ω = 0,(4.2)

kde Ω je jednotkový čtverec. Za koeficienty A až G zvoĺıme konstanty a předpokládáme, že
A > 0, B > 0, G > 0, tedy, že výše uvedená rovnice je eliptického typu. Funkci H zvoĺıme
nulovou. Provedeme standardńı pětibodovou konečnou diferenčńı aproximaci rovnice (4.1)
a obdrž́ıme obecně pětidiagonálńı nesymetrickou matici. Při volbě homogenńıch okra-
jových podmı́nek (4.2) a nulové pravé straně vyjde, že přesné řešeńı je nulové. Jako
počátečńı aproximaci jsme volili vektor x0 = (1, ..., 1)T a proces jsme ukončili, jakmile
norma residua nabyla hodnoty ‖ ri ‖ < 10−6. Postupně jsme na r̊uzně hustých śıt́ıch vy-
generovali tři r̊uzně velké matice o dimenźıch 900, 2500 a 4900 a pozorovali jsme chováńı
r̊uzných metod s i bez předpodmı́něńı (a to jak zprava, tak zleva). Pod pojmem menš́ı
soustavy budeme v této kapitole rozumnět soustavy dimenze 900, středně velká soustava
bude mı́t dimenzi 2500 a větš́ı soustava dimenzi 4900.

Algoritmy uvedené v kapitolách 1 až 3 lze programátorsky r̊uzně modifikovat. Uvažujme
např́ıklad metodu sdružených residúı. K výpočtu koeficient̊u β

(i)
j potřebujeme vektory

{Q−1
1 Apj}i

j=0, takže máme nyńı dvě možnosti:

• Bud’ uchovávat v paměti nejen vektory {pj}i
j=0, které potřebujeme k výpočtu nového

směru pi+1, ale také vektory {Q−1
1 Apj}i

j=0, které potřebujeme k výpočtu koeficient̊u

β
(i)
j . T́ım sice ušetř́ıme čas potřebný k výpočtu těchto vektor̊u v každé smyčce, ale

potřebujeme o to v́ıce paměti pro uložeńı větš́ıho množstv́ı vektor̊u, konkrétně dvě
dvourozměrná pole, která se s rostoućım i neustále zvětšuj́ı;
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• Nebo uchovávat pouze vektory {pj}i
j=0, a vektory {Q−1

1 Apj}i
j=0 poč́ıtat v každém

kroku. V tomto př́ıpadě bude výpočet pomaleǰśı, ale zato ušetř́ıme hodně paměti,
nebot’ nám bude stačit jen jedno dvourozměrné pole.

Dále můžeme volit při výpočtu aproximace xi:

• Bud’ poč́ıtat aproximace v každém kroku, to je vhodné třeba k źıskáváńı jej́ı normy,
pokud se chceme pod́ıvat na křivku velikosti chyby a známe přesné řešeńı;

• Nebo spoč́ıtat přibližné řešeńı xi až v momentě, jakmile bude norma residua menš́ı
než námi zadaná tolerance. V tomto př́ıpadě však muśıme uchovávat všechny koe-
ficienty α

(i)
j a konečná aproximace se spočte jako lineárńı kombinace všech vektor̊u

pj plus počátečńı přibĺıžeńı x0. V tomto př́ıpadě však nebudeme mı́t pr̊uběh grafu
normy chyby, ale jen velikost chyby posledńı aproximace.

Čas a pamět’ stoj́ı proti sobě. Abychom ušetřili pamět’ a výpočty měli obecně pokud
možno co nejrychleǰśı, tak se provád́ı usekáváńı algoritmu, č́ımž źıskáme tzv. algoritmus
Orthomin(k) nebo restartováńı, tj. algoritmus GCR(k).

Při testováńı jsme dále sledovali rychlost výpočtu jednotlivých metod a nakonec jsme
pozorovali, jak moc se lǐśı spočtené řešeńı od přesného řešeńı, které je nula, tj. zaj́ımala nás
‖ xi ‖. Pr̊uběh křivek těchto norem je podobný jako pr̊uběh křivek norem residúı, proto
znázorńıme pouze normy aproximaćı, které se u dané metody poč́ıtali jako posledńı, tj.
norma residua této posledńı aproximace je již menš́ı než zadané epsilon. Je to i z toho
d̊uvodu, že např. při použit́ı metody Orthores se aproximace xi nepoč́ıtaj́ı v každém
kroku, ale pouze na závěr (viz Algoritmus 1.18) a naopak použijeme-li např. metodu
Orthomin(k), pak aproximace xi můžeme, ale i nemuśıme poč́ıtat v každém kroku. Na
závěr si ale na jednom grafu ukážeme, jak vypadá celý pr̊uběh normy chyby pro největš́ı
uvažovanou matici pro r̊uzné metody.

Nyńı již přistouṕıme k testováńı jednotlivých metod.

4.2 Testováńı metod

Testy jsme provedli na poč́ıtači s procesorem Pentium 100 MHz a operačńı pamět́ı
16 Mb. Ke zkompilováńı programu jsme použili Microsoft Fortran PowerStation 4.0 pod
Windows 95.

Jak jsme již uvedli, budeme zkoumat tři r̊uzně velké matice, které jsou pětidiagonálńı
a vzniknou diskretizaćı výše uvedené diferenciálńı rovnice.

Nejprve se pod́ıváme na prvńı matici velikosti 900 krát 900 s koeficienty

A = 1.1, B = 0.9, C = D = 2, E = F = G = 1.

Začneme rychlost́ı výpočtu.
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GRAF 1: RYCHLOST METOD  (1)
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Vid́ıme, že r̊uzné metody poč́ıtaj́ı celkem rychle a to jak v př́ıpadě nepředpodmı́něného
systému, tak i pro systémy předpodmı́něné zleva a zprava. Vybrali jsme jen ty metody,
které byly u této matice nejlepš́ı. To znamená, že např. metody GCR(k) nebo MR poč́ıtali
o trochu pomaleji, než metody uvedené na grafu 1. Pod́ıvejme se na residua nejprve
v př́ıpadě nepředpodmı́něné soustavy.

GRAF 2: NORMA RESIDUÍ (1A)
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Na grafu 2 vid́ıme, že nejméně iteraćı k źıskáńı dostatečně malého residua potřebuje
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metoda Orthores, zat́ımco metody GMRES(20) a Orthomin(3) dávaj́ı až do 40. iterace
stejná residua. Podotýkáme, že u GMRES(k) jsme vyb́ırali restart tak, aby výsledná
metoda byla ze všech nejrychleǰśı. To nastalo pro k = 20. Obdobně useknut́ı u metody
Orthomin(k) bylo nejlepš́ı pro k = 3. Stejným zp̊usobem jsme hledali hodnoty k i u daľśıch
pokus̊u. Zkusme levé předpodmı́něńı.

GRAF 3: NORMA RESIDUÍ (1B)
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V tomto př́ıpadě je metoda Orthores pomaleǰśı, proto jsme ji nezařadili. U metody Or-
thomin(k) lze nyńı volit k = 2, stač́ı tedy o jeden vektor méně. Naopak rychleǰśı než
GMRES(20) je GMRES(25). Dále v grafu 3 vid́ıme, že k źıskáńı přesného řešeńı stač́ı
daleko méně iteraćı než v prvńım př́ıpadě, ovšem čas již o tolik rychleǰśı neńı. Nakonec se
pod́ıvejme na předpodmı́něńı zprava.
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GRAF 4: NORMA RESIDUÍ (1C)
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Zaj́ımavé je, že metody GMRES(30), Orthomin(3) a Axelsson(12) dávaj́ı až do 12. iterace
stejnou normu residúı, zat́ımco metoda Orthores se od nich lǐśı. Z časového srovnáńı je
patrné, že pouze metoda Axelsson(12) je trochu pomaleǰśı. Podotýkáme, že jakmile p̊ujde
řeč o metodě Axelsson(k) v této kapitole, bude to restartovaná verze a je to jen jiné
označeńı pro restartovanou metodu GCG-LS.

Dá se ř́ıci, že pro menš́ı matice jsou všechny metody spolehlivé, ne př́ılǐs pomalé a
předpodmı́něńı se ještě moc neprojevuje. Jedinou nespolehlivou metodou se ukázala být
metoda Orthodir(k) pro jakékoli hodnoty k, která se vždy zhroutila. Když jsme však
počátečńı přibĺıžeńı x0 zmenšili, tj. zvolili jsme x0 náhodně, jehož norma byla řádově
10−3, pak i tato metoda byla rychlá a spolehlivá. Ovšem pro ještě menš́ı matice dimenze
400 se tato metoda ukázala být dobrou a našla řešeńı za krátkou dobu pro jakékoli x0.
Nyńı si znázorńıme normu chyby.
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GRAF 5: VELIKOST CHYBY (1)
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Na tomto grafu je vidět, že všechny uvedené metody dávaj́ı dobré řešeńı, jehož norma
je malá a tud́ıž vektor přibližného řešeńı je bĺızko nulovému vektoru, který představuje
přesné řešeńı. Připomı́náme, že tyto normy jsou normy aproximaćı posledńı iterace.

Nyńı přejdeme k větš́ı matici velikosti 2500 krát 2500 s koeficienty

A = 1.1, B = 0.9, C = D = 1, E = F = 0, G = 1

a pod́ıváme se, jak jsou vybrané metody rychlé.

GRAF 6: RYCHLOST METOD (2)
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Zde již vid́ıme větš́ı rozd́ıl než u prvńı matice. Zvlášt’ předpodmı́něńı zprava se ukazuje
být velice rychlé. U předpodmı́něńı zleva zpomaluje výpočet velký počet násobeńı vek-
tor̊u matićı Q−1

1 . Těchto operaćı je daleko v́ıce, než v př́ıpadě násobeńı matićı Q−1
2

u předpodmı́něńı zprava. Proto je levé předpodmı́něńı pomaleǰśı než pravé.
Všimněme si hlavně u levého předpodmı́něńı na metodě GMRES(k), jak rychlost

výpočtu záviśı na restartu. Restartujeme-li př́ılǐs brzy, po pěti kroćıch, dostaneme přesné
řešeńı za dvojnásobnou dobu, než restartujeme-li po v́ıce (v tomto př́ıpadě po dvaceti)
kroćıch. Stejný problém, ale přesně naopak vid́ıme u metody Orthomin(k) při použit́ı
předpodmı́něńı zprava. Použijeme-li k výpočtu směru pi+1 pouze jeden předchoźı vektor
pi, dostaneme dvakrát rychleǰśı proces oproti př́ıpadu použit́ı deseti vektor̊u {pj}i

j=i−9.
Pod́ıvejme se na residua a zkusme nejprve systém bez předpodmı́něńı.

GRAF 7: NORMA RESIDUÍ (2A)
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Nejrychleǰśı metoda Orthomin(1) dá přesné řešeńı po nejv́ıce iteraćıch, zat́ımco u metody
Orthores je tomu naopak. Ostatńı metody jako např. Axelssonova metoda nebo restarto-
vaná GCR jsou pomaleǰśı a již se nehod́ı použ́ıt je na soustavu bez předpodmı́něńı. Nyńı
zkuśıme levé předpodmı́něńı.
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GRAF 8: NORMA RESIDUÍ (2B)
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Zde rovněž vid́ıme závislost na volbě restartu u metody GMRES. Restartujeme-li př́ılǐs
brzy, např. po pěti kroćıch, nejenže bude výpočet pomaleǰśı, ale bude potřeba i v́ıce iteraćı.
Zkusme předpodmı́něńı zprava.

GRAF 9: NORMA RESIDUÍ (2C)
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Metoda Orthomin(10) dává řešeńı po menš́ım počtu iteraćı, než Orthomin(1), ale je po-
maleǰśı. Důvodem je to, že použijeme-li v́ıce vektor̊u pj, než pouze jeden, dostaneme lepš́ı
směr pi+1 a t́ım aproximace xi+1 bude bĺıže přesnému řešeńı. Ovšem v každé smyčce se
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pracuje s deseti vektory a t́ım je výpočet pomaleǰśı z časového hlediska. Celkově můžeme
ř́ıci, že křivky norem residúı jsou přibližně stejné.

Všimněme si jenom nejjednodušš́ı metody, kterou jsme v této práci představili, a tou
je metoda MR, Algoritmus 1.6, u které jsme uvažovali předpodmı́něńı soustavy zprava.
Tato metoda je velice pomalá, jak vid́ıme na grafu 9, je dokonce pomaleǰśı než vybrané
metody bez předpodmı́něńı a potřebuje 553 iteraćı k tomu, abychom źıskali potřebně malé
residuum. Tuto metodu jsme uvedli jen pro představu, jak taková nejjednodušš́ı metoda
vypadá v praxi. Metoda MR je vlastě metoda Orthomin(0) nebo GCR(0).
Pod́ıvejme se na velikost chyby.

GRAF 10: VELIKOST CHYBY (2)
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Zde již vid́ıme větš́ı rozd́ıly oproti menš́ı soustavě. Velice malou chybu si udržela pouze
metoda Orthores, norma chyby je i zde řádově 10−6, ale u ostatńıch metod se norma chyby
pod tuto hranici nedostala. V př́ıpadě nejjednodušš́ı metody MR je tato norma dokonce
špatná. Na tomto grafu tedy vid́ıme, že nejrychleǰśı metody Orthomin(1) a GMRES(k)
pro k = 40, resp. k = 20, resp. k = 30 nemuśı dávat nejpřesněǰśı řešeńı. Naopak metoda
Orthores je sice trochu pomaleǰśı, ale dává docela přesnou aproximaci.

Nyńı přejdeme k největš́ı matici velikosti 4900 krát 4900 s koeficienty

A = B = C = D = 1, E = F = G = 0.

Zde jsou již větš́ı rozd́ıly.
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GRAF 11: RYCHLOST METOD (3)

20.93

30.24

59.53

10.72

20.23

44.12

54.13
68.79

8.899.1410.55
15.0415.12

0

10

20

30

40

50

60

70

O
R

T
H

O
R

E
S

G
M

R
E

S
(5

5)

O
R

T
H

O
M

IN
(1

)

O
R

T
H

O
R

E
S

G
C

R
(1

0)

A
X

E
L(

15
)

O
R

T
H

O
M

IN
(1

)

G
M

R
E

S
(1

5)

G
C

R
(1

5)

A
X

E
L(

15
)

G
M

R
E

S
(1

5)

O
R

T
H

O
M

IN
(1

)

O
R

T
H

O
R

E
S

metoda

sekundy

P-zprava

P-zleva

P-neprovedeno

Bez předpodmı́něńı jsou výpočty velmi pomalé. U ostatńıch metod je to ještě horš́ı.
V př́ıpadě levého předpodmı́něńı je rozd́ıl patrný u metody GMRES, u ostatńıch metod
převažuje počet násobeńı vektor̊u s matićı Q−1

1 a proto jsou časy přibližně stejné ve
srovnáńı se systémem bez předpodmı́něńı. Nejlépe obstálo předpodmı́něńı zprava, kde
bylo u většiny metod dosaženo dobrých výsledk̊u. Pod́ıvejme se tedy na křivky normy
residúı. Nejprve pro nepředpodmı́něnou soustavu.

GRAF 12: NORMA RESIDUÍ (3A)
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Stejně jako výše, i tady potřebovala nejméně iteraćı metoda Orthores. Všimněme si zde,
i na ostatńıch grafech, že pr̊uběh křivky Orthores je všude podobný, a to i vzhledem
k ostatńım metodám. Nyńı předpodmı́ńıme soustavu zleva.

GRAF 13: NORMA RESIDUÍ (3B)
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Metody GMRES(15) a Axelsson(15) dávaj́ı stejnou posloupnost residúı, avšak časově se
hodně lǐśı. Připojili jsme rovněž restartovanou metodu GCR(10), která však neńı př́ılǐs
rychlá na rozd́ıl od useknuté verze GCR, zvané Orthomin(k), jež se ukázala být jednou
z nejrychleǰśıch metod. Nejlepš́ı hodnotou pro metodu Orthomin(k) se opět ukázalo k = 1.
Pro větš́ı k již program pracuje s v́ıce vektory pj, a výpočet je tud́ıž pomaleǰśı.

Všechny čtyři metody dávaj́ı stejnou posloupnost residúı během prvńıch zhruba dvaceti
iteraćı. Lǐśı se pouze opět metoda Orthores, která je ovšem pomaleǰśı než v př́ıpadě
nepředpodmı́něné soustavy. Můžeme ř́ıci, že předpodmı́něńı zleva nedalo nejuspokojivěǰśı
výsledky z časového hlediska, ale co se týče počtu iteraćı, tak jasně předčilo systém bez
předpodmı́něńı. Pod́ıvejme se, jak to vypadá, když předpodmı́ńıme soustavu zprava.
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GRAF 14: NORMA RESIDUÍ (3C)
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Z grafu 14 je vidět, že tento zp̊usob předpodmı́něńı se jev́ı jako nejrychleǰśı. Metody
GMRES(k), Axelsson(k) a GCR(k) jsou nejrychleǰśı shodně pro k = 15 a dávaj́ı tud́ıž
stejnou posloupnost residúı. Srovnáme-li však časy mezi těmito třemi metodami dohro-
mady, zjist́ıme, že nejlépe na tom je metoda GMRES(15). Daľśı metoda Orthomin(1)
potřebovala stejně jako dř́ıve nejv́ıce iteraćı k źıskáńı potřebně malého residua. Totéž se
dá ř́ıci i o metodě Orthores, která opět potřebovala iteraćı nejméně.
Nejzaj́ımavěǰśı jsou výsledky srovnáńı normy chyby, jak uvid́ıme na následuj́ıćım grafu.

GRAF 15: VELIKOST CHYBY (3)
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Metody GMRES(15), Axelsson(15) a (u předpodmı́něńı zprava) GCR(15) dávali stejnou
posloupnost residúı, proto je stejná i chyba. Všimněme si hlavně rozd́ılu mezi normou
chyby metody Orthores a zbylými metodami, a to ve všech př́ıpadech předpodmı́něńı
systému (tj. 0, L, P). Kromě metody Orthores a eventuelně Orthomin(1) u předpodmı́něńı
zprava nedává žádná metoda uspokojivě přesné řešeńı. Pokud bychom chtěli doćılit menš́ı
chyby a tedy přesněǰśıho řešeńı, řekněme na úroveň metody Orthores, museli bychom
provést v́ıce iteraćı. T́ım se ovšem výpočet ještě zpomaĺı a zvětš́ı se rozd́ıl rychlosti výpočtu
a počtu iteraćı mezi těmito metodami a metodou Orthores. Mimo to, metoda Orthores
potřebuje nejméně iteraćı ve všech př́ıpadech předpodmı́něńı. Po této úvaze bychom mohli
dát metodě Orthores primát nejlepš́ı metody, protože se pro soustavu předpodmı́něnou
zprava ukázala být nejrychleǰśı, nejpřesněǰśı a spotřebovala nejméně iteraćı oproti os-
tatńım metodám a nav́ıc u této metody nemuśıme volit hodnotu k.

Nakonec se pro představu pod́ıvejme, jak v tomto př́ıpadě vypadaj́ı křivky velikosti
chyby. Zde uvid́ıme největš́ı rozd́ıly oproti ostatńım př́ıpad̊um. U každé metody se provedlo
tolik iteraćı, aby pro normu chyby platilo ‖ xi ‖ < 10−6. U metod Axelsson(k) a GCR(k)
jsme vzali jiné hodnoty k než 15, konkrétně 20, resp. 10, abychom viděli, jak moc se
odlǐsuj́ı.

GRAF 16: CHYBA METOD
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Protože počátečńı přibĺıžeńı je vektor x0 = (1, ..., 1)T , je jeho Eukleidovská norma rovna
70. Na grafu 16 vid́ıme, že skutečně velikost chyby u metody Orthores klesá velmi rychle,
zat́ımco u daľśıch metod je klesáńı pomaleǰśı. Nejjednodušš́ı metoda MR si i zde zachovává
lineárńı klesáńı stejně jako v př́ıpadě normy residua na grafu 9. Všimněme si, že velikost
chyby se dostala pod nulu až u 400. iterace. Norma residua je v tuto chv́ıli řádově 10−2.
Odtud je jasné, že tato metoda potřebuje ještě hodně moc iteraćı ke zkonvergováńı.

Dále si všimněme, že metoda Orhomin(1) zač́ıná po padesáti iteraćıch dávat vždy
konstantńı oblouk, který se zhušt’uje a metoda GCR(10) klesá téměř lineárně.

Poznamenáváme, že obdobný pr̊uběh grafu dostáváme i pro ostatńı př́ıpady uvedené
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výše, tj. pro matice dimenze 900 i 2500 a to jak bez předpodmı́něńı, tak i s oběma typy
předpodmı́něńı. Proto na grafech 5, 10 a 15 znázorňujeme pouze normy iteraćı, které se
poč́ıtaj́ı jako posledńı. Na grafu 16 pro největš́ı matici můžeme nejlépe vidět jednotlivé
rozd́ıly v pr̊uběhu křivek.

4.3 Závěr

Podobným zp̊usobem jako výše bychom mohli testovat metody na stále větš́ıch a větš́ıch
soustavách. Z uvedených graf̊u vid́ıme, že se metody chovaj́ı ve všech př́ıpadech podobně.
Řeš́ıme-li malou soustavu, vystač́ıme s jakoukoli metodou. Pro středně velké soustavy je
počet vhodných metod již omezen a pro větš́ı soustavy lze doporučit jen některé metody.
Řeš́ıme-li ještě větš́ı a větš́ı soustavy (dimenze 7225, 10000), pr̊uběh graf̊u je podobný,
avšak výpočty se č́ım dál v́ıce zpomaluj́ı.

Metoda Orthodir se hod́ı jen pro malé soustavy, pro středńı a větš́ı nastávaj́ı problémy,
pokud neńı počátečńı x0 bĺızko přesnému řešeńı. Pro metodu Orthomin(k) muśıme vždy
naj́ıt správnou hodnotu k, abychom měli výpočet co nejrychleǰśı. Pro středńı a větš́ı
soustavy jsme však zjistili, že stač́ı volit k = 1, pro větš́ı hodnoty k jsou výpočty poma-
leǰśı. Totéž plat́ı pro restartovanou metodu GMRES(k), kde ovšem jsou optimálńı hod-
noty k r̊uzné, podle toho, jak velkou soustavu řeš́ıme a z které strany ji předpodmı́ńıme.
U metody Orthores se žádné k nevoĺı, ale soustavu muśıme předpodmı́nit zprava (jinak
nedostaneme rychlé výsledky). V tomto př́ıpadě se tato metoda stává jednou z nejrych-
leǰśıch a nejpřesněǰśıch metod. Optimálńı hodnota k pro restartovanou metodu Axels-
son(k) se zvětšuje se zvětšováńım dimenze řešeného systému. Pro menš́ı soustavy je to
zhruba k = 12, pro větš́ı soustavy k = 15 a pro ještě větš́ı soustavy dimenze 7225 je
k = 20.

Bez předpodmı́něńı se daj́ı řešit jen velmi malé soustavy, použijeme-li předpodmı́něńı,
pak jasně nejlepš́ı je soustavu předpodmı́nit zprava, abychom dostali výsledky rychle a
spolehlivě. Počet násobeńı matićı Q−1

2 je méně než počet násobeńı matićı Q−1
1 , a proto je

předpodmı́něńı zprava rychleǰśı než zleva.
Na závěr řekneme, které metody vyšly z těchto pokus̊u nejlépe. Jsou to tyto metody:

• Orthomin(k) . . . algoritmus 1.5 , stač́ı k = 1 – rychlá metoda, potřebuje však v́ıce
iteraćı ke konvergenci a tento počet se zvyšuje s dimenźı řešeného systému;

• Orthores . . . algoritmus 1.18 – pro předpodmı́něńı zprava nejrychleǰśı metoda, která
spotřebuje nejméně iteraćı, pro zkonvergováńı nepotřebuje př́ılǐs zvětšovat počet
iteraćı s rostoućı dimenźı systémů, zřejmě v̊ubec nejlepš́ı metoda;

• Axelsson(k), restartovaná verze . . . algoritmus 2.2 – pro správné hodnoty k, zhruba
mezi 10 a 25 podle velikosti systému, źıskáváme sice pomaleǰśı, zato spolehlivou
metodu obdobně jako Orthomin(k);

• GMRES(k) . . . algoritmus 3.4 – pro r̊uzné hodnoty k však dostáváme r̊uzně rychlé
procesy s rozd́ılnými počty iteraćı a tyto rozd́ıly mohou být dost velké, pro optimálńı
k je to jedna z nejlepš́ıch metod.

T́ım jsme ukončili numerické experimenty a vyslovili zhodnoceńı.
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