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Uvod

Jednim ze zakladnich tkolu v numerické matematice je feSeni soustav linedrnich al-
gebraickych rovnic Az = f. Takové systémy vznikaji napf. pfi reSeni parcidlnich difer-
encialnich rovnic, at uZ metodou koneénych diferenci nebo metodou koneénych prvki,
anebo mohou vzniknout i pfi feSeni nelinedrnich rovnic. Algoritmy na feseni nelinearnich
rovnic vyzaduji obvykle opakované feseni linedrnich algebraickych rovnic (tj. v cyklu).
V této praci budeme predpokladat, ze matice soustavy je ¢tvercova, regularni a ze prava
strana je vektor a nikoli obdélnikova matice. Symetrii predpokldadat nebudeme a zamérime
se hlavné na feSeni soustav s nesymetrickou matici.

V zasadeé existuji dva pristupy k feseni soustav, a sice pfimé a iteracni postupy. Piimé
postupy vcéetné vsSech rozkladu jsou zalozeny na Gaussové eliminaci. V tomto pripadé
obdrzime feseni po konetném poctu aritmetickych operaci. V ptipadé iteracnich metod
sestrojujeme posloupnost vektoru, které konverguji k presnému feSeni soustavy. Primé
metody se pouzivaji hlavné v piipadech, ve kterych je fad matice maly a fesi se soustavy
s jednou matici pro vice pravych stran. S rozvojem rychlych poéitacu si postupné ziskaly
na popularité postupy iteracni, které se pouzivaji hlavné pro reseni fidkych a obsahlych
systému.

V roce 1952 Hestenes a Stiefel odvodili metodu sdruzenych gradientu pro feseni sous-
tavy linearnich rovnic se symetrickou a positivné definitni matici. I kdyz je tato metoda
takovou metodou, u které bychom meéli teoreticky obdrzet presné feseni po konecném
poctu kroku, ukézalo se v praxi, ze zejména pro Spatné podminéné systémy tomu tak
neni a z tohoto hlediska byla zafazovana i mezi iteracni metody. Plného zhodnoceni se
této metodé dostalo asi po dvaceti letech, kdy se pouzitim predpodminéni ukézala tato
metoda byt efektivni. Pak se odvodila celd fada postupu nejen pro symetrické, ale i pro
nesymetrické problémy. Obecné se témto postupum iika zobecnéné CG-metody.

V této préci se budeme zabyvat metodami, které studuji ruzné projekce na Krylovovy
podprostory. Cilem prace bude systematicky vyklad vSech znamych metod tohoto typu,
uvedeni algoritmt a zakladnich vlastnosti véetné numerickych testi. Pod pojmem ortog-
onalizacni metoda rozumime iterac¢ni metodu spliujici nasledujici relace, viz [Weiss].

Pro k > 1 sestrojujeme aproximace x; k presnému feSeni z* rovnice Ax = f ve tvaru

Tk € :ik + Span(Qk:ka,ku ey Qk:fl,k>7

kde
or <k, I€ Sp(.%'kfgk, ...,l‘k,l).

Vektory gx—;r € R" jsou dané sméry, které splnuji ortogonalni podminky
(Tks ZrGe—ix) = 0 proi = 1,..., oy,

kde Z; jsou pomocné regularni ortogonaliza¢ni matice a r, = f — Axy je residuum.



Mezi nejpopularnéjsi ortogonaliza¢ni metody patii metody Krylovovych podprostoru
(Krylov subspace methods), které vychazeji z predpokladu, ze

Qrin € Kp_i(B,2) = sp(2,Bz,...,B¥"2) a &y = v4_,,, kde BER"™ ™ a z € R™.

Je-li B = A a z = ryp, pak mluvime o sdruzenych metodach Krylovova podprostoru
(Conjugate Krylov subspace methods).
Na zacatek uvedeme oznaceni, které budeme v této praci pouzivat. Je-li v € R", v # 0,
pak prostor
Ki(v, A) = (v, Av, ..., A" 1)

nazveme Krylovovym podprostorem generovanym matici A a vektorem v.
Oznacme

M = (A+ A")/2, resp. R = (A" — A)/2

symetrickou, resp. antisymetrickou ¢ast matice A. Predpokladejme navic, ze M je posi-
tivné definitni. Evidentné plati A= M — R a (y, Ry) = 0 Vy.

Symbol o(A) zna¢i mnozinu vlastnich ¢isel matice A a A\(A) je néjaké vlastni ¢islo
matice A. Je-li matice A symetricka, pak nejmensi, resp. nejvétsi vlastni ¢islo této mat-
ice ozna¢ime Ay , r€Sp. Amax. Symbolem p(A) oznacime spektralni polomér matice A,
pricemz plati p(A) = |Amax(A)|. Je-li A reguldrni, pak spektralni ¢islo podminénosti x(A)
matice A je definovdno vztahem r(A) := | A ||z - || A™' ||2 . Poznamendvdme, ze je-li
A symetrickd, pak k(A) = [Amax(A)|/[Amin(A)|. Déle ke kazdé matici existuje reguldrni
matice T tak, Ze plati J = T1AT, kde J je Jordantiv kanonicky tvar matice A.

Algoritmy, které uvedeme, budou s predpodminénim. Predpodminéni znamena, ze
misto soustavy Ax = f feSime soustavu

Q 'Az =Q'f - predpodminéni zleva, nebo

AQ7'Qx = f — predpodminéni zprava,

kde @ je regularni matice. Ve druhém pripadé je fesenim soustavy vektor Qx. Protoze
matice Q7 'A a AQ~! jsou si podobné, d4 se ocekdvat, ze v pifpadé symetrické matice
A budou pouzité metody v obou pripadech predpodminéni pocitat stejné rychle. Pro
nesymetrickou matici A budeme uvazovat predpodminéni zprava i zleva. Abychom to
zapsali jednim zpusobem, budeme predpokladat, ze mame dvé regularni matice Q1 a (o
a kromé soustavy Ax = f budeme téz uvazovat soustavu

[QTTAQ3"][Qo2] = Q7' f, neboli Az = f,

kde polozime 3 .
A=Qr'AQy", &= Qo f=0Q7'f.
Poznamenavame, ze pro predpodminéni zprava je Q1 = [ a ()2 = @) a pro predpodminéni
zleva je Q1 = @ a Qo = I. Pripad Q1 # [ a Q3 # [ se v praxi neuziva.
Pro residuum plati
=
nebot

F=f—Ai=Qr'f— Qr'AQ; ' Qur = Q7' f — Q7' Ax = Q7! (f — Ax) = Q'



Dadle oznacime

_QUMAQ +(Q AT A+ AT

M=Q;'MQ;" =
resp.
N _1AQ_1)T . Q—IAQ—l AT . A
R—=0"'R —1:(Q1 2 1 2 _
symetrickou, resp. antisymetrickou cast matice A. 1v tomto piipadé plati A= M — R a
(v, Ry) =0 Vy.

Cilem predpodminéni je to, abychom zmensili ¢islo podminénosti matice soustavy. Je-li
matice Q dobré aproximace matice A, tj. Q &~ A, pak se dd ocekdvat, ze matice A = QA
nebo A = AQ~! je ,blizko“ jednotkové matici I a iteraéni metody konverguji rychleii,
jsou-li aplikovany na pfedpodminénou soustavu, nez na soustavu bez predpodminéni. Na
druhé strané ovsem pribude dodatecna prace nasobeni matic a vektoru matici @.

V uvedenych algoritmech budeme psat: ,Pro ¢« = 1,2, ... provedeme®, pficemz auto-
maticky predpokladame, ze pocet iteraci je ohrani¢en maximélnim poctem iteraci a navic
zastaveni algoritmu je testovano podminkou, zZe norma residua je mensi nez zadand toler-
ance. Vzhledem k tomu, ze v této praci predstavujeme mnoho algoritmu, neuvadime tyto
testovaci podminky:.

V prvni kapitole nejprve strucné popiseme nékteré metody na teseni systému Az = f,
predvedeme algoritmy, odvodime algoritmy s predpodminénim, uvedeme nékteré vlast-
nosti konstruovanych vektoru, odhadneme normy residui a tim ziskdme konvergenci.
Metody rozdélime na dvé skupiny podle toho, jak se navzajem chovaji residua, tzn.
metody, ve kterych jsou residua navzajem A-ortogonalni a kde ortogonalni.

Ve druhé kapitole se podrobnéji zamérime na Axelssonovu metodu. Opét odvodime al-
goritmus a to i s pfedpodminénim, dokazeme nékteré vlastnosti vektoru a koeficientu,
které vystupuji v algoritmu a ukazeme, po kolika krocich ziskdme nulové residuum.
Nakonec odpovime na otazku, kdy lze algoritmus useknout, coz znamend pracovat s méné
vektory, aby byl useknuty algoritmus totozny s algoritmem neuseknutym, ¢ili s plnou
verzi.

Ve tteti kapitole predstavime opét trochu podrobnéji metodu GMRES, u které uvedeme
algoritmus, prevedeme ho opét do predpodminéného tvaru, uvedeme vztahy mezi vektory
a koeficienty v algoritmu a ukazeme, kdy ziskdme presné teseni soustavy Axr = f. Déle
odhadneme normu residua a ukdzeme, na cem tento odhad zavisi a na zavér dokazeme,
kdy konverguje restartovana metoda.

Ve ctvrté kapitole vyzkousime uvedené algoritmy v praxi na konkrétni soustave, kterou
ziskame diskretizaci néjaké diferencidlni rovnice. Srovname pouziti algoritmu na mensi,
sttedni a vétsi matice a vyzkousime také predpodminéni dané soustavy. Pokusime se
sledovat rychlost vypoctu, ale ¢as budeme povazovat pouze za informativni. Také budeme
sledovat, jak se spoctené TeSeni jednotlivych metod lisi od presného feseni, které budeme
znat. Na zaveér to vse zhodnotime a fekneme, které metody jsou nejlepsi.

Na zavér tivodu je moji milou povinnosti podékovat za pomoc vedoucimu
diplomové prace Doc. RNDr. Janu Zitkovi, CSc., ktery mi v priubéhu celé
prace a pii upraveé textu poskytoval cenné rady a pripominky.



Kapitola 1

Prehled ortogonaliza¢nich metod na
reSeni nesymetrickych soustav

V této kapitole uvedeme piehled metod na Feseni soustavy s nesymetrickou matici (viz
[Elman]). Ke kazdé metodé uvedeme algoritmus, zakladni vlastnosti a véty o konvergenci.
Vsechny algoritmy i véty budou formulovany s oboustrannym predpodminénim, tak, jak
je uvedeno v tvodu.

1.1 Metody zalozené na A-ortogonalité residui

Nejprve predstavime metody, ve kterych jsou residua {r;} iteraci {z;} navzdjem A-
ortogonalni, tj. plati
(ri,Ar;) =0 pro 7> j.

Tato rovnost plati pro i # j pouze pro symetrické systémy. Uvazujeme-li predpodminéni,
plati pro tato residua podminka

(Qr'r:, Q7' AQ3 Q1) =0 pro i >,

eventuelné pro ¢ # j v symetrickém piipadeé.

1.1.1 Zobecnéna metoda sdruzenych residui GCR

Pro soustavu

(1.1) Az = f,

kde A je symetrickd a positivné definitni matice, spliiuje ¢-ta4 aproximace x; pfi pouziti
metody sdruzenych residui néasledujici minimalizacni podminku:

1.2 P min Alx* — x|, Alz* — x - min — Az ||,
(12) =o' = _min (AR —al At —ali = min S - Av]

kde x* je presné feSeni soustavy (1.1) a 7o = f — Axg. Posloupnost iteraci {z;} se da
pocitat jednokrokovou rekurenci

(1.3) Tip1 = Ti + Qqp;,



kde smeérové vektory p; se pocitaji podle rekurenci

(1.4) Po =710, Pit1 = Tit1 + Bibs,

kde koeficienty (3; jsou voleny tak, ze pro smérové vektory plati

(1.5) (Api, Ap;) =0 pro @ #j.
Cislo «; se voli tak, ze plati

(1.6) a; = argmin || f — A(z; + api) || -
a>0

7 této uvahy vyplyne nasledujici algoritmus.

Algoritmus 1.1
Zvolime .
Spocteme ry = f — Axyg.
Polozime py = ry.
Pro i=0,1,2,... provedeme
(ri,Api)
(Api,Api)
Tit1 = T; + aup;
Tip1 = 1i — 0 Ap;

B, = (rip1,Arivy)
v (ri,Ary)

Pit1 = Tit1 + Bips
Konec cyklu pro 7.
Konec Algoritmu.

o =

Metoda vychézejici z tohoto algoritmu se nazyvé ,metoda sdruzenych residui (CR)
(Conjugate Residual method)*.
Nyni pfejdeme k nesymetrickému piipadu. Tady lze mnozinu sméru {p;} splaujicich
podminky
(Api, Ap;) = 0 pro i # j

spocitat takto:

Dit1 = Tiy1 + Z ﬁ](-z)pjv
=0

kde N "
ﬁ](i) _ _( riv1, Apj) pro j < i.
(Apj, Ap;)
Délku kroku «;, pro kterou plati (1.6), je stejné jako v symetrickém piipadé dédna vzorcem
(13, Ap;)

o= —".
(Api, Ap:)

Ted jiz muZeme napsat cely algoritmus.



Algoritmus 1.2
Zvolime .
Spocteme 1y = f — Axg.
Polozime py = ry.
Proi=0,1,2,... provedeme

o (ri,Api)
Qi = TApi,Ap:)

Tit1 = Xj + ouP;

Tip1 =T — a; Ap;

B — _(Arit1Ap;)
J (Ap;,Ap;)

pro j <1
Pi41 = Tig1 + Z;‘:o 53@203‘
Konec cyklu pro .
Konec Algoritmu.

Metoda vychazejici z tohoto algoritmu se nazyva ,zobecnéna metoda sdruzenych
residui (GCR) (Generalized Conjugate Residual method)*.

Jak jsme jiz uvedli, budou vSechny algoritmy s predpodminénim. Na metodé GCR
ukazeme, jak se odvodi algoritmus s pfedpodminénim z algoritmu bez predpodminéni. Os-
tatni metody budou jiz pouze s predpodminénim, tj. dany algoritmus bez predpodminéni
se dostane tak, ze se za ()1 a ()2 dosadi jednotkové matice I. Stejné tak pro predpodminéni
zleva je Qo = I a zprava je Q1 = 1.

Jak je to s ortogonalitou sméri {p;}? Vime, Ze vinkované sméry jsou AT A-ortogonalni.
Definujme

Q3 'Pi = pi.
Plati tedy

0= (Aﬁmgﬁj) = (Q7AQy ' Qapi, Q1T AQy 'Qapy) = (Q1 ' Api, Q1 ' Apj) pro i # j.

Vidime, Ze v piipadé piedpodminéni jsou sméry {p;} [(Q;'A)T(Q;*A)]-ortogondlni.
Odvodme tedy metodu GCR s piedpodminénim. Algoritmus uvedeny vyse plati pro
vlnkované hodnoty. Nas vsak zajimaji hodnoty bez vlnek x;,; a r;11. V tomto piipadé se

proto zméni vzorce pro «;, ﬁ(-i) a p;+1. Najdéme vsechny tyto vzorce.

J

1. o4
o T Ap) Q' QUMAQY) (@il Q'Ap)
L (Apn Ap)  (QUMAQ DL QUTAQB)  (Q7M AP, QA
2. g
go — _Are Ap)  (Q1AQy Q1 rin, Q1M AQy Qapy)
! (Ap;, Ap;) (Q1'AQ2 ' Q2p), Q1" AQy ' Q)

_ (QTTAQZ Q7 iy, Q7 Apy) _. ﬁ(-i)
(Q1'Ap;, Q7' Ap;) 7

vse pro j < 4.



3. piy1 . '
Qopiy1 = Dit1 = Tip1 + Z 53(’2)@' = Qg1 + Z@@Qﬂ%
=0

=0
a tudiz .
piv1 = Q3 Q' i + ) Bp;.
=0
Dale
Q2p0 = Po = 7o = Q1 10,
neboli
po = Q3' Q1.
4. wiiq:
Q2Tiy1 = Tiy1 = T + a;p; = Qax; + a;Qap;
a tedy

Tiy1 = T + Q;p;,

coz jsme chtéli (stejné jako v nepredpodminéné metodé).

9. Tig1:
Tig1 = f — Avipy = [ — Az + qipi) = 1 — i Ap;

jednoduchym dosazenim za x;;.

Zaver: Oznacime A = QTAQL?, f= Q7'f a pro kazdé i pokldddme #; = Qqz;. Po
dosazeni vyjde 7; = Q7 'r; a nakonec definujeme p; = Qap;.

Pak z algoritmu 1.2 napsaného s vlnovkami nad vSemi pismeny obdrzime nésledujici
algoritmus s predpodminénim.

Algoritmus 1.3
Zvolime x.
Spocteme ro = f — Axy.
Polozime py = Q5 Q7 0.
Pro i=0,1,2,... provedeme
(@1 'r:,Q1 " Ap:)
(@1 Api,Qy ' Api)
Tip1 = Ti + Q;p;
Tiv1 =T — 0 Ap;
B = _(QflAlelelrijl1,QflAPj)
J (@ "Ap;.Q; TApy)
piv1 = Q3 Q7 s + Z;:o @mpj
Konec cyklu pro .
Konec Algoritmu.

oy =

pro j <i

Metodu danou timto algoritmem nazveme ,,zobecnéna metoda sdruzenych residui
(GCR) s predpodminénim“.

Nyni odvodime vztahy mezi vektory generovanymi metodou GCR.
Véta 1.1: Necht {z;}, {r;}, {p:} jsou iterace generované metodou GCR v resenf linedrniho
systému Az = f a necht vektory {r;}!_, pro n&jaké t > 0 jsou linedrné nezavislé. (To aby
se mezi témito residui nevyskytlo jiz nulové residuum.) Pak plati:

8



(Q1 " Ap;, Q7' Ap;) = 0 proi # j, coz znamena, Ze sméry {p;} jsou linedrné nezavislé.
(@1 'ri,Q  Ap;) =0 pro i > j
(Q1'ri, Q' Apy) = (Q1 '3, Q1 AQ, Q')
4 (Q1'r, QUM AQy Q) =0 proi > j
(@ Api, Q1 AQy Q') =0 proi > j
(Q1 ' Api, Q1 AQy Q') = (Q1 Api, Q1 Api)
(Qr'ry, Q1 Api) = (Q1'ro, Q1 Api) pro i > j

8. sp(Qa2po, .., Q2pi) = sp(Q7 1o, (Q1 AQ; " )Q1 Mo, .., (Q1TAQL ) Q1 o) =
= sp(Q1 1o, -, Q7 ')

10. z;41 minimalizuje F(w) = || Q' (f — Aw) |2 pies afinni prostor o + sp(po, ..., pi)
Dukaz:

1. Sméry {p;} jsou [(Q;*A)T(Q;* A)]-ortogonélni, plati tedy rovnost. Nyni dokazeme
linedrn{ nezavislost sméru {p;}.
Sporem: Necht j je prvni index takovy, Ze sméry {pk}f:1 jsou jiz linedrné zavislé.
Pak existuje alespon jedno v, # 0, k=0,....,5 — 1 tak, ze

7j—1
p; = Z VP
k=0

Ted vyuzijeme [(Q7'A)T(Q;'A)]-ortogonalitu smért {pi}i_, a pro k = 0,..5 — 1
dostaneme:

j—1
0 = (Q7"Ap;, Q1 Ape) = (QTT A um), Q1M Apy) =
=0

—_

j_
= v (Qy Ap, Q7 Apy) = v - (Q7 Apr, Q7 Apy) # 0
I

Il
=)

alespon pro jedno k a to je spor.
Smeéry {p;} jsou tedy linedrné nezavislé, a protoze () je regularni matice, tak i
smeéry {Qap;} jsou linedrné nezavislé.

2. Indukei: i =1 = j=0.
(Q1'r1, Q1" Apy) = (Q7'(ro — cwApo), Q7' Apo) =
= (Q1'ro, Q7" Apo) — ap(Q7 " Apo, Q7 Apo) =

_ -1 —1 o (Ql_lr(h Ql_lAPO) -1 ~1
— (Ql To, Ql ApO) (Ql_lAp(), Ql_lApo) (Ql Ap07 Ql Ap())
=0




Ted piejdeme od i k i + 1. Vezmeme rovnost r,; = r; — a; Ap;, vynasobime ji Q7"
a provedeme skalarni soucin s Ql’lApj:

(Q1'ri1, Q7 Apy) = (Qr'rs, Q1M Apy) — u(Q7 Aps, Q1 Apy)

e je-li 7 < 1, pak jsou ¢leny na pravé strané nulové podle indukéniho predpokladu
a rovnosti 1.

e je-li j =1, pak je prava strana nulova podle definice «;
Plati-li tedy rovnost 2. pro i, pak plati i pro ¢ + 1.

. Vynasobime rovnost

i—1
_ _ i—1
pi= Q7 QT i+ B

§=0
matici Q;'A a provedeme skalarni soucin s vektorem Q7 'r;. Dostaneme:
i1
_ _ _ _ 1 i—1) [ e _
(Oh by, @ lApz‘) = (@1 by, o lAQz 1@1 17’z’) + Z 55 )(Q1 by, @ lApj) =
§=0
= (Qflria Q;lAleQflri)a

nebot vSechny ¢éleny v souctu jsou rovny nule podle rovnosti 2.

. Pfepiseme znovu rovnost

QQlQl r]_’_Zﬁ] 1)

k=0

takto:
Q2'Qr'ry =p; - Zﬁ(j !

Vynasobime matici Q;'A a provedeme skaldrni soucin s vektorem Qj'r;, i > j.
Dostaneme:

(Q1'ri, Q1 AQy ' Qr'ry) = (Q1'ri, Q1 Apy) Zﬁ“ (@' Q1 Apy) = 0

podle rovnosti 2.

. Podobné jako v rovnosti 4. dosazenim za Q;'Q; 'r; dostaneme:
(Qr'Api, QM ARy Q1)) = (QIIAZ% Q' Ap;) -

- Zﬁ“ D(Qr' Api, QT Apr,) = 0

pro ¢ > j podle rovnosti 1.
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6. Podobné:
(Q7'Ap;, QTTAQ Q') = (Q7'Api, Q1M Apy) —
i—1
— Y B(QT A QT Apr) = (Q1 ' Api, Q7 Apy)
k=0
podle rovnosti 1.

7. Indukci podle j, 5 <.
Pro j = 0 to plati trivialné.
Ptrejdeme od j k j+ 1, kde 7+ 1 <.
Vezmeme rovnost 141 = r; — a; Ap;:

(Q1'7j31, Q1 Api) = (Q1 'y, Q1M Aps) — a(Q1 M Apy, Q1M Aps) = (Q1 1o, Q1 M Apy)
podle indukéniho predpokladu a rovnosti 1.

8. Indukci podle 7, ¢« <.
Uvedené tii prostory jsou stejné, kdyz ¢ = 0.
Prejdeme tudizod ¢ ke +1, 1 +1<+t.
Plati sp(Qapo, ..., Qapi) C sp(Qy 7o, ..., Q7 'ris1), protoze jsme pridali jeden vektor
Ql_lriﬂ. Z rovnosti

Pit1 = Q' Q1 i1 + Z 53@2%
=0

plyne,ze
Sp(QQPO, sy Q2pi+1) g Sp(QI1r07 sy Q;lri+1)7

protoze Q2p;+1 je linedarni kombinact Q1 i1, Qapo, ..., (2p;. Podle rovnosti 1. jsou
vektory {Qap; };J;% linedrné nezdvislé, nebot vektory {p; ;J;% jsou linedrné nezavislé,
coz plyne z [(Q; ' A)T(Q1 ' A)]-ortogonality, a Q5 je reguldrni matice. Je tedy dimenze
i+1 > dim[sp(Q7'ro, ..., Q7 'rit1)] > dim[sp(Qopo, .., Qapit1)] =i + 1,
i+1

z ¢ehoz plyne, ze {Q7'r;}iE jsou linedrné nezévislé a

Sp(QQPO, ceey QQpi+1> = 8p<QI1TOJ ey Q;lri+1)-

Podobné podle rovnosti
rigr =1 — i Aps, pin = Q' Qi + Z@(‘l)pj
§=0
je
Qapiv1 = Q1 'y — Q7 Ap; + Z 55'1)@227]'-

§=0
Podle indukéniho predpokladu je

sp(Q1 o, .., Q1 'ri) = sp(Q1 "o, (Q1 T AQL QT o, .., (QTTAQL ) Q1 o)

11



sp(Q2po, -, Q2pi) = sp(Q1 'm0, (Q1 ' AQy Q1 Mo, .., (QT1AQS ) Q1 o),
a tedy
sp(Qy 7o, o, Q7)) € sp(Q7 o, (QTAQL QT o, -y (QTAQ ) QT o)

sp(Q2po, -, Q2pi) € sp(Q1 o, (@1 AQy Q1 Mo, -, (Q11AQS )™ Q1 o).
Ted se budeme zabyvat vektory {Q7 " Ap;}i_,.

o j=0:
Q7' Apy = Q7 AQy ' Q1 o,
takze
sp(Q7 " Apo) C sp(Q1 1o, (QTAQM)Q7 o).
e =1
Q' Apr = QrlAQ7'QT'r + B po) = QT AQT QT +
+ 58”@1_114]?0 =
= QT AQy QT (1o — anApo) + AV QT AQT QT g =
= Qr'AQRy'Q1'ro — QT AQL Q1 Apy +
+ BV AQ Qo =
= (1+6")- Qr'AQy Q1 0 — aoQr P AQ QT AQL QT g =
= (1+6") Q' AQy Q1o — ao(Q7 T AQ; Q1 o,
a tedy

sp(Q1 " Apo, Q1 Apr) € sp(Q1 7o, (Q1 1 AQ; Q7 Mo, (@17 AQR ) Q1 o).
e Analogicky spocteme

sp(QT Ap, ..., QT Ap;) C |
C sp(Qr 0, (Q11AQy Q7 Mo,y (Qr M AQY ) 1O o).

Ze vsech téchto uvah plyne, ze

sp(Q2po; -, Qapir1) C sp(Q1 1o, (QTAQZ QT 0, ..., (QTTAQZ ) Q1 o).

Ale {Q2p; };ﬂ) jsou linedrné nezavislé, takze oba prostory se rovnaji.

. Vyuzijeme toho, Ze symetricks ¢ést M = Q7*MQ; ! matice A je positivné definitni.
Je-li 7; # 0, pak také Q'r; # 0, a podle rovnosti 3. je

(Q1'ri, Q1M Ap) = (Q1'ri, Q1 AQy Q1 ') = (@1, QT MQ Q1) > 0,

takze
(Q1'ri, Qy ' Apy) #0
a tedy
pi # 0,

nebot matice Q7' a A jsou reguldrni.
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10. Necht

i
w € xo+ sp(po, -, i), tj w:xo—l—Zoszj.
=0

Pouzitim rovnosti 1. upravime E(w)?.
Ew) = | Qi'(f—Aw) |3 = Q7' (f = Alzo + Y ajpy)) I3 =
=0
= QN (f = Awo) = Y Q1" Ap; |I5 = | Qi'ro = Y a;Q1 " Ap; |3 =

J=0 J=0

= (@70, Q7o) =2 > ay(Qr Mo, Q' Apy) +
j=0
+ ) a(Qr ' Ap;, Q7' Apy).
=0

Provedeme-li Gateauxovu derivaci podle (ay, ..., @;), obdrzime soustavu s diagondlni
matici, kterou polozime rovnou nule a spocitame koeficienty ;.

~2-> (Q1'ro, Q7 Apy) +2- ) a;(Q1 " Ap;, Qi Apy) = 0
=0 =0

o — (@110, Q1" Apj) (@11, Q1" Apj)
(Q1'Ap;, Q7' Ap;)  (Q7'Ap;, Q7' Apy)
podle rovnosti 7., coz jsou koeficienty v Algoritmu 1.3. Funkciondl E(w) tedy nabyva
svého minima pro w = x;;. O

Veéta 1.2: Metoda GCR dava presné feseni soustavy Axr = f po nejvyse N iteracich.
Dikaz:

e Je-li r; =0 pro n¢jaké + < N — 1 pak Az; = f a tvrzeni plati.

e Je-li r; # 0 pro vSechna i < N — 1, pak p; # 0 pro vSsechna i < N — 1 podle tvrzeni
9. Podle rovnosti 1. jsou {p;}1,' linearné nezavislé, takze

sp(pOa "'apN—l) = RN-

Odtud podle tvrzen{ 10. zx minimalizuje funkcionsl E pies RY a tedy zx je fesen{
systému Az = f. O

Protoze s rostoucim indexem 4 rostou naroky na ulozeni vektoru pq, ..., p;, provadi se
restartovani metody GCR periodicky po kazdém k-tém kroku. To znamen4, ze spocteme k
iteract {x;}¥_,, které oznacime {z; ;}¥_; a (k+1)-nf iteraci polozime jako novou pocatecni
hodnotu, tedy zy11,; = o +1. Znovu vypocitame k iteraci a (k + 1)-nf iteraci budeme
uvazovat jako novou pocateéni hodnotu. Algoritmus mé tuto podobu:
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Algoritmus 1.4
Zvolime x .
Spocteme ry = f — Az .
Polozime py = Q5 Q1 0.
Polozime [ = 0.
100: Pro+ = 0,1, 2, ..., k provedeme
(Q1'ri Q7 Api)
(Q1 ' Api,Q; ' Ap:)
Tiy1,] = Tig + Qqp;
Tig1 =i — 0 Ap;
Bo — @ %4@21 Q' rie1Qp ' Ap;)
(Q1 Ap;,Qy Ap])

Piv1 = QQ Q7 TZ+1+Z] oﬁ Dj

Konec cyklu pro «.

o =

pro j <t

Lo, l+1 = Tk41,
l=1+1.
Névrat na 100.
Konec Algoritmu.

Metodu vychézejici z tohoto restartovaného algoritmu nazveme ,, GCR (k) “.
Véta 1.3: Necht symetricks ¢ast M matice A = Q7 AQ;" je positivné definitni. Pak
plati

1.
Anin(QT1AQ N (Q11AQYY)) > Amin(Q7TMQ3)?, meboli
Amin(ATA) > Apyin(M)?
2.
Amax(Q11AQNT(QTMAQ ) < (Anax(Q1MQY) + p(Q1'RQ;M)?, neboli
Amax(ATA) < Panax(M) + p(R))?
3.
R(QIAQY) < R(QIMQyY) + Aii%;i\% 221), neboli
W) < HWH%
Dukaz:

1. Nechf S je takové symetrickd a positivné definitni matice, ze S2 = M. Pak

(ATAz,x) = (Aw,Ax) = ([M — R]z,[M — Rz) =
= (S[S-5~ é] S[S STIR]z) =
= (MI[S — S7'R]z,[S — ST'R]z).



Ale vime, ze Yy € R plati (My,y) > Amin(M) - (y,4) a (Ry,y) = 0. Tedy

(ATAz, ) > Apin(M) - ([S — S7'R]z,[S — S7'R]z) =
= Auin(M) - [(Sz, Sz) — (S—léx,sx)+(s—1Rx,S—1Rx)]:
= Auin(M) - [(Sz,S2) — 2(S™"Ra, Sx) + (S~ Ra, ST Rx)] =
= (M) - [(Sz, Sz) — 2(Rz, ) + (S Rz, S’léx)]
Amin(M) - [(Mz, ) + (S7' R, ST Rx)] > Agin(M)? - (2, 2),

nebot’~ symetrickd a positivné definitni matice M mé kladn4 vlastni &fsla a
(S7'Rx, S~'Rx) > 0. Odtud méame

o AT A -
N (AT A) = min AT oy iy
220 (x,7)
2. Matice R je antisymetricks a plati || R ||, = p(R), tedy

Muax(ATA) = [ A= | M= RIZ < (I Ml + | Rl2)* = Auuax(M) + p(R))*

3. Nakonec mame

. — Amax (AT A
/Q(A) = IQ(ATA) = (—,.,.,)
Amin (AT A)
a dosazenim prislusnych vyrazu 1. a 2. dostaneme pozadovanou rovnost. O

Véta 1.4: Necht {r;} je posloupnost residul generovanad metodou GCR, necht symet-
rickd ¢dst M matice QT'AQ;! =: A je positivné definitni. Nechf J = T~ 1Q1 YAQS'T je
Jordantv kanonicky tvar matice A.

1. Pak
7l < #(Q1)- min || gi(A) || -]l ro 2 <
G EP;
Amin(M)? 7
< . 1 - - ~__ ~_ M P
< K(Q1) [\/ Mo (A7) 7o ||z

kde P; je mnozina vSech polynomu stupné ¢ takovych, ze ¢;(0) = 1. Odtud metoda
GCR konverguje.

2. M4-li matice A tplnou mnozinu vlastnich vektort, pak
[ rill2 < w(Q1) - &(T)-mi -l ro |2,
kde
m; = min )\Ienj}j)MZ( )|
3. Kromé toho, je-li A normélni, tj. AAT = AT A, pak
il < w(Q1) - mi - [l rol2-

15



Dikaz: Nejprve poznamenavame, ze

Irill =1 @Qr i | < Q- 1@ sl =1Qull- 7l

R(QD) =11 Qi -l Q" I

Nyni budeme dokazovat postupné vsechny tii ¢asti.

1. Podle rovnosti 8. véty 1.1 jsou residua {7;} generovand metodou GCR tvaru

7 = qi(A) - 79 pro ngjaky polynom ¢; € P;.
Podle rovnosti 10. (minimalizace normy) je

75 [l = min | Gi(A) 7o [|l2 < min | ai(A) ll2 - | o 2,

3 3 3 3

coz dokazuje prvni nerovnost.
K diikazu druhé nerovnosti vezmeme libovolny polynom ¢; € Py, tj.

G(2) =14+az € P,.

Plati ~ . .
T%l,} 1'ai(A) [l < [[ @1(A)" fl2 < (| ¢ (A) |5 -
Ale
- ((7+ad)z, (I +ad)7)
| a(A) [z = I?;}g( (%, 7) -
= max[l + 2« (xiAfC) + a? <A~7 o x)]
340 (2, 7) (Z,7)

Kromeé toho je

(Az,Az) (3, AT Ax) _

= Amax (AT A).
Go . @a oA
Protoze matice M je positivné definitni, plati
(A7) _ @ MD)  y (31) > 0
(7,7) (2, 1)

Tedy pro a < 0 je
I ai(A) 12 < 1420 Auin(M) + 02 - A (AT A).

(Uvazujeme « zapornd, protoze pro kladnd a bychom nedostali, ze || ql(fl) |l <1,
coz pottebujeme ke konvergenci.)
Tento vyraz chceme minimalizovat, proto ho zderivujeme a polozime roven nule:

)\min

0= 2 A (B) + 20 - A (ATA) = o = —2minM)
Amax (AT A)
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a s touto volbou « je
Amin(M)? 13

| (A) || < - m

Déame-li vSechny odhady dohromady, dostaneme

| 7ill: < min || gi(A) .- || fo llz < Il qu(A) llz - I 7o [l2 <

% 3

- Aumin (M)*

m H ||2

Podle prvni casti vety 1.3 je Amin(M)Q < )\min(flel) < AmaX(ATA), takze cela
zavorka je < 1. Metoda GCR tedy konverguje, coz dokoncuje dukaz prvniho tvrzeni.

. Ptepiseme rovnost B
| 7 [[2 = min [| ¢;(A) - 7o [|2
g EP;

jako
|7z = min || Tg())T™" 7 |2 <
¢ EP;
< T 'gleig | a:(J) |2 - || 7o |l2 =

= k(T)- mei]gi |l a:(J) |

(3

2 |l 7o [l2 -

Protoze A mé dplnou mnozinu vlastnich vektort, je J diagondlni, takze

min || ¢;(J = min max |g(\)| =:m,.
min | a,(J) o = min mas jg,()

. Plat{ Shurova véta: Pro matici A existuje unitarni matice U, ze U AU = R, kde R
je horni trojihelnikovd matice, kterd md na diagonéle vlastn{ ¢fsla matice 4, a to
)\1,...,/\]\[. ~ . s

Protoze predpokldddme, Ze matice A je normdlni, tj. AAT = ATA (nebo obecné
AAH = A" A), plyne odtud, ze

RRY = UM AUUT A"U = UM AA"U = UM A" AU = UM A"UU™ AU = RYR,
neboli, ze matice R je také normadlni. Ukazeme, ze je navic diagondlni.

Spocitame prvek matice R¥ R = RRY na pozici (1,1):

R R(11 Zrlkrkl—)\l /\1 |)‘1|2

M Zlerkl—M )\1+Z7’1k7’k1—|)\1|2+2|7’1k’

Protoze R R = RRY, vidime, ze

N
S lralP=0 = rp=0Vk=23 N
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Totéz provedeme s ostatnimi mimodiagonalnimi prvky, ¢imz mame dokézano, ze
matice R je skutecné diagondln{ a na diagonsle m4 vlastnf ¢isla matice A. Protoze
rovnéz predpokldddme, ze A méd dplnou mnozinu vlastnich vektori, pak plat{ R = J.
Odtud dostavame, ze

UTAU = U AU = J

a tedy matici T' lze volit jako unitarni matici U, pro kterou plati:

H
U= || Uz || U:v Uz) Wz, Uz) _ (x,U Ux)
|| x| (z,z) 20 (x,x) s (z, )

Odtud plyne, ze
RO =c@)=|U|- U =T 1T =]U|*=
coz dokoncuje dukaz. O

Na zavér poznamenavame, ze pozadavek, aby symetricka ¢ast M matice A byla positivné
definitni, je nutny. Metoda sdruzenych residui se muze zhroutit pro problémy, ve kterych
je matice M indefinitni (viz kapitola 4).

1.1.2 Orthomin

Z algoritmu 1.3 je vidét, ze k vypoctu (i 4+ 1)-ni iterace je potieba pravé i smérovych
vektoru p;. Existuje vSak modifikace metody GCR, kterd je v kazdém kroku omezena
poctem smérovych vektoru potfebnych k vypoctu nové iterace. Téchto smérovych vektoru
je prave k, k > 0. To znamenad, Ze potiebujeme vzdy k poslednich vektoru p;. Algoritmus
potom vypada takto:

Algoritmus 1.5
Zvolime x.
Spocteme ry = f — Axy.
Polozime py = Q5 Q7 'ro.
Proi=0,1,2,... provedeme
(@1 'r:,Q1 " Ap:)
(Q1 ' Api,Q7 Apy)
Tip1 = Ti + Q;p;
Tig1 =15 — azApz
ﬁ( _ (@ 1AQ21 Qr ml,Ql p;)
(Ql Ap;, Q1 Apj)
Pir1 = Q3 Q1 i + ZJ =i—k+1 ﬁ Dj
Konec cyklu pro .
Konec Algoritmu.

o; =

proj<z'

Prvnich k sméru {p; ?;& spoCteme stejné jako v pripadé metody GCR podle vzorce

J
Pi+1 = Q5 Qy T + Zﬁf”pz,
1=0
kde 1 40-1-1 -1
5(]’) _ _(Q1 AQy Q1 i1, Q1 Ap)
l (Q1 " Apr, Q7 Apr)

18
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Metodu vychéazejici z tohoto algoritmu nazveme ,,Orthomin (k) “.

Metoda Orthomin(k) se od predchozi metody GCR lisi pouze tim, ze ve vyjadieni p;,4
je dolni mez sumy ,ufiznuta“, tj. nepocita se od nuly, ale od jistého ¢ — k 4+ 1 pro néjaké
zvolené k. Je-li hodnota ¢+ — k + 1 < 0, pak se dolni mez bere 0.

Vektory generované metodou Orthomin(k) spliuji vztahy podobné jako u metody
GCR.

Véta 1.5: Necht {z;}, {r;},{p:} jsou iterace generované metodou Orthomin(k) pouzité
k fesenf linedrniho systému Az = f a necht vektory {r;}\_; ., pro n¢jaké t > 0 jsou
linearné nezavislé. Pak plati:

1. (Q7'Ap;, Q7' Ap;) =0proj=i—k,...,i—1; i >k

2. (Qy'ri, Q7 Ap) =0proj=i—k—1,..i—1; i>k+1

3. (Q7 ', Q7 Apy) = (Q1'ri, Q7T AQL ' Q1 )

4 (Qr'ri, QUM AQR Qi) = 0

5. (Q'Api, QT AQy ' Qr i) = (Q1 ' Api, Q1 Api)

6. (Q1'ry, Q1 Ap) = (Q1 ' rik, Qy M Apy) pro j =i — ks i >k

7. 7”17&0 = pﬁ«éO

8. pro i >k, x;;; minimalizuje E(w) = || Q;*(f — Aw) ||» pies afinni prostor z;_j +
SP(Piks -+ i)
Diukaz: Stejny jako pro metodu GCR. O

Pokud je matice A symetricka a positivné definitni, pak jsou obé metody jak GCR,
tak Orthomin(k) pro & > 1 matematicky ekvivalentni s metodou sdruzenych residud.

Ve specidlnim piipadé k = 0 jsou metody GCR(k) a Orthomin(k) identické a smérové
vektory se v tomto piipadé spoctou velmi snadno podle vzorce p;11 = r;y1, protoze se ve
vzorci pro p;y1 objevi suma, jejiz horni mez je ¢ a dolni mez ¢+ 1. Tedy celd suma vymizi.
Cely algoritmus pak vypada takto:

Algoritmus 1.6
Zvolime z.
Spocteme 1o = f — Axg.
Polozime py = Q5 Q7 ro.
Proi=0,1,2,... provedeme
Q1 'ri,Q1 " Api)
(Q1 ' Api,Q7 " Apy)
Tig1 = Tj + Q;P;
Tiv1 = T — a; Ap;
Pir1 = Q3 ' Q1 'rin
Konec cyklu pro .
Konec Algoritmu.

oy =

Metodu danou timto algoritmem nazveme ,,metoda minimdalnich residui (MR) (Min-
imum Residual method)*.
Je velmi jednoduché, proto ji uvazujeme oddélené.
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Samoziejme lze téz uvazovat dohromady metody Orthomin(k) a GCR(k). To znamen4,
ze omezime pocet smérovych vektoru na ki pro vypocet nasledujici iterace a po kazdém
ko-tém kroku restartujeme. Tato metoda ma smysl jen pro ptipad k; < ks, protoze pro
piipad k; > ks mame oby¢ejnou restartovanou metodu GCR(ks). Pro tuplnost uvadime i
tento algoritmus.

Algoritmus 1.7
Zvolime x .
Spocteme ry = f — Az .
Polozime py = Q5 Q1 0.
Polozime [ = 0.
100: Pro ¢ = 0,1, 2, ..., ks provedeme
Q1 'ri,Q1 "Api)
(Q1 ' Api,Q; " Ap:)
Tiy1,] = Tig + Qup;
Tit1 = Ti — @ Ap;
30— _(Q;lAQilelrijll,QzlApj)
J (Ql Apij1 Apj) )
Pir1 = Q3 QU i + D 5](-2)2%
Konec cyklu pro «.

Q; =

pro j <i

L0141 = Thot1,l
l=1+1.
Navrat na 100.
Konec Algoritmu.

Metoda vychazejici z tohoto algoritmu nema specidlni nazev, je pouze spojenim dvou

predchozich metod. Lze ji nazvat napf. ,kombinace Orthomin(k;) a GCR(kz)“.
Nasledujici vysledky (véty) se stejné dobte aplikuji na vSechny ¢tyfi metody, které jsme

zde uvedli, proto je uvadime najednou pro vSechny metody.

Véta 1.6: Smérové vektory {p;} a residua {r;} generované metodami GCR, GCR(k),

Orthomin(k) a MR splauji:

(Q7'Api, Q7' Ap) < (Q7'AQy'Qr'ri, Q7T AQL Q1 'ry),

neboli plati o o

Dikaz: Smérové vektory {p;} jsou dany takto:
- i—1) ~
Pi =T +Z@( )pja
J

kde o
59D = (Ari, Ap;)
(Ap;, Ap;)
a meze sumy jsou podle toho, o jakou metodu se jednd.
Vyuzijeme-li (AT A)-ortogonalitu sméra {p;}, dostaneme:

(Q1'Api, Q7' Ap)) = (Api, Ap) = (A[Fi + Zﬁ;i_l)ﬁj]» Al + Zﬂj(i_l)ﬁj]) =
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= (Ar, Ar)+2) BV V(AR Apy) +
J
3N BB Ay, Ay =
J k
— (AR, A7) +2 Z BV (Ar, Apy) + > (8 V)2 (Apy, Apy) =
j J

A= A7.)2
- Arz,An —22 ATZ’ApJ Z—(f{m’f{p]) =

Apj7 Ap]) (Aﬁ% Aﬁj)
- A7 Ap.
= (AR, Ar) — —( {7 APi)”
(Ap;, Ap;)

< (A7, AR) = (QrMAQY Qi Q1T AQY Q)
nebot v sumé se séitaji nezdporné ¢leny. O
Véta 1.7: Pro kazdé realné z # 0 plati:

(Qo, Q7' Ax) > Amin(Q7 ' MQ3")

(Qr'Az, Q1 Az) — Apin(Q7'MQ5 ") - Anax(Q7'MQ5Y) + p(Q7 RQ5 M

neboli

(A

To nam staci k odhadu Apin(
Uvazujme identitu

A71+(A71)T
— ).

X1y l=[y(X+Y)'X]!
kterd plati pro kazdé dvé regularni matice X, Y za predpokladu, ze matice X +Y je také

regularni.
Pro N -
X=2-4 Y=2AT
mame:
A1 4 (AT B R .
+2< © 2-AT (2 A+ 2 - ATy 2 A =

Pro kazdé & # 0 je



takze matice

M+R'M™'R
je positivné definitni.
Proto je také matice . .

A—l + (A—I)T

2
positivné definitni a
\ (121—1 + (A—I)T> B 1
min ) )\max(M + RTM—lR)

Ale

(z,Mz) (& RTM~'R%)
F.7) ) ]% ~

. [(R:;;, M~'R%) (R#, R@)}

)\maX<M+RTM71R) = I[ljg([

< Apax(M) + max — T <
N (M) #Riz0l (RZ, RT) (7,7)

~ - . 5 R)2
< )\max M) + )\max Mil : RTR = )\max M) + p(—~
< (M) (M) |l 2 (M) Ao 0T)

Déame-li vSechny upravy dohromady, dostaneme vysledek

A—1 A—INT
Amin(A +2(A ) ) 2 ~ 1 (fi)z
p
Amax(M) + 3200

Shrneme-li tento odhad s odhadem pro A, (%) ze zacatku dukazu, dostaneme:

(i’, /NL%) > ) <121_1 + (A_I)T> > )\min<M)

(Az, Az) — 2 " i (M) - Aax(M) + p(R)?
coz dokoncuje dukaz. O

Véta 1.8: Necht {r;} je posloupnost residui generovand metodami GCR, GCR(k), Or-
thomin(k) nebo MR. Necht M, resp. R je symetricka, resp. antisymetrickd ¢4dst matice
Q{TAQ,! =: A. Pak plati:
1. S
Amin (M)* 72
r; Sl‘f |:1—f:| r =:01
el < w(@)- [1= 2=

)\min(]\;[)Q

)‘min(M) : )‘maX<M) + p(é)Q

[ 7illa < K(Q1) - [1 - r- | 70 [|l2 =: 02

avSak oba odhady nejsou srovnatelné, tj. nezname vztah mezi ol a 02. Lze jen zkrdcené
napsat, ze
| 7 |2 < minf{ol, 02},
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¢imz ziskavame konvergenci.
Dikaz: Plati:

Irill =1 @@ ri | < Qull- 1@ sl =1Qull- 7l

Q) =lQul-lerl.
Nyni dokdZeme oba odhady zvI4st.

1. Prvni odhad je totozny odhadu v prvni ¢asti véty 1.4. Dokazeme ho trochu jinak.

S ™ A~ _ (7, Api)
Uvazujme rovnost 7,11 = 7; — o;Ap;, kde «a; = i dn)
Pak
~ 2 ~ ~ ~ T~ T~
|| Tit1 ||2 = (Ti+177‘i+1) = (Ti — o Ap;, T — aiApi) =

= (P, 7)) — 204(Fs, Ap;) + of (Apy, Api) =

i, Api)? i, Ap;)?

— w2 AP GoAD)
(ApiaApi) (ApiaApi)

= g - ARl

Tedy po vydéleni || 7; |3 dostaneme

Iy (7i,75)  (Api, Ap;) — (7, 71)  (AFy, AF)
podle véty 1.6 a rovnosti 3. véty 1.5.
Ale o
P AT N (3T)
(73, 7:)
a
(7"1,147’1) o (71177;1) (fla Tz) >\m1n<M)
(A7, A7) (7, ATAR)  (FiTi) T Apax(ATA)
takze .
~ )\min(M) % ~
Tz’ S —_— == . T‘,L' s
| 7o I o IR

coz dokazuje prvni odhad. Vyraz v zavorce je < 1 podle prvni ¢asti véty 1.3 a tim
mame konvergenci.

2. Podle véty 1.7 je

(Tz, A'f’z') > )\min(M) _

(A7, A7)~ Amin(M) - Amax (M) + p(R)?’

takze

Amin (M )2 3 |

T < |1- Y R
I i [l Amin(M) - Amax(M) + p(R)?

| 7 [|2,
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coz dokazuje druhy odhad. K diukazu konvergence staci ukazat, ze vyraz v zavorce
je < 1, neboli, ze

Amin(M)Q S )\min(M> ’ )‘maX(M) + p(R)Q

Ale tato nerovnost plati pravé tehdy, kdyz
- - R)2
)\min(M) S )\max(M) + p(—)'va

coz plati vzdy, nebot zlomek vpravo je kladny. O

Lemma 1.1: Je-li symetrickd ¢dst M matice A jednotkové matice I, tedy A = I — R, kde
R je antisymetrickd ¢dst matice A, pak metoda Orthomin(1) je ekvivalentni s metodou
GCR. ‘

Dukaz: Staci ukédzat, ze koeficienty 55»2) =0proj <i—1 (umetody GCR). Vezméme
citatel:

(Q7'AQ QT ri1, QT Apj) = (AFi, Apy) = ([T — lfg]fi+171211~3j) =
(Tir1, Apj) — (RFiy1, ADj).

Podle rovnosti 2. véty 1.1 je
(Fiv1, Apj) = 0= —(Fip1, Apj).
Ted vyuzijeme antisymetrii matice R:
(Afiﬂ, Aﬁj) = (fzurl, 121]53‘) - (éfiﬂa /:1]53) = —(fwb 12125{) - (fz'H, RTAﬁj) =
= —(7:1'+1,~Aﬁ5j) + (Tiv1, RAD;)) = (Tir1, [RA — Alp;) =
= (Fip1, [R— 1]Ap;) = —(Fiyr, A%py).

Déle vime, ze

P =7 —a;Ap; = Ap; = (x_j(fj — 1)
Dosadime:
(Wiar47) = ~(Foan, 4%) =~ A7y = i) =
= _aij : [(fi+1,f1fj) + (fi-l-la/ifj-‘rl)] =0proj<i-—1
podle 4. rovnosti véty 1.1. O

1.1.3 Axelssonovo zobecnéni

Néasleduje jiné zobecnéni metody sdruzenych residui pro feSeni linedarniho systému
Ax = f, kde A je regularni nesymetrickd matice fadu N. Stejné jako predchozi metody
i tyto metody minimalizuji normu residua pres néjaky Kryloviiv podprostor generovany
matici A. Axelssonovo zobecnéni (viz [Axel 1]) metody sdruzenych residuf je aplikovatelné
na systémy, ve kterych ma matice koeficientu A symetrickou positivné definitni ¢ast M.
Nasledujici algoritmus je Axelssonovo zobecnéni metody sdruzenych residui.
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Algoritmus 1.8
Zvolime .
Spocteme 1y = f — Axg.
Polozime py = Q5 Q1 0.
Proi=0,1,2,... provedeme
Tit1 = Ti + =0 a§’)pj
kde {ay)}}:p minimalizujf | Q7 riga ||
Tig1 =Tq — E}:o Oég'Z)Apj
;= (Q1'AQy Q1 Mriy1,Q7  Apy)
! 1(@;1Api,Q;1Api)
pit1 = Q3 Q1 Tiy1 + Bipi
Konec cyklu pro .
Konec Algoritmu.

Vypocet délky kroku {ay)}ézo vyzaduje feSeni problému nejmensich étvercu:
minimalizovat
| BYa™ — Q7' |,

pro ‘
Q(Z) = (a0a sy a’i)Ta

kde '
B = (Q; ' Apo, ..., Q1 ' Ap:).

Vybér {al'"V}12] z4d4, aby bylo splnéno
| Q1'ri ll2 = min || ¢:(Q7"AQ3 )0 |2,
GEPR;

nebot i zde stdle plati rovnost

sp(Qapo, ..., Qapi) = sp(Q7'ro, (Q1TAQ")Q1 ' ro, .., (QT AQ ) Q1 ') =
= sp(Qy'ro, ..., Q1)

a tudiz
ri = q;(A) -ro pro néjaky polynom ¢; € P;, ze ¢(0) =1,

takze tato metoda je ekvivalentni se zobecnénou metodou sdruzenych residui GCR.
Metodu vychézejici z tohoto algoritmu nazveme ,zobecnéna metoda sdruzenych
residui ve smyslu nejmensich ¢tverci (LSGCR) (Least Squares Generalized Con-
Jugate Residual method)*.

Restartujeme-li po kazdych k krocich, pak vyslednd metoda je ekvivalentni s metodou
GCR(k).

Lze téz uvazovat zkracenou verzi predchoziho algoritmu, kde k vypoctu nasledujici
iterace potfebujeme pouze k poslednich smérovych vektoru {]oj};’-:i_,‘C +1, podobné jako
v piipadé Orthomin(k). Algoritmus mé tuto podobu:

Algoritmus 1.9
Zvolime x.
Spocteme 1o = f — Axy.
Polozime py = Q5 Q1 ro.
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Pro:=0,1,2,... provedeme
Ti4+1 = T4 + Z; =i—k+1 a(Z)pj

kde {a )} 0 m1n1ma11zu31 | Q7 riva |I2
Tit1 = T — Z;_Z = a Apj

8 = _(QllAQg Q1 ml,Ql ' Api)
v (Ql Ap'qu Apz)

P = Q3 Qi + Bipi
Konec cyklu pro <.

Konec Algoritmu.

Délky kroku {a }] _i_rs1s kde k> 1, jsou voleny tak, aby minimalizovali || Q7 ' ris1 ||o-
To vyzaduje feseni tohoto problému neJmensmh ¢tvercu:

minimalizovat

I B® g Q1 Ti |2,
pro

oW = (g1, oy i)t
kde

BY . = (Q1 " Api—k+1, -, Q7 Api).

Metodu danou timto algoritmem nazveme , Axel(k)“.
Lemma 1.2: Pro k = 1 je metoda Axel(1) ekvivalentni s metodou Orthomin(1).
Diikaz: Dosadime-li do vzorcu pro x; 11 a r;11 za k = 1, dostaneme vyrazy

Tip1 = T + qDi, Tiv1 = 1 — G AD;,

tedy stejné jako v piipadé Orthomin(1).
Problém nejmensich ¢tvercu je jednoduchy:
minimalizovat

| QT Apici — Qr'ri [z = | Q7' rica |l -

Jestlize rozepiseme normu vlevo do skalarniho sou¢inu, upravime, provedeme derivaci a

spocitame koeficienty «y, ziskdme stejny vzorec jako v pripadé Orthomin(1).

Tim jsme ukazali, zZe oba algoritmy jsou totozné. O
Nésleduje mnozina vztahu podobna predchozim metodam.

Véta 1.9: Necht {z;},{r;} a {p;} jsou iterace generované metodou Axel(k) v FeSeni

linedrniho systému Az = f a necht vektory {T]}J i1 Pro néjaké ¢ > 0 jsou linedrné

nezavislé. Pak plati:

L (Qr' Api, Q1 ' Apia) =0

2. (Q7'ri, QT Ap;) =0proj=i—h,.yi—1; i >k

3. (Qr'ri, Q' Api) = (@1 ', Q1 AQ, Q')

4.(Qr ', QM AQY'Qy ) =0proj=i—k+1,.,i—1; i >k

5. 1#0 = pi#0

6. pro i > k, ;41 minimalizuje E(w) = || Q;'(f — Aw) || pfes afinni prostor z; +

Sp(pi—k’—l-la ceey pl)
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7.1 #0 = {p;}i_i_p1 jsou linedrné nezdvislé, takze matice B® m4 plny tad
Dikaz:
e Diukaz rovnosti 1. az 6. je stejny jako ve véte 1.1.

e Rovnost 7. sporem:
Necht {p;}'_; 1, jsou linedrné zévislé.
Pak p; € S = sp(pi—kt1, -, Di-1)-
Déle p; = Q3' Q7 'ry + Bimipio1 a tedy Q3 Q7' € S.
Ale podle rovnosti 2. je (Qy'r;, Q7 As) =0Vs € S,
Je tudiz (Q7'r;, Q7 AQL Q7 r;) = 0, a vyuzijeme-li positivni definitnost matice
QI MQ;! =: M, dostaneme, 7e Qi 'r; # 0 a protoze @, je reguldrni, tak r; # 0.
Plati tedy, ze {pj}é-:i_k 41 jsou linedrné nezavislé, takze matice
BY = (Q7'Api_is1, ..., Q7 " Ap;) mé opravdu plny idd a vektor délky kroku o je
jednoznacné urcen. O

Dalsi véta ukazuje, ze metoda Axel(k) konverguje.
Véta 1.10: Necht {r;} je posloupnost residui generovand metodou Axel(k). Pak plati:

1.
Irill < (@) [1 - %} o Jl2 = ol
2. - i
[ 7 ll2 < K(Q1) - [1  Ain(M) A;::X]Z\;[) +p(}~2)2} "l ro l2 = 02
Tedy

| 7 ||l2 < min{ol, 02}.

Diukaz: Nejprve pripomeneme, ze

Irill =1 @@ ri | <@l -1 sl =1Qull- 7l

R(QD) =11 Qi -lQT" I

Protoze norma residua metody Axel(k) je nejmensi mezi vSemi ostatnimi metodami, plati

7 ll2 < [ 7iga s

kde 7; 41 je residuum metody Axel(k) a 7;,; je napt. residuum metody Orthomin(1).
Pro kazdé i ozna¢me
Tip1 i= T + @,

kde ~

(Ti7 Apz)
To znamend, Ze z iterace &; a vektoru p; metody Axel(k) prejdeme k metodé Orthomin(1)
a jednim krokem této metody ziskdme iteraci ;,1.
Pro residuum plati

Tiv1 = T; — QGAp;
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a ddle podle volby {a;}_; ;. metody Axel(k) plati
I i ll2 < Il 7i [l

(protoze norma residua metody Axel(k) je nejmensi).
Vime, ze o o
(Api, Ap;) < (A7, ATy),

viz véta 1.6, a

viz 3. rovnost predchozi véty, takze

| Tisa |13 _ (i1, Tig1) _ (7 — @ Api, 75 — @, Apy) _

| 7i 113 (74, 74) i (fiafl;) i
(o) = 2a4(Ti, Aps) + af (Aps, Api)
— o =

_ 1.9 (fiafl?i) (7, Apy) (fiaf‘i?i)g (Api, Ap)
(Api, Api) (P Ti)  (Api, Apy)? (Ti,Ti)
 nAp) (A
(Fis7i)  (Api, Api) —

L (i, A7) (Fi, AF)

< —— —
(T4, 74) (A7, AT;)
Dale budeme postupovat stejné jako v dukazu véty 1.8 a dostaneme
/\min(M)2 % ~
R e ey I L
a - )
_ )\min 2 ~
e e < 1 - —— 215y,
Amin(M) + Apax (M) + p(R)

Protoze plati
| Pirr [l2 < ] Figa (|2,

je dukaz véty dokoncen. O

1.1.4 Orthodir

Dalsi alternativni vypocet smérovych vektoru predstavili Young a Jea (viz [Young]).
V piipadé Orthodir je algoritmus 1.3 skombinovan s nasledujici Lanczosovou metodou
pro vypocet mnoziny [(Q;A4)7(Q;'A)]-ortogonalnich smérovych vektort:

Pin1 = Q5 Qr Api + Z @(—Z)pj,
=0

kde
g0 — _(@rAQ O Ap O Apy)
’ (Qr " Aps, Q1 Ap;) T
Pro prehlednost uvedeme cely algoritmus.
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Algoritmus 1.10
Zvolime .
Spocteme 1y = f — Axg.
Polozime py = Q5 Q1 0.
Proi=0,1,2,... provedeme
(Q1 'ri,Q7 " Ap:)
(Q1 ' Api, Q1 ' Ap:)
Tip1 = Ti + Q4p;
Tig1 =15 — az’Api
i A Api, Q7 Apy) . .
g = - (Qci%Ai;,lez;) pj)’ =t
Pit1 = Q2 Q7 lApz + Z] 0 ﬁ by
Konec cyklu pro 1.
Konec Algoritmu.

o; =

Metoda dana timto algoritmem se nazyva ,,Orthodir “.
Predstavime jesté odseknutou variantu metody Orthodir, kde podobné jako u metody
Orthomin vezmeme k vypoctu nového sméru p; 1 pouze poslednich k£ smérovych vektoru

{p; }é’:i—k—i-l'

Algoritmus 1.11
Zvolime x.
Spocteme 1y = f — Axy.
Polozime py = Q5 Q1 0.
Pro:=0,1,2,... provedeme

(@ 'r:,Q1 " Api)

(Q1 ' Api,Q; M Ap:)

Tip1 = Ti + Q;p;

Tig1 =15 — azApz

5( i) (@rAQ 0y ApiQr Ap))

(Ql Apj Q1 Ap])

Piv1 = Q3 QllAmeZJ =i k+1ﬁ pj
Konec cyklu pro 1.
Konec Algoritmu.

o =

,j<i

Metodu danou timto useknutym algoritmem nazveme ,Orthodir(k) “.

Je-li symetrickd ¢ést M matice A positivné definitni, coz predpoklédédme, {pi} mnozina
smérovych vektoru generovand metodou GCR a py = pg, pak p; = v;p; pro néjaky skalar ~;.
Tedy metoda Orthodir je ekvivalentni s metodou GCR. Protoze py = pg, plati téz py = ]30,
nebot doslo pouze k vyndsobeni celé rovnosti matici Q. DokaZeme jen, Ze p1 = y1p1.

e Orthodir:
_ _ 0 ~ T~ 0) ~
p=Q7'Q Apo + 8p0 & B = Apo + B o;

e GCR:
b= Q'Qr' M+ 0 e
s by o= 1+ 88 = o — doApy + B Bo = Py — doApy + 33 Bo =
= —dapApo+ (1 + B(()O))ﬁo-
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Nyn{ porovndme koeficienty z; a 2 u pp a Apy a ukdzeme, ze jsou stejné. Tedy

=P & Q1 =71Q01 & pr= %131

-
Apy = —doApo -2 & BP0 = (1+ B)po - 2.

Odtud dostavame, ze

1 i
Z1=—— a Zy= ~0)
Qg 1+ 05,

kde koeficienty se stfechou patii metodé GCR. a koeficient bez stfechy metodé Orthodir.
Ale dosadime-li za tyto koeficienty ptislusné podily a rovnost 7o = pg, a vynechame-li pro
prehlednost stfechy, dostaneme:

2y = _( 2]307 ]50) . 1 .
jl~ ,Zl~ _ (A71,Apo)
( Po: pO) 1 (Apo,Apo)
R i) (Ao, Ao .
(Apo, ADo) (Ao, Apo) — (A(To — a9 Apo), Apo)
(AQﬁ()v AﬁO) . 1

fry — — — — — — — = —— = Z7.
(Apo, Apo) — (Apo, Apo) + ao(A%po, Apo) Qg '

Odtud jsme dostali, ze p; = y1p1, kde v = —O%O a o je koeficient metody GCR.
Obecné to znamena tohle:

e Smér p; metody Orthodir je linedrni kombinaci vektoru py, Apo, ..., Alpo;

e Smér ]32 metody GCR je linearni kombinaci vektoru ﬁo, 121]30, cey fliﬁo;

a podily koeficientti u fg a py, Apo a Apy, ... , APy a A'p, jsou stejné.
Je-li matice A symetrickd, pak se vztah p;y1 = Q5 Q1 Ap; —1—2310 ﬁ](-z)pj, ktery je roven

vztahu p; 1 = 121]51-—1—2;:0 ﬁj(-i) p; redukuje na t¥iclennou rekurenci, jak nyn{ ukédzeme. Necht

0 1 %
& gy
) 1 -6y ... —F ' ' ) ‘
_Bi(’)
1

Oznacme dale diagonalni matici
(Apo, APo)
Q, — (Apr, Apy) | RV
(Ap:, Ap;)
a nechf matice B; € ROFV*E+) ynikne z matice B; vynechdnim posledniho fadku.
Indukei dokézeme, ze plati



e ; —0:
APy = Apy = py — ﬁc()o)ﬁo = (o, p1) - <_ﬁo ) = P\B,

e Nynf piejdeme od i k i + 1 za predpokladu, ze platif AP,_; = P,B;_;.
Pro vektor p; plati

Api = iy — Zﬂ;i)ﬁj = pir1 — BP0 — ... — Bpi =
j=0
_501) _ﬁ((]l)
= (ﬁ07 "'aﬁi-i-l) ' —ﬁ(l) = ﬁ)i—i-l ' —ﬁ(l)
1 1
Tedy
10
0
A’lez - (Apz—la Aﬁl) = (RBZ—17 pz—i—l /8(2) ) -
1
_ g
~ 0
~ Bz— ~ : ~ _
= (g1~ ( 01>7Pi+1' 5@ )= PinB;
1

Plati tedy

AP = PuBi = AR =ARuB = (AR)TAP, = (AR) AR B

= ﬁinl?’ﬁi = (AE)T(AE‘H)E

a dale

Pl AP, = (PTA’P)" = (AR)"(AP1)B)" = B (AP41)" (AP).
Odtud dostavame, ze

(AB)" (A1) B, = BI(AP.)" (AP).

Ale z (AT A)-ortogonality smeért D; plyne, ze

Apo
S Ap - S _
(AP)"(APj1)B; = : e (Apos ..y ADiy APiv1) - B =
Ap;
(AﬁOJAﬁ()) ~ N O
Apy, Ap 0 _
_ ( P1 Pl) ‘ ‘ B =
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Obdobné - o
B (APi1)"(AP) = B ;.

7 téchto tuprav jsme nakonec dospéli k zavéru, ze

a tedy matice B; je tiidiagonalni. To znamend, ze pro koeficienty BJ@ plati

ﬁ()—O pro i —j>2 a B 1—1 Vi,

odkud dostdvame vySe zminénou tiiclennou rekurenci pro vypocet sméru p;,1, pokud je
matice fl Q7 AQ; " symetrickd. Ale tato rekurence je vlastné metodou Orthodir(2),
kde ﬁ o= = 1 a pocital by se jen koeficient 6(

Na zavér vyslovime jedno lemma pro nesymetrické matice.

Lemma 1.3: Je-li symetrickd ¢dst M matice A jednotkovd matice I, tedy A = I — R,
kde R je antisymetrickd ¢dst matice A, pak metoda Orthodir(2) je ekvivalentni s metodou
Orthodir.

Diikaz: Obdobné jako dikaz lemmatu 1.1. O
Podotykame, ze na rozdil od metody Orthomin(1) ekvivalence nenastava pro piipad
metody Orthodir(1).

Dosud neméme zadné teoretické vysledky, které nam zarucuji konvergenci Orthodir(k)
pro obecnéjsi nesymetrické systémy. Rika se, ze metoda Orthodir v plné, tj. neuseknuté
verzi konverguje vzdy, i kdyz symetrickd ¢dst M matice A nenf positivné definitnf. Num-
erické pokusy, které jsme provedli, ukdzali, ze tato metoda skuteéné konverguje, ale jen
pro malé soustavy. Pro vétsi dochazi ke zhrouceni. Tato metoda tedy neni ptilis stabilni.
Viz kapitola 4.

1.2 Metody zalozené na ortogonalité residui
V dalsi ¢asti této kapitoly podiskutujeme o ortogonalité residui, tj. plati podminka
(ri,rj) =0 pro i#j
a v predpodminéném piipadé
(Q1'ri,Q7'r;) =0 pro i j.

1.2.1 Zobecnéna metoda sdruzenych gradientu GCG

Nejprve ukazeme, jak vypada metoda sdruzenych gradientu pro symetrické positivné
definitni soustavy

(1.7) Az = f.

Aproximace x; € xg+K;(ro, A), kde K;(ro, A) = sp(ro, Ar, ..., A rg), splituje ndsledujic
minimaliza¢ni podminku

].8 — = i * A * %: 1 *
18 lzm-o'= _min @ -zdp—a)i= mno ot —z]
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kde x* je presné feseni soustavy (1.7) a ro = f — Axg. V praxi se posloupnost aproximaci
x; poc¢ita z rekurenci
(1.9) Tip1 = Ti + Q;p;,

kde smérové vektory p; splnuji vztahy

(1-10) Po =To, DPit1 =Ti+1 + Bipi,

a koeficienty [3; jsou voleny tak, Ze pro smérové vektory plati

(1.11) (pi,Ap;) =0 pro i #j.
Cisla a; se voli tak, aby platilo

(1.12) a; = argmin || 2* — (z; + «Ap;) || -

a>0

Podrobné je tento postup vylozen v knize [Golub]. Algoritmus pak vypadé nésledovné:

Algoritmus 1.12
Zvolime x.
Spocteme ry = f — Axg.
Polozime py = 7y.
Pro:=0,1,2,... provedeme
v
Tip1 = Ti + Q4p;
Tiv1 = T — Qi Ap;
b= T
Pit1 = Tit1 + Bipi
Konec cyklu pro 1.
Konec Algoritmu.

oy =

Metodu danou timto algoritmem nazveme ,metoda sdruzenych gradientu (CG)
(Conjugate Gradient method)* (ve smyslu optimality).

Residua r; lze vyjadrit vztahem r; = ¢;(A) - 19, coz plyne z tvaru prostoru K;(rq, A),
kde ¢; € P;, a kde P; je prostor vsech polynomu stupné ¢ takovy, ze ¢;(0) = 1. Opét,
stejné jako v piipadé metody sdruzenych residui, dostaneme presné feseni po nejvyse N
krocich. Presny pocet kroku, po kterych dostaneme pouzitim metody CG pfesné feSeni,
je dan indexem, pii kterém se zastavi rust dimense podprostoru /C;(rg, A). Pro teoretické
uvahy predpokladdme, ze dim{/C;(rg, A)} = 1.

Metoda sdruzenych gradientu spliuje téz Galerkinovu podminku

(Az;,v) = (f,v) Yo € K,
tj. r; je ortogonalni na podprostor K;, coz je ekvivalentni s ortogonalitou residui:

(ri,7;) = 0 pro i # j.
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Tento vysledek pouzijeme k formulaci titkrokové rekurence metody CG. Vezmeme Algo-
ritmus 1.12 a dosazenim obdrzime:

T; — X4
Tipr = T+ i = 3+ oq(ri + Biopis1) = @ + il + B ————) =
i—1
;0 —
= Ti — Tyt T+ ouT + aﬁ (g — wim1) =
i1
Q15— O
— {L‘i_l—f— <1+ ﬁ 1><O[Z<1+ ﬁ 1) lT’i—f—ZEi—Ii_l)
Q1 Qi1
Uvazujme tedy iteracni postup
(1.13) Tip1 = Tio1 + wip1 (Vi + 1 — 2i1),

kde x_1 =0, a w;y1 jsou redlna cisla, ktera dale uréime tak, abychom nemuseli pocitat
koeficienty a; a (3. Toto je obecny tvar pro nékolik iteraénich metod, napt. Cebysevova
metoda nebo Richardsonova metoda.

Vynasobme celou rovnost matici A, obratme znaménko a pfi¢téme f. Dostaneme rovnost
pro residua:

(114) Tit1 = Ti—1 — wi+1(’yiA7‘i —71; + ri—l)-

Véta 1.11: Polozime-li

yellrlls 77

Vi1 || rica H% ‘Wi

T, T4
_ mn)
(7”1', An)

w1:1, Wit1 = 1-— pI’OiZl,

pak residua {r;} spliiuji podminku ortogonality (r;,7;) = 0 pro i # j a vysledny
algoritmus je ekvivalentni s pfedchozim, tzn., ze dostaneme stejnou posloupnost iteraci.
Dikaz: Indukei: i =1 = 5 =0.

(r1,70) = (ro1 —wiyArg —ro+r_1],70) =
= (r_1,70) —wi[y0(Arg, o) — (10,70) + (r_1,70)] =
(7”0,7“0)
fry 7’7’7’ —1~—A1”,7" —7”,7” +717771 :0
(roaor) = 1 [ (A1) = (ro70) + (170
Ted prejdeme od i k 7 4 1.
[}
(riv1, 7)) = (ric1 —wip[ViAri —ri +rica],r) =
= (ric1,73) — wir1[Vi(Arg, ri) — (riy ) + (riz1, mi)] =
Ty, Ty

= 00— u)i_f_l[ﬁ . (Ari,ri) — (Ti,ri)] + 0=0

podle indukéniho predpokladu.

(Ti+1,7”z‘—1) = (Ti—l - wi+1[%‘A7”i -1+ Ti—l], Tz'—l) =
= (Tiflﬂ”zel) - wi+1[%’(147”i, Tifl) - (riu rifl) + (Tiflyriflﬂ =

(7“1‘—177“1‘—1) - wz’+1[%’(A7“i, 7“z—1) + (Ti—lyri—l)]
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podle indukéniho predpokladu.
Pozadovanou rovnost

(riy1,7m-1) =0
dostaneme, dosadime-li

(Ti—l, Ti—l)
Yi(Ary,ricy) + (rim1, rie1)

Wit1 =

Ukazeme vsak, ze tento vyraz pro w;,; je shodny s vyrazem uvedenym v tvrzeni
véty. Tedy

Wit+1 =

(7“1‘—1;7“1‘—1) _ [1 1 %‘(ATz‘ﬂ‘z'—ﬁ} - _ [1 X %‘(7"2‘,147’1—1)} -
Yi(Arg, ric1) + (ric1,mim1) (ric1,7i-1) (ric1,7i1) ’

nebot matice A je symetrické.
Ze vztahu pro residua

ri =19 — wi(Vic1Ari—1 — Tic1 + Ti2)

je patrné, ze

Ar,_ = — ri+v, kde v € sp(ri_i,ri2).

Yi—1Wi
Vezméme skalarni soucin s r;:
1 1 1

ri, Ari) = (ri, ————ni +v) = — T, i) + (15, 0) = —
( )= Vi—1Wi ) %’—1%’( )+ i) Vi—1Wi

(ris7i)

podle indukéniho predpokladu. Dosadime do vyrazu pro w;, a dostaneme:

-1

Y

Wiy = {1 n %(7%147“1'—1)} - _ {1 B ilri, Ti)
(Ti—lﬂ”i—l) %‘—1(7”1‘—1,7”2‘—1) * Wi
coz je shodné s tvrzenim véty.
bud j <i— 2
(7“2‘+1,7“j) = (7‘1‘—1 - wz’+1[%147‘i — T+ Ti—1],7“j) =
= (ri—1,71y) — Wi [Vi(Ari, 15) — (ri;rg) + (rie1,m5)] =

= —wi1%i(Ari, ) = —wip1%i(ri, Arj)

podle indukéniho predpokladu.

Ale opét
Arj € sp(rj-1,75,7j41),
takze
(ri,Ar;) =0, atudiz (rig,7;) =0,
coz dokoncuje indukci. O
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Algoritmus 1.13
Polozime x_; = 0.
Zvolime x.
Proi=0,1,2,... provedeme

o (rayma)
Vi T T Ary) .
_ virllrill3 - : ST - : _
Wit1 = 1—m pro ¢ >1, pficemzpro =0 je w;=1

Tip1 = Tio1 + Wipr (VT + T — 1)
Konec cyklu pro 1.
Konec Algoritmu.

Metodu danou timto algoritmem nazveme ,metoda sdruzenych gradientu (CG)
(Conjugate Gradient method)* (ve smyslu ortogonality).

Analogicky postup odvodime pro nesymetrické systémy (1.7) specidlniho tvaru, kde
A je nesymetrickd matice tadu N takova, ze A = I — R, kde R je antisymetricka
¢ast matice A. Ukdzeme, ze v tomto ptipadé lze konstruovat analogicky itera¢ni pro-
ces (1.13) tak, ze jsou splnény podminky kolmosti residui. To tedy znamend, ze presné
feSeni soustavy dostaneme po nejvyse N iteracich. Stejné jako v symetrickém piipadé, i
zde predpoklddame, ze dim{K;(ro, A)} = i.
Pro residua plati:

ript = i —wip (A =it i) =ric —win (6 = R)ri =i rio) =
= (I —wiy1) -ric1 +wip1 (L =) -1 + wig1 v Ry,
Tato residua stejné jako v symetrickém pripadé spliuji ortogonalni podminku
(ri,rj) =0 pro i#j,
ktera je ekvivalentni Galerkinové podmince
(Azy,v) = (f,v) Yo € K; = sp(rg, Arg, ..., A7 'rg),

a jsou tudiz linearné nezavislé.
Dukaz ortogonality residui je shodny s dukazem véty 1.11 s tim rozdilem, ze v tomto
piipadé vychézeji jednodussi vyrazy pro v a w:

(ria ri) -

(Tiflarifl) " Wi
Je to dano predpokladem, ze A = I — R a vyuzitim antisymetrie matice R.
Algoritmus 1.14

Polozime x_; = 0.

Zvolime x.

Pro:=0,1,2,... provedeme

vi=1, w=1 w1 =1+ pro > 1.

i = (Tz',T’i) .
le:[l—{—%-i} pro ¢>1, pricemzpro i=0 je w;=1

Tis1 = Tim1 + wWip1 (1 + 25 — Tio1)
Konec cyklu pro <.
Konec Algoritmu.
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Metoda vychézejici z tohoto algoritmu se nazyva ,zobecnéna metoda sdruzenych
gradientu (GCGQG) (Generalized Conjugate Gradient method)*.

Tento algoritmus nyni prevedeme na algoritmus s predpodminénim podobné jako pro
metodu sdruzenych residui.
Uvazujme soustavu

Az = [Q7'AQy[Q27] = [QT f] = f.

Odvozeni vzorcu pro algoritmus s predpodminénim je jednoduché:

1. Z;:

Ty = Qam;
2. 1;

fio=f— Al = Q7' f — Q7' AQy Qo = Q7'
3. i 1 1
M = (T, 75) = (Q1 1, Q7 1) =21

4. Wit1:

Wit1 =: Wit1
5. Lijg1:

T = Qi = Qy (Tiy + Qi (Fi + & — Ti1)) =
Qz_l(Qﬂiq + wi+1(@1_17”i + Qoxi — Qoxiq)) =

= X;1+ wz‘+1(Q2_1Q1_17“i + 1, — 2 q)

Sestavime-li to dohromady, dostaneme algoritmus s predpodminénim.

Algoritmus 1.15

Polozime x_; = 0.

Zvolime x.

Proi=0,1,2,... provedeme
r; = f— Ax;.
i = (Q1'rs, Q')
wi+1:[1+%-i} pro ¢>1, pricemzpro i=0 je w; =1
Tip1 = iy +winn (Qy ' Qy s + i — 1)

Konec cyklu pro .

Konec Algoritmu.

Metodu danou timto algoritmem nazveme ,,zobecnéna metoda sdruzenych gradientt
(GCG) s predpodminénim*.
Podminka ortogonality residui se prevede stejnym zpusobem. Plati tedy

(74,7) = (Q7'r, Q7 'ry) =0 pro i # j,

a tedy vektory {Q;'7;} jsou linedné nezavislé.
Daéle poznamenejme, ze

sp(Q1 1o, ..., Q1 'ri) C sp(Q1 o, (QTTAQL QY o, . (QT T AQZ ) Q1 o),
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coz plyne z konstrukce residui (1.14). A protoze jsou vektory {Q;'r;} linedrné nezdvislé,
je inkluse vlastné rovnosti:

sp(Q1 70, -, Qr ') = sp(Qy 'm0, (@11 AQR )@y o, -, (Qr AQR)'Qy o).
Z toho plyne, ze podminka
(Q7'ri,Qr'ry) =0 pro i #
je ekvivalentni Galerkinové podmince
(Q Azi,v) = (@1 fv)
Vv € Ki = sp(Q1 7o, (@11 AQz )@y o, -, (11 AQR )T Q1 o).

Poznamka: Jak jiz bylo receno, zobecnénd metoda sdruzenych gradientu predpokladd, ze
pro matici koeficienttt A plati A = I — R, tj., ze symetricka ¢dst M matice A je jednotkové
matice. To je velice omezujici predpoklad. Podivejme se, jaky musi mit pro tento piipad
matice A tvar.

=M= = 2l =A+ AT

Odtud vidime, Ze matice A ma na diagonéle jednicky a mimodiagonalni protilehlé prvky
jsou navzajem opacné. M4 tedy tuto strukturu:

Qi = ]-7 Qi = —0ajq, 1) = ]-7 '“7N7 ? 7é J-

1.2.2 Orthores

Budeme-li uvazovat obecnéjsi tvar nesymetrické matice A, tj. A = M — R, resp.
A = M — R, pak nevystacime s tifkrokovou rekurenci. Young a Jea (viz [Young]) navrhli
zobecnéni metody sdruzenych gradientt, kde k vypoctu iterace ;11 je uzito residuum r;
a i + 1 predchozich iteraci {z;}!_, tj.

i
i)
Ty = Bir; + E Vi Ty,
j=0
neboli, budeme-li rovnou uvazovat soustavu v predpodminéném tvaru:
i
- i) ~
Tiy1 = Giti + ) 0 %y,
J=0
tedy

(1.15) Tia1 = BiQ7'Qr i+ Y .
§=0
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Pocitejme residua:

Fir = f—Af=f—AB7 + Z%i)fj) = —BAF + f — Z%('i);li"j =

J=0 Jj=0

= —BAF+ [ = AP F 40 F = AP Az =4O F + 40 F =P A7 — .

A f = AR = =B AR+ F =D T+ YR
=0

§=0
Budeme-li predpokladat, ze

IR

5=0

pak se posledni rovnost zjednodusi na tvar
Z‘ .
Fiy1 = — ;AT + Z ’Yj('z)fja
§=0
neboli

(1.16) ripn = —GiAQy Q7 i + Z ’in)rj'

J=0

Uréime koeficienty (3; a {7]@};:0 tak, aby platilo (7, 7;) = (Q7 7, Qy'r;) = 0 pro i # j.
Uvazujme postupné ¢ = 1,2, ...

(71,70) = (—BoAFo + 7(()0)%,7:0) = —Bo(Arg, 7o) + 7(()0)(%,7:0)

Polozime-li %()0) =1, pak z podminky ortogonality residui plyne, ze [y = (E}:;f;o))'

Oznacime-li

o_ @) o1 o, )
O{O (730’77.0) ) pa‘ ﬁo O{éo) a '7() /60 Oéo .

(Fo, 7o) = (—BiAF + ’Y(()l)fo + ’79)7:1, o) =

—Bi (A1, 7o) + 1 (Fo, 7o) + 7 (71, o) =
= —Bi(Afy, 7o) + 1 (Fo, 7o)
(Fo,71) = (—BiAF + 7(()1)f0 + %1)7:1, 1) =
= —BuARL ) + g (Fo, 1) + (7 7) =
= —51(1217:1, 1) + 7%1)(7:1, 1),
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nebot (71, 7o) se jiz rovna nule.
Dostavame 3 rovnice pro 3 neznamé:
—Bi(AF, 7o) + 75 (7o, 7o) = 0
—Bi(Ary, ) + 10 (7, 7)) = 0
1 1
W a1
Polozime-li _ ~
Arq, T Arq, T
all) = ( ~T1,~T’0)’ ) ( ~r17~7“1)7
(70, T0) (71,71)
pak

1 1 . . )
b= o0 =Aal =l
1

e Podobné pro obecné .

Zavér: Cisla {ag»z)}ézo, Bi a {7]@};:0 jsou urceny tak, ze

(7:177:3) = (Ql_lria Ql_lrj) =0 pro 7 7é j, a Z,yj(l) =1
7=0

Zobecnénim vyse uvedenych vzorcu ziskame nasledujici algoritmus.

Algoritmus 1.16
Zvolime x.
Spocteme ry = f — Axy.
Pro:=0,1,2,. provedeme

(1) (@ IAQz Q1 Tval Tj) S ;
Q; ' (Ql(;'J’Ql " , 7=0,..,1
ﬁi': (Z]: a] )71

Y=gl j=0,.

Tip1 = 0:Q7 Q1" Tz+zj o% 5‘73

rip1 = —BiAQy QT ry + ijo ’Yg Tj
Konec cyklu pro .
Konec Algoritmu.

Metoda vychazejici z tohoto algoritmu se nazyva ,,Orthores“.
Stejné jako v pripadé metody GCG, i zde u metody Orthores plati

sp(Q1 170, -+, Q1 'mi) = 5p(Qy "o, (@11 AQ QM ro, -, (Q11AQL)'Qy M),
coz plyne ze vztahu pro residua (1.16) a podminka
(@', Qr'r) =0 pro i
je ekvivalentni s Galerkinovou podminkou
(@1 " Az, v) = (Q1 ' f.v)
Vo € Ki = sp(Qr "o, (@1 AQ Q1 ro, - (Q1 AR ) Qy o).

Je mozné téz uvazovat useknutou verzi této metody, kde stejné jako napt. u metody
Orthomin(k), je dolni mez sumy nikoli 0, ale néjaké i — k+ 1. Useknuty algoritmus vypadé
takto:
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Algoritmus 1.17
Zvolime .
Spocteme 1y = f — Axg.
Pro i=0,1,2,... provedeme
() _ (@Q'AQ;Q'ri Q1 'r))
J @' Q1 )
kde aj(»l):O pro 0<j<i—k
Bi = (Xjmimki aﬁ-’))”
’y](l) :Biay)a ]:()772 ]
ziy1 = 3iQ5 Q1 i + Z;‘:Z’_‘]H_l 7](-1)%"
ripn = —GiAQY QT i+ Y 'Yg(‘l)?"j
Konec cyklu pro 1.
Konec Algoritmu.

(07

Metoda vychézejici z tohoto useknutého algoritmu se nazyva ,,Orthores(k)“.

Metoda Orthores(2) odpovida odvozené tiiclenné rekurenci pro iterace z; a je-li A=
I — R, pak je Orthores(2) ekvivalentni s metodou sdruzenych gradienti GCG.

Z Algoritmu 1.16 nebo 1.17 vidime, Ze iterace x;yq je linedrni kombinaci pocatecni
aproximace z, a vektort {Qy Q7 'r; };":07 nebot iterace x; v sumé se daji rozepsat pomoc{
predchoziho x ;4 a vektoru {Q;lelrk}{;:O, atd. Zkusime tedy najit jiny vzorec pro x;i1,
ve kterém bude linedrni kombinace xy a vektori {Q5 Q7 'r;}i_,.

Méjme ddno zy. Pak necht

7j—1
Ty =Zo+ Zf;ij)leQflrk pro j =1,
k=0
toto vyjadreni dosadime do iterace z;,; a najdeme koeficienty {5,(:“)}};:0.
T = 5iQy Qi+ Z’YJ@%‘ =
=0
i j-1
= B8R+ Y 1w+ &)Q7 QT ) =

=0 k=0

i i j—1
= BQy'Qi+ Y 1w+ 1 > 6700 e =
j=0

j=1 k=0
= zo+3Q;'Q1 i + Z ZVJ(Z)f;EJ)Q;lQIITk = Q
j=1 k=0
Ted preindexujeme sumy:
= = k=
=2 = k=01
j=3 = k=012
j=i = k=012 ..., i-1
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To je ekvivalentni s timto:

k=0 = j=1, , 1
k= =  j=2, , 1
k=2 = j=3 , @

Tedy
-1 o
O = 2+ BQO Y D 10 Qe =
k=0 j=k+1
i—1 7
= w0+ 3iQy Q7 i + Z( Z %Z)f;(f)Qz_lel)Tk =
k=0 j=k+1
= ot YOO,
k=0
kde '
fl(jﬂ) = Z %(?)5,9) pro k=0,...,i—1
j=k+1
a
i+1
& = 8.
Maticové vypada zapis takto:
A A - N
1
i+1 i i
o) ol ol o) [
i1 N Z g
e || o] |0
gl 0 ... ... 0 1 B;

Iterace {z;}’_, nenf v tomto pifpadé potieba pocitat, residua {r;}’_, se pocitaji stejné
jako vyse pomoci predchozich residui. Bude-li norma residua ;1 pro néjaké i v prubéhu
vypoctu dostatecné mald, lze spocitat priblizné feseni x;.1 podle vzorce

Tiy1 = To + Zfl(ciJrl)QQ_lQl_lrk’-

k=0

Vyhodou tohoto postupu je to, ze pri programovani této metody nemusime mit k dispozici
dvourozmeérna pole velikosti N x N a uklddat do nich spoctené iterace {x; }§'=0 a residua
{rj}§:0, coz potrebujeme k vypoctu iterace x;, 1, ale staci ulozit pouze pocdtecni vektor
Tg, residua {Tj}é»zo a koeficienty {é]ij)}k:O,...,i—l;j:k-{—l,...,i coz je trojuhelnikovd matice. Tim
se sniz{ naroky na pamét a ddle se také snizi pocet operaci v kazdém kroku.

Algoritmus muzeme napsat timto zptusobem:
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Algoritmus 1.18
Zvolime .
Spocteme 1y = f — Axg.
Pro i=0,1,2,... provedeme
() _ (@Q'AQ;Q'ri Q1 'r))
J , <Qf(1,§j,cz;1rj> ’
'yj(l) :61a§2)7 ]:O,,Z
i+1
&E . ; L () £(9)
i+1 i i) (G .
ria = —3AQy Qi+ Yo 1
Je-li || 741 |]l2 < e, pak
11 i i+1
Tit1 = To + Qs 1@1 ! > ko 5;(C+ )Tk
Konec cyklu pro .
Konec Algoritmu.

o i=0,.. i

Metodu danou takovym algoritmem nazveme , TM—Orthores (Triangle Method)*.
Predpoklad, aby matice M byla positivné definitni, je nutny. Metoda Orthores se mize
zhroutit pro problémy, ve kterych je symetrickd ¢ést M matice A indefinitni.
Na zaveér vyslovime vétu pro odhad chyby metody Orthores, ktera je obdobou véty 1.4
pro metodu GCR.
Véta 1.12:

1. Metoda Orthores pocita feseni soustavy Ax = f po nejvyse N krocich.

2. Iterace generované metodou Orthores splnuji:

| A |2 . i
*—x; < Os)  ——— 12 . (A . * <
| @ zi ll2 < K(Q2) )\min(M) q12¥1€1}£1i | q:(A) [l2- || 2 7o [J2 <

< K(Q2) - )\‘L%(Hj\;[) [\/1 — %]l | 2% — w0 [|2,

kde P; je mnozina vsech polynomu stupné i, pro které plati ¢(0) = 1, z* je presné
fesenf soustavy Az = f a k(Q2) = || Q2 || - || Q3" || je spektrélni ¢islo podminénosti
matice ()s.

Dikaz:
1. Prvni tvrzeni plyne bezprostfedné ze vztahu ortogonality (r;,r;) =0 pro i # j.
2. Trividlné plati nerovnost
|2 =i flo = | @' Qoa* — Q' Qi [l2 < 1 Q37 [ - | 7" — & [|2 -

Dale pro kazdy vektor y plati
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tedy pro y := T* — Z; plati:

|7 =2 [} Amin(M) = (3" = 50,3 = &) - Amin( M) <

IN
—
2
*
|
332
=
=
*
|
§z
Il

|
N | —

v~
2
'

|
2

S

Odtud dostdvame nerovnost

| 5 — ||§ < — (7, T — 3y).
Necht

Pro kazdé v € KC; je

~% ~

a —xi:i*—io—v—(i'i—io—v):i:*—io—v—i—w,

kde w € K;, protoze Z; je linearni kombinaci 7;_; a {Z; };;B, 75—1 je linedrni kom-
binac{ A7;_o a {fj}é;%, viz Algoritmus 1.16, tudiz z; € o + K;.
Protoze plati .

(Az;,v) = (f,v) Yo ek,

je
(ﬁ-,w):(),
a tedy
(73, T° =) = (7T —=To—v) <[ Fille- | T =Tg—v |2 <
< ||f—Afi||2'1{T€l}£||ff*—fo—v||2§
< || AZ* — A% ||o -min || 3 —Fg—v ||z <
velC;
< ||AH2'||5*—53z‘||2'£I€1}CT:||f*—530—UH2

podle Schwarz-Cauchyho nerovnosti. Ale pro kazdé v € IC; je

v = 81‘71(121) . fo = 12151-,1(121) . (i’* — io)
pro néjaky realny polynom s;_; stupné i — 1, takze

r — fo — UV = (I — ASifl(A)) . (i’* — ff?()) = QZ(A> . (i’* — Zf()),

kde ¢; € P;.
Dame-li v§e dohromady, dostaneme
Sk =~ 12 1 SOax e
|5 =l S = (i — ) <
>\min<M>
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< - T* — ~i . : Sk~ <
- /\min(M) “ r T ||2 %}8 || €T Xy v ||2 <
Al o
< ] * i . i A . * <
Al
< — = _° — i . i A . * :
T Amin(M) 12" =i |2 glelfr}i | a:(A) |2+ || 5 — Zo ||2
tedy
3 Als
gl < L2 (A - [ 3 — _
| 25— [ < N (M) gléz% | Gi(A) ll2- ]| 5= a0 |2 <
|4l |

DAL T R
oy i ) a1 Qe a” — ol

odkud jiz plyne prvni nerovnost druhého tvrzeni véty. Druhd nerovnost se dokaze
stejné jako u véty 1.4. O

Tato véta nam davéa konvergenci plné verze metody Orthores. Doposud nejsou zndmy
vysledky, které by ukézali, ze useknutd metoda Orthores(k) je konvergentni. Aproximace

Z; jsou linedrni kombinaci 7;_; a {Z; };;%_ . @ neplati tedy z; € T + K.

1.2.3 Metoda FOM a jeji modifikace

V tomto odstavci nejprve strucné uvedeme obecnéjsi odvozeni metod pro feseni systému
Az = f. Uvidime, zZe napi. metoda GCR je specidlnim piipadem tohoto postupu. Budeme
se zabyvat praktickou realizaci, ktera spoc¢iva v sestrojeni ortonormalni baze v uvazovaném
Krylovové podprostoru. Tento postup pochézi od Saada (viz [Saad 1]) a spociva v tom, ze
pii konstrukei i-té aproximace x; se uvazuji dva i-dimensionaln{ podprostory K;, L; € RY
takové, ze x; € xy + K; a residuum r; je kolmé na L;. Napf. metoda GCR pfi této
formulaci pracuje tak, ze x; € zo + K, kde K; = sp(po, ..., pi—1) a 1; je kolmé na L;, kde
L; = sp(Apo, ..., Api—1).

Pti metodé FOM se voli K; = L; a K; je Krylovav podprostor K;(rg, A) generovany
residuem 7y a matici A a vyslednd residua jsou na sebe navzajem kolma.

Nejprve najdeme ortonormélni bazi (vy, ..., v;) pro prostor IC;(rg, A), tj. bude

Ki(A,ro) = sp(rg, Arg, ..., A 'rg) = sp(vy, va, ..., v;).
Pro vypocet téchto vektoru se pouziva Arnoldiho algoritmus. Ukazeme, jak vypada.

1. Zvolime pocatecéni vektor vy, pro ktery plati || vy || = 1.

2. Polozime
w = AUl — h171U1

a koeficient h;; uréime tak, aby vektor w byl ortogonalni na vektor v;. Tj.

0= (wvvl) = (AU1 — h1,1U17U1) = (AUhUl) - h1,1(U17U1) = hi= (Avlﬂfl)-
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Daéle vezmeme normu vektoru w, tj. spocitame
hay = [l w ]

a nakonec polozime

3. Polozime
w = A’UQ — hLQUl a Z=w — h2721}2 = A’UQ — h1721}1 — h2,2v2

a opét koeficienty hj ;1 a hgo urcéime tak, aby vektor w byl ortogondlni na vektor v;
a vektor z na vy. Tedy

0= (wavl) = (AU2 - hl,ZUhUl) = (AU2,U1) - h1,2(U17?11) = hig= (AU27U1) ;

0 = (27 U2) = (AUQ - h1,2U1 - h2,2U2,U2) =
= (AU2, U2) - hl,z(Ula?&) - h2,2(7}2, Uz) =
= (AUQ, UQ) — h272(’02) = h272 = (AUQ, 1)2).

Vektor z je také ortogondlni na vektor vy:
(z,v1) = (W — hogva,v1) = (w,v1) — hoa(va,v1) = 0.
Déle vezmeme normu vektoru z, tj.
hso = || z ||
a polozime

z

ha

Poznamendvame, ze hz o # 0, nebot kdyby se to rovnalo nule, pak

U3

0= h3,2 = H z || = z=0 = 0= AUQ — hLQUl — h2’2/U2.
Vektory vy, v9, Avs tudiz nejsou linearné nezavislé a to je spor.

Timto zpusobem ziskame ortonormalni vektory vy, ...,v,. Cely proces muzeme shrnout
takto:

Algoritmus 1.19
Zvolime vy, kde || vy || = 1.
Pro:=1,2,... provedeme
hji = (Avi,vy), j=1,2,..,i

w = A’UZ‘ — Z;:l hj;ﬂ)j
hivig =l w |
Vit1 = ﬁ

Konec cyklu pro <.

Konec Algoritmu.
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Tento proces, ktery generuje ortonormalni vektory, se nazyva ,, Arnoldiho algoritmus*“.
Ozna¢me V; = (vq,...,v;) a

h171 h172 c. c. hl,i
hg,l hz,g c. c. hg’i
_ hg 2 ... NP h3i
HZ — ) ' .’
hi,i—l hi,i

hi+1,i

i+1)x

Matice V; je ortonormalni a H; € R( * je horni Hessenbergova matice. Pak Arnoldiho

proces lze napsat v maticovém tvaru
AV; = Vi H;.

Diikaz provedeme indukei podle ¢ stejné jako u podobného vztahu metody Orthodir v
casti 1.1.4:
o =0
h _
AVy = Avy = hg1va + hy vy = (v1,02) - (h;) = VoH,

e Piechod od i k i + 1: Necht AV, = V;H,_,. Plati

i
Avi = hip10i01 + g hjivi = hiv1ivigr + hivi + ..o+ by o =

j=1
hl,i hl,i
= (U17 -eey Ugy Ui-l-l) ' hzﬂ = Vit+1 - hzﬂ
Piy1 Piy1i
A tedy
hi
AV = A (1, 0) = (AVig, Ay) = (Viﬁifb | hf ) =
Pit1,
hi

- (B ) v |2 D=

hit1,i
hy
(B0 |, e
hiy1

coz dokoncuje indukci.
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Nynf piejdeme k pripadu predpodminéni. Uvazujme proto soustavu Az = f, kde A =
QUTAQL, T = Qur, f = Q7' f aresiduum 7 = Q] 'r. Definujeme-li navic

0= Q2U7
pak dostaneme vztahy v predpodminéném tvaru.

Algoritmus 1.20
Zvolime vy, kde || Q2v; || = 1.
Pro i =1,2,... provedeme
hji = (Q1 " Av;, szj), j=1,2,...,i
w = Q7' Av; — 23:1 h;iQav;

hivii = || w ]
0>
Vit1 = hili

Konec cyklu pro 1.
Konec Algoritmu.

Tento proces se nazyva ,,Arnoldiho algoritmus s predpodminénim “.
V tomto pripadé plati
(QQij QQUt) = Ojts

neboli, ze vektory {Qsv;} jsou ortonormélni. Nevime nic o vektorech v;. Samoziejmé
situace se neméni, pokud je Q2 = I. Pak vektory {v;} budou ortonormélni stejné jako
v nepfedpodminéném piipadeé.

Maticovy zapis Arnoldiho procesu lze odvodit obdobné a plati

QflAVi = QQ‘/Z'+1FI1'7 kde V; = (v1,...,v:).

Ekvivalentni je zapis
QU'AV; = Q.V;H,; + Q2Ui+1hi+1,i€@r7

kde vektor e; ma na ¢-tém misté jednicku a jinde samé nuly a H; je ¢tvercova horni
Hessenbergova matice, ktera vznikne z matice H; vynechanim posledniho radku.

Jelikoz plati (Qav;, Q2vr) = dji, coz znamend, ze vektory {Q2v;} jsou ortonormalni, tedy
matice Q,V; je ortonormélni, pak po vynasobeni matici (Q.V;)™' = (Q.Vi)" = V' Q5*
dostaneme:

H, =V,'Q; Q1 AV,

Tato konstrukce je zakladem pro tiidu metod pro feseni systému Ax = f. Je-li ddna
libovolna pocdteéni hodnota z s residuem ry, pak necht

_ Q'Q1 o
I Q1o |l2”

Na zacatku této podkapitoly bylo definovano, ze metoda FOM pocita aproximaci

U1 K = L := sp(01, ..., 1;) = sp(Qav1, ..., Qavy).

r; € vo + K;, kde residuum r; je ortogonalni na L;.

To znamen4, ze
Ti = To + ‘/zQ(Z) a (Tiv ‘/7,) = Oa
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coz pro predpodminény ptipad dava tvar
B =d0+ Vi a (7,V;) =0,
neboli
zi =20+ Vi a (Qr'r, @aV;) = (Q2V)T Q1 'r = V' Q3 Q' = 0.

Vynésobme nynf prvni rovnici matici Q,, matici —A = —Q[rAQL !, prictéme f= Q' f
a nakonec vynasobme matici (Q2V;)~! = V;7'Q;'. Dostaneme jednoduchou rovnici pro
koeficienty c¢®.

T, = To+ V;Q(i)
Qar; = Qoxo + Qsz‘Q(i)
Qi'f — Q' Az = Qy'f —Qy' Az — Q' AVicY
Qr'ri = Qr'ro — QrAVY
V;;_lQQ_lQl_lri _ ‘/z’_lQQ_lQl_er . ‘/;_1622_1621_1/4‘/7,2(1)
0 = V'Qy'Qr'ro — Vi 'Qy ' Qr AV
‘/ile;lQlfer — ‘/Zle;lQ;lA‘/lg(z)

—1,-1
Ale vztah (Q2v;, Qav;) = d;; a definice vy = % nam implikuji, ze
1

Vi'Qy'Qr e = (Q2Vi) Qo = (Q2Vi) T QMg =
= (szl,---aQﬂh’)T - Qaur- H QflTO Hz = H QflTO ||2 €13

coz spolu se vztahem H; = V, Q' Q7 AV} dava:
‘/;_1622_1@1_17“0 = Vi_ng_lelAViQ(i) = | Qflro o €1 = Hig(i).

Vypocet aproximace x; tedy vyzaduje feSeni hornitho Hessenbergova systému rovnic fadu
1. Metodu definovanou timto vybérem x; ozna¢ime jako uplnad ortogonalizaéni metoda
(full orthogonalization method).
7, rovnosti
7, =z + Vic®,  QU'AV; = QuViH; + Qavit1hiy €]
—1-1

| Qr'ro flaes = He? o vy = 22000
1 Q1 7o |2
lze spocitat residua r; takto:

Qrl'ri = QU'f— Qi Awi = Qi f — QUM Ao + Vic") = Q1Mo — Q1 AV =
= Q7' — (Q2ViH; + Qoviprhigrel)c® =
= Qur || Qi'ro ll2 —Q2Vi | Q1Mo |l €1 — Qavigahigy e ) =

T (i
= —Quuiihiiel c?,

takze ' .
|| T3 Hz = || Q1Q20i+1hi+1,i6;2(z) || = |hi+1,iC§Z)| : H Q1Q2vi41 H .

49



Pro tato residua dale plati:

(@', Q') = (—Qavirrhipie] ¢, _Q2vj+1hj+1,j€f§(j)) =
= hi+1,z‘hj+1,jcz(l)c§'j) (Q2vi41, Q2vj11) =0
pro i # j, takze residua jsou (v pfedpodminéném tvaru) ortogonélni. Nyni ddme vsechny
vztahy dohromady a ziskame algoritmus.

Algoritmus 1.21
Zvolime x.
Spocteme ry = f — Axyg.
Qz'Q1 o
Q7 'roll2
Pro j =0,1,2,... provedeme

hey = (Qur, Q7 Avy), t=1,...,]
w = Qy Avy — Y1 h jQovy

Spocteme v, =

hjy1; = ||1w |2
o
Uj,“ - hj2+::
9 = Qr'ro |l "Hj_lel
17l = 1] - | @uQavjsa ||

Konec cyklu pro j.

Polozime ¢ = j.

Spoc¢teme x; = xo + 22:1 cy)vj.
Konec Algoritmu.

Metodu danou timto algoritmem nazveme ,,prlné ortogonalizaéni metoda (FOM)
(Full Orthogonalization Method)*. A

Useknutd verze Arnoldiho metody hji1jQ2vj41 = QflAvj — > Qv (viz Algo-
ritmus 1.20) je déna tak, ze jako dolni mez sumy se bere ¢islo j — k + 1, pokud je vétsi
nez nula, tedy

J
hjs1,;Qavj41 = Q1 ' Av; — Z hy ;Qavy,

t=j—k-+1

kde se v sumé bere do uvahy pouze poslednich k vektoru {QQUt}g:jkarl' Matice H; je
v tomto piipadé pasova horni Hessenbergova matice s sitkou pasu k + 1. Napiiklad pro
k = 3 méame:

Qi'Avy = hg1Qavs + h11Qov;
QflAUQ = h39Q2v3 + hi2Q2v1 + ho2Q2v2
Q1 Avs = hy3Qavs + hy3Q2v1 + ha3Qovs + h33Q0v3

Q' Avy = hs54Qqvs + ho4Qav2 + h3 4Qav3 + hy 4Qov4
Ql_lAvg) = h6,5Q21}6 + h3,5Q2U3 + h4,5QQU4 + h5,5Q2U57
maticove

Q1 AVs = Q, Vi Hs,
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kde Vi = (vy, ..., v6) a Hy je pasovd obdélnikovéa horni Hessenbergova matice 6 x 5 s $ftkou
pasu 4:
hit higp hig
hoi hop has hog
— hso hssz hss hsgs

Hy = ’ '
b hagz hasa has
hsa  hss

he 5

Maticova rovnost
QU'AV; = Q.V;H; + QQUH—th—l,iQT

tedy stale jesté plati, ale matice QQ2V; uz neni ortonormdlni. Ortonormdlni jsou pouze
posledni k vektory {Qavi}i_; 4.
Definujeme-li prostory K; a L; stejné jako vyse, tj.

K;:=1L; = 5p(7717 ‘-‘761') = SP(szh ey szz‘);

pak lze opét definovat podobnou metodu. Tuto metodu oznacil Saad jako netuplna ortog-
onaliza¢ni metoda (incomplete orthogonalization method). Residua r; se spoctou stejnym
zpusobem jako v pripadé metody FOM, t;j.

176 2 = lhivricl| - || QiQaviga | -

Algoritmus 1.22
Zvolime xy.
Spocteme 1y = f — Axyg.
Q3'Qi'ro
Q7 roll2
Pro j=0,1,2,... provedeme
hej = (Qaur, Q7 Avy),  t=1tj,...,]
w = QIlAUj - Zi:tj he jQovy,  kde t; =max(1l,j —k+1)

Spocteme vy =

hjrrg = [l w |2
. w
Uit = Ry
D= Qr'ro [l2 -Hj 'es
175 llo = Ry ic?] - | @1 Qavjen |

Konec cyklu pro j.
Polozime ¢ = j.
Spocteme x; = xo + Y7, cy)'uj.
Konec Algoritmu.
Jak jsme jiz tekli vyse, metodu danou timto useknutym algoritmem nazveme ,Netplna

ortogonaliza¢ni metoda (IOM(k)) (Incomplete Orthogonalization Method)*.
Je-li matice A symetricka a positivné definitni, pak se vzorec

j
hi 05 = Avy = > i,
t=1

viz Algoritmus 1.19 po dosazeni za w, redukuje na triclennou rekurenci, jak nyni ukazeme.
K tomuto ucelu si vezmeme vztah

AV; = Vi1 H,
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a budeme ho upravovat.
(AV)T = (VinH)" = VTAT=VTA=H]V],
Odtud dostavame, ze zaprvé
VZ-TAV;' = ViTViHHi = (I, 0) : ﬁi = H;,
kde matice (1, 0) je velikosti ¢ x (i + 1), a zadruhé
VAV = HI Vi, Vi = H - (O]T) = H,

. Iy . e : - . ~ ,
kde matice (0T> je velikosti (i + 1) x i. Poznamendvéame, Zze o zna¢i nulovy vektor.

Témito dpravami jsme dospéli k zdvéru, ze H; = HI a tedy matice H; je tifdiagonaln{ a
symetricka, tedy A1, = hiip1 Vi

Obdobné pro obecny pifpad predpodminéni. Je-li matice A = QT AQ; ! symetrickd a
positivné definitni, pak se vzorec

j
hjs1;Qavj1 = Q1 Av; = e jQavy
t=1

redukuje na tficlennou rekurenci a tudiz metoda FOM je ekvivalentni s metodou IOM(2).
V tomto piipadé je aproximace x; rovna aproximaci vypoctené po ¢ krocich metody
sdruzenych gradientu.

Dalsi moznosti je pouzit LU rozklad matice H;. Nova aproximace x; muze pak byt
spoctena z kazdého nového vektoru v;. Aby vznikly algoritmus byl tvarové podobny s os-
tatnimi algoritmy, kde se za¢ina s ¢ = 0, tak i zde zacneme indexovat od nuly, tj. e bude
znacit jednotkovy vektor s nulovou slozkou rovnou jedné.

Méjme Hessenbergovu matici H; spoctenou po ¢ krocich ze vzorce

J
hj1;Q2vj+1 = Q7 T Av; — Z hy j Qo
t=1

nebo

i
hjs1;Qav1 = Q7 Avy — > hyjQavy

t=j—k+1

a necht existuje LU rozklad matice H;, tj.

kde L; je dolni trojuhelnikova matice s jedinou nenulovou poddiagonalou
a U; je horni trojihelnikova matice s jednotkovou diagonalou.
Rovnost || Q; 7o ||z -e1 = Hic™ upravime takto:

Ve = || Q1Yo llo -ViH; eo = || Q1o ||z -ViU; 1L e
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Vektor eg proto, protoze za¢indme od i = 0, tj. V; = (vo, ..., v;) a prvky {hg,} matice H;
se téz indexuji od nuly.
Necht déle .
= ViU a a? = | Q7o || L teq.
Aproximace x; ;1 je opét linearni kombinaci poslednich ¢ + 1 vektoru v;, tj.

Tis1 = w9+ Vic =20 + || Q7lro |l2 ViU L ey =

= @+ P =x+ Z ozf)pj =T+ Oégi)pi,
=0
@)
. . ]
Hodnoty p; a {ag‘l)};:o spocitdme pifmo z matic V;, L;, U;:

-Pi = %Uiil = ‘/7, - -P”LUlv

kde p; je j-ty sloupec matice P;, nazveme ho smér a o’ je j-ta slozka vektoru o,

tj.
1 g1 .- Uo,;
B R A
Y V1 ... Vi =|DP0o P1 --- Di .. .
. | . | S Wil
0o ... 0 1

Odtud plyne, ze

Vo = Do

V1 = PolUo,1 + P1

Vi = Polo;+ Prur;+ ...+ Di—1Ui—15 + D,

¢imz ziskavame vzorec pro p;:
i—1
bi = v — g Uj,iDj-
Jj=0

Obdobneé spocitame koeficienty {agi)}ézoz

oD = Qo |2 -Lites = Li-aW = Qilro ||z -eo,
tj.

1070 O 0 O[((]Z) 1

lio : : 0
. . — _1

0 . ol s =Rl

. . . . 0 .

0 0 L1 Ly O‘zl) 0

Odtud dostavame, ze

loo oy = || Qr'ro |2

lio - a(()i) +lig- Oégi) =0

lii—1- az@l +lii - ol = 0,



a tim ziskdvdme vzorec pro {aj(.z)}z-zoz

ORI R O S | Q1o |2

V= ————— piiemz «q = ———
‘ loo

Protoze matice H;,, vznikne z matice H; pridanim

- (Z + 1)—Ilﬂl0 radku (0, ceey 07 hi+1,i7 hi—l—l,i—i—l) a

- (i + 1)-ntho sloupce (hg i1, hiv1i11)7,

pak matice L;,; je také rovna matici L;, ke které priddme

- (Z + 1)-Hf radek (O, ceey 0, li+1,i; li+l,i+1) a

- (i + 1)-n{ sloupec (0, ...,0, L1 141)7;

a rovnéz za matici U;;, 1ze vzit matici U; rozsitenou o

- (i + 1)-ni adek (0,...,0,1) a

- (i + 1)-n{ sloupec (g ix1, - Uiis1, 1)

Odtud plyne, ze pro koeficienty « plati:

@+1) _ ()

a; a;’, J=0,..,1%

staci tedy v kazdém kroku algoritmu uvedeného nize (kde je index ¢ misto indexu 7 + 1)

spocitat pouze koeficient agfll).

Nyni vyjadiime normu residui. Plati:

Hid? = | Qi'ro ll2e0 =
= = Qo ll H e =1 Qo Il U7 LT e = U =
= Uc? = o,
tj. , .
1 Up1 .- - Uo,; C(()z) a(()l)
0 N
: Ui—1,4 5. ’
0 0 1 ct? al?
neboli
céi) + ugylcgi) +...+ uo,icgi) = aéi)
e = o
Cz@ _ 04@@
Pro posledni slozku tedy plati ' '
"] = laf”].

V normé residui se vyskytuje pravé posledni slozka, proto dostavame, ze

[ 7iia | = [Pirac?] - | @uQavigs || = |hivri0”] - || Q1Qavits || -

Nakonec muzeme cely algoritmus predvést. Pro prehlednost vynechame horni index u ko-
eficientu «.
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Algoritmus 1.23
Zvolime .
Spocteme 1y = f — Axg.

—1~7—1
Spocteme vy = 22 @1 "o
b 0 = QT ol

Pro:=0,1,2,... provedeme
hii = (Qvj, Q7 Avy), j=0,..,i
Provedeme rozklad H,=LU,.
Di =V — Z;;B UjiPj

i1 pro i>1, piicemz ap= Q1 "roll

& == lo,o

li,i
Tit1 = X + oaup;

w = Q" Av; = 3o hyiQov;

hi+1,i = |_|1w ||2
Vip1 = filw
H Ti+1 Hz = ’hi+l,i05i’ : H QlQQvi+l H

Konec cyklu pro 1.
Konec Algoritmu.

Metoda dana timto algoritmem se nazyva ,,ijlné ortogonaliza¢ni metoda se sméry

(DFOM) (Directions Full Orthogonalization Method)*.
Obdobné lze sestavit odseknutou variantu této metody, obdobné jako vyse.

Algoritmus 1.24
Zvolime xy.
Spocteme ry = f — Axy.
Spocteme vg = @ Qi'r
197 roll2
Pro:=0,1,2,... provedeme
hji = (Qavj, QT Av),  J = jiyyi
Provedeme rozklad H; = L;U;.
pi = Qav; — Z;;E ujpj, kde j;=max(0,i—k+1)
_ lii—10-1 . oy . 1
Qj = —==——, Ppro 1 > 1, pricemz o= ™

Tiy1 = Tj + Q;p;

w = Qi Av; = Y h;iQav;

hig1; = ‘_|lw ”2
Vit1 = ﬁiluj
H Tit1 H2 = |hi+1,¢041| ’ H Q1Q2vi41 H

Konec cyklu pro .
Konec Algoritmu.

Metoda dana timto useknutym algoritmem se tedy nazyva ,,INetplna ortogonalizaéni
metoda se sméry (DIOM(k)) (Directions Incomplete Orthogonalization Method)*.

Ze vzorcu

J
hj1,Q2vj41 = QT Av; — Z hi jQave,  (Q205, Q2vr) = dj
t=1

-1 T (i
Qr'ri = —Qavis1hiy el
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plyne, ze metody FOM a DFOM spliuji podminky ortogonality (viz vyse) a Galerkinovy
podminky analogické s témi u metody Orthores:

(Qr'ri, Q') =0 a (Qr' Az 2) = (Q1'f, 2)
¥z € sp(Q1 "o, (Q1TAQ )@y Mo, -, (QTTAQy ) TN Q1 o)
tedy v nasem ptipadé metody FOM
Q7' Q') =0 a (Qr'Aw;,2) = (Qr'f,2) Vz € sp(Qavi, ..y Qovi)
a u metody DFOM
Q7' Q') =0 a (Q7'Awi,2) = (Qr'f,2) Vz € sp(Qavy, ..., Qovi).

Metody FOM a DFOM jsou tedy ekvivalentni s metodou Orthores a odhad chyby ve vété
1.12 plati pro obé dvé metody FOM a DFOM.
Véta 1.13: Iterace generované metodami FOM nebo DFOM spliuji:

LA

* o < S Mol | R (A 2 — <
2" —zifl < ~(Q2) (D) o8y Igi(A) [l - || 2" — o [|2 <
A Amin (M)2 7
< w(Qy- 1Al [ 1_#] 2% = o |la,
)\min(M) )\maX(ATA)

kde P; je mnozina vSech polynomu stupné ¢, pro které plati ¢(0) = 1, x* je presné feseni
soustavy Az = f a k(Qs) = || Q2 || - || @3 || je spektralni ¢islo podminénosti matice Q5.
Dikaz: Podobny jako ve vété 1.12. O
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Kapitola 2

Axelssonova metoda GCG-LS

V ¢éésti 1.1.3 jsme se zminili o Axelssonové zobecnéni metody sdruzenych residui, kde
se Tesi problém nejmensich ctvercu. V této kapitole se budeme podrobnéji vénovat tomuto
zobecnéni a predstavime metodu, kterou Axelsson nazval metoda GCG-LS, neboli Gener-
alized Conjugate Gradient Least Square method, zobecnéna metoda sdruzenych gradientt
ve smyslu nejmensich ¢tvercu, viz [Axel 2]. (Tuto metodu budeme také nékdy znacit jako
Axelssonovo zobecnéni, nebo zkracené Axelsson.)

Budeme uvazovat verzi plnou (tj. takovou, ze vyuzijeme vSechny predchozi spoctené
vektory) i useknutou (tj. takovou, kde bereme do tvahy pouze poslednich s spoctenych
vektoru) a popiSeme situaci, kdy jsou obé verze identické. Dale ukazeme vyhody se za-
chovanim tzv. kontrolniho ¢lenu v useknutém piipadé a predvedeme algoritmus zalozeny
na specialnim skalarnim soucinu.

Uvidime také, ze algoritmus, ktery predstavime v této kapitole, je se specidlni volbou
parametru totozny s algoritmy 1.8 a 1.9 v sekci 1.1.3.

2.1 Uvod

V nedavné dobé bylo navrzeno nékolik zobecnénych verzi metody sdruzenych gradi-
entu pro feSeni linearntho systému Az = f. V téchto metodach se rekursivné konstruuje
posloupnost hledanych sméru px_;, 7 =k,k—1,...,0 a pocitd novd aproximace feSeni
Trs1 jako linedrni kombinace predchozich hledanych smért.

Pro vypocet hledanych sméru se navrhlo mnoho metod. Naptiklad vznikla myslenka
pocitat je rekursivné jako linedrni kombinace nejnovéjsiho residua a predchozich hledanych
smeéru. Zvlasté se doporucilo uzit useknuty tvar této metody, kde se z; 1 pocita jako soucet
pocatecniho zy a linearni kombinace sméru pg, pp_1, Pr_2. VloZzenim vhodné ortogonalni
podminky se navic vyloucil koeficient u p,_; a ¢len s pr_s se pouzil jako kontrolni clen,
jehoz velikost mohla tict, zda je takové useknuti vyhodné.

V této kapitole vylozime metodu, ve které se py pocita pomoci predchozich (s + 1)
SMEru a Ty, je rovno souctu xg a linedrni kombinace py a pr_s_2 a kde ¢len s pg_s o
slouzi jako kontrolni ¢len. Bude-li jeho relativni hodnota mald, pak muzeme fict, Ze jsme
nalezli spravnou hodnotu s.

Ve druhé casti predvedeme algoritmus a fekneme néco o konvergenci, ve tieti ¢asti
budeme zkoumat, kdy dostaneme presné feSeni a ve ctvrté ¢asti stanovime podminky,
pro které je (s + 1)-¢lennd verze identickd s plnou verzi, tj. takovou, ve které uvazujeme
vSechny dosud spoctené hledané sméry py.
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Uvazujme tedy linearni systém Ax = f, kde A je regularni, nesymetrickd a realna
matice fadu N, z € RY a f € RY.

2.2  Algoritmus

Uvazujme minimalizaci kvadratického funkcionalu

1 1
(2.1) E(x) = §(T’T)O = §(f — Az, f — Ax)p.
Zde (.,.)o je skaldrni soucin v R definovany (u,v)o = (u, Myv), kde My je symetricks
1

a positivné definitn{ matice. Odpovidajici norma je || u ||o = (u,u)Z. Necht Z je takovy
vektor, ze plati E(z) = inf E(x).

Piedpokladejme, 7ze matice MyA + AT M, je positivné definitni. To znamend, Ze pro
kazdé x # 0 plati

0 < (z,(MpgA+ ATMO)Q:) = (x, MpAzx) + (z, ATM()ZU) = (z,Az)o + (Azx,x)o =

= (ZE,AJ/’)O + ($7Ax>0 = (ZE, )\ff)o + (l’,/\l’)o = A +X7

kde A je vlastni ¢islo matice A prislusné vlastnimu vektoru z, jehoz ,,nulkova“ norma je
rovna jedné. Odtud je videét, ze spektrum matice MyA + AT My lezi vpravo od imaginarni
0Sy.

Nyni odvodime zobecnénou metodu sdruzenych gradientt ve smyslu nejmensich ¢tvercu
pro feSeni soustavy Ax = f, kterd pocitd pravé vektor Z. Nechf je ddno piirozené éislo
t > 1, vektor xy, coz je néjaka aproximace pfesného feseni & a (¢, + 1) vektort py_;, j =
0, ..., tx, které nazveme hledané smeéry, kde ¢, lezi v intervalu

<1, ceey min{tk,l + 1,t}> y to =0

<. t . . ’ - s . , v/ , , es s
a kde mnozina {Apy_;} j—o Jje linedrné nezdvisla. Urcime novy vektor zji1 nasledujicim
zpusobem.
Najdeme t; + 1 parametru

€ (—00,00), Jj=0,... 1
tak, aby funkcional E(x) nabyval svého minima v bodé

tr
k
(2.2) Tpa1 = Tp + Z aéjjpk_j.
§=0
7 duvodu zjednoduseni uvazujme na chvili a,(f_) ; Jako proménné.
Odvodme, co plyne z nutné podminky aa% =0, [=0,.. 1.
k1

1
E(zpy1) = §(f—A$k+1,f—A90k+1)o =

175 ty
1
= S = Alar + > o pi—g), f — Al + > o pr—i))o =

=0 §=0
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1

= i(f - A(Ek, f Al‘k)(] - Z O[](f)] (f - A%k, Apk*])o -+
7=0

L (k)

+ 2 ak—jak—l<Apkfj> Apr_1)o =
§=0 1=0

1 b k 1 tg ty . .

- §(rk’ "o — Z a,(gjj (i, Apr—)o + B al(czjal(gzl(Apk—ja Apr—1)o.
J=0 j=0 1=0

Provedeme Gateauxovu derivaci podle a,(gk_) japrol=0,..,1 dostaneme:

tr tr
0 = —(re, Apr—1)o + Z Oé;(fk_)j(Apkfp Apk-i)o = (=7 + Z Oé](gk_)jApkf_]W Apk—1)o =

j=0 7=0

tg
= (Azp— [+ Z al(f_)jApk—j, Api—t)o = (Azps1 — [, Apr—i)o = —(Tit1, APr—1)o-
j=0
Zjistili jsme tedy, ze

tr
(2.3) (ks Apk-1)o = Za](fi)j(Apk—jaApk—l)O) pro [ =0,... ¢, kde

Jj=0

(24) Ty = f—AZL‘k

Ze vztahu (2.2) plyne vhodné uziti rekursivni formule pro vypocet residua ry 1, krome
definovaného vyrazu (2.4):

123
(2.5) Tkl = Tk — Z a[(gk_)jApk‘fj'
j=0

Podle vyse dokazaného vztahu
(26) (Tk-Jrl’ Apkfl)() = O, l = 0, ceny tk

uvazovaného ve tvaru (rx, Apx_1-1)o = 0, [ =0,....,t;_1 a vyuzitim predpokladu t; <
tr—1 + 1 lze rovnost (2.3) psat maticové takto:

(2.7) Agf)g(k) _ Z(k)7
kde

AW = Azgf) = [(Apr—j, Apr—1)o], 5,1=10,...,tk
(Q(k))] = C(gc_)j, j :0,...,tk
M, =0, j=1,...t

9
(Yo = (rx, Apo.

Matice A®) je regulérn{ pravé kdyz je mnozina { Apy_; };’;0 linearné nezavisla, coz je tehdy,
.. .- s . ;. , e 5 . . ,
kdyz je mnozina {p;_;} j—o linedrné nezdvisld, nebot matice A je regularni.
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Nyni budeme konstruovat hledané sméry tak, aby byly linedarné nezavislé. V k-tém
kroku budeme pocitat novy hledany smeér jako linedrni kombinaci residua rgyy, které
odpovidé nejnovéjsi aproximaci xyy1, a (s, + 1) predchozich hledanych sméru, tj.

Sk
(2.8) Dk+1 = Th1 + Z ﬁ;gk_)jpkfp

J=0

kde sy =min{k,s}, s>0 a sy=0 akde parametry ﬁ,gli)j, j=0,...,s, jsouurceny
tak, ze hledané smeéry splnuji ortogonalni podminku

(29) (Apk-l-la Apk—l)l =0, l= 0,..., Sk-

Zde (.,.); je skalarni soucin v R definovany (u,v); = (u, Myv), kde M; je symetrické a
positivné definitni matice.

Novy hledany smér pyyq1 se pridd do mnoziny hledanych sméru a je-li s, = s,_1 a
tr = tp_1, pak nejstarsi smér, tj. ten, ktery byl v této mnoziné spocten jako prvni, z této
mnoziny vyskrtneme, protoze ho uz nebudeme potiebovat.

(V praxi se obvykle voli ¢, = s;_1 + 1 nebo ty = sp_1 + 2.)

Vztah (2.9) plati také pro predchozi kroky a protoze plati sp < sp_1 + 1, pak plati

obecné (Ap;, Ap;)1 =0, i#j, 4,j=k+1k, ... k— sk Vztahy (2.8) a (2.9) implikuji,

ze
i o s,
Pr—1; APs-1)1
Jestlize zvolime xy a pg, pak vztahy (2.2), (2.7), (2.8) a (2.10) kompletné definuji
algoritmus. Pocdtecni vektor xq se voli libovolné a v souhlase se vztahem (2.8) pro k = —1
volime py = ry.

= O, veey Sk»

Algoritmus 2.1
Zvolime zq libovolné, t > 1, s> 0.
Spocteme 1y = f — Axg.
Polozime py = 7y.
Pro £ =0,1,2,... provedeme
AE’Z) ) = 4®) | kde
A( = [(Apk ],Apk l) } j,l = O, ...,tk
(a(k)) =ap g, =0,
(vk)); = o, i=1,..t

Tht1 = Tk + Z] 0 Y )]pk_j, kde 1 S tk S min{tk_l + 1,t}, to =0

(k) _ _(ATIH»I:APk DENE
k-l (Apr—1,Apr—1)1’ )

Pk+1 = Tgy1 T ijzo ﬁlgk_)jpk*ja kde sp = min{ka 3}
Konec cyklu pro k.
Konec Algoritmu.

vy Sk

Metoda vychézejici z tohoto algoritmu se nazyva ,zobecnéna metoda sdruzenych
gradienti ve smyslu nejmensich ¢tvercu (GCG-LS(s)) (Generalized Conjugate
Gradient Least Square method)“.
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Obdobné jako v kapitole 1. 1ze odtud odvodit algoritmus s predpodminénim, kde misto
soustavy Az = f fesfme soustavu Az = f, kde A = QTAQYY, T = Qo a f= Q' f.
Oznaceni pro A, a, § ay ponechame. Pak po dodatecném dodefinovani p = (Qop dostaneme
tento algoritmus:

Algoritmus 2.2
Zvolime xq libovolne, t > 1, s> 0.
Spocteme 1o = f — Axy.
Polozime py = Q5 Q1 ro.
Pro £ =0,1,2,... provedeme
A(’:) ( ) =~4®,  kde

[(Q11Apk 5 Q1 Y Apy,— Dol, 7,0 =0,....1

(a(k) l(f) , 3 =0, .1

(v, =0, ] = 1,...,tk

(v k))o = (Ql Tk, Qf Apr)o
Tpy1 = T + Z] o% )ka i, kde 1<ty <min{t,_1+1,t}, tr=0
Tkl = Tk — ij—o Ozk jApk -

(]) _ _(Q'AQ 0 k@ Ape 1
k=t @1 'Ape—1,Qy TPk ’

Pt = Q3 QT s + 305 B pisy, kde sy = min{k, s}
Konec cyklu pro k.
Konec Algoritmu.

\/\ . ||

vy Sk

Metodu vychazejici z tohoto algoritmu nazveme ,,zobecnéna metoda sdruzenych gra-
dientu ve smyslu nejmensich ¢tverca (GCG-LS(s)) s predpodminénim “.

Samoziejmé muzeme tuto useknutou verzi algoritmu restartovat po kazdych m krocich.
To znamen4, ze iterace x,, se polozi jako nova pocateéni hodnota xg, prislusné residuum
rm se bude rovnat residuu rg a polozenim k£ = 0 za¢neme cely proces znovu od zacatku
polozenim py = Q5 Q7 'ro.

Algoritmus 1.8 metody LSGCR je specidlnim piipadem algoritmu 2.2 pro My = M; =
I, s =0at, =kVk, tedy pro t = co. Obdobné useknuty algoritmus 1.9 metody Axel(k) je
specidlnim pripadem algoritmu 2.2 opét pro My = M; = I, s = 0 a t;, zvolené tak, aby pro
aproximaci x4 byl potfeba stejny pocet poslednich vektoru py_;, jako pro aproximaci
z;11 metody Axel(k). V obou ptipadech ziskdme stejné posloupnosti iteraci.

Jedina moznost zhrouceni algoritmu je, kdyz bude matice A*) singuldrni. Dokézeme, ze
to muze nastat pouze v pripadé, ze x;, je jiz feSenim, tj. Ze xj jiz minimalizuje funkcional
E.

Véta 2.1: Je-li r, # 0, pak matice

AW = [(Q7" Apy—, Q7 Apra)o], 5,1 =10, .t

je regularni, jestlize t > sp_1 + 1.
Dikaz: Napisme si vztah (2.9) v pfedpodminéném tvaru a k nahrazenym k — 1:

(QflApk, QflApkflflh = 0.

Vidime, ze vektor Q' Apy, je ortogonalni na vektory Q' Apr_1_;, [ =0,..., 8, 1.
Matice A® je singuldrni prave kdyz je mnozina {Q7 ' Apy_;}/=, linedrné zavisld. Sporem
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tedy predpoklddejme, Ze tato mnozina je linedrné zavisla, tj., ze napi. vektor Q' Apy je
linearni kombinaci zbylych vektortu této mnoziny.
Déle napisme vztah (2.8) opét v predpodminéném tvaru a k nahrazenym k — 1:

Sk—1

(k—1
QQ Qr Tk"f"Zﬂk 1)ka 1—j-

7=0

Odtud plyne, ze Q7' AQ5 Q7 'ry. je linedrni kombinaci vektori {Q7 ' Apr_i}%; g tedy
také vektori {Qy ' Apx_;}1%,, nebot t, > s, +1 a Q; ' Apy, je linedrni kombinaci vektort

Q1 Api_1,...,Q7 Apy_y, 7 piedpokladu.

Existuji tedy skalary u,(ck_) o 2€

ty
Q17 QT AQR Q7)o = (@1 Y 1,07 Api ).

j=1
Tedy (protoze plati ¢, < tx_1 + 1) podle vztahu (2.6) napsanym pro k — 1 plati:
(Qr'ri, Q' AQy Q1M ri)o = 0, meboli (Q 'y, (MoQ1" AQ3 )@y i) = 0, meboli
(2.11) (Q1 ', (MoQy ' AQy™ + (Q1 1 AQy ™) Mo)Qy i) = 0.
K dukazu posledniho ,,neboli“: obecné
0=(y.By) = (B'y,y)=(y.B'y) =0 = (y,(B+B")y) =0.

Podle predpokladu ze zacdtku této podkapitoly je MyA + AT M, positivné definitni, tj.
v predpodminéném tvaru je matice MoA + ATM, = MoQ7'AQ3" + (Q7TAQ;! )TMO
positivné definitni. Tedy vztah (2.11) implikuje, ze Q7 'r, = 0, a protoze matice Q;*
reguldrn{, pak rj, = 0 a to je spor. Proto je mnozina {Q7" Apy_i}j%, linedrné nezavisl4. D
Pro lepsi prehlednost a zjednoduseni nebudeme psat dalsi tvrzeni v predpodminénych
tvarech, ale pouze v zakladnim, tzn. nepredpodminéném tvaru. Z postupu uvedenych vyse
umime uvedena tvrzeni prevést do predpodminéného tvaru.
Lemma 2.1: Plati:

L (rgs1, Arp1)o=0 pro l=s+k—tg, ... k—1
2. Je-li ty =k, pak (rgy1, Ari1)o=0 pro I=—-1,.. k-1
Dikaz:
1. Podle (2.8) a (2.6) méame:
s1
(Tk+1, A7”1+1)0 = (Tk+1, Apip1 — Zﬁl(f)jApl—j) =
=0

Sy
= (ki Apn) = 3 B (s Aprg) = 0
j=0

prol = s +k—t, ...k — 1, nebot podle (2.6):

62



e Prvni scitanec je nulovy prol +1 =%k — tg, ..., k.
e Vyrazy pod sumou jsou nulové prol =k —ty,....k; ... ; l—s=k—1t, .., k.

o Celkem k —t, <l—g <Il<k—-latedyl=s+k—ts,...k—1,
coz dokazuje prvni tvrzeni.

2. Je-li t;, = k, pak druhé tvrzeni plati pro [ =0, ...,k — 1, nebot plati s; < L.
Pro I = —1 mame: (1411, Arg)o = (rrs1, Apo)o = 0 podle (2.6) pro | =t = k. O

Protoze plati
(2.12) (rrs1, Arp1)o=0 pro 1 =—1,...k—1,

je metoda GCG-LS(s) typu sdruzenych residui (A-ortogonalita residui).
Lemma 2.2:

1. Jestlize t;, > sp_1 + 1, pak plati
(2.13) o) = (det A®) ™" - det(AL) - (1, Ary)o,

kde A,i’f()) je algebraicky doplnék prvku na pozici (0,0) v matici A®)| tj. matice A,(fg
vznikne z matice A®) vynechdnfm prvniho fadku a sloupce. Tuto matici nazveme
submatici matice A®).

2. Je-li i # 0, pak alik) > 0.
Dikaz:
1. Z Cramerova pravidla plyne, ze pro prvni slozku (j = 0) feSeni soustavy (2.7) plati

tr
ol = (det A) 131y et (A) - (),

1=0

kde A;fl) je submatice odpovidajictho prvku matice A% na pozici (0,i).
Podle (2.7) je
(z(k))i =0 pro j=1,..1;

(V(R))o = (Tlm Apk)o-

Tedy . k
o)) = (det A®)~" - det(A[) - (rs, Api)o.

Ze vztahu (2.8) plyne, ze

Sk—1
(s Apr)o = (1, Arido — D B (rie, Apr-i-j)o
7=0

a ze vztahu (2.6), ze

(Tes Apr—1—j)0 =0 pro j =0, tp1 >t —1> s,
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podle predpokladu. Z toho tedy plyne vztah

(2.14) (rk, Apg)o = (rk, Arg)o.
Odtud nakonec dostavame

ap) = (det AW)L - det(AL)) - (ry,, Ary)o,
coz dokoncuje diukaz prvniho tvrzeni.

2. Matice A® je pro kazdé k symetrickd a positivné definitni, tudiz det(A®) > 0.
Uvazujme rozlozeni matice A na symetrickou a antisymetrickou ¢ast M a R. Vime,
ze plati (u, Ru) = 0 Vu, coz plati i v nasem skaldrnim soucinu

(u, Ru)o =0 Yu.
Toho nyni vyuzijme:

(’I“k,AT‘k)O = (’f‘k, (M — R)’f‘k)() = %(Tk, (A + AT)Tk)O =

1 1 1
(Tk, Ark)o + 5(147‘]“ Tk)o = §(Tk, MOA’/’k) + §(AT‘k, Mork) =

1
2
1 1, 1 .

5(’/"]6, M()A?"k) + 5(7%, A Mg’f’k) = 5(7’%, (M()A + A MQ)Tk).

Podle zdkladniho piedpokladu je matice MyA + AT M, positivné definitni a déle
rr # 0. Z toho plyne, ze (rg, Arg)o > 0.
Dosadime-li zjisténé kladné vyrazy do (2.13), zjistime, ze a,(f) > 0. O

Na zaveér této céasti vyslovime vétu o konvergenci.
Véta 2.2: Necht opét t;, > s, + 1. Pak plati:

1.
(Pt Tea1)o = (1 7)o — det(AP) ™1 det (AR - (1, Ar)2, b =0,1,2,...
a je-li 7, # 0, pak metoda GCG-LS(s) konverguje monotonné, tj.

E(xk—kl) < E([Ek)

2.
T, Arg)2
(k15 Th41)o = (Thy 7)o — min( T| Ark)zg E =
gEWEK_1 F 0
1
< (1_ 10 4-1 —-T\]-1 1 T\ —1 >'<Tk7rk)07
[ EATT+ A GA+ AT
1
kde Wy = sp(Apr—1, .-, APk—t,), A= MgAM,* a || .| odpovidd skaldrnimu
1

sou¢inu (., .)z.
Odtud plyne, ze (rx,7%)o — 0 pro k — oc.
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Dukaz:

1. Podle vztahu (2.5) vyjadiime residuum 74.; a pouzijeme vztah (2.6):

tg
k
(Fe1s mrst)o = (Prr, T — Z &I(cjjApk—j)O =
j=0

ti
k
= (Tk+1, Tk)o = (Tk - Za](vjjApk—j; Tk)o~

§=0
Protoze vime, ze t;, — 1 < t;_1, pouzijeme opét (2.6) a vidime, ze skaldrni soucin
pod sumou bude nenulovy pouze pro j = 0. Tedy

k
(2.15) (Tha15 it )o = (Ths Th)o — Oé;(C )(Apk,rk)o-

Jestlize dosadime za (Apy,7r)o vztah (2.14) a za oz,(f) vztah (2.13) v lemmatu 2.2,
dostaneme prvni tvrzeni véty.

Daéle vime, ze det(A®) > 0, nebot matice A® je symetricka a positivné definitni.
Odtud plati, ze

(Prs1, Ter1)o < (Tk,Tk)o, mneboli  E(zpy1) < E(xg).

2. Vyjdeme z prvni casti této véty a dokazeme nejprve, ze

(2.16) det A,(fé 1
’ det A® — min || Arp — g |12
ETRETSTL

Zacneme levou stranou této rovnosti.
Ze vztahu (2.8) plyne, ze

Sk—1

Ary = Apy, — Z ﬁ;i]:l_)jpk—l—j

Jj=0

Nynf rozepiseme det A a vyuzijeme piedpokladu ¢, > s, + 1:

det A® = 1.detA® .1 =

(I N L ( RN

1 0o ... 0 0 ... 0

) .

= det
1

1 :

0

1
(Apr, Apr)o (Apr—1, Apr)o . (Ape—t,. Apr)o
det (Apk7Apk—1)0 (Apk—laApk—l)O (Apk—thPk—l)o
(Apk, Apk*tk)o (Apkfh Apkftk)o s (Apk‘ftka Apk*tk)(]
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1

TR
g0 o
_5’(%117)%71 : .
0
: : 1
0 O ... ... ... ... 01
= det[(%) - (%) - (%)] =
(Ary, Arg)o (Arg, Apk—1)o - (Apk—t,, ATk)o
— det (Arg, Apr—1)o  (Ape—1, Aps—1)o - (APk—t,, APr—1)o o
(A'rkaApkftJO (ApkflaApkftk)O (ApkftkyApkftk)O
= det QW

Protoze soucin determinantu je roven determinantu sou¢inu matic, pouzili jsme pro
matice symbol %, ktery znaci ,,to samé*.
Nynf rozvineme det Q*) podle 1. fadku a protoze plati A,(C]f()) = Q,(fg, dostaneme:

det A® = det Q) = (Arg, Arg)o - det A,(fo + Z - (Arg, Apy—;) - det Q,(fj

j=1

Odtud plyne, ze

det A det Q)
O] = (Ary, Ary)o + Z - (Arg, Apr—j) - f,f)
det Ay = det Ay g

Ted piejdeme k pravé strané rovnosti vyse.
Necht g € Wy_1 = sp(Apk_1, ..., Apr_y, ). Pak g= ;’;1 1 Apr—j.

Oznatme F(p) = | Arp —g || a upravujme.
tr tk
F(u) = (Are =Y pjApi—j, Are = Y pjApi_j)o =
=1 j=1
tr  tk
= (Arg, Arg)o —2- ZMJ Arg, Ape—j)o + > Y iitu(Api—j, Ape-i)o.
j=1 j=1 I=1

Protoze hleddme minimum F(u), provedeme Gateauxovu derivaci F'(u) =0 a
pro [ =1,...,t, dostaneme:

tg
(Ary, Ape—i)o = Z 1 (Apr—j, Apr—i)o-
j=1

Z této rovnosti vypocitame p; pomoci Cramerova pravidla a feSeni oznacime jako
wy. Tedy

P (Apr—1, Apr—1)o + p2(Apr—2, Apr—1)o + . . . + fe, (APr—t,» ADr—1)0 =
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= (Arka Apkfl)o;
p1 (Apg—1, Apr—2)o + p2(Apk—2, Apr—2)o + - . . + e, (Apk—t,, Apr—2)0 =
= (A'f’k> Apkfz)o;

,UI(Apk—b Apk—tk)o + Mz(Apk—2, Apk—tk)o + ...+ ,utk(Apk—tk; Apk—tk)o
- (Ark‘a Apk—tk)()a

neboli
(Apk—la Apk;—1)o (Apk;—Q, Apk—l)o cen (Apk—tky Apk—1)o J251
(Apr—1, Apr—2)o  (Apk—2, Aps—2)o - (Apr-t,, APe—2)o H2 |
(Apk—h Apk—tk)o (Apk—2, Apk—tk)o cee (Apk—tk> Apk—tk)o Moty

(Ari, Apr—1)o
(Arg, Apr—2)o
(Arg, Apr—, )o
7 Cramerova pravidla a ze srovnani s maticemi Q,(gk]) plyne, ze

R P U
:uj -\ ' —1677 J=4 k.
det A

Toto feseni uj, které spliuje rovnost

tk
(Arg, Ape—i)o = Z H;(Apk—]ﬁ Api—1)o,

j=1
dosadime do F(u) a dostaneme:
tg ty  tk
F(p) = (Arg, Arg)o —2- ZM; Arg, Ape—j)o+ 3 Y mipu(Api—j, Ape_i)o =
7j=1 I1=1
- —det Q)
= (Arg, Arg)o—2- Z(— 7 W (Arg, Apr—j)o +
= k,0
t’“  —det Q)
+ 1) — Ary, Apr—j)o =
;< ) det A%) ( 7
¢ (k)
- det Q.
= (AT 7Ark o+ -1y . —%. Ark,Apk_-)O.
k ) ;( detAg})} ( J

Porovname-li nyni vztahy, které jsme dostali po upravach levé a pravé strany
rovnosti (2.16), zjistime, ze skutecné plati

det A,(;% B 1
det A(R) i Ar, — g ||?
e Soin | Are — g 5
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Odtud plyne

(Tt k)0 = (ke Th)o — det(A(k))_l ) det(Al(f())) (T, Ark)g =
1
_ _ (e, Ary)2.
(Tka Tk)o min || Ark —g ||3 (Tku Tk)[)
gEWK 1

Vezmeme-li g = 0, pak dostaneme vztah

(Tk‘a Ark)g o (Tk, Ark)g

2.17 < - -  (Ary, Ary)o
(2.17)  (rep1,me)o < (TR, TR0 [ Arg |2 (e, 7)o (Ary, Ary)o

Nyni budeme upravovat a odhadovat zlomek vpravo. Pripominame, ze M a R znaci
symetrickou a antisymetrickou ¢ast matice A.
Nejprve vezmeme citatel.

(Tk,A'f’k)o =

—~

1
Tk, (M - R)Tk)o = (Tk, M?”k)(] = §(Tk, (A + AT>Tk>0 =

—_

1 1
(T’k, ATk)Q + 5(147%, Tk)() = §(Tk, MOATk) + 5(7“]“ ATMOTk) =

11 _1 1 1 11 11
(re, Mg Mg AMy * Mg'ri) + 5 (rie, Mg My * ATMg M) =

(g, Mg (M3 AM, ® + My 2 AT M2 )M ry) =

| — N~ NN -

1 1 1 1 1
= (e, Mg (A+ AT)M¢ry) = (Mg, §(A + AT Mgry) >

Y
> N

winl (A AT)) - (M ry, M) =
= G+ AT (M, M) =
= 1 GA+ A i,
nebot obecné pro symetrickou matici B plati
I Bl =Xuax(B) = [ B7|7'= Auin(B).
Déle upravime jmenovatel.

(Are, Aredo = (res ATMoAry) = (rp, ME (Mg 2 ATMZ) (M2 AMy *)Mzry) =
= (Tk,MOi.AT.AMOiT‘k)

Nyni budeme potiebovat jinou tpravu vyrazu (rg, Arg). Vyjdeme z toho, co uz
o tomto skalarnim soucinu vime.

1 1 1 1 1 1
(’f‘k,ATk)Q = §(Tk7M02 (A+ AT)MOZT‘k) = §(Tk,M02AT(A_1 + A_T)AMOQTk) Z
1 1 1
> <§(A’1 + AT (e, Mg AT AMG ).
Odtud je
1 1 1
(Ary, Arg)o = (ry, Mg AT AMgry) < | (§(A_1 +AT)) T - (rk, Ao
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Ted jiz muzeme upravit cely vyraz (2.17).

(Tes1,Tes1)o < (Th, 7)o — % <
(Tk,A’T’k)O . (T’k,ATk)O
(5(AT+ AT (g, Ary)o
N GAEAD) T (ko
= enh =T A
1
<1 I BATFATD - BA+ A

< (rk, K)o — ||

) + (Tky T)o,

a tim jsme u konce dukazu. O
Poznamka: Uvazujeme-li plnou verzi algoritmu, tj. tx = k, pak plati

det A = det A®D.

2.3 Ukoncéeni procesu

V této casti budeme zkoumat, kdy || rx |[o — O pro plnou verzi algoritmu, kde ¢, = k.
Z rovnosti py = ry a z konstrukce sméru py a r, podle vzorcu (2.8) a (2.5) plyne, Ze smér
pr je linedrni kombinaci vektorti A7rg, j = 0, ..., k. Definujeme proto Krylovovu mnozinu

Ki = Ki(ro) = sp(ro, Aro, ...,Akro).

Podobné je residuum 7y linearni kombinaci ry a vektorti z mnoziny AK;_1, tedy 7y je
direktni soucet 1, = ro @ AK,_1. Je tedy

(2.18) e =+ q.(A)ro, k=0,1,2,..

pro néjaky polynom g splaujici ¢x(0) = 0. Pro chybovy funkciondl E tedy plati:

1

B(we) = ko = 5 | (T + alA)ro I

Ruzné volby posloupnosti t;, a s davaji ruzné hodnoty oz,(f_) ;a ﬁ,(ck_) ; atedy i ruzné polynomy

qr- Protoze je ty, =k, k=0,1,..., pak

(2.19) (rk, k)0 = milljlo | (I +qr(A))ro ||(%n

QL€

kde PP zna¢i mnozinu polynomu g, stupné nejvyse k takovych, ze g.(0) = 0.

Nyni vyslovime néjaké definice z maticové algebry a na zavér vyslovime hlavni vétu
této podkapitoly.
Definice 2.1: Polynom g(\) stupné > 1 se nazyva anihila¢ni polynom (annihilating
polynomial) matice B, jestlize g(B) = 0.

Budeme uvazovat pouze realné polynomy. Zde poznamenavame, ze

g(\) =det(B — \I)
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je anihilacni realny polynom stupné n, jestlize B je redlnd matice fadu n.
Definice 2.2: Anihilaéni polynom matice B nejnizsiho stupné se nazyva minimalni poly-
nom k B (minimal polynomial to B). Jeho stupen oznacime ¢islem m(B).

cvN s

polynomu oznaceného jako p,,(A) nulovy, pak

B_llum<B) =0 a gm1(A) =2 um(N)

LR

budeme predpokladat, ze tento koeficient je roven jedné, ¢ehoz lze dosdhnout normalizaci

minimalniho polynomu. Minimalni polynom je pak jediny.

Definice 2.3: Polynom g(\) takovy, ze g(B)ro = 0, se nazyva minimdlni polynom k B a

9. Jeho stupen oznacime m(B, ).

n, pro ktery to plati, pak plati také g(B)ro = 0 pro libovolny vektor ro. Ale rovnost

g(B)ry = 0 muze nastat pro jiny polynom ¢ stupné menstho nez n. Pokud ne, pak to urcité

nastane pro polynom g, jehoz stupen je n. Je tedy m(B) = n a plati m(B,ry) < m(B).
Je-li matice B regularni, pak opét minimélni polynom k B a ry normujeme a tento

polynom bude jediny.

Nyni se vratime k feSeni systému Ax = f a vyslovime vétu.

Véta 2.3: Jestlize g, je minimélni polynom k A a ry a ma minimalni stupen m =

m(A,ry), pak plna verze metody GCG-LS, tj. pro ¢, = k, ddvd nulové residuum po m

krocich.

Diukaz: Podle definice 2.3 plati

(2.20) gm(A)rg = 0.

Protoze je tento polynom normalizovany, pak je ¢,,(0) = 1. Ze vztahu (2.20) plyne, ze
pro né&jaky polynom ¢, stupné m takovy, ze ¢,,(0) = 0, tj. pro néjaky polynom ¢,,, ktery
mé nulovy clen nejnizstho fadu, plati 7o + Gm(A)ro = 0, nebot I 4 G,n(A) = gn(A). Tedy
podle (2.19) dostavame:

(2.21) 0 < (rm, 7)o = min || (I+gn(A))ro [l =0,

qm€E Ly,

kde minimalni hodnota nastava pro ¢,, = ¢.,. Je proto r,,, = 0 a m je nejmensi ¢islo, pro
které se to muze stat. Algoritmus tedy konci s residuem rovnym nule po m = m(A,rg)
krocich. O

2.4 Useknuta verze

Zvolime-li v praxi t, = k Vk, dostaneme ptilis nakladnou metodu co se tyce pozadavku
na ulozeni vektoru i vypocetni slozitosti. Uvazujme proto nyni néasledujici useknutou verzi
algoritmu. Volime

t = min(k,t), sp =min(k,s) a t=s+ 2.

Predpokladejme rovnéz, ze (.,.)o = (.,.)1, tj. ze My = M,. Pak ze vztahu (2.7) a (2.9), tj.
ze vztahu

AP = (Apr—;, Apr—1)o, 7,1 =0,1,....t,, kde ¢, =min(k,t) = min(k, s+ 2)
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(Apis1, Api—i)1 = (Apr+1, Apr—1)o =0, 1=0,1,...,s,, kde s, =min(k,s)

plyne, ze matice A®) m4 takovouto strukturu:

z 0 ... 0 O
0O =z ... 00
Do : velikosti (k+1)x (k+1) pro k=0,1,...,s+1
0 0 xz 0
0 0 0 =z
a
x 0 0 =«
0 =« 0 0
SRR velikosti (s +3) X (s+3) pro k=s+2,s+3,..
0 0 ... =z 0
x 0 ... 0 «

Symbol z zna¢i nenulové prvky matice. Protoze prava strana f_y(’“) rovnice (2.7) je nulové
kromeé prvni slozky, plyne odtud, ze

o) =0, j=1,..ts—1.
Déle pro ¢, = min(k,t) = min(k,s+2) a sx_; = min(k — 1,s) plati nerovnost
min(k,s +2) > min(k—1,s)+1

a je tedy splnén predpoklad lemmatu 2.2, t, > s, + 1. Odtud plyne, ze oz,(f) > 0.

O zbyvajicim koeficientu a,(i)tk nic nevime, muze byt bud nulovy nebo nenulovy. Clen

agg_)tkpk_tk lze proto ve vztahu (2.2) pouzit jako ,kontrolni ¢len“. Jeho relativni velikost

C e k . . . . (o
ve srovnani se Clenem 04,(C )pk muze naznacit, zda se vyplati useknuti a tim zanedbani

¢lenu ozgi) iPk—js J =t + 1,8 + 2, ... nebo ne. Jestlize relativni norma kontrolnfho ¢lenu
zustava mald béhem iteraci, lze ocekavat, ze zanedbané ¢leny maji maly vliv. Plati tedy
toto lemma:
Lemma 2.3: Necht My = M;. Pak pro algoritmus metody GCG-LS(s), kde jsou koefi-
cienty ﬁ,gk_)j urceny podle vztahu (2.10), plati
o) =0, j=1..t,-1 a a >0

V této podkapitole dale najdeme podminky, pro které se plnd verze metody GCG-LS
rovnd useknuté verzi metody GCG-LS(s), tj. bude nds hlavné zajimat spravna hodnota
s, pro kterou obé verze davaji stejnou posloupnost aproximaci. Zacneme néjakymi vlast-
nostmi z maticové algebry (viz [Gant]).
Lemma 2.4: Nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. Pro matici A a jeji hermitovskou A plati: ATA = AAY,

2. Matici A lze diagonalizovat matici U, tj. U AU = D, kde D je diagonalni matice a
U je unitarni matice, tj. UXU = I.
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3. Existuje polynom ¢ takovy, ze plati: A¥ = g(A). Tento polynom se nazyvd normalni
polynom.

Matice, pro kterou plati alespon jedno z téchto tvrzeni, se nazyva normélni matice.

Nyni to zobecnime timto zptsobem. Necht A je diagonalizovatelna reguldrni, ale ne
nutné unitdrnf matici S, tj. ST'AS = D, kde D je diagondlni matice. Oznacme H =
S—H 81 coz je hermitovskd a positivné definitni matice, nebot:

° HH — (Sstfl)H — Sstfl —
o (v,Hr) = (2,57 1S 1) = (S 1z,5 1) > 0.

Plati

(2.22) HAH ' =S51"DS" a H'A"H=(HAH YY" =8D"s5!.

Protoze D je diagondlni, je také normalni, D D = DD . Podle lemmatu 2.4 tedy existuje
polynom ¢ takovy, ze D = q(D). Dostédvame, ze

(2.23)  H'A"H = Sq(D)S™' = Sq(STAS)S™ = q(SSTTASS ™) = ¢(A)

dosazenim do vztahu (2.22).
Lemma 2.5: Je-li matice realnd, pak normalni polynom je redlny.
Definice 2.4: Matici A’ = H ' A" H nazveme H-adjungovand matice k matici A.

Je-li matice A diagonalizovatelna, pak H-adjungovanou matici A’ matice A lze vyjadrit
jako polynom v matici A, coz plyne ze vztahu (2.23).
Lemma 2.6: Bud H hermitovské a positivné definitni matice. Pak ndsledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni:

1. Pro matici A’ plati: A’A = AA’.
2. Matice A je diagonalizovatelna.
3. Existuje polynom ¢ takovy, ze plati: A’ = q(A).

Nyni zavedeme skalarni soucin definovany hermitovskou a positivné definitni matici H:
<u,v > = (u, Hv).
Definice 2.5: Jestlize matice A komutuje se svou H-adjungovanou matici A" vzhledem
ke skalarnimu soucinu < .,. >, pak fekneme, ze A je H-normalni matice.

Je-li matice A H-normélni, pak podle lemmatu 2.4 existuje polynom ¢ takovy, ze
A =q(A).
Definice 2.6: Necht A je H-normalni matice. Pak takovy polynom ¢, pro ktery plati
stupen oznac¢ime n(A, H) a nazveme H-normdlni stupen.
Definice 2.7: Bud g libovolny polynom. Pak polynom ¢, pro ktery plati

(2.24) A'g(A)ro = G(A)g(A)ro

a ma nejnizsi mozny stupen n(A, H,r), nazveme H-normélni polynom k matici A vzh-
ledem k 7. Cislo n(A, H, ry) nazveme H-normalnf stupen vzhledem k 7, a matici A, pro
kterou plati rovnost (2.24), nazveme H-normélni matice vzhledem k ry.

Plati n(A, H,ro) < n(A, H), nebot je-li matice A H-normélni a je fddu N, pak je
H-normalni vzhledem k libovolnému vektoru ro dimense N.

Nyni se jiz dostavame k hlavni vété této podkapitoly.
Véta 2.4: Necht plati:

72



1. My = M, je symetrickd a positivné definitni matice;

2. A je My-normalni matice;

3. n=n(A, My, o) je My-normalni stupen vzhledem k ro;
4. s >n(A, My,19) — 1;

5. , kontrolni ¢len aff”_)tkpk_tk je roven nule.

Pak useknuty algoritmus metody GCG-LS(s) je identicky s plnou verzi.
Dikaz: Budeme uvazovat plnou verzi algoritmu, kde koeficienty ﬁ,gk_)l jsou urceny ze vz-

tahu (2.10) a zjistime, od kterého indexu jsou jiz rovny nule. Totéz provedeme s koeficienty

(K)

Podle vztaht (2.8) a (2.5) je pr_; linedrni kombinaci vektoru A’ry, j = 0, ..., k, plati tedy
Pr—1 € K1 = sp(ro, Aro, ---,Ak_lro) = Pr—t1 = Qr—1(A)ro,

kde g,_; je néjaky polynom stupné k — [.
Protoze matice A je My-normélni, plati A’A = AA’, kde A’ = M;'A" M,. Odtud
dostavame, ze

(Ark+17Apkfl)1 = (Ark+1aApkfl)0 = (Ark+1>M0Apk7l) = (TkJrl;AHMOApkfl) =
= (rpg1, MoA"Apy—t) = (Teg1, A'Apr_i)o = (Tig1, A Apri)1 =
= (Tk+17 A/AQk—l(A)TO)l = (Tk—i-la AA/Qk—l(A)Toh

a protoze matice A je My-normalni, tedy M;-normalni podle predpokladu, je proto M;-
norméalni vzhledem k ry, pak

(ris1, AA @1 (A)ro)r = (i1, Agn(A)qre—i(A)ro)1

podle (2.24), kde G, je My-normalni polynom k A vzhledem k ry a ma My-normélni stupen
n =n(A, My,19). Odtud je tedy

(2.25) (Arsr1, Ape—1)1 = (41, AGn(A)gr-1(A)ro)1-
Podle vztahu (2.6) plati pro plnou verzi algoritmu, tj. pro ty = k, ze
(res1, Apk—1)o =0, 1=0,...,k,
kde vsak stejné jako vyse pr_; = qr_i(A)ro, 1 =0,...,k. Plati tedy
(ria1, Ago(A)ro)o = 0, (Tea1, Ag1(A)re)o = 0, .oy (Thr1, Agr(A)ro)o = 0,

neboli jednoduse
(2.26) (41, Agr(A)ro)o = 0

pro libovolny polynom ¢, stupné k ¢i mensiho.
Protoze My = My, tj. (-,.)o = (.,.)1, plyne ze vztahu (2.25) a (2.26), ze

(2.27) (Arpsr, Apr—i)1 = (res1, A(Gn(A)gr—1(A))ro)1 = 0,
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jestlize polynom ¢, (A)gr—i(A) je stupné k nebo mensiho, tedy rovnost (2.27) plati pro
n+k—I01<k tjpro [>n.
Ze vztahu (2.10) pro koeficienty ﬁ,gk_)l plyne, ze

ﬂ,gi)l:O pro [ >mn, tj.

obecné ﬁ,gk) #0, 6,5,’“_)1 #0, .. ,6,(;“_)%1 #0; ale 5,2’“_)n =0, 5,2’1)n_1 =0, ..

To tedy znamend, ze v rovnici (2.8) napsané ve tvaru

S
k
st = Thpr + O B i
=0

se pod sumou sc¢itaji vSechny obecné nenulové ¢leny, jakmile s > n — 1.
7 predpokladu My = M, déle plyne, ze matice A*) definovand vztahem (2.7) m4 strukturu
uvedenou na zacatku této podkapitoly. Odtud proto plyne, ze

o =0, j=12..t,—-1 a o >o0.
Podle predpokladu nulovosti , kontrolniho ¢lenu® je dale Oé;(f_)tk = 0, nebot sméry pj_y,
se konstruuji AT A-ortogonélné, vztah (2.9), a nemohou tedy byt nulové. Odtud rovnice
(2.2) ziska tvar

k
Tk4+1 = Tk + Oé;(f )pk-

Tim jsme dokazali, ze algoritmus metody GCG-LS je identicky s useknutym algoritmem
metody GCG-LS(s) pro s > n — 1. O
Na zavér muzeme useknuty algoritmus za predpokladu véty 2.4 zkompletovat.

Algoritmus 2.3
Zvolime xq libovolné, s > 0.
Spocteme 1y = f — Axg.
Polozime py = Q5 Q1 ro.
Pro £ =0,1,2,... provedeme

oF) — (@ mkQr Apk)o
k (Q1 " Ap,Qy " Api)o

Tpt1 = Tk + Oy, "Dg
k
Thk+1 = Tk — Ofx(g )Apk:
()) _ _(Q'AQ Q  mk @ Ao
Y

k=t (@1 " Apk—1.Q7 ' Ape—)o
Pr1 = Q3 Q7 i + Zj‘:o 5£@jpk—j
Konec cyklu pro k.
Konec Algoritmu.

iy S

Metodu danou timto algoritmem nazveme ,,zobecnéna metoda sdruzenych gradientt

ve smyslu nejmensich ¢tverci (GCG-LS(s)) s predpodminénim®, kterd je pro

My = My, My-normalni matici A a pro s > n — 1 identickd s plnou verzi této metody, tj.
N 3 : 7 v o (k) ’

pro t = k v algoritmu 2.2, pokud je ,kontrolni clen® oy, py—, nulovy.
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Kapitola 3

Metoda GMRES

V této kapitole predvedeme iterac¢ni metodu pro feseni linearnich systému
(3.1) Az = f,

ktera v kazdém kroku minimalizuje normu residua pres néjaky Krylovuv podprostor ;.
Zajimavé je to, ze touto metodou muzeme dostat feseni, i kdyz ma matice A indefinitni
symetrickou ¢ast M.

3.1 Uvod

Metoda GMRES vyuziva Arnoldiho proces generovani ortonormalnich vektoru. Stejné
jako napf. u metod GCR nebo Orthodir si vezmeme Kryloviv podprostor IC;(rg, A) a po-
moci Arnoldiho algoritmu najdeme ortonormalni bazi prostoru K;. Tento proces vytvaii
matici koeficientu H;, kterd je v hornim Hessenbergové tvaru. Saad a Schultz (viz [Saad 2])
polozili novou aproximaci z; jako linearni kombinaci vygenerované ortonormalni baze plus
pocatecni priblizeni xy a ukazali, ze minimalizace normy residua zavisi na matici koefi-
cientu H;. Pouzitim Givensovych matic elementarnich rotaci se matice H; prevede na
trojuhelnikovou matici, ze které jiz snadnym zpusobem ziskame takovou linearni kom-
binaci Arnoldiho ortonormaélnich vektoru, Ze norma residua piislusné aproximace x; je
minimalizovana pres Krylovuv prostor ;.

Prévé popsand metoda GMRES ( Generalized Minimal Residual method, tj. zobecnénd
metoda minimalnich residui, poznamenavame, ze nejde o zobecnéni Algoritmu 1.6, jedna
se pouze o ¢istou podobnost ndzvi) pocitd feseni i v piipadé indefinitni symetrické ¢dsti
M a je teoreticky ekvivalentni s metodami GCR a Orthodir, ale na rozdil od nich se
nemusi zhroutit pravé pro systémy, ve kterych ma matice A indefinitni symetrickou ¢ast.
Metoda Orthodir se sice také nemusi zhroutit, ale je numericky méné stabilni nez napft.
metoda GCR, u které je velké nebezpedci zhrouceni.

Piiklad: Méjme systém dvou linearnich rovnic pro dvé neznamé Az = f, kde

(82 o)

a polozme zg = (1,1)7. Piesné feseni je * = (0,0)”. Zkusme ho najit metodou GCR.
Vezmeéme si proto Algoritmus 1.2 a pocitejme:
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e 1.krok:7=0:

= (1, 1)T, ro=f—Axg = (—L 1)T7 DPo=To = (_1’ 1)T

(7“0, APO)

= —~——""2_=0, z=x0= 1,107, r=rg=(-1,1)T
° = Cipo. Apo) 1=z =(1,1) 1=ro=(-11)

~ (Ary, Apo) ) T
By = =—1, pr=r1+6"p= (0,0
"= (Apo. Apo) oo =(0.0)
e 2 krok: i = 1: Pri vypoctu oy = (X;’AX; dochézi k déleni nulou a tudiz ke zhrouceni
algoritmu. Symetricka cast M = % matice A je nulovd matice, neni tedy posi-

tivné definitni.

Na tomto prikladu systému s indefinitni symetrickou ¢ésti vidime, ze se metoda GCR
zhroutila. Jak uvidime pozdéji, metoda GMRES vsSak najde ptresné feseni.

3.2 Algoritmus

Nejprve vytvoiime ortonormélni bazi (vy, ..., v;) v Krylovové podprostoru K;(A,rg) =
sp(ro, Arg, ..., A7 1rg). Aproximace x; se pak voli tak, aby platilo

(3.2) x; = arg min || f — Az ||,

TEK;

tj. x; bude linedarni kombinaci vektoru vy, ...,v;. Pro vypocet téchto vektoru se pouziva
Arnoldiho algoritmus. V ¢asti 1.2.3 jsme ukazali, jak tento algoritmus vypada.

Algoritmus 3.1

Zvolime vy, kde || vy || = 1.

Pro+=1,2,... provedeme
hjﬂ' = (A’UZ',UJ')7 ] = 1,2,...,i
w = AUZ' — Z;‘:l hj,ivj
hivii = [ w |
Vit1 = #

Konec cyklu pro .

Konec Algoritmu.

Tento proces, ktery generuje ortonormalni vektory, se nazyva ,, Arnoldiho algoritmus*“.
Maticovy zapis Arnoldiho procesu vypada takto:

(3.3) AV, = Vi H;,
kde
hii hig hy
hoy  hap hai
H, = hsa ... hs; a V= (vg,...,v).
hit1
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Dtikaz je proveden v ¢asti 1.2.3.
Aproximaci x; polozime jako linearni kombinaci vektoru vy, .., v;, tedy

x; = xo + Vi,

kde y; € R" a polozime-li
"o

Fro II°

pak muzeme upravit minimaliza¢ni podminku (3.2) takto:

V1 = 6 = || To ||, €1 — (1,0, ...,O)T,

If= Azl = || f = Alzo+Vigs) [| = | o — AVigi [| = .
| (o Il -v1) = VisaHays || = | §Visrer = Vi Hiyi || =
= ” Vi+1(’£€1 - Hz’yi) ”7

neboli zkracené
(3.4) | f— Az || = || Viga(er — Hiys) || = || €ex — Huys |,
protoze obecné plati
[Vull?=(Vu,Vu) = (V' Vuu) = (wu) = [lul® = [Vu]=]u]

pro ortonormalni matici V' a libovolny vektor u. Vidime, ze aproximaci x; metody GM-
RES, ktera spliuje (3.2), lze spocitat ze soustavy

(3.5) z; = 2o + Viyi,

kde pro y; plati B

(3.6) y; = arg min || {e; — Hyy || -
yeR*

Algoritmus metody GMRES je tedy sestaven z Arnoldiho metody, tj. z algoritmu 3.1
a vztahu (3.5) a (3.6).
Nyni pouzijeme predpodminéni. Resime linearni systém

Az =f, kde A=Qr'AQ;", #=Qux, f=Qr'f.

Z puvodniho algoritmu metody GMRES lze stejné jako v kapitole 1. u metody GCR
odvodit algoritmus s pfedpodminénim, kde definujeme n = € = || Q7'ro |-

Polozime-li ()1 = Q2 = I, dostaneme algoritmus bez predpodminéni, polozime-li ()1 = I,
dostaneme algoritmus s pravym piredpodminénim a konecné pro () = I mame algoritmus
s levym predpodminénim.

Algoritmus 3.2

Zvolime x.

Spocteme 1y = f — Axyg.
Q7 'ro
Q1 roll”
Pro:=1,2,... provedeme

hji = (Q7'AQy v vy), j=1,2,..,1

Polozime vy =
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w=Qy AQy v — Y5y hyv;
hivia =l w |
Vit1 = ﬁ
x; = o + Q5 Viy;, kde
yi = arg pimin || ney — Hyy |
ri=[f— Az
Konec cyklu pro <.
Konec Algoritmu.

Metoda vychazejici z tohoto algoritmu se nazyva ,, zobecnéna metoda minimalnich
residui - GMRES (Generalized Minimal Residual method) s predpodminénim “.

Aproximace x; nemusime pocitat v kazdém kroku, ale naptiklad po kazdych [ krocich,
kde [ > 0. To znamenad, ze spocitame [ vektoru v;, i = 1, ..., a teprve potom ptislusnou
aproximaci z; a residuum r;. Bude-li norma tohoto residua || r; || < ¢, pak muzeme
proces ukon¢it, v opaéném pripadé pokracujeme ve vypoctu, tj. opét napoc¢itame [ vektoru
v;, 1 =141,...,2] a poté zkoumame residuum.

Stejné jako u jinych metod, také zde muzeme algoritmus restartovat po kazdych k
krocich, kde k je néjaky pevny celociselny parametr. U nerestartované verze s rostoucim ¢
roste pocet vektoru potfebnych k ulozeni do paméti. Proto lze pouzit restartovanou verzi,
ktera tuto potiz odstranuje.

Algoritmus 3.3
Zvolime x.
Spocteme 1y = f — Axy.
Qi 'ro
QT roll”
100: Pro ¢ = 1,2, ..., k provedeme

hii = (Q7TAQy i, Qavy),  j=1,2,..,1
w=Qr AQy v — 375, vy
h’i-‘rl,i = || w ||

Polozime v, =

. - _w
Vit1 = hit1,:

r; = xo + Viyi, kde -
yi = arg i min || ne; — Hyy || .

rp = | — Ax;
Konec cyklu pro <.
Je-li © = k, pak
To = Tg,
. Qi'ri
UL QT
1=0

Navrat na 100.
Konec Algoritmu.

Metodu vychéazejici z tohoto restartovaného algoritmu nazyveme , GMRES (k) “.
Opét muzeme pocitat residuum pouze po kazdych [ krocich, stejné jako u nerestartované
verze.
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Nyni se budeme zabyvat feSenim problému (3.6). Abychom mohli takovy vektor y;
urcit, prevedeme matici H; na trojihelnikovou matici pomoci matic rotaci. Bud tedy

h171 hl,g e hl,i

h2,1 h2,2 e hg’i

H;, = hsa ... hsy
hiti

Abychom dostali horni trojihelnikovou matici, budeme postupné anulovat poddiagondlu
matice H;. Zaéneme anulaci prvku na pozici (2,1). Necht

je prvni matice rotace, kde obecné

c; = cos(b;), s;=sin(f;) a 6; je dhel rotace.

Nasobme
S hig hig .. hiy,
-8 hoq heo ... ha,
P -H, = 1 . hsa ... hsy =
1 hiy1

cihig 4 sihe cihia + sihag
—s1hi1 +cihey  —sihig 4 cihog
o hs 2

Ted chceme, aby —sihiy + cihe; = 0, a protoze rovnéz chceme, aby matice P; byla
ortonormdlni, bude platit s? +c¢? = 1. Ziskdvdme soustavu dvou rovnic o dvou neznamych
s1 a c1, kterou vyfesime a dostaneme feseni:

hia ha

——_—, 5] = ————.
VIGRECR Wi+ D3,

Dosadime do matice P, a ziskame obecné takovouto matici:

1,1 1,2 1,3 Ce
0 2,2 23 Ce
P -H;,= hsa hssz ...

C1 =

has
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kde
1= Cthl -+ 51h271, T2 = Clhl’g + Slhg’g, r3z=..., atd,

T22 = _SthQ + Clhgg, 23 = ..., atd.

Déle budeme anulovat prvek na pozici (3,2). Necht

1
C1 S1
= —S51 G
P, =
2 1
1
je dalsi, druha matice rotace. Pak
1 11 T12
(&1 S1 0 72,2
h
— — _ —S51 3,2
Py-(P,-H;) = 1 . _
1
11 ri2
0 027;2’2 + 82h3’2
o —89799 + C2h3 9

Vyfesime soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych —safas 4+ cohgs = 0a s34+ c¢3 =1 a

dostaneme fesSent .
2.2

B 32
5 2= /22 5
T39 + h3,2 T39 + h3,2

Dosadime a ziskame takovouto matici:

Cy =

11 Ti2 713
0 T22 T22

P2(P1HZ): 0 T33
a3
kde prvni tadek zustava beze zmény a zmeéni se jen druhy tadek:
22 = CaT2 2 + 82h372, 23 = ..., atd.
Takto pokracujeme dale az do indexu . Oznaéime

P=PF Py .. B P
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jako soucin Givensovych matic elementarnich rotaci. Pak

a1 Ti2 ... Ti4
0 o2 ... T2,
- : . . R;
(3.7) Pi - (Hiyi) = : R “Yi = ( 0 > " Yis
: T4
o ... ... 0

kde R; je zminénd horni trojuhelnikovd matice s prvky 7.
Pravou stranu vyrazu (3.6) musime rovnéz vynasobit matici P; a dostaneme

Pi-(Ser) = & (P P) e =

C1 S1 1
—S1 C1 0
= &P Dy 1 i =
1 0
1
—5;

1 c1
Co So —S1
= — —S9 Co O
1 0
_glc o1
51,1922 92 g0
¢ ’ 0 ) (9i+1 )
9i
0 Ji+1
tj.
g(i)
(3.8) P -(Cer) = | 2 :
Ji+1

kde ¢ € R je vektor o slozkéch (g1, ..., g;), které ziskdme po celkovém vyndsobeni.
Tedy minimalizacni podminka (3.6) vypadé takto:

yi = arg min || ey — Hy || = arg min || P(€e; — Hyy) || =
yeR' veR’

) g(i) R;
— agmin | (27 )= () ull
yeR’ i+l
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tedy zkraceneé

. @) R;
39 w=orgmin | (27 )= () w1
yeR’ gi+1

Matice P; je ortonormélni, lze ji tedy v normé pridat. Protoze R; je trojuihelnikova
regularni matice, plati A
(3.10) g% — Ryy; =0

a pouzijeme-li vztah (3.4) pro vyjadieni normy residua, dostaneme

_ @) — R
g iYi _
[ri [l =1 f = Azi || = || €ex — Higi || = || ( _ ) = 1gi+1l
gi+1
Cisla |gi+1] jsou tedy normy residuf r; pro i = 1,2,.... Jakmile metoda GMRES zisk4
dostatecné malé residuum, tj. |g;+1| < €, muzeme proces ukoncit a polozit

i =9+ Viy;, kde Ry = g(i)-

Podivejme se na predpodminéni. Ovlnkujeme-li vyse uvedené vztahy, dostaneme algorit-
mus s predpodminénim. V piipadé predpodminéni zprava nedochdazi k nicemu zvlastnimu,
ale uvazujeme-li predpodminéni zleva, pak ¢isla |g; 1| nejsou normy residui || r; || , nybrz
normy || Q'r; || . Cheeme-li tedy testovat, zda norma residua || 7; || < &, musfme provést
operaci navic. Bud tuto normu odhadneme, tj. testujeme

Q1 1gia| <e,

protoze
Frill =1 @@y i [ < Q- 1 Qi | < 1 Q1 Il 1gisa] < &

nebo v kazdém kroku vypocitame aproximaci x; a testujeme normu piislusného residua
r; podle vztahu || r; || = || f — Az, ||.
Muzeme tedy predvést jiny zapis algoritmu metody GMRES.

Algoritmus 3.4
Zvolime z.
Spocteme 1y = f — Axg.

1

Polozime v, = Ql_lm )
Q1 7’(1)\\

Polozime g, = || Q1 "o |-

Proi=1,2,..., N provedeme
G = (Q1TAQz vy, vy)
hjﬁ' = (QIIAQ;IU“’UJ‘), j = 1,2,...,i
w=Qr AQy v — Y hjv;
hivri = || w ||
Viy1 = ﬁ
Pro 7 = 2, ...,4 provedeme
Ti—1i = Cj—1Gi—14 + Sj—1hy
G = —8j=1G—1, + ¢j—1hy;
Tig = 4/ z%z + hzz—i-l,i

— Gii

C.
L
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hit1,i

57 T
gi = CiG;
Ji+1 = —Si0;

Pripad Q1 = I:
Je-li |gi1] < e, pak
Riy; = g
z; = 20+ Q5 ' Viy; a STOP
Piipad @, # I:
Bud
Je-li [| Q1 [] - [gina| < €, pak
Riy; = gt
z; =1z + Q5 Viyi a STOP
Nebo
Riy; = g
z; = o + Q5 Viy;
T, = f — AIZ
Je-li || i || < e, pak STOP.
Konec cyklu pro <.
Konec Algoritmu.

Algoritmus vychézejici z této metody se nazyva ,, GMRES ¢ uréeny matici A a vektorem
f.
Na zavér udélame malou poznamku, jak lze alternativné spocitat nové koeficienty h;;,
j=1,...,1+ 1 a vektory residui r;. Vyjdeme z Arnoldiho metody, tedy z Algoritmu 3.1.
e Prvni ¢ koeficienty h;; spocitdme podle definice:

h]’,i = (A’Ui,?}j), j = 1,2, ,Z,

respektive
hji = (QT AQy vy, vy), §=1,2,...,i.

e Posledni koeficient h;;,; spoc¢itdme podle definice a ortogonality vektoru v;:
W = 1 Av =Y i |17 = (Avi = Y hjavj, Avi = hjy) =
j=1 j=1 j=1
i i
= | Av [P =2+ (Avi, D hjavy) + 11 D hyav 1P =
j=1 j=1

= Av [P =2 ) 02 41D by I = 1 Awi [P =) B3,
j=1 j=1 j=1

nebot || v; || =1 Vy;
respektive

i
h?—‘rlfi = || QflAlevi H2 o Z h2’»i'
j=1
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e Vektory residuf r; spocteme z vektortu v;, j = 1,...,7 a z Av;. Ze vztahu (3.4) lze
residua vyjadrit jako -
ri = Viga(€er — Hiyi).

Definujeme-li

tZ(t1,t27m z—l—l) = ey — Hiyia kde SZH T'o ||,

pak
i i Av; — 3% hiv;
rio= O tv) + v = O tvy) + i - — h-+j1 =
et =1 41,0
tit1 hji
e —|— — 1 J> Vs
z+1 7 Vi Z H_ z+1 z) !

Obdobné definujeme-li
T=(T1,Ts, .. Tr1)" =ner — Hiyi, kde n=1Q1'ro |,

pak
h],l

hi-f—l,i

)vj.-

T, = h Z+11 Ql IAQQ (4 + Z T 1—;+1
1+1,2
j=1

e Residua r; lze také pocitat rekurentné. Ze vztaht (3.5) a (3.3) plyne, ze
ri =19 — AViy; = o1 — Vi Hyyi = Viga (§er — Hiyi).
Déle ze vztahu (3.10) vidime, zZe

=R;'g"

7 _ pr. (B
Hl_Pi <0 )

nebot matice P; je ortonormdlni a tudiz P! = PF. Odtud

(%)
ri = Vip1(§er — PT (%) Ry ! (Z)— Viei(€er — PT (go ))

Vztah (3.8) upravime takto:

(@) (@)
ey =P (§+1> ZPZ'T'<g0 >+PiT'€i+1'gi+l-

a ze vztahu (3.7), ze

Z toho plyne, ze
(3.11) ri =V - B - eip1 - Ginr

Pro matice P; plati nasledujici vztah:
Ii—l (] 0
Pi:Pz"Pz‘—l'---'PIZPi'(PZ;I O)Z o G Sy '(R%l O)
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i
0 1
ol S; C;
Proto
I, 1 o o)
Pz'T—1 o ZTl o
i = (‘/;71}2’—&-1)' T : 0 G —Si )| = =
0 1 T Jit+1
10) S; C;
= —V.:PT e.s.a g = ViPT e.s%a. oy
— i151€:Si9i+1 + Vi+1CiGi+1 = Vid5_1€45;4; + Vi+1CiGi+1,
protoze giy1 = —S;g;-

Podle rovnosti (3.11) nakonec dostaneme rovnost

ri = Tio18; + Vi CGigin,  kde gy = |l ro |,
ktera v predpodminéném piipadé ziska tvar
(3.12) ri = Trio18; + QUi Ggiv,  kde g1 = || Q7o |,

coz je hledana rekurence.

3.3 Teoreticka analyza

U iteracnich algoritmu vyvstava casto otdzka, zda se mohou zhroutit. Jak jsme mohli
vidét, metoda GCR se muze zhroutit pro problémy, ve kterych neni matice A kladna
realna, tzn. ze jeji symetricka ¢ast M neni positivné definitni. V této ¢asti ukazeme,
ze metoda GMRES se nemuze zhroutit bez ohledu na positivnost matice M, protoze
predpoklad pozitivnosti nebudeme nikde potiebovat.

Nejprve predpokladejme, ze 1ze zkonstruovat prvnich i Arnoldiho vektoru. To nastane
v pripadé, ze hj ;1 # 0, j = 2,...,4, jak je vidét z algoritmu 3.1. Necht tedy h;;_1 # 0.
To znamend, ze z konstrukce matice R;_; plyne, ze diagondlni prvek r;_; j_; spliuje (viz
Algoritmus 3.4):

_ 2 2
Tj-1j-1= \/Cj—l,j—l +hi; >0

Diagonélni prvky vysledné matice R; se tedy neanuluji, coz znamend, ze problém nej-
mensich ¢tvercu (3.6), ktery je roven problému (3.9), lze vzdy vyfesit. Algoritmus metody
GMRES se tedy nemuze zhroutit, jakmile h; ;1 # 0, j =2, ..., 1.

Nyni predpoklddejme, Ze h;1; = 0. Arnoldiho vektor v,y tedy nelze zkonstruovat.
Vime, ze plati vztah (3.3), ktery v piipadé h;1, = 0 dostane tvar AV; = V;H,. Vidime,
ze matice A a H; jsou podobné matice. Proto jestlize je matice A reguldrni, je reguldrni
také matice H;. Upravime vztah (3.2). Vime, ze x; = zo + Viy;, kde y; spliuje podminku
(3.6). Odtud

| f=Axi || = || f— Ao+ Viy) || = [ 70 — AViyi || = || v — ViHy; || =
= || Vi(€er — Hiyi) || = || €ex — Hayi || -

Ponévadz je matice H; ¢tvercovd reguldrni, vypadd podminka (3.6) jako y; = H; '&e;.
Plati tedy || r; || = 0 a tedy z; je pfesné feseni. Odtud vidime, ze je-li h;y1; = 0, pak z;
je jiz presné feseni.
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Dale predpokladejme, ze x; je pfesné feSeni a piedchozi z;, j = 1,...,7 — 1 nejsou.

Pak norma residui || 7; || # 0, j = 1,...,4 — 1, ale norma residua || r; | = |giy1| = 0.
Podle sestaveni algoritmu vsak plati (viz Algoritmus 3.4) g;11 = —s;g; = 0 a protoze
|gi| = || 7i—1 || # 0, musi nutné platit s; = 0. Ale

hiy1
sti:i =  hiy1:,=0
Tii
a z tvahy vyse plyne, Ze algoritmus se zhrouti, nebot pfi vypoétu v;4; dojde k déleni
nulou.
Vratme se jesté k Arnoldiho procesu (Algoritmus 3.1) a oznacme

1
Vit1 = A’UZ‘ - E th"Uj, 1= 1,2, eeey V1 = V1.

J=1

Ukéazeme, ze podminka 0; # 0, j = 1,...,% a 9,41 = 0 je ekvivalentni vlastnosti, Ze stupeil
minimalntho polynomu poé¢édteéniho vektoru residua ro = vy- || ro || je roven i.
Predpokladejme nejprve, ze tento stupen je roven i. Pak tedy existuje polynom p; stupné
1 takovy, ze

Di (A)U1 =0

v

Kiv1(A, 1) = sp(ro, Aro, ...,Airo) = sp(v1, va..., Vir1) = sp(vy, Avy, ...,Aivl) =Kir1(A vq)

vektory vy, Avy, ..., Ay linedrné zavislé a tudiz K1 = K;. Vektor 9;41, ktery patii do
mnoziny K1, nebot to je neznormovany vektor v;,, a je ortogonalni na mnozinu X;,
protoze tak se tvoii Arnoldiho vektory v;, je proto nulovy vektor.

Kromé toho predpoklddejme, ze ©; = 0 pro néjaké j = 1,...,7. Potom existuje polynom
pj—1 stupné j — 1 takovy, ze 0; = p;_1(A)v; = 0 a to je ve sporu s definici minimélniho
polynomu p; vektoru vy, nebot i neni nejmensi ¢islo takové, ze plati p;(A)v; = 0.

K dukazu opa¢né implikace predpokladejme, ze

f}j#O, jzl,,l a @z’—l—l:O-

Pak existuje polynom p; stupné i takovy, ze p;(A)v; = 0 a je to polynom nejnizsiho
stupné, pro ktery toto plati. Opravdu, kdyby existovalo j < i takové, ze p;(A)v; = 0, pak
jiz vime (viz Gvaha vyse), ze 0,41 = 0 a to je spor, protoze j + 1 <.

Déle poznamenavame, ze 0;41 = 0 implikuje, ze (viz Algoritmus 3.1)

hivii= | 0iqa | =0

a naopak.
Tim jsme dokazali tuto vétu:
Véta 3.1: Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

1. Aproximace x; je presné Teseni.
2. Algoritmus se zhrouti v kroku 1.

3. CiSlO hi+1,i =0.
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4. Vektor 0,41 = 0.
5. Stupen minimalniho polynomu pocatecniho residua ry je roven i.

Protoze pro N-dimensionalni systém Ax = f mizeme zkonstruovat maximalné N orto-
gonalnich vektoru v;, plyne odsud jesté tato véta:
Véta 3.2: Metoda GMRES déava presné feSeni po nejvyse N iteracich.

Podle véty 3.1 vidime, Ze se restartovany algoritmus GMRES(k) nezhrouti, avsak ne
vzdy konverguje. V pripadé, Ze matice A ma symetrickou ¢ast M positivné definitni,
pak konverguje vzdy, stejné jako metoda GCR(k), coz jsou ekvivalentni metody. Neni-li
vsak matice M positivné definitni, pak metoda GMRES(k) nemusi konvergovat, zatimco
metoda GCR(k) se muze dokonce zhroutit, jak jsme vidéli vyse.

Priklad: Uvazujme opét jako v ivodu problém Az = f, kde

(58 () ()

a vezmeéme si metodu GMRES(1). Algoritmus 3.3 dava toto:

° ’I"():f—Axgz(—l,l)T, V1 = o —

—1,1)7

® h171 = (Avl,vl) = (\/Lﬁ(l, 1)T, \/LQ(—L 1)T) = 0, hgyl = H w ” = H AUl — h171’U1 “ =1

o 1= arg, g, min | (er || 7o [)— (s ho)7y || = avg, g, min || (v2,0)7—(0,1)7y |

=arg R min,/2+ y? =0

o 11 =10+ vy =z = (1,1)T a restartujeme.

Vidime, ze GMRES(1) davé konstantni posloupnost aproximaci a proto nemuze konver-
govat. Uvazujeme-li vsak metodu GMRES(>2), dostaneme piesné feseni ve druhé iteraci:

° Uy Yo = Avy; = =(1,1)7T

 haa V2
[ hl’g = (AUQ,’Ul) = —]_, h272 = (AUQ,UQ) = 0, h3’2 = || w || = H AUQ — hLQUl || = 0
hii hip V2
o yp = arg p min || (e || ro [[) = | h2qn hop | -y || = arg g, min | 0 | —
hso 0

—_

0 -1
1)
8 . (5(2)> || = arg, R, mn || (\/§+y(2), —y(l),O)T || _ (O, —\/§)T

o 1y =0+ (v1,02) - Yo = (1) +7 <_11 }) ' (—(\)/§> - (8}

¢imz ziskavame presné feSeni. A protoze je systém velikosti 2, dostali jsme ho skutecné
po nejvyse dvou iteracich. Vidime tedy rozdil mezi metodami GMRES a GCR v piipadé
jednoho konkrétniho systému s indefinitni symetrickou ¢asti M. Zatimco metoda GMRES
nasla presné feSeni, tak metoda GCR se zhroutila, jak jsme ukazali v ivodu této kapitoly.
Nyni predpoklddejme, Ze Py je prostor vsech polynomu stupné nejvyse k a o(A) je
spektrum matice A. Vétu 1.4 pro metodu GCR lze prenést na metodu GMRES(k).
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Véta 3.3: Necht A je diagonalizovatelnd tak, ze A = X DX ! kde X je reguldrni a D je
diagonalni matice. Necht ddle symetricks ¢ast M matice A je positivné definitni a necht

(3.13) m; = min max_ |pg(N)].

pLEPY, pr(0)=1 A€o(A)

Pak norma residua ziskana v k-tém kroku metody GMRES spliuje:

1.
(3.14) [re | < 6(X)-mi[[ro |, kde w(X)=|X|-[|X"].
2. o (M)
1 < |1 - fmintm) .
(3.15) | re || < { /\maX(ATA)} | 7o |l

Pro lepsi prehlednost budeme psat vsechny vztahy v nepredpodminéném tvaru, protoze
je umime prevést do tvaru s maticemi (1 a Q5.

Véta 3.3 dokazuje konvergenci metody GMRES(k) pro kazdé k, pokud je M positivné
definitni matice. Neni-li vSak M positivné definitni, tj. matice A neni kladna redlnd, ma
tedy vlastni ¢isla vlevo od imaginarni osy, pak upravime vztah (3.13) a zavedeme horni
odhad pro m;.

Véta 3.4: Necht ma matice A pravé [ vlastnich &sel Ai, \g, ... \;, které maji redlnou cast
nekladnou. Necht zbyld vlastni ¢isla jsou uzaviena v kruhu se stfedem C' a polomérem R,
kde C' > R > 0. Pak plati:

(3.16) mi < @ HM|;|A| = (5)'(§)H’

kde
D = max Ni— ] a d= lrllinzp\i"

i=1,... lj=l+1,..,N

Dikaz: Uvazujme tiidu polynomu definovanou jako p(z) = r(2)q(z), kde

r(z) = (1—%) (1—%) (1—%)

a q(z) je libovolny polynom stupné nejvyse k — [ takovy, ze q(0) = 1.
Protoze plati p(0) = 1, p(A\;) = 0,4 = 1,...,1 a p(z) je polynom stupné nejvyse k, pak
dostavéame ze vztahu (3.13)

R < RV .
mi = max [p(d;)] < max |r(A)] - max [g(A;)]

Dale vidime, ze

l
A — )\, DA
max ()] = max [[RA < (D)

J=l4 1, N j=l41,..,N 4 By d
=1

Kromeé toho maximum |¢(z)|, kde z € U = {\;};=41,..~ neni vétsi, nez maximum |q(z)|
pro z patiici do kruhu, ktery mnozinu U uzavird. Vezmeme proto polynom

q(2) = <05Z>kl7
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ktery nabyva maxima v absolutni hodnoté pro z libovolné na hranici kruhu se stredem C'
a polomérem R, tedy napt. pro z = R + C' a toto maximum je (%)k_l. Tedy

NN
e (B (B
—\d C
coz dava zadany vysledek. O
Jsou-li vSechna vlastni ¢isla matice A redlnd, pak lze nerovnost (3.16) upravit takto:

Rk LN = Al R\FL A — Al
m; < <5> .Fﬁngll A (E) _£} IAilN-,

kde Ay je nejvetsi vlastni cislo matice A.

Na zavér vyslovime dusledek predchozi véty, ktery nam dava spravnou hodnotu k pro
restartovanou metodu GMRES(k), aby konvergovala.
Lemma 3.1: Necht jsou splnény piedpoklady Vét 3.3 a 3.4. Pak restartovans metoda
GMRES(k) konverguje pro libovolny pocatecéni vektor zg, jestlize

log(fl).—']%j . /-f(Xﬁ)

log (%)

Dikaz: Vezmeme vztahy (3.14) a (3.16), ddme je dohromady a upravime je.

D>l (R>’” [rell 1 |7 || DNE - RyE
(@) (c ol 5% 7 ey = Va) le) )
Chceme, aby norma residui klesala. Proto bude-li vyraz vpravo mensi nez 1, pak bude

mensi nez 1 i podil norem residui. Odtud spocteme k logaritmovanim celého vyrazu a
upravou logaritmu. Tedy

(3.17) k> 1-

log{<§>l-<g>k_l%(X)} < logl=0 =

= 1og{<§—g>l-n(X)}+log{<g)k} < 0 =
= loa{oe ()N < tos((5)) =

g

nebot C' > R a tudiz je logaritmus log(%) > (. Tento vysledek dava odhad pro k, i kdyz
nékdy muze byt nerozumny (éislo £(X) muze byt hodné velké). O
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Kapitola 4

Numerické vysledky

V této kapitole vyzkousime vyse uvedené metody na konkrétnim piikladu. Vezmeme
si tfi ruzné velké matice, na kterych budeme metody testovat. Z dosazenych vysledku
udélame zaver.

4.1 Uvod

Uvazujme parcialni diferencialni rovnici
(4.1) —(Auy), — (Buy)y + Cuy + Duy + (Eu), + (Fu)y, + Gu=H na
s Dirichletovou okrajovou podminkou
(4.2) u/oa =0,

kde € je jednotkovy ctverec. Za koeficienty A az G zvolime konstanty a predpokladame, ze
A>0, B>0, G >0, tedy, ze vySe uvedena rovnice je eliptického typu. Funkci H zvolime
nulovou. Provedeme standardni pétibodovou konecnou diferenéni aproximaci rovnice (4.1)
a obdrzime obecné pétidiagonalni nesymetrickou matici. Pfi volbé homogennich okra-
jovych podminek (4.2) a nulové pravé strané vyjde, ze presné FeSeni je nulové. Jako
pocétecni aproximaci jsme volili vektor zp = (1,...,1)T a proces jsme ukongcili, jakmile
norma residua nabyla hodnoty || r; || < 1075. Postupné jsme na rtzné hustych sitich vy-
generovali tTi ruzné velké matice o dimenzich 900, 2500 a 4900 a pozorovali jsme chovani
ruznych metod s i bez predpodminéni (a to jak zprava, tak zleva). Pod pojmem mensi
soustavy budeme v této kapitole rozumnét soustavy dimenze 900, stiedné velkd soustava
bude mit dimenzi 2500 a vétsi soustava dimenzi 4900.

Algoritmy uvedené v kapitoldch 1 az 3 lze programaétorsky ruzné modifikovat. Uvazujme
naptiklad metodu sdruzenych residui. K vypoctu koeficientu ﬁj(.l) potiebujeme vektory
{Q1"Ap;}i_,, takze mame nyn{ dvé moznosti:

e Bud uchovdvat v paméti nejen vektory {p; };ZO, které potiebujeme k vypoctu nového

sméru p;, 1, ale také vektory {Q7 ' Ap; }i—o, které potiebujeme k vypoctu koeficientu
ﬁj(.i). Tim sice uSetiime ¢as potiebny k vypoctu téchto vektoru v kazdé smycce, ale
potiebujeme o to vice paméti pro ulozeni vétsiho mnozstvi vektoru, konkrétné dve

dvourozmérna pole, ktera se s rostoucim ¢ neustéle zveétsuji;
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e Nebo uchovdvat pouze vektory {p;}i_g, a vektory {Q;'Ap;}i_ pocitat v kazdém
kroku. V tomto pripadé bude vypocet pomalejsi, ale zato usetiime hodné paméti,
nebot ndm bude stacit jen jedno dvourozmérné pole.

Déle muzeme volit pii vypoc¢tu aproximace x;:

e Bud pocitat aproximace v kazdém kroku, to je vhodné tieba k ziskavani jeji normy,
pokud se chceme podivat na kiivku velikosti chyby a zname presné fesent;

e Nebo spocitat priblizné feseni z; az v momenté, jakmile bude norma residua mensi
nez nami zadana tolerance. V tomto piipadé vSak musime uchovévat vSechny koe-
ficienty Oég-l) a konecnd aproximace se spocte jako linearni kombinace vsech vektori
p; plus pocatecni priblizeni xy. V tomto piipadé vSak nebudeme mit prubéh grafu
normy chyby, ale jen velikost chyby posledni aproximace.

Cas a pamét stoji proti sobé. Abychom usetiili pamét a vypocty méli obecné pokud
mozno co nejrychlejsi, tak se provadi usekavani algoritmu, ¢imz ziskame tzv. algoritmus
Orthomin(k) nebo restartovani, tj. algoritmus GCR(k).

Pti testovani jsme dale sledovali rychlost vypoctu jednotlivych metod a nakonec jsme
pozorovali, jak moc se lisi spoctené feseni od presného feseni, které je nula, tj. zajimala nés
| z; ||. Prubéh kiivek téchto norem je podobny jako prubéh kfivek norem residui, proto
znazornime pouze normy aproximaci, které se u dané metody pocitali jako posledni, t;.
norma residua této posledni aproximace je jiz mensi nez zadané epsilon. Je to i z toho
duvodu, ze napt. pri pouziti metody Orthores se aproximace x; nepocitaji v kazdém
kroku, ale pouze na zavér (viz Algoritmus 1.18) a naopak pouzijeme-li napf. metodu
Orthomin(k), pak aproximace x; muzeme, ale i nemusime poc¢itat v kazdém kroku. Na
zaver si ale na jednom grafu ukazeme, jak vypada cely prubéh normy chyby pro nejvétsi
uvazovanou matici pro ruzné metody.

Nyni jiz pristoupime k testovani jednotlivych metod.

4.2 Testovani metod

Testy jsme provedli na pocitaci s procesorem Pentium 100 MHz a operacni paméti
16 Mb. Ke zkompilovani programu jsme pouzili Microsoft Fortran PowerStation 4.0 pod
Windows 95.

Jak jsme jiz uvedli, budeme zkoumat t¥i ruzné velké matice, které jsou pétidiagonalni
a vzniknou diskretizaci vyse uvedené diferencialni rovnice.

Nejprve se podivame na prvni matici velikosti 900 krat 900 s koeficienty

A=11, B=09, C=D=2, E=F=G=1.

Zacneme rychlosti vypoctu.
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sekundy GRAF 1: RYCHLOST METOD (1)
4
3.59
2.96 @ P-zprava
OP-zleva
2.15 2.11
M P-neprovedeno
1.65
1.36
1.07
H 08 975  o7a
0 D S S S I S S o [
w = I “ > N — ™ > w
x zZ = = zZ = = < zZ x
g = 0 o s @ o %] = [}
= o 4 % o o % x o =
E I s I s S I £
da © E o ™ o o e o
metoda g % &

Vidime, ze ruzné metody pocitaji celkem rychle a to jak v ptipadé nepredpodminéného
systému, tak i pro systémy predpodminéné zleva a zprava. Vybrali jsme jen ty metody,
které byly u této matice nejlepsi. To znamend, ze napi. metody GCR(k) nebo MR pocitali
o trochu pomaleji, nez metody uvedené na grafu 1. Podivejme se na residua nejprve
v piipadé nepredpodminéné soustavy.

1.00E+02
1.00E+01 - GRAF 2: NORMA RESIDUI (1A)
xw iterace
1.00E+00 1 T
50 60 70 80 90 100 110 120 130 140
1.00E-01

— GMRES(20)
1.00E-02 -

—o— ORTHOMIN(3)
1.00E-03 1 — ORTHORES
1.00E-04 -
1.00E-05 -

residuum
1.00E-06 -
1.00E-07

Na grafu 2 vidime, ze nejméné iteraci k ziskani dostatecné malého residua potiebuje
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metoda Orthores, zatimco metody GMRES(20) a Orthomin(3) déavaji az do 40. iterace
stejnd residua. Podotykdme, ze u GMRES(k) jsme vybirali restart tak, aby vysledna
metoda byla ze vSech nejrychlejsi. To nastalo pro £ = 20. Obdobné useknuti u metody
Orthomin(k) bylo nejlepsi pro k = 3. Stejnym zpusobem jsme hledali hodnoty k i u dalsich
pokusu. Zkusme levé predpodminéni.

1.00E+02
1.00E+01 - 1 .
\ GRAF 3: NORMA RESIDUI (1B) fiersee
1.00E+00 g +—F++—F+t+—+—F++—F+++—++—F+++—++—"F++++—F+F+++F+F++F+-
2 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40
1.00E-01 +
— GMRES(25)
1.00E-02 +
—— ORTHOMIN(2)
1.00E-03 | — AXELSSON(12)
1.00E-04 +
1.00E-05
residuum
1.00E-06 |
1.00E-07

V tomto ptipadé je metoda Orthores pomalejsi, proto jsme ji nezaradili. U metody Or-
thomin(k) lze nyni volit £k = 2, staci tedy o jeden vektor méné. Naopak rychlejsi nez
GMRES(20) je GMRES(25). Déle v grafu 3 vidime, ze k ziskani presného feSeni staci
daleko méné iteraci nez v prvnim pripadé, ovSsem cas jiz o tolik rychlejsi neni. Nakonec se
podivejme na predpodminéni zprava.
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1.00E+02
1.00E+01 & GRAF 4: NORMA RESIDUI (1C)
\ iterace

TOOEI00 | Qg o 0 — 0 - b

2 4%8=g.10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38
1.00E-01 1 ) — GMRES(30)
1.00E-02 + -=~ ORTHOMIN(3)

—o- ORTHORES

1.00E-03 — AXELSSON(12)
1.00E-04 +
1.00E-05 +

residuum
1.00E-06 +
1.00E-07

Zajimavé je, ze metody GMRES(30), Orthomin(3) a Axelsson(12) dévaji az do 12. iterace
stejnou normu residui, zatimco metoda Orthores se od nich lisi. Z ¢asového srovnani je
patrné, ze pouze metoda Axelsson(12) je trochu pomalejsi. Podotykame, ze jakmile pujde
fe¢ o metodé Axelsson(k) v této kapitole, bude to restartovand verze a je to jen jiné
oznaceni pro restartovanou metodu GCG-LS.

D4 se tici, ze pro mensi matice jsou vSechny metody spolehlivé, ne prilis pomalé a
predpodminéni se jesté moc neprojevuje. Jedinou nespolehlivou metodou se ukézala byt
metoda Orthodir(k) pro jakékoli hodnoty k, kterd se vzdy zhroutila. Kdyz jsme vsak
pocatecni priblizeni xg zmensili, tj. zvolili jsme xg ndhodné, jehoz norma byla fadove
1073, pak i tato metoda byla rychld a spolehlivd. OvSem pro jesté mensi matice dimenze
400 se tato metoda ukazala byt dobrou a nasla feseni za kratkou dobu pro jakékoli xy.
Nyni si znazornime normu chyby.
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metoda GRAF 5: VELIKOST CHYBY (1)

ORTHORES 2.64E-06
GMRES(30) [ 6.61E-06
AXEL(12) [ 8.64E-06

@ P-zprava
OP-zleva

M P-neprovedeno

ORTHOMIN(3) | 1.78E-05
AXELA2) ] 7.66E-06
GMRES(25) | | 1.85E-05
ORTHOMIN(2) - ] 2.06E-05
ORTHORES " 1.59E-06

ORTHOMIN(3)

GMRES(20)

0.00E+00 5.00E-06 1.00E-05 1.50E-05 2.00E-05 2.50E-05 3.00E-05 3.50E-05
norma

Na tomto grafu je vidét, ze vSechny uvedené metody davaji dobré feSeni, jehoz norma

je mald a tudiz vektor ptiblizného feseni je blizko nulovému vektoru, ktery predstavuje

presné feseni. Pripominame, ze tyto normy jsou normy aproximaci posledni iterace.
Nyni pfejdeme k vétsi matici velikosti 2500 krat 2500 s koeficienty

A=11, B=09, C=D=1, E=F=0, G=1

a podivame se, jak jsou vybrané metody rychlé.

sekundy GRAF 6: RYCHLOST METOD (2)
25
21.55
@ P-zprava
16.56
OP-zleva
W P-neprovedeno
8.28
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4.21
ﬂ 379 362 L4,
0 5 a I a S 14 S g ] g
¢ = £ % g 8 ¢ s 7 % z
T u 2 x 3 o > v I 3
= x o = o x x = o
2 S z o = = 2 = x =
o o o [ © e © ° &
metoda © © 5 ©
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Zde jiz vidime vétsi rozdil nez u prvni matice. Zvlast predpodminéni zprava se ukazuje
byt velice rychlé. U predpodminéni zleva zpomaluje vypocet velky pocet nasobeni vek-
torti matici Q;'. Téchto operaci je daleko vice, nez v pifpadé nasobeni matici Q5"
u predpodminéni zprava. Proto je levé predpodminéni pomalejsi nez pravé.

Vsimnéme si hlavné u levého predpodminéni na metodé GMRES(k), jak rychlost
vypoctu zavisi na restartu. Restartujeme-li prilis brzy, po péti krocich, dostaneme ptresné
feseni za dvojndsobnou dobu, nez restartujeme-li po vice (v tomto piipadé po dvaceti)
krocich. Stejny problém, ale presné naopak vidime u metody Orthomin(k) pfi pouziti
predpodminéni zprava. Pouzijeme-li k vypoctu sméru p;; pouze jeden predchozi vektor
pi, dostaneme dvakrat rychlejsi proces oproti piipadu pouziti deseti vektoru {p;}
Podivejme se na residua a zkusme nejprve systém bez predpodminéni.

i
j=i—9"

1.00E+02
1.00E+01 3 GRAF 7: NORMA RESIDUI (2A) )
iterace

1.00E+00

60 75 90 105 120 135 150 165 180 195 210 225
1.00E-01 1

— GMRES(40)
1.00E-02 1 —o— ORTHOMIN(1)
1.00E-03 1 — ORTHORES
1.00E-04 1
1.00E-05 -
residuum

1.00E-06 -
1.00E-07

Nejrychlejsi metoda Orthomin(1) dé presné feseni po nejvice iteracich, zatimco u metody
Orthores je tomu naopak. Ostatni metody jako napf. Axelssonova metoda nebo restarto-
vand GCR jsou pomalejsi a jiz se nehodi pouzit je na soustavu bez predpodminéni. Nyni
zkusime levé predpodminéni.
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1.00E+02
1.00E+01 GRAF 8: NORMA RESIDUI (2B) .
iterace
1.00E+00 ]
6 18 24 30 36 42 48 54 60 66 72 78 84 90 96 102 108 114 12p
1.00E-01 +
— GMRES(20)
1.00E-02 +
—o— ORTHOMIN(1)
1.00E-03 1 — GMRES(5)
1.00E-04 +
1.00E-05 +
residuum
1.00E-06 +
1.00E-07

Zde rovnéz vidime zavislost na volbé restartu u metody GMRES. Restartujeme-li prilis
brzy, napt. po péti krocich, nejenze bude vypocet pomalejsi, ale bude potieba i vice iteraci.
Zkusme predpodminéni zprava.

1.00E+02
1.00E+01 3 GRAF 9: NORMA RESIDUI (2C) )
iterace
1.00E+00 1 S
1620 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60 64 68 72 76 80
1.00E-01
1.00E-02 1 —— GMRES(30)

—— ORTHOMIN(1)
1.00E-03 15 —— ORTHORES
100E.04 | —o— ORTHOMIN(10)
1.00E-05 +

residuum
1.00E-06 +
1.00E-07

Metoda Orthomin(10) davé feseni po mensim poctu iteraci, nez Orthomin(1), ale je po-
malejsi. Duvodem je to, ze pouzijeme-li vice vektoru p;, nez pouze jeden, dostaneme lepsi
smér p;y1 a tim aproximace x;.; bude blize presnému feseni. Ovsem v kazdé smycce se
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pracuje s deseti vektory a tim je vypocet pomalejsi z ¢asového hlediska. Celkové muzeme
fici, ze kiivky norem residui jsou priblizné stejné.

Vsimnéme si jenom nejjednodussi metody, kterou jsme v této praci predstavili, a tou
je metoda MR, Algoritmus 1.6, u které jsme uvazovali predpodminéni soustavy zprava.
Tato metoda je velice pomald, jak vidime na grafu 9, je dokonce pomalejsi nez vybrané
metody bez predpodminéni a potiebuje 553 iteraci k tomu, abychom ziskali potfebné malé
residuum. Tuto metodu jsme uvedli jen pro predstavu, jak takova nejjednodussi metoda
vypadd v praxi. Metoda MR je vlasté metoda Orthomin(0) nebo GCR(0).

Podivejme se na velikost chyby.

metoda GRAF 10: VELIKOST CHYBY (2)
ORTHORES |l 8.16E-06
ORTHOMIN(10) I; ] 3.41E-05 @P-zprava
ORTHOMIN(L) [ | 4.25E-05 OP-zleva
GMRES(30) I; | 4.97E-05 B P-neprovedeno
MR | 1.208-04
GMRES(20) | ] 7.71E-05
ORTHOMIN(L) [ ] 9.45E-05
GMRES(S) [ ] 9.46E-05
ORTHORES [l 3.32E-06
ORTHOMIN(1) 3.47E-05
GMRES(40) 4.33E-05 norma

0.00E+00 2.00E-05 4.00E-05 6.00E-05 8.00E-05 1.00E-04 1.20E-04

Zde jiz vidime vétsi rozdily oproti mensi soustavé. Velice malou chybu si udrzela pouze
metoda Orthores, norma chyby je i zde fadové 1079, ale u ostatnich metod se norma chyby
pod tuto hranici nedostala. V piipadé nejjednodussi metody MR je tato norma dokonce
spatnd. Na tomto grafu tedy vidime, Ze nejrychlejsi metody Orthomin(1l) a GMRES(k)
pro k = 40, resp. k = 20, resp. k£ = 30 nemusi davat nejptfesnéjsi feSeni. Naopak metoda
Orthores je sice trochu pomalejsi, ale dava docela pfesnou aproximaci.

Nyni pfejdeme k nejvétsi matici velikosti 4900 krat 4900 s koeficienty

A=B=C=D=1, E=F=G=0.

Zde jsou jiz vetsi rozdily.
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sekundy

GRAF 11: RYCHLOST METOD (3)
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Bez predpodminéni jsou vypocty velmi pomalé. U ostatnich metod je to jesté horsi.
V pripadé levého predpodminéni je rozdil patrny u metody GMRES, u ostatnich metod
pievazuje pocet nasobeni vektorti s matici Q;' a proto jsou ¢asy piiblizné stejné ve
srovnani se systémem bez predpodminéni. Nejlépe obstalo predpodminéni zprava, kde
bylo u vétsiny metod dosazeno dobrych vysledku. Podivejme se tedy na kfivky normy

residui. Nejprve pro nepredpodminénou soustavu.

1.00E+02

1.00E+01

GRAF 12: NORMA RESIDUI (3A)

iterace

1.00E+00

1.00E-01 A

1.00E-02 -

1.00E-03 -

1.00E-04 -

1.00E-05 -

1.00E-06 -

residuum

— ORTHOMIN(1)
—=GMRES(55)

— ORTHORES

1.00E-07
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Stejné jako vyse, i tady potfebovala nejméné iteraci metoda Orthores. Vsimnéme si zde,
i na ostatnich grafech, ze prubéh kiivky Orthores je vSude podobny, a to i vzhledem
k ostatnim metodam. Nyni pfedpodminime soustavu zleva.

1.00E+02
1.00E+01 GRAF 13: NORMA RESIDUI (3B) .
iterace
1.00E+00
30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140
1.00E-01 -
00E-0 N — GMRES(15)=AXELSSON(15)
1.006-02 B —— ORTHOMIN(1)
BN — GCR(10)
1.00E-03 - — ORTHORES
1O0E-04 + N\
LOOE05 T N NN e,
residuum N Ry,
1.00E06 + N N TRy,
1.00E-07

Metody GMRES(15) a Axelsson(15) ddvaji stejnou posloupnost residui, avsak ¢asové se
hodné lisi. Ptipojili jsme rovnéz restartovanou metodu GCR/(10), kterda vsak neni prilis
rychld na rozdil od useknuté verze GCR, zvané Orthomin(k), jez se ukdzala byt jednou
z nejrychlejsich metod. Nejlepsi hodnotou pro metodu Orthomin(k) se opét ukazalo k = 1.
Pro vétsi k jiz program pracuje s vice vektory p;, a vypocet je tudiz pomalejsi.

Vsechny ctyti metody davaji stejnou posloupnost residui béhem prvnich zhruba dvaceti
iteraci. Lisi se pouze opét metoda Orthores, kterd je ovSem pomalejsi nez v piipadé
vysledky z casového hlediska, ale co se tyce poctu iteraci, tak jasné predcilo systém bez
predpodminéni. Podivejme se, jak to vypadd, kdyz predpodminime soustavu zprava.
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1.00E+02

1.00E+01 ] GRAF 14: NORMA RESIDUI (3C) :
iterace

1.00E+00 A e e B B e B L A

24 30 36 42 48 54 60 66 72 78 84 90 96 102
1.00E-01 -+

— ORTHORES
1.00E-02 —o— ORTHOMIN(1)
1 00E-03 & — GMRES(15)=AXELSSON(15)=GCR(15)
1.00E-04 -+
1.00E-05 -+
residuum

1.00E-06 -
1.00E-07

7 grafu 14 je vidét, ze tento zpusob predpodminéni se jevi jako nejrychlejsi. Metody
GMRES(k), Axelsson(k) a GCR(k) jsou nejrychlejsi shodné pro k = 15 a davaji tudiz
stejnou posloupnost residui. Srovname-li vSak ¢asy mezi témito tfemi metodami dohro-
mady, zjistime, Ze nejlépe na tom je metoda GMRES(15). Dalsi metoda Orthomin(1)
potiebovala stejné jako diive nejvice iteraci k ziskani potfebné malého residua. Totéz se
da tici i o metodé Orthores, ktera opét potirebovala iteraci nejméné.

Nejzajimaveéjsi jsou vysledky srovnani normy chyby, jak uvidime na nésledujicim grafu.

metoda GRAF 15: VELIKOST CHYBY (3)
ORTHORES [ 4.58E-06
ORTHOMIN(1) I: ] 7.69E-05 @ P-zprava
GMRES(15) I: ] 1.26E-04 OP-zleva
AXEL(15) | AR M P-neprovedeno

GCR(15) ] 1.26E-04
ORTHORES [I 2.32E-06

GMRES(15) ] 1.37E-04

AXEL(15) [ | 1.37E-04

GCR(10) [ ] 1.48E-04
ORTHOMIN(L) [ ] 2.18E-04
ORTHORES W 3.50E-06

GMRES(55) 1.50E-04
ORTHOMIN(1) ‘ ‘ ‘ 167E-04 norma

0.00E+00 5.00E-05 1.00E-04 1.50E-04 2.00E-04 2.50E-04
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Metody GMRES(15), Axelsson(15) a (u predpodminéni zprava) GCR(15) davali stejnou
posloupnost residui, proto je stejnd i chyba. Vsimnéme si hlavné rozdilu mezi normou
chyby metody Orthores a zbylymi metodami, a to ve vSech piipadech predpodminéni
systému (tj. 0, L, P). Kromé metody Orthores a eventuelné Orthomin(1) u predpodminéni
zprava nedava zadna metoda uspokojivé presné feseni. Pokud bychom chtéli docilit mensi
chyby a tedy presnéjsiho feSeni, feknéme na uroven metody Orthores, museli bychom
provést vice iteraci. Tim se ovSem vypocet jesté zpomali a zvétsi se rozdil rychlosti vypoctu
a poctu iteraci mezi témito metodami a metodou Orthores. Mimo to, metoda Orthores
potiebuje nejméné iteraci ve vSech pripadech predpodminéni. Po této tivaze bychom mohli
dat metodé Orthores primat nejlepsi metody, protoze se pro soustavu predpodminénou
zprava ukazala byt nejrychlejsi, nejpresnéjsi a spotiebovala nejméné iteraci oproti os-
tatnim metodam a navic u této metody nemusime volit hodnotu k.

Nakonec se pro predstavu podivejme, jak v tomto piipadé vypadaji kiivky velikosti
chyby. Zde uvidime nejvétsi rozdily oproti ostatnim piipadum. U kazdé metody se provedlo
tolik iteraci, aby pro normu chyby platilo || z; || < 107%. U metod Axelsson(k) a GCR(k)
jsme vzali jiné hodnoty k£ nez 15, konkrétné 20, resp. 10, abychom vidéli, jak moc se
odlisuji.

GRAF 16: CHYBA METOD

1.00E+02

1.00E+01 +

iterace

1.00E+00 -
0

1.00E-01 +
1.00E-02 +

—— ORTHOMIN(1)
1.00E-03 + — ORTHORES

—GMRES(15)
1.00E-04 +

—— AXELSSON(20)
1.00E-05 + —— GCR(10)

- MR
1.00E-06 +

chyba

1.00E-07

Protoze pocdtecni priblizen{ je vektor xq = (1,...,1)7, je jeho Eukleidovskd norma rovna
70. Na grafu 16 vidime, ze skute¢né velikost chyby u metody Orthores klesa velmi rychle,
zatimco u dalsich metod je klesani pomalejsi. Nejjednodussi metoda MR si i zde zachovava
linearni klesani stejné jako v pripadé normy residua na grafu 9. V§imnéme si, ze velikost
chyby se dostala pod nulu az u 400. iterace. Norma residua je v tuto chvili fadove 1072
Odtud je jasné, ze tato metoda potiebuje jesté hodné moc iteraci ke zkonvergovani.
Déle si vsimnéme, ze metoda Orhomin(1) za¢ind po padeséti iteracich davat vzdy
konstantni oblouk, ktery se zhustuje a metoda GCR(10) klesd témér linedrné.
Poznamenavame, ze obdobny prubéh grafu dostavame i pro ostatni pripady uvedené
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vyse, tj. pro matice dimenze 900 i 2500 a to jak bez predpodminéni, tak i s obéma typy
predpodminéni. Proto na grafech 5, 10 a 15 znazornujeme pouze normy iteraci, které se
pocitaji jako posledni. Na grafu 16 pro nejvétsi matici mizeme nejlépe vidét jednotlivé
rozdily v prubéhu krivek.

4.3 Zaveéer

Podobnym zpusobem jako vyse bychom mohli testovat metody na stale vétsich a vétsich
soustavach. Z uvedenych grafu vidime, ze se metody chovaji ve vSech pripadech podobné.
Resime-li malou soustavu, vystaéime s jakoukoli metodou. Pro stfedné velké soustavy je
pocet vhodnych metod jiz omezen a pro vétsi soustavy lze doporucit jen nékteré metody.
Resfme-li jeste vetsi a vetsi soustavy (dimenze 7225, 10000), pribéh grafi je podobny,
avSak vypocty se ¢im dél vice zpomaluji.

Metoda Orthodir se hodi jen pro malé soustavy, pro stiedni a vétsi nastavaji problémy,
pokud neni pocéteéni xy blizko presnému feseni. Pro metodu Orthomin(k) musime vzdy
najit spravnou hodnotu k, abychom méli vypocet co nejrychlejsi. Pro stifedni a veétsi
soustavy jsme vsak zjistili, ze staci volit k = 1, pro vétsi hodnoty k jsou vypocty poma-
lejsi. Totéz plati pro restartovanou metodu GMRES(k), kde ovSem jsou optimdlni hod-
noty k ruzné, podle toho, jak velkou soustavu fesime a z které strany ji predpodminime.
U metody Orthores se zadné k nevoli, ale soustavu musime predpodminit zprava (jinak
nedostaneme rychlé vysledky). V tomto piipadé se tato metoda stava jednou z nejrych-
lejsich a nejpresnéjsich metod. Optimalni hodnota £k pro restartovanou metodu Axels-
son(k) se zvétsuje se zvétsovanim dimenze feSeného systému. Pro mensi soustavy je to
zhruba k£ = 12, pro vétsi soustavy k = 15 a pro jesté vétsi soustavy dimenze 7225 je
k = 20.

Bez predpodminéni se daji Tesit jen velmi malé soustavy, pouzijeme-li predpodminéni,
pak jasné nejlepsi je soustavu predpodminit zprava, abychom dostali vysledky rychle a
spolehlivé. Pocet nasobeni matici Q5" je méné nez pocet nasobeni matici Q7 ', a proto je
predpodminéni zprava rychlejsi nez zleva.

Na zaveér fekneme, které metody vysly z téchto pokustu nejlépe. Jsou to tyto metody:

e Orthomin(k) ... algoritmus 1.5 | sta¢i k = 1 — rychld metoda, potiebuje vsak vice
iteraci ke konvergenci a tento pocet se zvysuje s dimenzi feSeného systému;

e Orthores ... algoritmus 1.18 — pro predpodminéni zprava nejrychlejsi metoda, ktera
spotfebuje nejméné iteraci, pro zkonvergovani nepotiebuje piilis zvétsovat pocet
iteraci s rostouci dimenzi systému, zrejmé vubec nejlepsi metoda;

e Axelsson(k), restartovana verze . .. algoritmus 2.2 — pro spravné hodnoty k, zhruba
mezi 10 a 25 podle velikosti systému, ziskavame sice pomalejsi, zato spolehlivou
metodu obdobné jako Orthomin(k);

e GMRES(k) ... algoritmus 3.4 — pro ruzné hodnoty k vsak dostavame ruzné rychlé
procesy s rozdilnymi pocty iteraci a tyto rozdily mohou byt dost velké, pro optimalni
k je to jedna z nejlepsich metod.

Tim jsme ukoncili numerické experimenty a vyslovili zhodnoceni.
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