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© Uvod




Inspirace a motivace

Erich Bohl (1936—-2016) a Ivo Marek (1933-2017)

© Upozornit na specialni tfidu nelinearnich matematickych model( se
zakony zachovani.

@ Vysvétleni formulace
LJak se nelinearni systémy stavaji quasi-linearnimi.

© Jak se v ODR objevuje M-matice (negativni, singularni).
© Ukazat vyhody pouZiti quasi-linearni formulace.

© Bohl a Marek pouzili quasi-linearni formulaci ve svych &lancich pro
teoretické UcCely (existence, jednoznacnost feseni, ...).

[Bohl, Marek, 2005]



e Specialni tfida matematickych modeld



Nelinearni formulace

V realném svété se vyskytuje podstatna tfida specialnich biologickych a
chemickych procesul, ktera je popsana pomoci nelinearnich obyéejnych
diferencialnich rovnic. Nejobecnégjsi tvar:

X'(t,p) = L(p)x(t, p) + n(t, x(t, p), p) + c(t, p)

kde
@ derivaci uvazujeme podle ¢asu
@ matice L(p) € R™*™ reprezentuje linearni ¢ast
@ vektor n(t, x(t, p), p) € R™ reprezentuje nelinearni ¢ast
@ vektor c(t, p) € R™ reprezentuje konstantni cast
@ vektor x(t, p) € R™ jsou stavové proménné (koncentrace)
@ tjecas, te[0,T]
@ p € R™ reprezentuje mnozinu parametrll vyskytujicich se v systému
@ kromé toho mliZeme mit mnozinu (experimentéalnich) dat d € R

reprezentujici hodnoty (obvykle jedné) stavové proménné



Modelové parametry

Dvé skupiny modelovych parametrdl p € R™:

@ Znamé — jejich hodnoty Ize ziskat z literatury nebo z pfimého
experimentalniho méfeni.

@ Neznamé — jejich hodnoty je tfeba ziskat odhadem a naslednym
fitovanim za vyuziti experimentalnich dat d € R™.

Odhad parametri je nedilnou soucasti samotného procesu modelovani.
Odhadovat (zpfesnit) Ize i nékteré znamé hodnoty, Ize docilit lepSiho
fitovani kFivky.

Fitovani (vétSinou minimalizace souétu ¢tvercll) reprezentuje optimalizaci
s jednoduchymi mezemi:

@ Zadané parametry maji byt kladné a

@ mély by lezet ve fyzikalné smysluplném intervalu.

Problém odhadu parametrdl mdiZze byt Spatné podminény a mdze byt
nutné regularizace. Nékdy se provadi citlivostni analyza, abychom zjistili,
jaké parametry maji vétsi vliv na chovani systému a jaké mensi.



Zn matice
Oznacime Z,(n > 1) mnozinu vSech Etvercovych realnych matic fadu n,
jejichz vSechny mimodiagonalni prvky jsou nekladné, tj.

Zo={A=(a)eR™: <0, ij=1,....n i%j}.

Regularni, respektive singularni M-matice

Necht A € Z,. Pak A je téZ M-matice , jestliZe ji Ize vyjadfit ve tvaru
A =kl—C, kde C >0ak > o(C), respektive k > o(C).

Priklad negativni singularni M-matice
Matice A = (a;) € R™" je negativni singularni M-matice, jestlize

n
a;>0, i,j=1,....,n, i#} aj = — Z ag, I=1,...,n.
k=1,k+#i

Existuje mnoho vlastnosti charakterizujich M-matice



Quasi-linearni formulace

Mnoho procesll je specialnich tim, Ze je Ize popsat (pfeformulovat)
pomoci linearnich evoluci

xW(t,p) = LW () xW(t,p), k=1,....r,
kde x(k )(t, p) € R™ jsou mnoZiny Castecné se prekryvajicich stavovych
proménnych x(t, p) a rozsifeny vektor
%(t.p) = [xI(t.p)".... Xt )]

obsahuje vSechny stavové proménné x(t, p) (nékteré slozky vickrat).

Dale L(k)(p) jsou negativni singularni M-matice, jejichZ prvky nezavisi na
x(")(t,p), ale mohou zaviset na dalSich proménnych vyskytujicich se v
systému. Matice L(")(p) jsou tak ve skute€nosti quasi-linearni.

Prostfednictvim této zavislosti je cely systém nelinearni a matice celého
systému je blokové diagonalni:

X' (t,p) = L(x(t, p), p) X(t, p),
kde L(X(t, p). p) = diag{L D(p).....LO(p)]. .



Zakon zachovani

Teorie téchto subsystému (pro jednotlivé k) je dobfe propracovana.
Zejména pro vSechny plati zakon zachovani (conservation property).

Zakon zachovani

Modely maji tu vlastnost, Ze mnozstvi rliznych chemickych latek se v
priibéhu ¢asu méni, ale jejich celkové mnoZstvi zlistava neménné.

Je-li tedy x(¥)(t, p) € R™, pak

N

x,.(k)(t, p) =const. Yte[0,T], k=1,...,r.

i=1
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Vlastnosti matice L

Shrnuti: matice L:
@ Zavisi na x(t), odtud quasi-linearni systém.
@ Je blokové diagonalni s kladnymi mimodiagonalnimi prvky.

@ Soucet mimodiagonalnich sloupcovych prvkd je roven zapornému
diagonalnimu prvku.

@ Diagonalni bloky jsou singularni, negativni M-matice.
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Vyhody quasi-linearni formulace

© Quasi-linearni tvar je zaveden kv(ili usnadnéni diikazl existence,
jednoznacnosti a stability pfislusnych systémd ODR.

@ Skutetnost, Ze submatice jsou zaporné M-matice, vede k (spofe
paméti nebo vypocetniho Casu.

© Je mozné formulovat strategii numerické integrace — algoritmu,
ktery je méné komplikovany a vypocetné méné naro€ny nez
algoritmus pro obecné nelinearni ODR.

@ V pripadech, kdy neni mozné pfimo ziskat quasi-linearni formulaci,
mdiZe byt mozné zavést fiktivni* stavové proménné, které takovou
situaci uméle vytvori.
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Priklady aplikaci

Existuje mnoho aplikaci, které Ize pfeformulovat na quasi-linearni tvar s

negativni singularni M-matici. Zameéfime se na:

@ Specialni typ nelinearniho dynamického systému —
Michaelis-Menten kinetiku, kterou Ize takto preformulovat.

@ Farmakodynamicky model aktivace nuklearniho receptoru PXR,
ktery hraje mimo jiné ddileZitou roli v detoxikaci jaternich bunék.
Receptor ma mnoho ligandd, zde uvaZujeme o Iéku Rifampicin.
Quasi-linearni formulace se ziska zavedenim fiktivni proménné.
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e Metody feSeni systéml ODR a odhadu parametr(
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Nelinearni ODR

Zakladni tvar:
x'(t) = Ax(t) + b(t, x(t))

kde x e R", Ac R™", beR", te[0,T].

Moznosti feSent:

@ Software ODEPACK (Alan Hindmarsh)
https://computing.linl.gov/projects/odepack

@ Implicitni Eulerova metoda

V obou prfipadech jsme dostali prakticky stejné feSeni
— azZ na vypocetni Cas (ODEPACK je pomalejsi).

15



Implicitni Eulerova metoda

Casové derivace jsou nahrazeny kone&nymi diferencemi s krokem 7:

=0, t=jr..., j=1....m ftn=T

Xi — Xi_
: T] : = Ax + b(t;, x;)

[/—TA]X/'—Tb(tj,Xj):X/'_l, j:1,...,m,
kde x; = x(t;).
Clen b(t;, ;) je nelinearnt, je tfeba pouZit Newtonovu metodu. Oznagme
y=x, py)=[-1Aly-1b(4,y), q=X1.
Hledame y takove, ze

Fly)=p(y)-qg=0, F:R"->R"

16



Vnitfni Newtonova metoda

Zvolime y(©) a pogitame iterace y(¥), k = 1,2, ..., tak, Ze
Y0 1) | gen) g k1)) glked) — kD,

kde J(y) je Jacobiho matice funkce F(y). PoloZzime

y© = Xji-1=(
a plati
—F(Y®) = 7[Axa+b(t %)),
—F(y®) = q-y® +7[ay £ b5y, k=1.2...

Kriteria ukon€eni: pokud pro néjaké k plati:
@ |[F(y®)<er nebo
@ |[d* V)| <ey nebo
@ k = Kiax > 0,

pak poloZzime

x = y® .



Algoritmus pro feSeni x’(t) = Ax(t) + b(t, x(t))

© Vstup: Easovy krok T nebo poéet krokll m tak, aby Tm = T,
pocatecni podminka Xo.

@ Sestavime matici modelovych parametrdi A a vektor modelovych
parametrdl b(ty, Xo). PoloZime j = 1.

© Polozime

@ Polozime

b(ti-1, Xj-1) = Tb(tj-1, Xj-1).
@ Urtime x; pomoci Newtonovy metody (vnitfni iterace).

@ Je-li j<m, poloZime j:=j+ 1 anavrat nakrok 4.
Je-li b = 0 (linearni systétm ODR), pak v kroku 5 feSime linearni systém
A X = X1

18



Subalgoritmus Newtonovy metody

o Vstup: terminacni kriteria &4, €r, Kmax-
© Polozime y© = x_; a —F(y©) = Ay + b(t;, y(©).
© Polozime b(t;,y) = —b(t;, y\).
@ PoloZime k =1 a ur&ime Jacobiho matici J(y(x~1)) = F’(yk-1),
© Resime linearni systém pro dk-1):
Iy de D = —F(yD)

Q@ Polozime y(k) yk=1) 4 glk-1) g

~F(y®) = [Ay(k + b(t. y®)].

@ Jedli [|[d V| < &g nebo [F(y®))|| < e nebo k = kmaxs
polozime x; = y) a STOP.

© Aktualizujeme matici J(y(¥)), poloZime k := k +1 a navrat na
krok 5.

19



Eulerova metoda pro quasi-linearni tvar

Reseni systému

vede na vypocet
[1-7L(%)|% = %1, j=1.....m,

coZ neni linearni systém.

Protoze bloky L nezavisi na odpovidajicich proménnych, Ize ho
linearizovat tak, Ze v matici L uvazujeme &asovy krok (j — 1), tj. fe$ime
systém B

[1-7L(%1)|% = %1, j=1.....m.

JelikoZ matice [I - TE()"(,-_l)] je blokové diagonalni, feSeni tohoto
linearniho systému se rozdéli na feSeni malych systémd.

20



Odhad parametrd

Odhady neznamych parametr(l se ziskavaji pomoci fitovani kfivky, tj.
minimalizace souctu ¢tvercll na zakladé porovnani pozorovanych
(ziskanych experimentéalnich) a vypoctenych koncentraci:

Z(p.) = minZ(p).

Z [xi(t, p) ] nebo Z(p) = Z

jedg jeda

xi(t.p) -
d;

kde
@ p. je optimalni mnozina parametrd minimalizujici funkci Z
@ d; je mnoZina pozorovanych koncentraci v Casech t;, j € Jg

@ Xi(t;, p) je spoctena koncentrace (feSeni ODR) v €asech t, j € Jq
—tj. i-ta slozka vektoru x(t, p), kter& se porovnava

@ Jy={j;je{1,...,m}} je Casova mnozina, ve které jsou pozorovani
Experimentalnich dat je obvykle velmi malo, coz nemusi stacit k dobrému

odhadu parametrd. 1



ReSeni minimaliza¢ni Glohy
Pouzity software: UFO systém [LukSan et al., 2017]

Pouzité metody (zakladni se zakladnim nastavenim):

@ Metody s lokalné omezenym krokem (Trust Region) — minimalizuji
kvadratickou aproximaci objektivni funkce

@ Metody s proménnou metrikou (Variable Metric) — pouZivaiji
aproximace Hessovy matice nebo jeji inverze

@ Heuristické metody (HM) — nevyZaduiji spojitost objektivni funkce
Obijektivni funkce Z neni hladka, nebot obsahuje FeSeni systému ODR —
ztéZuje pouziti gradientnich metod.

Bé&hem procesu odhadu parametrd musi byt model volan opakované!
Jedna se o dvoulroviovou Glohu:

@ vnéjSi — minimalizace Z vzhledem k p

@ vnitfni — feSeni systému ODR pro xi({;, p)

22



@ Michaelis-Menten kinetika

23



Jedné se o nejjednodussi pfipad enzymové kinetiky, aplikovany na
enzymoveé katalyzované reakce jednoho substratu a jednoho produktu.
Model popisuje pfeménu substratu S na produkt P pomoci enzymu E.

Biochemicky proces Chemicka notace Parametry

Davkovani substratu (externi vstup) 0 — Sext adose (t)

Substrat vstupuje do buriky napf. propustnosti  Sext = Sint Kup, kup

oboustranna reakce

Enzym E se navaZe se substratem S Sn+E=C Kass, Kdiss
a vytvori komplex C oboustranné reakce

Komplex C se rozpada v metabolity P a E C->P+E Kcat

Rozklad (degradace) produktu P P—0 adeg(t)

Oznacme stavové proménné pro koncentrace latek jako

x(1) = [xa(t), x(t), xa(t), xa(t), xs(1)]"
= [Sea(t). Sim(t). E(t), C(t), P(1)]"

Detaily viz [Papacek et al., 2023].
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Odpovidajici ODR — zakladni systém

Odpovidajici nelinearni (zakladni) systétm ODR ma tvar

( ) = —kyp Xl(t) + kup XZ(t) + adose(t)
(t) - kup Xl(t) - kup Xz(t) + kdiss XA(t) - kass X2(t) XS(t)
(t) - (kdiss + kcat) XA(t) - kass X2(t) XS(t)
(t) = _(kdiss + kcat) X4(t) + Kass Xo(t) x3(t)
X5(t) = Kear Xa(t) — Gdeg(t)
neboli
X' (t) = Lx(t) + n(t, x(t)), 1)
kde
—kyp  kyp O 0 0 agose(t)
Kup —kyp O Kdiss 0 —Kass X2(t) x3(t)
L= 0 0 0  Kaiss + Kcat 0 n(t,x(t)) =| —Kass XZ( ) (t)
0 0 0  —kaiss — Kcat 0 Kass XZ( ) (t)
0 0 o0 Keat 0 —ageq(t)

s pocate€nimi podminkami

x(0) =[S, 0, Eo, 0, 0] .
25



Zakon zachovani

Transportni sit enzymd a substratll ma dvé podmnoziny latek, jejichZ
celkova koncentrace zfistava po celou dobu konstantni. Necht BUNO
agose(t) = adeg(t) = 0 Vt, pak

x5(t) + x4(t) = 0, 2

X1 () + X5(t) + X, (t) + x5(t) = 0. ®)

Odtud plyne vlastnost (zakon zachovani)
X3(t) + xa(t) = Eo, (4)

x1(t) + x2(t) + xa(t) + x5(t) = So. (5)

26



Zjednodusena formulace

Vzhledem k vlastnostem (4)-(5), systém (1) Ize zjednodusit. Jelikoz
X3(t) =FEy— X4(t),

Ize proménnou x3(t) takto nahradit ve vSech rovnicich a pfisluSnou
rovnici pro x;(t) Ize vynechat.

Kromé toho Ize uvaZzovat jen 3 rovnice, protoze posledni proménnou
xs(t) |ze spocitat jako

X5(t) =5y — X]_(t) - Xz(t) - X4(t).

27



Odpovidajici ODR - zjednoduseny systém

Zakladni systém (1) lze ekvivalentné pfeformulovat za pouZiti pouze 3
proménnych X(t) = [xa(t), x2(t), xa(t)]" takto:

xi(t) = —kup xa(t) + Kup Xa(t)

Xy (t) = KkupXa(t) = (kup + Eo Kass) X2(t) + Kaiss Xa(t) — Kass X2(t) Xa(t)
Xi(t) = Epkass Xz(t) - (kdiss + kcat) X4(t) — Kass XZ(t) XA(t)

neboli B

X' (t) = Lx(t) + n(t, x(t)), (6)
kde
_kup kup 0 0
L= kup _(kup + Eo Kass) Kdiss ], n(t,x(t)) = [ Kass X2(t) Xa(t) ]
0 Ep Kass _(kdiss + kcat) —Kass XZ(t) X4(t)

s pocate€nimi podminkami

X(0) = [So, 0, 0]" .
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Dvé podsité

Vzhledem k zakonlim zachovani (4)-(5), jedna transportni sit enzym( a
substratll (1) mdzZe byt rozdélena na dvé podsité. Mame tedy dvé
mnoziny ¢astecné se prekryvajicich stavovych proménnych

x®(t) = [xa(t). xa()]" .

XA(t) = [xa(t), xa(t). xa(1). x5(1)]"

a quasi-linearni systém diferencialnich rovnic pro rozSifeny stavovy
vektor proménnych

) = [xP07T xP07]
= [ea(t), xa(1), x(t), (1), xa(t), xs()]".
(

¢

t).
Bude nés tedy zajimat i rozdil mezi %,(t) a Xs(t), pficemz ocekavame, ze

29



Odpovidajici ODR — quasi-linearni formulace

Quasi-linearni formulace ma tvar:

Xé(t) = —Kass XZ(t) X3(t) + (kdlSS + kcat) X4(t)
X:;(t) = Kass XZ(t) XS(t) - (kdlss + kcal) X4(t)
x(t) = —kupxa(t) + kup x2(1)
x(t) = kup xa(t) = (Kup + Kass Xa(t)) Xa(t) + Kaiss Xa(t)
lel(t) = Kass X3(t) X2(t) - (kdiss + kcat) X4(t)
x5(t) = Kear Xa(t)
neboli
X'(t) = LX(t), )
kde
—kass XZ([) Kdiss + Kcat 0 0 0 0
Kass X2(t) —kaiss — Kcat 0 0 0 0
[ = 0 0 —Kkup Kup 0 0
o 0 0 kup _kup — Kass XS(t) Kaiss 0
0 0 0 Kass X3(t) —Kgiss — Kcat O
0 0 0 0 keat 0

s pocateCnimi podminkami

%(0) = [Eo, 0, So, 0, 0, 0] .
30



TFi modely

Numerické experimenty — srovnani tfi model{:

© Zakladni nelinearni systém ODR (1) — 5 rovnic . Alespori jedna
vnitfni Newtonova iterace se musi proveést.

@ Zjednoduseny nelinearni systém ODR (6) — 3 rovnice pro xi, Xz, Xa;
zbyvajici proménné X3, Xs se spocitaji pomoci vliastnosti (4)-(5).
Alespon jedna vnitfni Newtonova iterace se musi proveést.

© Quasi-linearni systém ODR (7) — 6 rovnic . Vnitini Newtonova
iterace se neprovadi.
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Hodnoty parametrl

Pouzijeme hodnoty
Kyp = 1071, Kass = 10°%,  Kgiss = 107, kear = 1074,
pocatecni podminky
So=5-10"7, Ey=2-107,
a dale

adose(t) = adeg(t) =0.

Tato volba parametr(l pfedstavuije situaci, kdy je transport pfes bunéénou
membranu a tvorba komplexu téméf okamzity, zatimco metabolismus je
0 nékolik Fadd pomalejsi.

Dale

@ Casovy interval je t € [0, T], kde T = 120;
@ Casovy krok t pro Eulerovu metodu je 7 = 1073;
@ Tolerance pro Newtonovu metodu je e = 4 = 107%;

@ Maximalni pocet extra Newtonovych iteraci (tj. kromé prvni, pokud

neni spinéna tolerance) pro jednu Eulerovu iteraci je kmax = 1.
32



Oznaceni

Oznaceni v nasledujicich tabulkéach:

@ NWT - celkovy pocet extra Newtonovych iteraci pro viechny
¢asové kroky

@ Time - celkovy vypocetni €as v sekundach pro 1 000 simulaci

@ Speedup - €asové zrychleni v procentech vzhledem k zakladnimu
systému

@ Error — celkova relativni chyba feSeni:

2

1 n 1 M XINS(I‘)—X{nOdeI(t‘)
5;%2[ Feomk

=0 ‘

1

kde model € {SS, QS}; NS, SS, QS znaci zakladni nelinearni,
zjednoduseny (simplified) nelinearni a quasi-linearni systém; M je
pocet simulovanych minut (M = T) a n je poCet proménnych

® 1% — S6ll = - /21, [alt) - S(4)P
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Srovnani modelll pomoci Eulerovy metody

Model NWT | Time | Speedup
(NS) Nelinearni systém (1) 28.09 1.00
(SS) ZjednodusSeny systém (6) 0 18.96 0.68

o

(QS) Quasi-linearni systém (7) - 5.82 0.21
Model Volba x5 [ II% —Xsll | Error |
(SS) ZjednoduSeny systém (6) - - 6.27E-5
(QL) Quasi-linearni systém (7) Xo 1.60E-14 | 6.49E-5
(QL) Quasi-linearni systém (7) Xs 1.60E-14 | 3.42E-5
(QL) Quasi-linearni systém (7) | (% + Xs)/2 | 1.60E-14 | 4.39E-5
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Zpétny odhad parametrll — data

Dva parametry kass and kgg; jsme zkusili zpétné odhadnout na zakladé
dat ziskanych pouzitim pfesnych hodnot kass = 10° a kepr = 1071,

Zvolili jsme malou mnoZinu ¢ast t; a spocitali pfesné hodnoty xs(t), které
budou slouZit jako data dj (pro jednoducost bez Sumuy); xs(t) odpovida
koncentraci (produktu) P(t), ktera se v praxi da experimentalné zmefit.

f g

5 0.106644E-07
10 0.465241E-07
15 0.942874E-07
20 0.144851E-06

A OWN P~

35



Zpétny odhad parametrti — minimalizace

Cil:

@ Zatit s né&jakymi pocate¢nimi hodnotami k2t a k.

@ Stanovit vhodné (staci dolni) meze k.2 a k'B

ass cat*
@ Nalézt feSeni kg5 a k7, pro které spoctené hodnoty xs() co mozna

nejlépe fituji hodnoty dj.

Neboli, nalézt hodnoty k.. a k*,. s co nejmensi odchylkou mezi

cat

naméfenymi a spoctenymi daty. To vede na minimalizaci funkce

my t _ d 2
F(k) = Z —XS(/C)I,- /} N mkin,
=

kde k = [Kass, kcat] " € R? and my = 4.
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Pouzité metody

Pro minimalizaci byly pouzity metody s lokalné omezenym krokem (TR) a

s proménnou metrikou (VM).
@ Pocatecni hodnoty: k7 = 100 a k" = 1076,

@ Dolni meze: ki8 = 10° a k2 = 10726,

Oznacent:
@ NIT — celkovy pocet iteraci
@ NFV — celkovy pocet funkénich vycisleni

@ time — celkovy vypocetni ¢as v sekundach
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Srovnani odhadu pro tfi modely

TR / Model

NS(1) SS(6) QS(7)

k;SS

Kzt

F(k*)
NIT
NFV

time

4.68E+5 4.68E+5 4.68E+5
2.06E-1 2.06E-1 2.06E-1
1.69E-4 1.69E-4 1.69E-4
505 542 508
4075 4373 4110
108.46 120.75 24.25

VM / Model

NS(1) SS(6) QS

k;SS

Kzt

F(k*)
NIT
NFV

time

1.62E+5 1.62E+5 1.62E+5

1.98E+6 1.98E+6 1.98E+6

2.61E-1 261E-1 2.61E-1
2160 2161 2162
8634 8642 8636

221.45 228.81 51.09
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«107 Koncentrace pro presné k Produktx _ pro ruzna k

%107
L il 5
4 4
; —X%= Sexl ;
R %2 = Sin <3
g —x,=E g
EoRN /S = —x,=C g2
—x_ =P
5
1 --cp1 1
--cp2
0 0
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120

¢as (minuty) cas (minuty)

Vlevo: Koncentrace x;(t),.. ., Xs(t) pro kass = 10° a kgar = 1072,
CPl=Xx34+ X3, CP2=X1+ X2+ X4 + Xs5;

Vpravo: Koncentrace produktu xs(t) pro rdizna Kass a Keat-
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e Farmakodynamicky model aktivace receptoru PXR
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Receptor PXR hraje mimo jiné dileZitou roli v detoxikaci jaternich bunék.
Ma mnoho ligand(, zde uvaZujeme o Iéku (substratu) Rifampicin.

Nejjednodussi model je tento [Luke et al., 2010].

Biochemicky proces Chemicka notace Parametry
Davkovani substratu (I&civa) (externi vstup) 0 — Sext adose (t)
Substrat vstupuje do buriky napf. propustnosti  Sext = Sint Kup, kup
oboustranna reakce
Substrat S se navaZe s receptorem R, Sn+R=C Kass, Kdiss
a vytvori komplex C oboustranna reakce
Komplex C vyvola transkripci (pfepis) mMRNA C -»> mR Ktranscr
PFirozeny rozklad mRNA mR — 0 KmRdeg
Pfirozena tvorba mRNA na pozadi 0 — mR Pback
MRNA se pfeméni a vytvofi enzym Cyp mR — Cyp Kiransi
Pfirozeny rozklad enzymu Cyp Cyp—0 Keypdeg
Enzym Cyp metabolizuje substrat S Sint = 0 Kmet

Oznacme stavové proménné pro koncentrace latek jako

x(t) [xa(t). %2(1), Xa(t), xa(t), xs(1). Xe(t)]"
[Sext(t). Sint(t). R(2), C(1). mR(t). Cyp(1)]" .

Detaily viz [Duintjer Tebbens et al., 2019]. a1



Odpovidajici ODR — zakladni systém

Farmakodynamicky model Ize popsat pomoci diferencialnich rovnic
xi(t) = —kipXa(t) + kupXa(t) + dose(t)

x(t) = kupXa(t) = kupXa(t) + KaissXa(t)
—Kass X2 (t)X3(t) — KmetX2(t)Xes(t)

x3(t) = KaissXa(t) — KassXo(t)X3(t)

X, (1) = —KaissXa(t) + KassXa(t)x3(t)

Xe(t) = KuanserXa(t) — KmrdegXs(t) + Poack
Xé(t) = ktransIXS(t) - kcypdegxe(t)

s pocate€nimi podminkami

K
x(0) = |0, 0, R(0), 0, Phack =~ Twans Poack

bl

b
kadeg kcypdeg kadeg

kde zaroven predpokladame, ze davkovaci funkce agose(t) je nenulova.

Laboratorni data jsou obvykle k dispozici pouze pro mRNA (xs(t)).
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Zakon zachovani

Prvni Ctyfi rovnice jsou podobné MM modelu se dvéma rozdily:

© Je zahrnuta smycka zpétné vazby prostfednictvim ¢lenu
Kmet X2(t) Xs(t). Ta popisuje metabolismus Ié¢iva enzymem, jehoz
produkce se podavanim léciva zvysuje.

© Vazba substratu (I&Civa) na receptor zde nema stejny G&inek jako
vazba substratu a enzymu v MM modelu. Nedochazi k rozpadu
komplexu na enzym a metabolit. Uginek komplexu lé&ivo-receptor je
vyjadren vyrazem KiyanscrXa(t).

Rovnice zachovani:

@ Clen KiranscrXa(t) nemé protéjSek s opaénym znaménkem, nelze tak
ziskat rovnice typu x; + X + X4 + X5 = const.

@ Podobné €len Kper X2(t) Xs(t) Ize nalézt pouze v jedné rovnici.
Posledni dvé rovnice zjevné nemaji Zadné zakony zachovani.

@ Jedina zfejma rovnice zachovani je

() +x(1) =0 = x3(t) + xa(t) = R(0).
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Zjednodusena formulace

Pro jednoduchost a BUNO predpokladejme situaci bez metabolismu, tj.
ignorujeme €len —kmer X2(t) Xs(t), neboli pfedpokladame kpyer = 0. Pak
navic plati zakon zachovani

x'(t) +x(t) + X, (t) = Qdose(t) = xa(t) + x2(t) + xa(t) = A(t),
kde A(t fo agose(S)ds. Nyni vyuZiti vztahti
xl(t) = A(t) — x2(t) — xa(t), x3(t) = R(0) — x4(t)
vede na zjednoduseny systém

Xé(t) = _[2 kUP + KassR ( )]XZ( ) + (kdISS - up)X4(t)
+Kass Xz (t)Xa(t) + kupA(t)

X"l(t) = kassR(O) ( ) kdlssX4( ) asst( )X4(t)

Xé(t) = ktransch4(t) deegX5( ) ~+ Pback

Xé(t) = ktransIXS(t) - kcypdegxe(t)

s pocate€nimi podminkami

Pback Kiransi  Pback

x(0) = |0, 0, ,
kadeg kcypdeg kadeg a4



Quasi-linearni formulace - bloky 1 a 2

Pro prvni &tyfi rovnice mizeme definovat podsité podobné tém v MM
modelu (opét pfedpokladame kper = 0):

@ Podmnoziny proménnych jsou
XW(6) = Pa(t), xa(0]", xP(1) = [a(t), x(t), xa(0)]";
@ Odpovidajici blokové diagonalni negativné singularni M-matice jsou
% Kk
K up
L@ _( * diss ) L@ —| K, . Koo .
Kass XZ(t) * Kass X3(l') «

kde = je souCet sloupcovych prvkil s opaénym znaménkem;

@ Vektory vnéjsich podnétd jsou

nW(t) =0, 0", n@(t) = [agpse(t). 0, 0] .
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Quasi-linearni formulace - blok 3

Abychom vytvorili tfeti podsit, zavedeme fiktivni stavovou proménnou
x7(t) predstavujici koncentraci latky v umélé oblasti, pfes kterou se
MRNA a CYP3A4 vylu€uji, napf. ve ZIuci:

Xé(t) = _kadegXS(t) + Poack + ktranscrx4(t)
Xé(t) = _kcypdegXB(t) + ktransIXS(t),
X3(t) = KmrdegXs(t) + KeypdegXs(t)

@ PodmnozZina proménnych je
x®(t) = xs(1), xs(t), x2(0)];

@ Tato podskupina obsahuje zakon zachovani, pokud se transkripce a
translace povazuje za vnéjSi podnét, tj.

n(s)(t) = [pback + ktranscrx4(t), KiransiXs (t), O]T :

@ Odpovidajici blokové diagonalni negativné singularni M-matice je

*
L (3) — * 3
kadeg kcypdeg *

46



Quasi-linearni formulace - shrnuti

Quasi-linearni systém vypada takto:

K (t) = L(x(1)) %(t) + A(t),

() = [Ka(t). %(1), %(t). %(t), %(1). %(1). % (t), % (0]

= [xa(t), Xa(t), (1), x2(1), Xa(1), %s(1), Xs(1), X7(1)]",

L(x(1)) = diag{L®), L), L),

(t) = ("), '@ ()T, ()],

s pocate€nimi podminkami

T
Pback Kiransi  Pback Kiransi Pback
> Pback + —

%(0) = [R(O), 0,0, 0, 0,

b
kadeg kcypdeg kadeg kadeg
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Quasi-linearni formulace - feSeni

@ Nejprve fesime podsystémy odpovidajici L(1) a L(2),
@ Ziskame hodnoty X(t) a Xs(t), které obé odpovidaji xa(t).

@ Obdobné jako v MM modelu nas zajimé rozdil mezi X;(t) a Xs(t),
pficemz oCekavame, ze

Xz(t)

1R

Xs(t) V.
@ Za x4(t) vezmeme Xx(t), Xs(t) nebo primér a dosadime do prvni
slozky v n®)(¢t).

@ Z prvni rovnice 3. bloku spocitame xs(t) = Xs(t) a dosadime ho do
druhé slozky v n®)(t).

@ Z druhé rovnice 3. bloku spocitame xs(t) = X7(t).
@ Z tfeti rovnice 3. bloku spocitame zbyvajici slozku x;(t) = Xg(t)
(nemusime, jelikoz to je uméle zavedena fiktivni proménna).
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Hodnoty parametrl

Hodnoty jsou pfevzaté z [Luke et al., 2010] s odpovidajicimi jednotkami

(min, uM).

kyp = 6.55-107°

Kass = 1.84-107°

Kgss = 1.03-107* (Ize zménit fitovanim)
kmet = 0.0 (jinak obvykle 2.47 -107°)
Kianser = 39.3
Kmrdeg = 0.04

Prack = 2.83-1077 (Ize zménit fitovanim)
ktransl = 25
Keypdeg = 2.7-107*

R(0) = 9.47-107" (Ize zménit fitovanim)

Davkovaci funkce
t <60

1
a"ose(t)_{é . 60

tedy celkem agose(t) = 20 béhem 1 hodiny. 49



Laboratorni data d; pro mRNA (hodnoty xs(t;)) jsou prevzata z
[Pascussi et al., 2005]

{j d rozptyl

0 7.08E-6 0.00E+0
360 1.42E-5 0.00E+0
720 212E-5 1.42E-5
1440 8.49E-5 2.83E-5
2880 3.25E-4 7.08E-5

A OWDN PP O
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DalSi hodnoty

Pro Eulerovu metodu a fitovani nékterych parametrd (Kgiss @ Kqiss, R(0))
jsou pouzity tyto hodnoty:

Casovy interval je t € [0, T], kde T = 5000.

Casovy krok r pro Eulerovu metodu je 7 = 1072.

Minimalizaéni funkce ma tvar
mg 2
xs(t) — d; :
F(k) = —_ min,
(k) Z i - mi

kde k = kgiss € R a k = [Kgiss, R(0)]" € R2.
Potate¢ni hodnoty: k™ = R(0)M = 1076,

diss

1 - LB _ LB _ -16
Dolni meze: k; . = R(0)*® = 107*°.

VSe ostatni je stejné jako u MM modelu.
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Grafy

5% 10 Koncentrace mRNA 20 Koncentrace substratu (1é¢iva) S
4
15
g ¢
33 &
£ £
g2 E
Z 2
5
1 —mRNA (xg)
data
o . . . . o
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
cas (minuty) ¢as (minuty)
i «10° Koncentrace R a C o5 Koncentrace Cyp
0.8 2
g 0.6 ; 15
z 04 5 1
< <
——Receptor R (xa)
0.2 — Komplex C (x,) 05
zékon zachovani Enzym (produki) Cyp (x)
0 0
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

¢as (minuty) ¢as (minuty)
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Srovnani modelll pomoci Eulerovy metody

Model NWT | Time (100x) | Speedup
Nelinearni systém 0 22.52 1.00
ZjednoduSeny systém 0 13.72 0.61
Quasi-linearni systém - 4.82 0.21
Model Volba x, [1X> — Xs]| Error
ZjednoduSeny systém - - 0.00EO0
Quasi-linearni systém Xo 2.41E-15 | 8.54E-5
Quasi-linearni systém X5 2.41E-15 | 1.98E-6
Quasi-linearni systém | (X; + X5)/2 | 2.41E-15 | 4.27E-5
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Fitovani parametr( 1

Odhad pouze pro Kkyjss:

TR/ Model | Nelinearni Zjednodu Seny Quasi-line arni
s 2.07E-5 2.07E-5 2.07E-5
F(k*) 7.36E-1 7.36E-1 7.36E-1
NIT 4 4 3
NFV 20 26 34
time 1.64 1.40 0.75
VM / Model | Nelinearni Zjednodu Seny Quasi-line arni
s 2.07E-5 2.07E-5 2.07E-5
F(k*) 7.36E-1 7.36E-1 7.36E-1
NIT 6 4 6
NFV 35 49 55
time 2.85 2.64 1.20

Pro defaultni hodnotu kgiss = 1.03E-4 je F(k) = 2.31E+1.
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TR/ Model | Nelinearni Zjednodu Seny Quasi-line arni
s 3.94E-6 4.16E-6 4.12E-6
R(0)* 4.97E-6 4.71E-6 4.74E-6
F(k*) 7.07E-1 7.07E-1 7.07E-1
NIT 65 47 a7
NFV 865 653 628
time 70.96 35.75 13.48
VM / Model | Nelinearni Zjednodu Seny Quasi-line arni
s 4.41E-6 4.41E-6 4.41E-6
R(0)* 4.44E-6 4.44E-6 4.44E-6
F(k*) 7.08E-1 7.08E-1 7.08E-1
NIT 12 13 13
NFV 131 142 146
time 10.70 7.84 3.17

Default kyiss = 1.03E-4, R(0) = 9.47E-7: F(k) = 2.31E+1.

Fitovani parametr( 2

Odhad pro kyiss @ R(0):
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KFivky pro hodnoty z quasi-linearni formulace:
@ Defaultni hodnoty: kgiss = 1.03-1074, R(0) = 9.47-1077.
@ Hodnoty fitovanim: kgss = 2.07 - 1075, R(0) = 9.47 - 1077 (TR).
© Hodnoty fitovanim: kgiss = 2.07 - 107°, R(0) = 9.47 - 1077 (VM).
@ Hodnoty fitovanim: kgss = 4.12-107%, R(0) = 4.74-107¢ (TR).
© Hodnoty fitovanim: kgiss = 4.41-107%, R(0) = 4.44 - 1075 (VM).

10 mRNA pro rizna k . a R(0)
5

diss

——Hodnoty 1
4 Hodnoty 2
Hodnoty 3
@ ——Hodnoty 4
}'é 3 |—Hodnoty 5
= data
13)
=1
=y
=

0
0 1000 2000 3000 4000 5000
cas (minuty)

56



@ Zavér
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Zaver

@ Abychom se vyporadali s nelinearitami, které vznikaji v realnych
procesech, popsali jsme specialni reformulaci ptivodniho
nelinearniho systému na zdanlivé linearni, ale de facto
quasi-linearni systém.

@ Reseni plivodniho ,velkého* nelinearniho systému se pomoci
quasi-linarni formulace rozdéli na feSeni vice ,malych” linearnich
systémdl.

@ Nelinearni formulace a quasi-linearni formulace jsou matematicky
ekvivalentni.

@ Na obou prikladech, které simuluji biologické situace s danou
volbou parametrdl, je ukazano vyrazné urychleni numerickych
vypoctd, aniZz bychom ztratili pfesnost.

@ Pokud je nutné odhadovat parametry pomoci fitovani kfivek, modely
se v iteranim procesu musi volat opakované a zrychleni vypoctl je
jesté vyraznéjsi.

Detaily viz [Duintjer Tebbens et al., 2024]. sg
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Podékovani

Dékuji za pozornost.
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