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Nelineárnı́ formulace
Quasi-lineárnı́ formulace
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4 Michaelis-Menten kinetika
Nelineárnı́ a zjednodušená formulace
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Inspirace a motivace

Erich Bohl (1936–2016) a Ivo Marek (1933–2017)

1 Upozornit na speciálnı́ třı́du nelineárnı́ch matematických modelů se
zákony zachovánı́.

2 Vysvětlenı́ formulace

”
Jak se nelineárnı́ systémy stávajı́ quasi-lineárnı́mi“.

3 Jak se v ODR objevuje M-matice (negativnı́, singulárnı́).

4 Ukázat výhody použitı́ quasi-lineárnı́ formulace.

5 Bohl a Marek použili quasi-lineárnı́ formulaci ve svých článcı́ch pro
teoretické účely (existence, jednoznačnost řešenı́, ...).

[Bohl, Marek, 2005]
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Nelineárnı́ formulace

V reálném světě se vyskytuje podstatná třı́da speciálnı́ch biologických a
chemických procesů, která je popsána pomocı́ nelineárnı́ch obyčejných
diferenciálnı́ch rovnic. Nejobecnějšı́ tvar:

x′(t , p) = L(p)x(t , p) + n(t , x(t , p), p) + c(t , p)

kde

derivaci uvažujeme podle času

matice L(p) ∈ Rnx×nx reprezentuje lineárnı́ část

vektor n(t , x(t , p), p) ∈ Rnx reprezentuje nelineárnı́ část

vektor c(t , p) ∈ Rnx reprezentuje konstantnı́ část

vektor x(t , p) ∈ Rnx jsou stavové proměnné (koncentrace)

t je čas, t ∈ [0,T ]

p ∈ Rnp reprezentuje množinu parametrů vyskytujı́cı́ch se v systému

kromě toho můžeme mı́t množinu (experimentálnı́ch) dat d ∈ Rnd

reprezentujı́cı́ hodnoty (obvykle jedné) stavové proměnné
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Modelové parametry

Dvě skupiny modelových parametrů p ∈ Rnp :

Známé – jejich hodnoty lze zı́skat z literatury nebo z přı́mého
experimentálnı́ho měřenı́.

Neznámé – jejich hodnoty je třeba zı́skat odhadem a následným
fitovánı́m za využitı́ experimentálnı́ch dat d ∈ Rnd .

Odhad parametrů je nedı́lnou součástı́ samotného procesu modelovánı́.
Odhadovat (zpřesnit) lze i některé známé hodnoty, lze docı́lit lepšı́ho
fitovánı́ křivky.

Fitovánı́ (většinou minimalizace součtu čtverců) reprezentuje optimalizaci
s jednoduchými mezemi:

žádané parametry majı́ být kladné a

měly by ležet ve fyzikálně smysluplném intervalu.

Problém odhadu parametrů může být špatně podmı́něný a může být
nutná regularizace. Někdy se provádı́ citlivostnı́ analýza, abychom zjistili,
jaké parametry majı́ většı́ vliv na chovánı́ systému a jaké menšı́.
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M-matice

Zn matice

Označı́me Zn(n ≥ 1) množinu všech čtvercových reálných matic řádu n,
jejichž všechny mimodiagonálnı́ prvky jsou nekladné, tj.

Zn =
{

A = (aij) ∈ R
n×n : aij ≤ 0, i, j = 1, . . . , n, i , j

}

.

Regulárnı́, respektive singulárnı́ M-matice

Necht’ A ∈ Zn. Pak A je též M-matice , jestliže ji lze vyjádřit ve tvaru
A = kI − C, kde C ≥ 0 a k > ̺(C), respektive k ≥ ̺(C).

Přı́klad negativnı́ singulárnı́ M-matice

Matice A = (aij) ∈ R
n×n je negativnı́ singulárnı́ M-matice, jestliže

aij ≥ 0, i, j = 1, . . . , n, i , j; aii = −
n

∑

k=1,k,i

aki , i = 1, . . . , n.

Existuje mnoho vlastnostı́ charakterizujı́ch M-matice [Fiedler, 2013].
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Quasi-lineárnı́ formulace

Mnoho procesů je speciálnı́ch tı́m, že je lze popsat (přeformulovat)
pomocı́ lineárnı́ch evolucı́

x(k )′(t , p) = L (k )(p) x(k )(t , p), k = 1, . . . , r ,

kde x(k )(t , p) ∈ Rnk jsou množiny částečně se překrývajı́cı́ch stavových
proměnných x(t , p) a rozšı́řený vektor

x̃(t , p) =
[

x(1)(t , p)T , . . . , x(r)(t , p)T
]T

obsahuje všechny stavové proměnné x(t , p) (některé složky vı́ckrát).

Dále L (k )(p) jsou negativnı́ singulárnı́ M-matice, jejichž prvky nezávisı́ na
x(k )(t , p), ale mohou záviset na dalšı́ch proměnných vyskytujı́cı́ch se v
systému. Matice L (k )(p) jsou tak ve skutečnosti quasi-lineárnı́.

Prostřednictvı́m této závislosti je celý systém nelineárnı́ a matice celého
systému je blokově diagonálnı́:

x̃′(t , p) = L̃(x̃(t , p), p) x̃(t , p),

kde L̃(x̃(t , p), p) = diag
{

L (1)(p), . . . , L (r)(p)
}

.
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Zákon zachovánı́

Teorie těchto subsystémů (pro jednotlivé k ) je dobře propracovaná.
Zejména pro všechny platı́ zákon zachovánı́ (conservation property).

Zákon zachovánı́

Modely majı́ tu vlastnost, že množstvı́ různých chemických látek se v
průběhu času měnı́, ale jejich celkové množstvı́ zůstává neměnné.

Je-li tedy x(k )(t , p) ∈ Rnk , pak

nk
∑

i=1

x(k )
i (t , p) = const . ∀t ∈ [0,T ], k = 1, . . . , r .
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Vlastnosti matice L̃

Shrnutı́: matice L̃ :

Závisı́ na x(t), odtud quasi-lineárnı́ systém.

Je blokově diagonálnı́ s kladnými mimodiagonálnı́mi prvky.

Součet mimodiagonálnı́ch sloupcových prvků je roven zápornému
diagonálnı́mu prvku.

Diagonálnı́ bloky jsou singulárnı́, negativnı́ M-matice.
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Výhody quasi-lineárnı́ formulace

1 Quasi-lineárnı́ tvar je zaveden kvůli usnadněnı́ důkazů existence,
jednoznačnosti a stability přı́slušných systémů ODR.

2 Skutečnost, že submatice jsou záporné M-matice, vede k úspoře
paměti nebo výpočetnı́ho času.

3 Je možné formulovat strategii numerické integrace – algoritmu,
který je méně komplikovaný a výpočetně méně náročný než
algoritmus pro obecné nelineárnı́ ODR.

4 V přı́padech, kdy nenı́ možné přı́mo zı́skat quasi-lineárnı́ formulaci,
může být možné zavést

”
fiktivnı́“ stavové proměnné, které takovou

situaci uměle vytvořı́.
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Přı́klady aplikacı́

Existuje mnoho aplikacı́, které lze přeformulovat na quasi-lineárnı́ tvar s
negativnı́ singulárnı́ M-maticı́. Zaměřı́me se na:

Speciálnı́ typ nelineárnı́ho dynamického systému –
Michaelis-Menten kinetiku, kterou lze takto přeformulovat.

Farmakodynamický model aktivace nukleárnı́ho receptoru PXR,
který hraje mimo jiné důležitou roli v detoxikaci jaternı́ch buněk.
Receptor má mnoho ligandů, zde uvažujeme o léku Rifampicin.
Quasi-lineárnı́ formulace se zı́ská zavedenı́m fiktivnı́ proměnné.
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Nelineárnı́ ODR

Základnı́ tvar:
x′(t) = Ax(t) + b(t , x(t))

kde x ∈ Rn , A ∈ Rn×n , b ∈ Rn , t ∈ [0,T ].

Možnosti řešenı́:

Software ODEPACK (Alan Hindmarsh)
https://computing.llnl.gov/projects/odepack

Implicitnı́ Eulerova metoda

. . .

V obou přı́padech jsme dostali prakticky stejné řešenı́
– až na výpočetnı́ čas (ODEPACK je pomalejšı́).
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Implicitnı́ Eulerova metoda

Časové derivace jsou nahrazeny konečnými diferencemi s krokem τ:

t0 = 0, tj = jτ, . . . , j = 1, . . . ,m, tm = T

xj − xj−1

τ
= Axj + b(tj , xj)

[I − τA ] xj − τb(tj , xj) = xj−1, j = 1, . . . ,m,

kde xj = x(tj).

Člen b(tj , xj) je nelineárnı́, je třeba použı́t Newtonovu metodu. Označme

y ≡ xj , p(y) = [I − τA ] y − τb(tj , y), q = xj−1.

Hledáme y takové, že

F(y) ≡ p(y) − q = 0, F : Rn → Rn .
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Vnitřnı́ Newtonova metoda

Zvolı́me y(0) a počı́táme iterace y(k ), k = 1, 2, . . . , tak, že

y(k ) = y(k−1) + d(k−1), J(y(k−1))d(k−1) = −F(y(k−1)),

kde J(y) je Jacobiho matice funkce F(y). Položı́me

y(0) = xj−1 = q

a platı́

−F(y(0)) = τ [Axj−1 + b(tj , xj−1)] ,

−F(y(k )) = q − y(k ) + τ
[

Ay(k ) + b(tj , y
(k ))

]

, k = 1, 2, . . .

Kriteria ukončenı́: pokud pro nějaké k platı́:

‖F(y(k ))‖ ≤ εF nebo

‖d(k−1))‖ ≤ εd nebo

k = kmax > 0,

pak položı́me
xj = y(k )



18

Algoritmus pro řešenı́ x ′(t) = Ax(t) + b(t , x(t))

1 Vstup: časový krok τ nebo počet kroků m tak, aby τm = T ,
počátečnı́ podmı́nka x0.

2 Sestavı́me matici modelových parametrů A a vektor modelových
parametrů b(t0, x0). Položı́me j = 1.

3 Položı́me
Ā = τA , Ã = I − Ā .

4 Položı́me
b̄(tj−1, xj−1) = τb(tj−1, xj−1).

5 Určı́me xj pomocı́ Newtonovy metody (vnitřnı́ iterace).

6 Je-li j < m, položı́me j := j + 1 a návrat na krok 4.

Je-li b = 0 (lineárnı́ systém ODR), pak v kroku 5 řešı́me lineárnı́ systém

Ã xj = xj−1
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Subalgoritmus Newtonovy metody

1 Vstup: terminačnı́ kriteria εd , εF , kmax.

2 Položı́me y(0) = xj−1 a −F(y(0)) = Āy(0) + b̄(tj , y(0)).

3 Položı́me b̃(tj , y(0)) = −b̄(tj , y(0)).

4 Položı́me k = 1 a určı́me Jacobiho matici J(y(k−1)) = F ′(y(k−1)).

5 Řešı́me lineárnı́ systém pro d(k−1):

J(y(k−1)) d(k−1) = −F(y(k−1))

6 Položı́me y(k ) = y(k−1) + d(k−1) a
−F(y(k )) = y(0) −

[

Ãy(k ) + b̃(tj , y(k ))
]

.

7 Je-li ‖d(k−1)‖ ≤ εd nebo ‖F(y(k ))‖ ≤ εF nebo k = kmax,

položı́me xj = y(k ) a STOP.

8 Aktualizujeme matici J(y(k )), položı́me k := k + 1 a návrat na
krok 5.
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Eulerova metoda pro quasi-lineárnı́ tvar

Řešenı́ systému
x̃′(t) = L̃(x̃(t)) x̃(t)

vede na výpočet
[

I − τL̃(x̃j)
]

x̃j = x̃j−1, j = 1, . . . ,m,

což nenı́ lineárnı́ systém.

Protože bloky L̃ nezávisı́ na odpovı́dajı́cı́ch proměnných, lze ho
linearizovat tak, že v matici L̃ uvažujeme časový krok (j − 1), tj. řešı́me
systém

[

I − τL̃(x̃j−1)
]

x̃j = x̃j−1, j = 1, . . . ,m.

Jelikož matice
[

I − τL̃(x̃j−1)
]

je blokově diagonálnı́, řešenı́ tohoto
lineárnı́ho systému se rozdělı́ na řešenı́ malých systémů.
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Odhad parametrů

Odhady neznámých parametrů se zı́skávajı́ pomocı́ fitovánı́ křivky, tj.
minimalizace součtu čtverců na základě porovnánı́ pozorovaných
(zı́skaných experimentálnı́ch) a vypočtených koncentracı́:

Z(p∗) = min
p

Z(p),

Z(p) =
∑

j∈Jd

[xi(tj , p) − dj]
2 nebo Z(p) =

∑

j∈Jd

[

xi(tj , p) − dj

dj

]2

kde

p∗ je optimálnı́ množina parametrů minimalizujı́cı́ funkci Z

dj je množina pozorovaných koncentracı́ v časech tj , j ∈ Jd

xi(tj , p) je spočtená koncentrace (řešenı́ ODR) v časech tj , j ∈ Jd

– tj. i-tá složka vektoru x(tj , p), která se porovnává

Jd = {j; j ∈ {1, . . . ,m}} je časová množina, ve které jsou pozorovánı́

Experimentálnı́ch dat je obvykle velmi málo, což nemusı́ stačit k dobrému
odhadu parametrů.
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Řešenı́ minimalizačnı́ úlohy

Použitý software: UFO systém [Lukšan et al., 2017]

Použité metody (základnı́ se základnı́m nastavenı́m):

Metody s lokálně omezeným krokem (Trust Region) – minimalizujı́
kvadratickou aproximaci objektivnı́ funkce

Metody s proměnnou metrikou (Variable Metric) – použı́vajı́
aproximace Hessovy matice nebo jejı́ inverze

Heuristické metody (HM) – nevyžadujı́ spojitost objektivnı́ funkce

Objektivnı́ funkce Z nenı́ hladká, nebot’ obsahuje řešenı́ systému ODR –
ztěžuje použitı́ gradientnı́ch metod.

Během procesu odhadu parametrů musı́ být model volán opakovaně!
Jedná se o dvouúrovňovou úlohu:

vnějšı́ — minimalizace Z vzhledem k p

vnitřnı́ – řešenı́ systému ODR pro xi(tj , p)
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3 Metody řešenı́ systémů ODR a odhadu parametrů
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Model

Jedná se o nejjednoduššı́ přı́pad enzymové kinetiky, aplikovaný na
enzymově katalyzované reakce jednoho substrátu a jednoho produktu.
Model popisuje přeměnu substrátu S na produkt P pomocı́ enzymu E.

Biochemický proces Chemická notace Parametry
Dávkovánı́ substrátu (externı́ vstup) ∅ → Sext adose(t)
Substrát vstupuje do buňky např. propustnostı́ Sext ⇋ Sint kup , kup

oboustranná reakce
Enzym E se naváže se substrátem S Sint + E ⇋ C kass , kdiss

a vytvořı́ komplex C oboustranná reakce
Komplex C se rozpadá v metabolity P a E C → P + E kcat
Rozklad (degradace) produktu P P → ∅ adeg(t)

Označme stavové proměnné pro koncentrace látek jako

x(t) = [x1(t), x2(t), x3(t), x4(t), x5(t)]
T

= [Sext(t), Sint(t), E(t), C(t), P(t)]T

Detaily viz [Papáček et al., 2023].
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Odpovı́dajı́cı́ ODR – základnı́ systém

Odpovı́dajı́cı́ nelineárnı́ (základnı́) systém ODR má tvar

x′1(t) = −kup x1(t) + kup x2(t) + adose(t)

x′2(t) = kup x1(t) − kup x2(t) + kdiss x4(t) − kass x2(t) x3(t)

x′3(t) = (kdiss + kcat) x4(t) − kass x2(t) x3(t)

x′4(t) = −(kdiss + kcat) x4(t) + kass x2(t) x3(t)

x′5(t) = kcat x4(t) − adeg(t)

neboli
x′(t) = Lx(t) + n(t , x(t)), (1)

kde

L =







































−kup kup 0 0 0
kup −kup 0 kdiss 0
0 0 0 kdiss + kcat 0
0 0 0 −kdiss − kcat 0
0 0 0 kcat 0







































, n(t , x(t)) =







































adose(t)
−kass x2(t) x3(t)
−kass x2(t) x3(t)
kass x2(t) x3(t)
−adeg(t)







































s počátečnı́mi podmı́nkami

x(0) = [S0, 0, E0, 0, 0]T .
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Zákon zachovánı́

Transportnı́ sı́t’ enzymů a substrátů má dvě podmnožiny látek, jejichž
celková koncentrace zůstává po celou dobu konstantnı́. Necht’ BÚNO
adose(t) = adeg(t) = 0 ∀t , pak

x′3(t) + x′4(t) = 0, (2)

x′1(t) + x′2(t) + x′4(t) + x′5(t) = 0. (3)

Odtud plyne vlastnost (zákon zachovánı́)

x3(t) + x4(t) = E0, (4)

x1(t) + x2(t) + x4(t) + x5(t) = S0. (5)
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Zjednodušená formulace

Vzhledem k vlastnostem (4)-(5), systém (1) lze zjednodušit. Jelikož

x3(t) = E0 − x4(t),

lze proměnnou x3(t) takto nahradit ve všech rovnicı́ch a přı́slušnou
rovnici pro x′3(t) lze vynechat.

Kromě toho lze uvažovat jen 3 rovnice, protože poslednı́ proměnnou
x5(t) lze spočı́tat jako

x5(t) = S0 − x1(t) − x2(t) − x4(t).
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Odpovı́dajı́cı́ ODR – zjednodušený systém

Základnı́ systém (1) lze ekvivalentně přeformulovat za použitı́ pouze 3
proměnných x̄(t) = [x1(t), x2(t), x4(t)]

T takto:

x′1(t) = −kup x1(t) + kup x2(t)

x′2(t) = kup x1(t) − (kup + E0 kass) x2(t) + kdiss x4(t) − kass x2(t) x4(t)

x′4(t) = E0 kass x2(t) − (kdiss + kcat) x4(t) − kass x2(t) x4(t)

neboli
x̄′(t) = L̄ x̄(t) + n̄(t , x̄(t)), (6)

kde

L̄ =



















−kup kup 0
kup −(kup + E0 kass) kdiss
0 E0 kass −(kdiss + kcat)



















, n̄(t , x̄(t)) =



















0
kass x2(t) x4(t)
−kass x2(t) x4(t)



















s počátečnı́mi podmı́nkami

x̄(0) = [S0, 0, 0]T .
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Dvě podsı́tě

Vzhledem k zákonům zachovánı́ (4)-(5), jedna transportnı́ sı́t’ enzymů a
substrátů (1) může být rozdělena na dvě podsı́tě. Máme tedy dvě
množiny částečně se překrývajı́cı́ch stavových proměnných

x(1)(t) = [x3(t), x4(t)]
T
,

x(2)(t) = [x1(t), x2(t), x4(t), x5(t)]
T
,

a quasi-lineárnı́ systém diferenciálnı́ch rovnic pro rozšı́řený stavový
vektor proměnných

x̃(t) =
[

x(1)(t)T , x(2)(t)T
]T

= [x3(t), x4(t), x1(t), x2(t), x4(t), x5(t)]
T
.

Překrývajı́cı́ se stavová proměnná je x4(t) = x̃2(t) = x̃5(t).
Bude nás tedy zajı́mat i rozdı́l mezi x̃2(t) a x̃5(t), přičemž očekáváme, že

x̃2(t) � x̃5(t) ∀t .
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Odpovı́dajı́cı́ ODR – quasi-lineárnı́ formulace
Quasi-lineárnı́ formulace má tvar:

x ′3(t) = −kass x2(t) x3(t) + (kdiss + kcat) x4(t)

x ′4(t) = kass x2(t) x3(t) − (kdiss + kcat) x4(t)

x ′1(t) = −kup x1(t) + kup x2(t)

x ′2(t) = kup x1(t) − (kup + kass x3(t)) x2(t) + kdiss x4(t)

x ′4(t) = kass x3(t) x2(t) − (kdiss + kcat) x4(t)

x ′5(t) = kcat x4(t)

neboli
x̃′(t) = L̃ x̃(t), (7)

kde

L̃ =

















































−kass x2(t) kdiss + kcat 0 0 0 0
kass x2(t) −kdiss − kcat 0 0 0 0

0 0 −kup kup 0 0
0 0 kup −kup − kass x3(t) kdiss 0
0 0 0 kass x3(t) −kdiss − kcat 0
0 0 0 0 kcat 0

















































s počátečnı́mi podmı́nkami

x̃(0) = [E0, 0, S0, 0, 0, 0]T .
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Tři modely

Numerické experimenty – srovnánı́ třı́ modelů:

1 Základnı́ nelineárnı́ systém ODR (1) – 5 rovnic . Alespoň jedna
vnitřnı́ Newtonova iterace se musı́ provést.

2 Zjednodušený nelineárnı́ systém ODR (6) – 3 rovnice pro x1, x2, x4;
zbývajı́cı́ proměnné x3, x5 se spočı́tajı́ pomocı́ vlastnostı́ (4)-(5).
Alespoň jedna vnitřnı́ Newtonova iterace se musı́ provést.

3 Quasi-lineárnı́ systém ODR (7) – 6 rovnic . Vnitřnı́ Newtonova
iterace se neprovádı́.
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Hodnoty parametrů

Použijeme hodnoty

kup = 10−1, kass = 106, kdiss = 10−4, kcat = 10−1,

počátečnı́ podmı́nky

S0 = 5 · 10−7, E0 = 2 · 10−7,

a dále
adose(t) = adeg(t) ≡ 0.

Tato volba parametrů představuje situaci, kdy je transport přes buněčnou
membránu a tvorba komplexu téměř okamžitý, zatı́mco metabolismus je
o několik řádů pomalejšı́.
Dále

Časový interval je t ∈ [0,T ], kde T = 120;

Časový krok τ pro Eulerovu metodu je τ = 10−3;

Tolerance pro Newtonovu metodu je εF = εd = 10−6;

Maximálnı́ počet extra Newtonových iteracı́ (tj. kromě prvnı́, pokud
nenı́ splněna tolerance) pro jednu Eulerovu iteraci je kmax = 1.
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Označenı́

Označenı́ v následujı́cı́ch tabulkách:

NWT – celkový počet extra Newtonových iteracı́ pro všechny
časové kroky

Time – celkový výpočetnı́ čas v sekundách pro 1 000 simulacı́

Speedup – časové zrychlenı́ v procentech vzhledem k základnı́mu
systému

Error – celková relativnı́ chyba řešenı́:

1
n

n
∑

i=1

√

√

√

1
M

M
∑

j=0













xNS
i (tj) − xmodel

i (tj)

xNS
i (tj)













2

,

kde model ∈ {SS ,QS}; NS ,SS ,QS značı́ základnı́ nelineárnı́,
zjednodušený (simplified) nelineárnı́ a quasi-lineárnı́ systém; M je
počet simulovaných minut (M = T) a n je počet proměnných

‖x̃2 − x̃5‖ =
τ

M

√

∑M
j=0 [x̃2(tj) − x̃5(tj)]

2
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Srovnánı́ modelů pomocı́ Eulerovy metody

Model NWT Time Speedup
(NS) Nelineárnı́ systém (1) 0 28.09 1.00

(SS) Zjednodušený systém (6) 0 18.96 0.68
(QS) Quasi-lineárnı́ systém (7) - 5.82 0.21

Model Volba x4 ‖x̃2 − x̃5‖ Error
(SS) Zjednodušený systém (6) - - 6.27E-5
(QL) Quasi-lineárnı́ systém (7) x̃2 1.60E-14 6.49E-5
(QL) Quasi-lineárnı́ systém (7) x̃5 1.60E-14 3.42E-5
(QL) Quasi-lineárnı́ systém (7) (x̃2 + x̃5)/2 1.60E-14 4.39E-5
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Zpětný odhad parametrů – data

Dva parametry kass and kcat jsme zkusili zpětně odhadnout na základě
dat zı́skaných použitı́m přesných hodnot kass = 106 a kcat = 10−1.

Zvolili jsme malou množinu časů tj a spočı́tali přesné hodnoty x5(tj), které
budou sloužit jako data dj (pro jednoducost bez šumu); x5(t) odpovı́dá
koncentraci (produktu) P(t), která se v praxi dá experimentálně změřit.

j tj dj

1 5 0.106644E-07
2 10 0.465241E-07
3 15 0.942874E-07
4 20 0.144851E-06
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Zpětný odhad parametrů – minimalizace

Cı́l:

Začı́t s nějakými počátečnı́mi hodnotami k init
ass a k init

cat .

Stanovit vhodné (stačı́ dolnı́) meze k LB
ass a k LB

cat .

Nalézt řešenı́ k ∗ass a k ∗cat pro které spočtené hodnoty x5(tj) co možná
nejlépe fitujı́ hodnoty dj .

Neboli, nalézt hodnoty k ∗ass a k ∗cat s co nejmenšı́ odchylkou mezi
naměřenými a spočtenými daty. To vede na minimalizaci funkce

F(k) =
md
∑

j=1

[

x5(tj) − dj

dj

]2

→ min
k
,

kde k = [kass , kcat ]
T ∈ R2 and md = 4.
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Použité metody

Pro minimalizaci byly použity metody s lokálně omezeným krokem (TR) a
s proměnnou metrikou (VM).

Počátečnı́ hodnoty: k init
ass = 100 a k init

cat = 10−6.

Dolnı́ meze: k LB
ass = 100 a k LB

cat = 10−16.

Označenı́:

NIT – celkový počet iteracı́

NFV – celkový počet funkčnı́ch vyčı́slenı́

time – celkový výpočetnı́ čas v sekundách
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Srovnánı́ odhadů pro tři modely

TR / Model NS (1) SS (6) QS (7)
k ∗ass 4.68E+5 4.68E+5 4.68E+5
k ∗cat 2.06E-1 2.06E-1 2.06E-1

F(k ∗) 1.69E-4 1.69E-4 1.69E-4
NIT 505 542 508
NFV 4 075 4 373 4 110
time 108.46 120.75 24.25

VM / Model NS (1) SS (6) QS (7)
k ∗ass 1.62E+5 1.62E+5 1.62E+5
k ∗cat 1.98E+6 1.98E+6 1.98E+6

F(k ∗) 2.61E-1 2.61E-1 2.61E-1
NIT 2 160 2 161 2 162
NFV 8 634 8 642 8 636
time 221.45 228.81 51.09
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Model

Receptor PXR hraje mimo jiné důležitou roli v detoxikaci jaternı́ch buněk.
Má mnoho ligandů, zde uvažujeme o léku (substrátu) Rifampicin.
Nejjednoduššı́ model je tento [Luke et al., 2010].

Biochemický proces Chemická notace Parametry
Dávkovánı́ substrátu (léčiva) (externı́ vstup) ∅ → Sext adose(t)
Substrát vstupuje do buňky např. propustnostı́ Sext ⇋ Sint kup , kup

oboustranná reakce
Substrát S se naváže s receptorem R , Sint + R ⇋ C kass , kdiss

a vytvořı́ komplex C oboustranná reakce
Komplex C vyvolá transkripci (přepis) mRNA C → mR ktranscr
Přirozený rozklad mRNA mR → ∅ kmRdeg
Přirozená tvorba mRNA na pozadı́ ∅ → mR pback
mRNA se přeměnı́ a vytvořı́ enzym Cyp mR → Cyp ktransl
Přirozený rozklad enzymu Cyp Cyp → ∅ kcypdeg
Enzym Cyp metabolizuje substrát S Sint → ∅ kmet

Označme stavové proměnné pro koncentrace látek jako

x(t) = [x1(t), x2(t), x3(t), x4(t), x5(t), x6(t)]
T

= [Sext(t), Sint(t), R(t), C(t), mR(t), Cyp(t)]T .

Detaily viz [Duintjer Tebbens et al., 2019].
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Odpovı́dajı́cı́ ODR – základnı́ systém

Farmakodynamický model lze popsat pomocı́ diferenciálnı́ch rovnic

x′1(t) = −kupx1(t) + kupx2(t) + adose(t)

x′2(t) = kupx1(t) − kupx2(t) + kdissx4(t)

−kassx2(t)x3(t) − kmet x2(t)x6(t)

x′3(t) = kdissx4(t) − kassx2(t)x3(t)

x′4(t) = −kdissx4(t) + kassx2(t)x3(t)

x′5(t) = ktranscr x4(t) − kmRdegx5(t) + pback

x′6(t) = ktranslx5(t) − kcypdegx6(t)

s počátečnı́mi podmı́nkami

x(0) =

[

0, 0, R(0), 0,
pback

kmRdeg
,

ktransl

kcypdeg

pback

kmRdeg

]T

,

kde zároveň předpokládáme, že dávkovacı́ funkce adose(t) je nenulová.

Laboratornı́ data jsou obvykle k dispozici pouze pro mRNA (x5(t)).
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Zákon zachovánı́

Prvnı́ čtyři rovnice jsou podobné MM modelu se dvěma rozdı́ly:

1 Je zahrnuta smyčka zpětné vazby prostřednictvı́m členu
kmet x2(t) x6(t). Ta popisuje metabolismus léčiva enzymem, jehož
produkce se podávánı́m léčiva zvyšuje.

2 Vazba substrátu (léčiva) na receptor zde nemá stejný účinek jako
vazba substrátu a enzymu v MM modelu. Nedocházı́ k rozpadu
komplexu na enzym a metabolit. Účinek komplexu léčivo-receptor je
vyjádřen výrazem ktranscr x4(t).

Rovnice zachovánı́:

Člen ktranscr x4(t) nemá protějšek s opačným znaménkem, nelze tak
zı́skat rovnice typu x1 + x2 + x4 + x5 = const .

Podobně člen kmet x2(t) x6(t) lze nalézt pouze v jedné rovnici.
Poslednı́ dvě rovnice zjevně nemajı́ žádné zákony zachovánı́.

Jediná zřejmá rovnice zachovánı́ je

x′3(t) + x′4(t) = 0 ⇒ x3(t) + x4(t) = R(0).
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Zjednodušená formulace

Pro jednoduchost a BÚNO předpokládejme situaci bez metabolismu, tj.
ignorujeme člen −kmet x2(t) x6(t), neboli předpokládáme kmet = 0. Pak
navı́c platı́ zákon zachovánı́

x′1(t) + x′2(t) + x′4(t) = adose(t) ⇒ x1(t) + x2(t) + x4(t) = A(t),

kde A(t) =
∫ t

0
adose(s)ds. Nynı́ využitı́ vztahů

x1(t) = A(t) − x2(t) − x4(t), x3(t) = R(0) − x4(t)

vede na zjednodušený systém

x′2(t) = −[2 kup + kassR(0)]x2(t) + (kdiss − kup)x4(t)

+kassx2(t)x4(t) + kupA(t)

x′4(t) = kassR(0)x2(t) − kdissx4(t) − kassx2(t)x4(t)

x′5(t) = ktranscr x4(t) − kmRdegx5(t) + pback

x′6(t) = ktranslx5(t) − kcypdegx6(t)

s počátečnı́mi podmı́nkami

x(0) =

[

0, 0,
pback

kmRdeg
,

ktransl

kcypdeg

pback

kmRdeg

]T

.
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Quasi-lineárnı́ formulace - bloky 1 a 2

Pro prvnı́ čtyři rovnice můžeme definovat podsı́tě podobné těm v MM
modelu (opět předpokládáme kmet = 0):

Podmnožiny proměnných jsou

x(1)(t) = [x3(t), x4(t)]
T
, x(2)(t) = [x1(t), x2(t), x4(t)]

T ;

Odpovı́dajı́cı́ blokově diagonálnı́ negativně singulárnı́ M-matice jsou

L (1) =

(

∗ kdiss

kass x2(t) ∗

)

, L (2) =





















∗ kup

kup ∗ kdiss

kass x3(t) ∗





















,

kde ∗ je součet sloupcových prvků s opačným znaménkem;

Vektory vnějšı́ch podnětů jsou

n(1)(t) = [0, 0]T , n(2)(t) = [adose(t), 0, 0]T .
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Quasi-lineárnı́ formulace - blok 3

Abychom vytvořili třetı́ podsı́t’, zavedeme fiktivnı́ stavovou proměnnou
x7(t) představujı́cı́ koncentraci látky v umělé oblasti, přes kterou se
mRNA a CYP3A4 vylučujı́, např. ve žluči:

x′5(t) = −kmRdegx5(t) + pback + ktranscr x4(t)

x′6(t) = −kcypdegx6(t) + ktranslx5(t),

x′7(t) = kmRdegx5(t) + kcypdegx6(t)

Podmnožina proměnných je

x(3)(t) = [x5(t), x6(t), x7(t)] ;

Tato podskupina obsahuje zákon zachovánı́, pokud se transkripce a
translace považuje za vnějšı́ podnět, tj.

n(3)(t) = [pback + ktranscrx4(t), ktranslx5(t), 0]T ;

Odpovı́dajı́cı́ blokově diagonálnı́ negativně singulárnı́ M-matice je

L (3) =





















∗

∗

kmRdeg kcypdeg ∗





















.
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Quasi-lineárnı́ formulace - shrnutı́

Quasi-lineárnı́ systém vypadá takto:

x̃′(t) = L̃(x̃(t)) x̃(t) + ñ(t),

kde

x̃(t) = [x̃1(t), x̃2(t), x̃3(t), x̃4(t), x̃5(t), x̃6(t), x̃7(t), x̃8(t)]
T

= [x3(t), x4(t), x1(t), x2(t), x4(t), x5(t), x6(t), x7(t)]
T
,

L̃(x̃(t)) = diag
{

L (1), L (2), L (3)
}

,

ñ(t) =
[

n(1)(t)T , n(2)(t)T , n(3)(t)T
]T
,

s počátečnı́mi podmı́nkami

x̃(0) =

[

R(0), 0, 0, 0, 0,
pback

kmRdeg
,

ktransl

kcypdeg

pback

kmRdeg
, pback +

ktranslpback

kmRdeg

]T

.
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Quasi-lineárnı́ formulace - řešenı́

Nejprve řešı́me podsystémy odpovı́dajı́cı́ L (1) a L (2).

Zı́skáme hodnoty x̃2(t) a x̃5(t), které obě odpovı́dajı́ x4(t).

Obdobně jako v MM modelu nás zajı́má rozdı́l mezi x̃2(t) a x̃5(t),
přičemž očekáváme, že

x̃2(t) � x̃5(t) ∀t .

Za x4(t) vezmeme x̃2(t), x̃5(t) nebo průměr a dosadı́me do prvnı́
složky v n(3)(t).

Z prvnı́ rovnice 3. bloku spočı́táme x5(t) = x̃6(t) a dosadı́me ho do
druhé složky v n(3)(t).

Z druhé rovnice 3. bloku spočı́táme x6(t) = x̃7(t).

Z třetı́ rovnice 3. bloku spočı́táme zbývajı́cı́ složku x7(t) = x̃8(t)
(nemusı́me, jelikož to je uměle zavedená fiktivnı́ proměnná).
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Hodnoty parametrů

Hodnoty jsou převzaté z [Luke et al., 2010] s odpovı́dajı́cı́mı́ jednotkami
(min, µM).

kup = 6.55 · 10−3

kass = 1.84 · 10−5

kdiss = 1.03 · 10−4 (lze změnit fitovánı́m)

kmet = 0.0 (jinak obvykle 2.47 · 10−5)

ktranscr = 39.3

kmRdeg = 0.04

pback = 2.83 · 10−7 (lze změnit fitovánı́m)

ktransl = 2.5

kcypdeg = 2.7 · 10−4

R(0) = 9.47 · 10−7 (lze změnit fitovánı́m)

Dávkovacı́ funkce

adose(t) =

{

1
3 : t ≤ 60
0 : t > 60

tedy celkem adose(t) = 20 během 1 hodiny.
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Data

Laboratornı́ data dj pro mRNA (hodnoty x5(tj)) jsou převzata z
[Pascussi et al., 2005]

j tj dj rozptyl
0 0 7.08E-6 0.00E+0
1 360 1.42E-5 0.00E+0
2 720 2.12E-5 1.42E-5
3 1440 8.49E-5 2.83E-5
4 2880 3.25E-4 7.08E-5
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Dalšı́ hodnoty

Pro Eulerovu metodu a fitovánı́ některých parametrů (kdiss a kdiss ,R(0))
jsou použity tyto hodnoty:

Časový interval je t ∈ [0,T ], kde T = 5 000.

Časový krok τ pro Eulerovu metodu je τ = 10−2.

Minimalizačnı́ funkce má tvar

F(k) =
md
∑

j=1

[

x5(tj) − dj

dj

]2

→ min
k
,

kde k = kdiss ∈ R a k = [kdiss ,R(0)]T ∈ R2.

Počátečnı́ hodnoty: k init
diss = R(0)init = 10−6.

Dolnı́ meze: k LB
diss = R(0)LB = 10−16.

Vše ostatnı́ je stejné jako u MM modelu.
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Srovnánı́ modelů pomocı́ Eulerovy metody

Model NWT Time (100×) Speedup
Nelineárnı́ systém 0 22.52 1.00

Zjednodušený systém 0 13.72 0.61
Quasi-lineárnı́ systém - 4.82 0.21

Model Volba x4 ‖x̃2 − x̃5‖ Error
Zjednodušený systém - - 0.00E0
Quasi-lineárnı́ systém x̃2 2.41E-15 8.54E-5
Quasi-lineárnı́ systém x̃5 2.41E-15 1.98E-6
Quasi-lineárnı́ systém (x̃2 + x̃5)/2 2.41E-15 4.27E-5
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Fitovánı́ parametrů 1

Odhad pouze pro kdiss :

TR / Model Neline árn ı́ Zjednodu šený Quasi-line árn ı́
k ∗diss 2.07E-5 2.07E-5 2.07E-5

F(k ∗) 7.36E-1 7.36E-1 7.36E-1
NIT 4 4 3
NFV 20 26 34
time 1.64 1.40 0.75

VM / Model Neline árn ı́ Zjednodu šený Quasi-line árn ı́
k ∗diss 2.07E-5 2.07E-5 2.07E-5

F(k ∗) 7.36E-1 7.36E-1 7.36E-1
NIT 6 4 6
NFV 35 49 55
time 2.85 2.64 1.20

Pro defaultnı́ hodnotu kdiss = 1.03E-4 je F(k) = 2.31E+1.
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Fitovánı́ parametrů 2

Odhad pro kdiss a R(0):

TR / Model Neline árn ı́ Zjednodu šený Quasi-line árn ı́
k ∗diss 3.94E-6 4.16E-6 4.12E-6

R(0)∗ 4.97E-6 4.71E-6 4.74E-6
F(k ∗) 7.07E-1 7.07E-1 7.07E-1
NIT 65 47 47
NFV 865 653 628
time 70.96 35.75 13.48

VM / Model Neline árn ı́ Zjednodu šený Quasi-line árn ı́
k ∗diss 4.41E-6 4.41E-6 4.41E-6

R(0)∗ 4.44E-6 4.44E-6 4.44E-6
F(k ∗) 7.08E-1 7.08E-1 7.08E-1
NIT 12 13 13
NFV 131 142 146
time 10.70 7.84 3.17

Default kdiss = 1.03E-4, R(0) = 9.47E-7: F(k) = 2.31E+1.
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Grafy

Křivky pro hodnoty z quasi-lineárnı́ formulace:

1 Defaultnı́ hodnoty: kdiss = 1.03 · 10−4, R(0) = 9.47 · 10−7.

2 Hodnoty fitovánı́m: kdiss = 2.07 · 10−5, R(0) = 9.47 · 10−7 (TR).

3 Hodnoty fitovánı́m: kdiss = 2.07 · 10−5, R(0) = 9.47 · 10−7 (VM).

4 Hodnoty fitovánı́m: kdiss = 4.12 · 10−6, R(0) = 4.74 · 10−6 (TR).

5 Hodnoty fitovánı́m: kdiss = 4.41 · 10−6, R(0) = 4.44 · 10−6 (VM).
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Závěr

Abychom se vypořádali s nelinearitami, které vznikajı́ v reálných
procesech, popsali jsme speciálnı́ reformulaci původnı́ho
nelineárnı́ho systému na zdánlivě lineárnı́, ale de facto
quasi-lineárnı́ systém.

Řešenı́ původnı́ho
”
velkého“ nelineárnı́ho systému se pomocı́

quasi-linárnı́ formulace rozdělı́ na řešenı́ vı́ce
”
malých“ lineárnı́ch

systémů.

Nelineárnı́ formulace a quasi-lineárnı́ formulace jsou matematicky
ekvivalentnı́.

Na obou přı́kladech, které simulujı́ biologické situace s danou
volbou parametrů, je ukázáno výrazné urychlenı́ numerických
výpočtů, aniž bychom ztratili přesnost.

Pokud je nutné odhadovat parametry pomocı́ fitovánı́ křivek, modely
se v iteračnı́m procesu musı́ volat opakovaně a zrychlenı́ výpočtů je
ještě výraznějšı́.

Detaily viz [Duintjer Tebbens et al., 2024].
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Poděkovánı́

Děkuji za pozornost.
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