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O né&kterych optimdlnich parametrech pro FRAP experimenty

Zamé&¥Fime se na to, jak urlit nékteré parametry pro FRAP experimenty k
dosazeni co nejlepsiho feSeni. V této oblasti se dosdhlo nékolik zajimavych
a pro praxi uzite¢nych vysledkid. Napf.:

[

Spatnad podmin&nost problému kdy? difuze zavisi na Zase

Ekvivalence problémi, kde lze vyuZit znalosti trovné Sumu v datech

0
@ Tvar lotosového kvé&tu pro vybér relevantnich dat
@ Existence optimdlniho poloméru zdblesku

°

Disk vs. anulus jako vitézové optimalniho tvaru zablesku
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FRAP technika

FRAP (Fluorescence Recovery After Photobleaching = Fluorescen&ni
zotaveni po fotozablesku) technika umoZziuje uréit difuzi fluorescen&nich
objektd (bilkovin).

Tato metoda je zaloZena na aplikaci kratkého silného laserového ozateni
(tzv. zdblesk) na malou cilovou oblast buiiky kterd zptisobuje nevratnou
ztratu ve fluorescenci v této oblasti.

Po aplikaci zdblesku je pozorovdno zotaveni ve fluorescenci v dané oblasti,
které vyjadfuje difuzi fluorescenénich objektl z prostoru vné zablesku.

¥ R. Kaia, E. Kotabova, M. Lukeg, S. Papatek, C. Matonoha, L.N. Liu,
O. Prasgil, CW. Mullineaux
Phycobilisome Mobility and Its Role in the Regulation of Light
Harvesting in Red Algae.
Plant Physiology, Vol. 165, 2014, p. 1618-1631.
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Experimentalni FRAP data

Pre-bleach

Experimentalni posloupnost dat ziskanych technikou FRAP pro buiiku ¥asy
Porphyridium cruentum.

Pre-bleach: fluorescenéni obrazek pred laserovym zdbleskem.

Poté proveden kruhovy zablesk ptes stfed buriky ve vertikdlnim sméru
(Eerveny obdélnik) a pozorovan navrat fluorescence.
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Zpracovani experimentalnich dat
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Vlevo: Typicky obrdzek 8s po zdblesku. Lze pozorovat rlizné oblasti,
centrdlni i mimo (Zluté obdélniky). Dole je dynamika zotaveni v centralni
oblasti v zavislosti na ase. K¥ivky byly zkonstruovany na zdkladé 2D
obrazki zprimérovanim dat podél os kolmych na pruh zablesku.

Vpravo: Zotavovaci kfivky jako €asovd zdvislost prostorové

zprimérovanych hodnot fluorescence v jednotlivych oblastech.
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Prostorové-¢asovy obrazek experimentdlnich dat

Fluorescence intensity

Distance [um]

Experimentdini (zaSum&nd) data ve form& 1D profilii pro rizné &asové
okamzZiky po zadblesku. Cervend kFivka je situace pfed zdbleskem.
Soutadnice x: Pozice podél osy kolmé na pruh zdblesku.

Soufadnice y: Odpovidajici zprim&rovand hodnota fluorescence.
zéblesku) po nejvy%si (ustdleny stav).
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© Matematicky model
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Inverzni problém

Obecny tvar difuzni rovnice:

dy 32y B
E—DW—O, XE[a,b],tE[O,T] (1)
Pocate¢ni podminka
}/(Xa 0) = f(X)a X € [av b] (2)

Okrajova podminka bud Dirichletova typu

Y(av t) = ga(t), y(b7 t) = gb(t)7 t >0, (3)

nebo Neumannova typu
dy dy
J— _ = _— = > .
D 8X(a, t) = h,(t), D 8x(b’ t) = hp(t), t>0 (4)

Inverzni problém: Na zdklad& vstupnich dat y(x,t) nds zajimd D > 0.
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Matice experimentalnich dat

Na zdkladé FRAP experimentli mdme matici dat
yexp(Xi,tj); i=1...N, j=—-m...M,

kde jsou provedena méfeni:
@ N je polet prostorovych bodi
@ m je potet hodnot pred zdbleskem
@ M+ 1 je potet hodnot po zdblesku (polet €asovych ¥ad)

Nasledng,
X1 =4, XN = b,
to = 0 odpovida prvnimu méfeni po zdblesku a tedy
® Yexp(xi,to), i =1...N, reprezentuje potatetni podminku
® Yexp(a, tj), j=0... M, repr. levou Dirichletovu okrajovou podminku
® Yexp(b,tj), j=0...M, repr. pravou Dirichletovu okrajovou podminku
@ Neumannova okrajovd podminka pro kazdé j je urena pouZitim
prvniho Fickova zdkonu
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Testovaci data

Pro teoretické vySetfovani, porovnani metod a dal3i analyzu zvolime
libovolné D = Dy, a vyrobime testovaci data, gaussovky

g0, t) = 200 o —2x7
' /102 + 8D¢; r? + 8Dt;’
které jsou feSenim PDE (1)—(3). Zde
® Yoo je vyska k¥ivky, odpovida prvnimu méfeni po zdblesku (po&ate¢ni
podminka v &ase ty = 0), Ize volit ypo =1
@ rp je poloditka (polomér zablesku), plati g(ro,0) = yo,0 exp(—2)
Testovaci zaSuménd data:

Xj € [7%,%15 te [O’ T],

Ytest(xiy tj) = g(X,', tJ) + €jj,

kde ej; je aditivni gaussovsky Sum,

Zf’:le,-j:o, Z:V:leg-:Naz, j=0...M,

a o je trovefi Sumu. BUNO Yexp = Viest = y-
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Testovaci data bez Sumu

Test data (without noise)

10

yexp
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Testovaci data zaSuména

Test data (with Gaussian noise)
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© Urteni difuzniho koeficientu
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Uréeni difuzniho koeficientu - Mullineaux et.al.

Yoo'o
M) = y(0, 1)) = — =
ro2 + 8Dj u tj

kde zMul(t;) jsou nam&¥end (nebo testovaci) data v centru monitorovaci

oblasti (x = 0). Odtud spotitame DM j =1 ... M, a jejich prim&mou
p Ml jejich p

hodnotu DMull,

¥ C.W. Moullineaux, M.J. Tobin, G.R. Jones
Mobility of photosynthetic complexes in thylakoid membranes.
Nature, 390:421-424, 1997.

Hypotéza: Nezfidka se miiZe stdt, Ze v zavislosti na o a pfesném Dy,,e
jde spottené DMU!l do nekonetna.
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Uréeni difuzniho koeficientu - Ellenberg et.al.

I, o
ZE”e(t:j) =41i= ﬁv /tj = / _)/(Xi, tj)dx
0 —h
2 _ 2
'Elle:r_0217[ zEe(t )]2: ’02 o
J mt;  [1— zFle(t)))? LaTR P

pro j =1...M a D" je jejich priimérna hodnota.

¥ J. Ellenberg, E.D. Siggia, J.E. Moreira, C.L. Smith, J.F. Presley, H.J.
Worman, J. Lippincott-Schwartz
Nuclear membrane dynamics and reassembly in living cells: targeting
of an inner nuclear membrane protein in interphase and mitosis.
The Journal of Cell Biology, 138:1193-1206, 1997.

Hypotéza: | kdy? spottené DE'e v podstaté nezdvisi na o, miize byt
hodné daleko od ptesného Dyye.
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Ur&eni difuzniho koeficientu - PDE (Papéa&ek et.al.)

Zkonstruujeme objektivni funkci Y reprezentujici rozdil mezi
experimentalnimi (testovacimi) a simulovanymi profily a najdeme takovou
hodnotu D, kterd minimalizuje Y. Obvyklym tvarem je soucet ¢tvercli

M N
Y(D) =33 Iy(xi. ;) — ysim(xi: tj, D). (5)

j=1i=1
kde ysim(xi, tj, D) jsou numerické hodnoty spliiujici (1)—(3), a ¥e3ime
problém
DFPE = arg mDin Y(D).

@ S. Papicek, R. Katia, C. Matonoha

Estimation of diffusivity of phycobilisomes on thylakoid membrane
based on spatio-temporal FRAP images.
Mathematical and Computer Modelling, 57: 1907-1912, 2013.

Otazka: Jak zvolit okrajovou podminku?
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Vysledky pro testovaci zaSuména data

Vygenerovano 1000 datovych sad s riznymi Sumy pro hodnotu ¢ = 0.03,
Dcomp znadi DI\/IuII’ DElIe7 pDFPDE

0=0.03

+

-
4 E —_

-0.2 E\'

TUTeauy Ellenberg POE
method

Detailni porovnani metod, viz

@ S. Papstek, B. Macdonald, C. Matonoha
Closed-form formulae vs. PDE based numerical solution for the FRAP
data processing: Theoretical and practical comparison.
Submitted.
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Zavislost difuze na &ase

Vezmeme-li v ivahu biologickou realitu spodivajici v mozné zavislosti
difuze na Case, pak ¥e$ime problém

DJ?K =arg mDijn YJ'(DJ')v
kde
N
YI(DJ) = Z [.y(Xiv tj) - ysim(Xia t:ja DJ)]2 ) ./ = 17 ey M.
i=1
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Vysledky pro ¢asové zavislou difuzi

*
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Test data - results
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Tikhonovova regularizace

Toto je $patné podminéna dloha v tom smyslu, Ze ¥eeni, tj. difuzni

koeficienty Dy, ..., Dy, nezdviseji spojit€ na datech. Musi se uvaZovat
regularizované ¥esenf

Di (o) = arg rnDijn Yi(Dj, Dreg, ),
kde
Y;(Dj. Dreg. Z esp(3. ) = Yaim(i t7. DI 4+ (D) — Dyeg)?
pro j=1... M, kde o > 0 je regularizatni parametr a D,¢; je oekdvana
hodnota.

@ S. Papétek, R. Katia, C. Matonoha

Estimation of diffusivity of phycobilisomes on thylakoid membrane
based on spatio-temporal FRAP images.

Mathematical and Computer Modelling, 57: 1907-1912, 2013
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regularizace

Vysledky pro &asové zavislou difuzi

Test data — values DJ for different o
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L-k¥ivka

Jak uréit optimalni o*? Pomoci L-kFivky:

An example of the L-curve
T T T T T
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@ Per Christian Hansen

Rank-Deficient and Discrete Ill-Posed Problems: Numerical Aspects of
Linear Inversion.
SIAM, 1997.
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Ekvivalentni problémy

Problém
Di(a) = arg mDi‘n Yi(Dj, Dreg, @) (6)

J

je ekvivalentni nasledujicim optimalizagnim problémim

D*(8) = argmin||D — Dreg[*, st Y(D) <46, D;>0  (7)

a
D*(9) = argmin (D), st. D - Diegl* < L(8), D; >0 (8)
kde
M
Y(D)=)_ YD)
j=1
S

a d je funkci o.
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Reseni je na hranici

Lze dokdzat, Ze viechny t¥i problémy (6)-(8) jsou ekvivalentni, nebot KKT
podminky optimality vedou na stejny systém rovnic. L-k¥ivka je spojitd a
klesajici, minima je dosaZeno na hranici oblasti a platf

Y(D)=8 < ||D— Dugll® = L(9).
ProtoZe nalézt optimalni o* je obtizné, lze p¥i znalosti Grovné Sumu o

(nebo jeho odhadu) Fesit problém (7) nebo (8) namisto problému (6).

¥ C. Matonoha, S. Papatek
On the connection and equivalence of two methods for solving an
ill-posed inverse problem based on FRAP data.
J. Comput. Appl. Math., 290 (2015), 598-608.
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UFO systém

V¥echny minimaliza&ni dlohy byly ¥eeny pomoci systému UFO

® L. Luk&an, M. Tiima, C. Matonoha, J. VI¢ek, N. Ramegovd, M. Sigka,
J. Hartman
UFO 2014 - Interactive system for universal functional optimization.
TR V-1218, ICS AS CR, Prague, 2014, 388 p.
http://www.cs.cas.cz/luksan/ufo.html
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Q@ Citlivostni analyza
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Konfidenéni interval

Na zdkladé vysledki v knize

¥ D.M. Bates, D.G. Watts
Nonlinear regression analysis and its applications.
John Wiley & Sons, Inc., New York, 1988.

je mozné urcit chybu mezi spo¢tenou hodnotou Dcomp a skutecnou
hodnotou Dyyye:

Ndata

a 2
(0.~ D Y. | vt )] <=7 ©)
k=1

kde Ngata = N x M je celkovy potet bodii, (D, — D;)? je konfidenéni
interval a Zl{\lz‘iita [a%y(xk, tk)]2 je Fisherova informa&ni matice (FIM).

Plati, Ze &im vé&tsi je FIM, tim mensi je horni odhad na konfiden&ni interval
(rozdil p¥esného a spotteného Feseni). Odhad (9) lze prakticky vyuZit

nékolika zpisoby.
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Redukovana data

Ptredpokladejme, Ze budeme pracovat s méné daty, tzv. redukovanymi daty
Y F N ata A ata
y (R, )ty € RMaata,
kde
Naata < Naata @ {(Xk, t)} C {(x, te)}
a spoditdme D, pouZitim t&chto dat.

Necht {(Xk, k), d"“"‘} {5 te) data} Pak pro D, plati podobny, ale
vétsi odhad

Naata 2
(0.~ 0r2 Y. | gpvtst)] <~@+nt (10
k=1

Vyznam koeficientu 7 stanovuje nasledujici lemma.
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Lemma

Necht Nya. je potet redukovanych (relevantnich) bodii a necht 7 je
zvoleno tak, Ze
Ndata

2
) (%Y(X/a fk))
k:Ndata+1

Ndata

> (%Y(Xk, tk))2

k=1

n>

(11)

Pak pro D, plati konfiden&ni interval (10).

¥ S. Kindermann, S. Papacek
On data space selection and data processing for parameter
identification in a reaction-diffusion model based on FRAP
experiments.
Abstract and Applied Analysis, Art. ID 859849, 2015, 17 p.
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n-relevantni data

I T o p B 3

— Ndata — 0, — Ndata — 0 — Ndata — 0,
=1, e =10% =03, g =31% n =01, s = 50%

Sedé oblasti jsou relevantni data (Ngata), do hodnoty FIM pfispivaji vic

(v&t3i citlivost) nez irelevantni data (bilé oblasti). Pomé&r %ja:a indikuje

n-relevantni data. Cislo 1 4 n znadi zvétSeni konfiden&niho intervalu pro D,
ve srovnani s D..

@ S. Papacek, J. Jablonsky, C. Matonoha, R. Kaiia, S. Kindermann
FRAP & FLIP: Two sides of the same coin?
In: F. Ortuno and |. Rojas (Eds.), IWBBIO 2015, Part Il, p. 444-455.
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Optimalni polomé&r zablesku

Maximalizaci citlivosti (tj. maximalizaci hodnoty FIM a tim minimalizaci
odhadu konfiden&niho intervalu) Ize optimalizovat n&které experimentaini
parametry, napf. polomér zablesku rp.

Uvaiujme pFl’pad husté sité pozorovani na prostorové-&asovém cylindru
= [-L 55 2] x [0, T] v 1D pf¥ipad€ a zkusme najit optimalni polom&r
zablesku ro” , ktery vede na nejvétsi citlivost.

FIM definujeme jako funkci ry

Ndata

)= > [yt t)]

k=1

a najdeme jeji maximdlni hodnotu

S(rePt) = max S(rn).
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Hodnota ré’pt

Analyticky: sumu aproximujeme pomoci integralu a dojdeme k vysledku

roPt a0 1.7281/ TD... (12)
Numericky: viz
@ C. Matonoha, S. Papatek
Parameter identification problem based on FRAP images: From data

processing to optimal design of photobleaching experiments.
T. Kozubek et al. (Eds.): HPCSE 2015, LNCS 9611, pp. 1-10, 2016.
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Optimalni polomér zablesku - vysledky

‘ Data set ‘ D; ‘ T ‘ rg”t ‘ D, ‘ 1.728y/TD. ‘
Data 1 1 4 3.2 1.000528 3.457
Data 2 2 2 3.2 2.001091 3.457
Data 3 1 2 2.4 1.000810 2.445
Values S(ry) vs. bleach radius 1, Values D_vs. bleach radius r
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Optimalizace pocate¢ni podminky

Zkusme nyni najit takovou po&ate¢ni podminku yp(x) = y(x,0), aby
hodnota FIM byla maximdlni a tedy o¢ekavand chyba ve spo¢teném
parametru D byla minimalni.

Zafixujme hodnoty N (potet prostorovych bodi), M (potet &asovych ¥ad),
x € [-R,R], t €0, T]. Jedinou moZnosti jak maximalizovat hodnotu
FIM je uvaZovat polatetni podminku yo(x) jako parametr.

Ve FRAP experimentech je obvyklé, Ze yp(x) je bindrni funkce s pevnou
kladnou a nulovou hodnotou. BUNO miiZzeme predpoklddat, Ze yo(x) je
{1,0}-funkce. Re¥ime tedy problém

Ndata

0 2 1 xeB
Jnax g [BD (Xkatk)] st YO(X):{O "

jinde
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Disk vs. anulus

Pro jednoduchost budeme uvaZovat tvary disk, anulus, disk+anulus,
dvojity anulus, tj.

disk: Yo

anulus: Yo
disk+anulus: yo(x
dvojity anulus: Yo

Definujme
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Vysledky optimalizace

Shape and topology optimization

Optimal Initial condition yo(x)

-34
20
-36 18 1
-38 16 4
g
S 14 1
-4 g
s g 12 ]
L-42 S
g 5 10 1
8
-4.4 S 1
5 8
£
-4.6 6 1
—disk
_ ——anulus 4 1
48 ——disk+anulus
——double anulus| 2
-5 . .
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20
B B

Vlevo: Optimalni konfigurace pro riizné difuzni koeficienty.
Vpravo: Optimiéini tvary pocatedni podminky yo(x) (pro N = 21).

Hypotéza: Pro zvétsujici se hodnoty 3 jsou optimalni sloZit&jsi tvary.

Otazka: Je technicky mozné, aby mél zablesk tvar anulusu?

Otazka: Jak ziskat hodnotu /3 pfedem aby se mohl pouZit optimalni tvar?
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Citlivostni analyza a naslednd maximalizace FIM je zakladem pro
optimalizaci FRAP experimentd.

Vysledky zaloZené na citlivostni analyze se daji pouzit k uréeni relevantnich
dat a k volb& optimalnich parametr( jako jsou polomé&r a tvar zablesku.

Nasim cilem je prosadit ziskané vysledky mezi FRAP komunitu (neni moc
vitdno) a doporutujeme je zohlednit p¥i praktickych méfenich.
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