Vipocetni slozitost I
pro obor logika na FF UK

Petr Savicky

1 Uvod

Slozitosti algoritmické tlohy se rozumi predevsim jeji ¢asovd a pamétova né-
ro¢nost pii feSeni na poéitaci. Casova naro¢nost se méfi poétem krokt, které
algoritmus musi k feSeni tlohy provést. Pamétova naroc¢nost se obvykle nazyva
prostorovou slozitosti a méri se poctem znaku z néjaké koneéné abecedy, které
algoritmus potiebuje mit uloZeny v paméti pocitace. Protoze ¢asové i pamétové
naroky obvykle rostou s rostouci délkou popisu FeSené instance ulohy, vyjadiuje
se Casova 1 prostorova slozitost jako funkce délky vstupu.

Pr1i studiu slozitosti je mozné zkoumat slozitost konkrétniho algoritmu pro
danou tlohu nebo zkoumat slozitost tlohy samotné, coz lze chipat napiiklad
tak, ze chceme odhad slozitosti algoritmu, ktery je v néjakém smyslu pro danou
ulohu nejlepsi mozny. Pro fadu konkrétnich algoritmt je mozné jejich slozitost
zjistit nebo alespoii dobfe odhadnout. Zjistovani slozitosti tloh, tj. nejmensi
toze vyzaduje kvantifikaci pres vSechny mozné algoritmy pro danou ulohu. Jiz
definice pojmu sloZitost tlohy vyZaduje urcité zjednoduseni. Protoze je slozitost
algoritmu vyjadfovana jako funkce délky vstupu a funkce nejsou linedrné uspo-
fadané, neni miniméalni slozitost algoritmu pro danou tlohu dobfe definovany
pojem. Pro ucely teoretického zkoumaéani slozitosti se proto slozitosti algoritmu
porovnéavaji asymptoticky, tedy pro vstupy, jejichz délka neomezené roste. Exis-
tuje fada uloh, jejichz slozitost lze i pfi tomto zjednoduseni v soucasné dobé
charakterizovat jen neptimo, napiiklad odkazem na celou tfidu tloh podobné
slozitosti, aniz bychom jejich skutecnou slozitost znali. K tomuto tcelu byla
vytvorena hierarchie t¥id tloh, které se nazyvaji tfidami slozitosti. Typickymi
priklady téchto t¥id jsou P C NP C PSPACE.

Ttida P je tfidou tloh, které lze fesit v Case, ktery je omezen polynomem
od délky vstupu. Tato tfida je povazovana za formalizaci pojmu efektivné fe-
sitelna uloha. Klasifikace algoritmt na polynomiélni a (alespoii) exponencialni
je v jednoduchych pfipadech prirozena. Napriklad test splnitelnosti Hornovské
formule nebo tloha nalezeni nejkratsi cesty v grafu maji polynomialni sloZitost,
zatimco pro test splnitelnosti obecné vyrokové formule v konjunktivni normalni
formé nebo nalezeni maximalni kliky! v grafu jsou zndmy pouze exponencialni
algoritmy. Ttida P se vyuziva jako obecnd definice efektivni vycislitelnosti, pro-
toze tyto vychozi znamé piiklady zobecnuje konzistentnim zptsobem. Definice

Klika v grafu je mnozina vrcholil, z nichZ kazdé dva jsou spojeny hranou.
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tridy P sice formalné zavisi na vypocetnim modelu, ale pro vSechny bézné pou-
zivané modely, specialné pro bézné varianty Turingova stroje a RAM (random
access machine), vede na tutéz t¥idu uloh. V dtikazu téchto ekvivalenci hraje
podstatnou roli fakt, Ze algoritmy s polynomidlni sloZitosti jsou uzavieny na
skladani algoritmt ve smyslu volani podprogram.

Pro praktické tucely je pochopitelné potieba uvazovat slozitost algoritmt
presnéji nez pouze rozliSenim, zda maji polynomialni slozitost nebo ne. Napfi-
klad algoritmus slozitosti n'%, kde n je délka vstupu, nelze pouzit pro vstupy
jiz relativné malé délky. UvaZzme dale napiiklad polynomialni algoritmus slo-
Zitosti 1.3 - n® a exponencialni algoritmus sloZitosti 2"'* V tomto ptipadé je
polynomialni algoritmus efektivnéjsi az pro vstupy délky n > 105. Pro praktické
acely tedy miize byt algoritmus s uvedenou exponencialni slozitosti vyhodnéjsi.

Ttida NP obsahuje rozhodovaci tlohy, pro které nemusi byt znam efektivni
algoritmus, ale pro které existuje moznost dolozit kladnou odpovéd efektivné
ovéritelnym diikazem. Typickymi reprezentanty této tiidy je problém splnitel-
nosti Booleovskych formuli a tloha rozhodnout, zda dany graf obsahuje kliku
velikosti alespon k, kde ¢islo k je soucasti vstupu. Trida PSPACE je tfidou
uloh, které lze fesSit v polynomialnim prostoru. Priklady tloh, které patii do
PSPACE, jsou problém pravdivosti kvantifikovanych booleovskych formuli a
problémy pravdivosti formuli v nékterych modalnich logikach.

Zatazovanim tloh do tfid a pomoci pojmu Gplnost ve tfidé lze tlohy klasi-
fikovat. Tato klasifikace neposkytne dokazatelnou informaci o slozitosti tlohy,
ale umoznuje dat slozitost dosud neprozkoumané tlohy do vztahu ke slozitosti
uloh, které jiz podrobné zkoumany byly. Tento postup je pouzivan nejen pro te-
oretické Ucely, ale i jako pomocny prostifedek pro hledani efektivnich algoritmii.

V této prednasce vylozime zakladni pojmy a metody, které se pouzivaji ke
studiu sloZitosti obecné a ke klasifikaci lloh pomoci uplnosti ve t¥idach. Ukéa-
zeme také zdkladni modely pro méfeni slozitosti Booleovskych funkci. Kromé
obvodi a obecnych formuli to jsou predevsim rozhodovaci stromy, CNF a DNF
(konjunktivni a disjunktivni normalni forma).

1.1 Neékteré obecné pojmy

Ulohou obvykle nebudeme rozumét jedno konkrétni zadani, ale celou mnozinu
vSech moznych zadani této tlohy. Pokud budeme mluvit o jednom konkrétnim
zadani, budeme mluvit o instanci tlohy.

Budeme rozlisovat tdlohy t¥i hlavnich typt: vyhledavaci tloha, vypocet
funkce a rozhodovaci tloha. Vyhledavaci tloha je tloha, kdy hleddme libovolny
objekt, ktery spliiuje néjakou vlastnost, naptiklad libovolné spliiujici ohodno-
ceni dané vyrokové formule. Vypocet funkce je tloha, kterda ma jednoznacéné
dany vysledek. Rozhodovaci tilohy jsou specidlnim pripadem vypoctu funkce,
jejichz hodnotou je odpovéd na néjakou otazku typu ANO/NE.

Problém maximalni kliky v grafu lze formulovat riznymi zptsoby, které
patii k riznym typtm tloh. Pokud chceme znat nékterou maximalni kliku, jde
o vyhledavaci tlohu, protoze maximalnich klik muze byt v grafu vice a kterakoli
z nich je spravnou odpovédi. Pokud chceme zjistit velikost maximalni kliky, jde o
vypocet funkce, protoze jeji hodnota je jednoznac¢né urcena. Nejcastéji budeme
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problém kliky uvazovat jako rozhodovaci tlohu. V tomto pripadé je soucasti
vstupu kromé grafu jesté prirozené ¢islo k a ptame se, zda graf obsahuje kliku
velikosti alespon k.

Problém maximalni kliky patii mezi optimaliza¢ni ulohy. To jsou tlohy,
jejichz kazd4 instance urcuje mnozinu objekt, které nazyvame pripustna feseni,
a na této mnoziné minimalizujeme nebo maximalizujeme néjakou kriteridlni
funkci. V piipadé problému maximalni kliky je instance tlohy urcéena konec¢nym
grafem. MnozZina pripustnych feSeni pro dany graf jsou vSechny kliky v tomto
grafu a kriteridlni funkce je velikost kliky.

1.2 Priklady dloh
1.2.1 Algoritmicky nerozhodnutelné problémy

Aby mélo smysl mluvit o slozitosti tlohy, musi byt tloha algoritmicky feSitelna.
Pro dplnost si uvedeme nékolik prikladi tloh, které nejsou algoritmicky fesi-
telné. Nasledujici tlohy jsou ¢asteéné rekurzivni, ale nejsou rekurzivni.

Problém zastaveni.
Pro libovolny algoritmus a libovolny vstup se ma rozhodnout, zda dany algo-
ritmus se pro dany vstup zastavi nebo nikoli.

Dokazatelnost formuli v PA.

Peanova aritmetika je teorii prvniho fadu se specidlnimi symboly pro séitani
a nasobeni. Ulohou je, pro libovolnou spravné utvorenou formuli v jazyce PA
zjistit, zda je dokazatelnd z axiomu.

Rovnost bezkontextového jazyka mnoziné vsech slov.
Necht ¥ je alespori dvouprvkové abeceda. Ulohou je, pro libovolnou bezkontex-
tovou gramatiku G s termindlni abecedou X zjistit, zda plati L(G) # ¥*.

Neprazdnost pruniku dvou bezkontextovych jazyku.

Necht ¥ je alespont dvouprvkova abeceda. Ulohou je, pro libovolné dvé bez-
kontextové gramatiky G; a G s terminalni abecedou Y zjistit, zda je prinik
L(G1) N L(G2) neprazdny.

Resitelnost polynomu vice proménnych s celodiselnymi koeficienty
v celych éislech.
Ulohou je, pro libovolny polynom p(z1,...,z,) vice proménnych s celo¢isel-
nymi koeficienty zjistit, zda existuji celd ¢isla a; pro i = 1,...,n tak, Ze
plai,...,a,) =0.

1.2.2 Dokazatelné slozZité problémy

Pro nésledujici tlohy lze pomoci metody diagonalizace dokazat, Zze maji vyso-
kou vypocetni slozitost. Tim se tyto tilohy li§i od tloh z t¥id NP a PSPACE, pro
které neni znamo, zda lze pomoci diagonalizace nebo jinym zptisobem dokézat
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exponencialni dolni odhady jejich slozitosti.

Problém zastaveni v daném c¢ase.

Uvazujme libovolnou enumeraci M, Turingovych stroji se vstupni abecedou
{0,1} s libovolnym koneénym poctem pasek, kde kéd « je slovo z bezprefixové
mnoziny slov tvaru (00 + 01)*1. Necht f : N — N je rekurzivni funkce. Pro-
blémem zastaveni v Case f budeme rozumét nasledujici tlohu. Pro libovolny
vstup aw, kde « je kéd Turingova stroje ve zvoleném kédovani a w € {0,1}*,
rozhodnout, zda se vypocet M, pro vstup w zastavi nejvyse po f(|w|) krocich.

Véta 1.2.1 Necht f(n) je nékterd z funkei 2", 22", 92*" , ... Pak kazdy Turingiv
stroj pro problém zastaveni v case f provede pro nekonecné mnoho vstupi tvaru
aa alespori f(la]) — O(|a|) kroki.

Diikaz: Pro libovolny kéd « a vstup w ozna¢me jako T'(«, w) pocet krokii, které
provede vypocet M, pro vstup w, nebo nekonec¢no, pokud se vypocet nezastavi.
Pro libovolnou funkci f uvazovaného tvaru lze sestrojit kéd 3 tak, ze Mgz se
pro libovolny vstup w zastavi pravé po f(|w|) krocich, tedy T'(3,w) = f(|w]).
Necht ~ je kéd libovolného TS pro problém zastaveni v ¢ase f. Zkonstruujeme
kéd § tak, Ze M;s obsahuje pasky pro simulaci strojii Mg a M, a jeho vypocet
probihd nésledovné. Pro vstup « nejprve Ms v ¢ase O(|a|) zkopiruje slovo « na
vstupni pasku Mg a slovo ax na vstupni pasku M, a pak paralelné simuluje

e Mg pro vstup
e M, pro vstup aa

tak, Ze vypocet je ukoncen nejpozdéji, kdyz skonci vypocet Mg, a je ukoncen
diive, pokud vypocet M, skonci diive nez Mg s vysledkem “nezastavi”. Plati
tedy

T, a) < f(lal) + O(lal) (1)

a pokud T'(v,aa) < f(|al|), pak plati implikace
T(,0) < f(la]) = T(5,0) > f(laf) (2)
T(a,a) > f(la]) = T(,a) <T(y,aa)+O0(|a) . (3)
Dokazme, zZe plati
T'(v,00) = f(|d]) — O(ld]) (4)

coz je tvrzeni véty pro M, a vstup a = 6. Pokud T'(y,dd) > f(|d]), pak (4)
plati. Pokud T'(v,d0) < f(|d]), pak (2) pro o = § vede ke sporu, pokud by
platilo T'(4,96) < f(|d]), a plati tedy T'(5,6) > f(|d|). Pak z (3) pro a = 4 plyne

f(8]) <T(5,6) < T(v,00) +O(|d]) ,

coz po upravé implikuje (4).
Protoze lze stroj My zkonstruovat nekonec¢né mnoha riznymi zpuisoby, plati
tvrzeni véty pro nekonec¢né mnoho slov a. O
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Pravdivost uzavienych formuli v Presburgerové aritmetice

Presburgerova aritmetika se od Peanovy aritmetiky lisi tim, ze nemé symbol pro
nasobeni. Takto oslabena teorie je rozhodnutelna, ale rozhodnuti o pravdivosti
formule délky n vyzaduje v obecném piipadé 22 krokt, kde ¢ > 0 je konstanta.

Pravdivost uzavienych formuli v aritmetice realnych é&isel

Aritmetika realnych ¢isel omezend na operace séitani a nasobeni je rozhodnu-
telna. Vyplyva z toho napiiklad, ze je rozhodnutelna rovinna geometrie, pokud
se omezime na konstrukce pravitkem a kruzitkem. Zjisténi pravdivosti formule
délky n ale v obecném piipadé€ vyzaduje 2" krokt, kde ¢ > 0 je konstanta.

1.2.3 Pravdépodobné slozZité problémy

Ulohy uvedené v tomto paragrafu jsou fesitelné tiplnym vyétem, ktery vyzaduje
exponencialni pocet kroku. Jsou to tedy ulohy algoritmicky reSitelné. Pravdeé-
podobné ale neexistuje algoritmus, ktery by vSechny instance kterékoli z téchto
uloh fesil v polynomidlnim case.

Problém tautologi¢nosti Booleovskych formuli.
Pro formuli v disjunktivni normalni formé rozhodnout, zda je tautologii.

Splnitelnost Booleovské formule (SAT).

Pro libovolnou Booleovskou formuli v konjunktivni norméalni formeé rozhodnout,
zda je splnitelnd, tedy zda existuje ohodnoceni proménnych, které formuli spl-
nuje. Problém SAT je dudlni k problému tautologi¢nosti, protoze formule je
tautologii pravé tehdy, kdyZ jeji negace neni splnitelna.

Omezena splnitelnost monotonni Booleovské formule.

Pro libovolnou monotonni Booleovskou formuli v konjunktivni normalni formé
a prirozené cislo k rozhodnout, zda existuje spliujici ohodnoceni proménnych,
ve kterém je nejvyse k jednicek.

Splnitelnost Booleovského obvodu (CSAT).
Pro libovolny Booleovsky obvod rozhodnout, zda existuje ohodnoceni vstupnich
proménnych, pro které vyda obvod hodnotu 1.

Problém maximalni kliky v grafu.
Klikou v grafu se rozumi mnozina jeho vrcholi, ve které jsou kazdé dva vrcholy
spojeny hranou. Uloha je, v daném grafu najit kliku maximalni velikosti.

Vrcholové pokryti.
Pro dany graf najit mnozinu vrcholti minimélni velikosti, kterd ma neprazdny
prunik s kazdou hranou grafu.

Problém batohu.
Pro libovolnou n + 1-tici prirozenych ¢isel aq, ..., a,, b zjistit, zda existuje mno-
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zina indexti I C {1,...,n} tak, Ze }_,c; a; = b. Délkou vstupu se pro tuto tlohu
rozumi soucet délek zapist vstupnich ¢isel v binarnim zapisu.

Hamiltonovska kruznice.
Pro libovolny neorientovany graf zjistit, zda v ném existuje uzaviena cesta,
kterd prochézi kazdym vrcholem pravé jednou.

Problém obchodniho cestujiciho.

Pro libovolny graf s hranami ohodnocenymi kladnymi ¢isly nalézt v grafu uza-
vienou cestu, ktera prochézi kazdym vrcholem pravé jednou a jejiz cena (soucet
ohodnoceni hran) je minimalni.

1.2.4 Slozitost nékterych jednoduchych tiloh

Nasobeni matic.

Kromé standardniho algoritmu, ktery nasobi dvé matice n X n v Case n°, exis-
tuje Strassentiv algoritmus, ktery tyto matice vynasobi v ¢ase C'nl°827  coz je
piiblizné C n?8!. Existuje také asymptoticky rychlejsi algoritmus, ktery pra-
cuje v Case nejvyse Cn23728639  ale konstanta C je v tomto piipadé tak velika,
ze algoritmus ziskava vyhodu proti obvyklym algoritm®im az pro astronomické
hodnoty n.

3

Nasobeni pfirozenych disel

Zakladni algoritmus pro nasobeni ¢isel, jejichZ binarni zapis mé délku n bit1,
vyzaduje C'n? krokil. Existuje algoritmus, ktery vyuziva diskrétni Fourierovu
transformaci a pracuje v ¢ase C'n logn loglogn. Tento algoritmus je vyuzivan
v matematickém software pro velka ¢isla, napiiklad kdyz n > 10°.

1.3 Znaceni
Pro libovolnou nezapornou funkci f znamena

e O(f) libovolnou nezapornou funkci g, pro kterou existuje ng a konstanta
c tak, ze (Vn > ng) g(n) < cf(n).

e Q(f) libovolnou nezapornou funkci g, pro kterou existuje ng a konstanta
e > 0 tak, ze (Vn > ng) g(n) > ef(n).

e O(f) libovolnou nezépornou funkci g, ktera je soucasné O(f) i Q(f).

Specialnimi pfipady tohoto znaceni je O(1), (1) a ©(1), které v uvedeném po-
fadi znamenaji funkce, které jsou shora, zdola a z obou stran omezené kladnou
konstantou.

1.4 MeéFeni slozZitosti

Slozitost algoritmu obvykle roste s velikosti vstupniho zadani a mtize byt rizna
pro rtzné instance stejné velikosti. Pro jednoduchost se nejéastéji uvazuje slo-
zitost v nejhorsim pripadé, ktera je vyjadrena funkci, kterd zavisi na velikosti
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vstupu a pro danou velikost vstupu je rovna maximu ze slozitosti feSeni pres
vSechny instance dané velikosti.

Slozitosti algoritmti budeme porovnavat asymptoticky, coz znamena, ze al-
goritmus se slozitosti ¢1(n) povazujeme za rychlejsi nez algoritmus se slozitosti
ta(n), pokud existuje ng tak, Ze pro vSechna n > ng je t1(n) < ta(n). Po-
rovnavani slozitosti tedy zavisi pouze na slozitosti pro vstupy, jejichz velikost
konverguje do nekonecna.

Nelze exaktné definovat pojem mimindlni sloZitost algoritmu pro feSeni dané
ulohy. Existuji alohy, pro které ke kazdému algoritmu existuje algoritmus, ktery
je asymptoticky exponencialné rychlejsi. Z tohoto diivodu nebudeme definovat
pojem sloZitosti tlohy, ale pouze budeme mluvit o tom, zda je tloha resitelna v
¢ase O(t(n)) pro néjakou danou mez t(n) nebo v prostoru O(s(n)) pro néjakou
funkei s(n).

1.5 Pouzité vzorce

Necht n je pfirozené ¢islo a ozna¢me jako [ délku jeho binarniho zapisu. Pak
271 <n <2V —1, tedy 27! < n+1 < 2L Z toho plyne I — 1 < logy(n +1) <1,
a tedy

I =[logy(n+1)] .

Funkce e” je konvexni, funkce 1 4+ z je linearni a tyto funkce maji v bodé
x = 0 stejnou hodnotu i prvni derivaci. Pro kazdé redlné x tedy plati

142 < €°
1l—2x < e*

a pro nenulové x plati

1+x < €°
l—x < e

xT

2 Zavedeni zakladnich pojmii

2.1 Ulohy

V této kapitole popiSeme, jak budeme reprezentovat tlohy pro tucely teorie
slozitosti. Pozdéji se budeme zabyvat predevsim rozhodovacimi tilohami, ale v
této tvodni kapitole se budeme vénovat i dalsim typtm tloh. Ukédzeme, Ze z
hlediska slozitosti neni omezeni na rozhodovaci tilohy na tkor obecnosti.

2.1.1 Reprezentace uloh pomoci jazyku, efektivni kédovani

Uloha pro tcely teorie vipoctové slozitosti se sklada z popisu vstupu a poza-
dovaného vystupu. Vstup i vystup lze obvykle chapat jako jeden nebo nékolik
matematickych objektd. Uvadéli jsme si jiz tlohy, ve kterych byl vstupem graf
pripadné s néjakymi dal$imi tdaji, c¢isla, koeficienty polynomu, bezkontextové
gramatiky a pod. Vystupem miize byt odpovéd na néjakou otdzku nebo opét
néjaky objekt, napt. cesta v grafu, podmnozina vrchold grafu a pod.
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Pro tcely zkoumani t¥id dloh je tfeba tlohy reprezentovat jednotnym zpi-
sobem. Z hlediska feSeni tloh na TS je pfirozené reprezentovat vstup i vystup
vypoctu pomoci posloupnosti symbolid v konecnjch abecedach. Jestlize X je
kone¢na abeceda, budeme libovolnou posloupnost symbolt ze 3 nazyvat slovo
nad abecedou Y. Mnozinu vSech slov nad ¥ budeme znadcit >*.

Ulohy, které pocitaji obecnou funkci, budeme reprezentovat funkci ve tvaru

[y — 5, (5)

kde ¥; a X9 jsou konecné abecedy. To znamend, ze pro ulohy, jejichz vstup
neni posloupnosti znak, musime vzdy urcit vhodnou abecedu a zptsob, jak in-
stance dané tlohy kédovat pomoci posloupnosti znakt ve zvolené abecedé. Pii
kédovani instanci pomoci posloupnosti znaki obvykle jen nékteré posloupnosti
kéduji instance. Na posloupnostech, které nekéduji instanci je funkce (5) nedefi-
novana nebo nabyva specialni hodnotu, ktera oznacuje, ze vstupni posloupnost
neni kédem instance.
Rozhodovaci tllohy budeme reprezentovat pomoci jazyka.

Definice 2.1.1 Jazyk nad konec¢nou neprazdnou abecedou % je libovolna pod-
mnozina L C X*.

Jazyk L reprezentujici ilohu je mnozina slov, které jsou kédem instance,
na které dava tloha kladnou odpovéd. Slova, kterd nekdduji instanci, a slova,
ktera kéduji instanci se zapornou odpovédi, definice jazyka L nerozlisuje.

Pokud mluvime o konkrétni tiloze, popisujeme obvykle vstup a vystup jako
matematické objekty, tj. pomoci béznych matematickych pojmt, bez toho, ze
bychom presné specifikovali kddovani instanci pomoci posloupnosti symbolii.
Kdyz budeme mluvit o tfidach tloh, budeme vzdy mluvit o tfidach jazyk.
Zarazeni néjaké ulohy do tr¥idy pak znamené, ze do této t¥idy patii jazyk, ktery
alohu reprezentuje. Tato reprezentace neni jednoznacné urcena. Piesto neni
nutné vzdy reprezentaci presné specifikovat, protoze obvykle Ize néjaké kédovani
pro danou ulohu navrhnout a navic vSechna “rozumn&a” kdédovani vedou na
algoritmy, jejichz slozitost se lisi nejvyse polynomialné.

Lze zkonstruovat uméla kédovani, pti kterych je i jednoduchy problém ob-
tizny diky tomu, Ze je obtiZzné rekonstruovat ptvodni instanci z jejiho kédu.
Naopak, pokud kéd instance prodlouzime na neameérné velkou délku, mtze byt
slozitost tlohy vyjadiena neopodstatnéné malou funkci délky vstupu.

Napriklad problém batohu se stane fesSitelny v polynomialnim ¢ase, pokud
¢isla v jeho instancich vyjadiime v jednickové soustavé. Toto je ovSsem podstatna
zména kédovani, kterd v podstaté definuje jinou tlohu. Abychom se vyhnuli
tomuto typu problému, pozadujeme, aby ¢isla byla kédovana binarné.

Protoze nelze presné specifikovat, co je to rozumné reprezentace, zformu-
lujeme jen velmi obecnou podminku, kterou by mélo kédovani splnovat. Vy-
chazime z toho, Ze pro kazdou ulohu existuje néjaka “prirozend” reprezentace
vstupu pomoci matematickych objektt. Pozadujeme, aby kédovéani téchto ob-
jekt pomoci posloupnosti symboli bylo takové, Ze transformaci mezi touto
posloupnosti a pfirozenou reprezentaci vstupu lze provést obéma sméry v po-
lynomialnim c¢ase. Tato definice je ovSem pouze intuitivni, protoze se odkazuje
na pojem obecného matematického objektu, ktery nemame presné definovan.
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2.1.2 Porovnani obecnych a rozhodovacich tuloh

Nyni ukazeme, Ze z hlediska rozliSovani polynomialni a nepolynomiélni slozi-
tosti je mozné se omezit jen na rozhodovaci tlohy. Pokud uvazujeme o vypoctu
funkci v polynomialnim ¢ase, musi byt vysledek funkce vyjadritelny slovem po-
lynomialni délky. Ke kazdé tuloze na vypocet funkce, kterd ma tuto vlastnost,
nalezneme rozhodovaci tlohu, ktera je z hlediska existence polynomialniho al-
goritmu ekvivalentni ptivodni Gloze. Nejprve ukazeme prirozené priklady rozho-
dovacich tloh, které jsou odvozeny z tloh obecnéjsich, a nemohou byt feSitelné
polynomialnim algoritmem, pokud pivodni tloha neni takto fesitelna.

Priklad. Algoritmus pro zjistovani existence spliiujiciho ohodnoceni Boo-
leovské formule lze pouzit na nalezeni lexikograficky miniméalniho spliujiciho
ohodnoceni.

Postup je néasledujici. Je-li formule ¢(z1,...,z,) splnitelnd, pouzijeme test
splnitelnosti na formule ¢(0,z2,...,2,) a ¢(1,22,...,2,). Alespoil jedna z
téchto formuli je splnitelna. Pokud jsou splnitelné obé, vybereme formuli s do-
sazenim 0. V kazdém pripadé ziskdme splnitelnou formuli, na kterou pouZzijeme
rekurzivné stejny postup. Timto zptusobem nalezneme lexikograficky minimalni
spliujici ohodnoceni.

Priklad. Algoritmus pro zjistovani existence Hamiltonovské kruznice lze
pouzit na nalezeni nékteré z nich. Opét bychom mohli hledat kruznici, ktera
splnuje néjakou zjednoznactiujici podminku, ale pro jednoduchost to nebudeme
délat.

Postup je nésledujici. Jestlize graf obsahuje Hamiltonovskou kruznici, probi-
rame jeho hrany v néjakém poradi a odstranime kazdou hranu, jejiz odstranéni
vede opét na graf obsahujici Hamiltonovskou kruznici. Po probrani vSech hran
obsahuje graf pouze hrany, které tvori nékterou z Hamiltonovskych kruznic pi-
vodniho grafu.

Diukaz provedeme sporem. Postup zarucuje, Ze vysledny graf obsahuje ale-
sponn jednu Hamiltonovskou kruznici. Kdyby obsahoval jesté néjakou dalsi
hranu, pak odstranéni této hrany vede na graf s Hamiltonovskou kruznici. Tato
hrana tedy musela byt odstranéna v predchozich krocich algoritmu.

Jako dalsi pfiklad si uvedme optimaliza¢ni tlohy. Optimalizacni tlohy lze
snadno prevést na rozhodovaci dlohu tim, ze do vstupu tlohy doplnime dalsi
parametr, feknéme b. Ulohou pak je, zjistit, zda mezi pifpustnymi FeSenimi
existuje takové, na némz ma kriterialni funkce hodnotu aspoti (nejvyse) b. Re-
Seni puvodni ulohy lze ziskat opakovanym volanim uvedeného rozhodovaciho
problému metodou ptileni intervalu.

Nasledujici véta ukazuje zobecnéni uvedenych t¥i konstrukei pro libovolnou
tlohu na vypocet funkce.

Véta 2.1.2 Necht f : X7 — X5 je funkce, pro kterou je |f(w)| omezeno
polynomem od |w|. Necht # ¢ ¥1 U Xo je pomocny symbol a necht Ly =
{w#u ; (Fv)uv = f(w)}. Pak je jazyk Ly rozpoznatelny na TS v polynomidinim
case pravé tehdy, kdyz je funkce f(w) vycislitelnd v polynomidlnim case.
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Dukaz: Pokud je funkce f(w) vy¢islitelnd v polynomidlnim éase, pak lze pro
libovolné slovo w#u rozhodnout, zda patii do Ly tim, Ze vypocteme f(w) a
porovname u s pocateénim tsekem f(w) stejné délky.

Algoritmus pro vypocet f(w) s pomoci testovani podminek typu w#u €
Ly je nésledujici. Postupné konstruujeme prodluzujici se pocatecni tseky slova
f(w) poéinaje prazdnym slovem. Jestlize v néjakém kroku je doposud nalezeny
usek u, pak se pro vSechny symboly a € X zjisti, zda slovo w#ua patii do Ly.
Toto se muze stat nejvyse pro jeden symbol a. Pokud to nastane, pak ua je novy
pocatecni tsek f(w). Pokud zadny symbol a nespliiuje uvedenou vlastnost, je
f(w) =u.

Tento algoritmus vyzaduje nejvyse (|f(w)| + 1)|X2| testd, zda w#u € Ly
pro nékterd slova v délky nejvyse |f(w)| 4+ 1. Nechf otdzku, zda w#u € Ly
lze rozhodnout v ¢ase p(|w#ul), kde p je neklesajici polynom. Necht |f(w)| <
g(|wl), kde g je polynom. Pak popsany vypocet vyzaduje nejvyse

X2l (9(jw]) + 1) p(jw] + 1+ g(jw]) +1)

krokii. Vzhledem k tomu, Ze soucet, soucin a slozeni polynomt je polynom, je
véta dokdzana. O

2.2 Vypocetni modely

Jako zakladni vypocetni model pro teoretické zkoumani pouzijeme Turingtv
stroj. Divodem pro to je, Ze tento stroj lze velmi jednoduse simulovat pomoci
dalsich struktur, napfiklad pomoci Boleovskych obvodi. Tuto simulaci pozdéji
pouzijeme k dikazu existence NP-uplné tulohy. Pro porovnani slozitosti TS a
béznych pocitacu pak jesté pouzijeme RAM (random access machine).

2.2.1 Turinguv stroj

Jako vypocetni model pro feseni tloh pouzijeme Turingtv stroj. Budeme uva-
zovat jednopaskovy a vicepaskovy TS. Vicepaskovy stroj ma proti jednopés-
kovému vyhodu napiiklad pri kopirovani delsiho tseku pasky. Jednopaskovy
stroj musi opakované navstévovat vychozi a cilové misto kopirovani, protoze
miize pfendset jen omezeny pocet symbold ptfi jednom piechodu. Vicepaskovy
stroj muze kopirovanou ¢ast zapsat na pomocnou pasku a z ni pak prenést na
nové misto. Z tohoto divodu se jako standardni model pro definici vypoctové
slozitosti pouziva vicepaskovy stroj. V nékterych dikazech je ale vyhodnéjsi
pracovat s jednopaskovym strojem pro jeho jednoduchost, a proto popiseme
oba tyto stroje.

Jednopaskovy TS se sklada z jednostranné nekonecné pracovni pasky, ridici
jednotky a ¢teci hlavy na péasce. Paska se sklada z bunék (poli), z nichz kazda
muze obsahovat symbol pracovni abecedy I'. Abeceda I' obsahuje prazdny sym-
bol €.

Vstupni slovo je slovo v abecedé ¥ C I'\ {e}. Na pocatku vypocétu TS
predpokldadame, Ze vstupni slovo pro je zapsadno v pocateénim useku pasky a
ze vSechny ostatni buriky pasky obsahuji prazdny symbol . Pokud TS pocita
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funkci, predpokladame, Ze po skonceni vypoctu je vypoctend hodnota zapsana v
pocatecnim tseku pasky a zbytek pasky je prazdny. Pokud TS fesi rozhodovaci
ulohu, neni vystup zapsan na pasku a vystup je uréen koncovym stavem.

Vicepaskovy stroj obsahuje vstupni pasku, kterd je uréena pouze pro c¢teni,
libovolny pocet pracovnich pasek a pokud TS pocita funkci, mize obsahovat
vystupni pasku, kterd je urcena pouze pro zapis vysledku. Kazda z pasek TS
se sklad4a z jednostranné nekonecné posloupnosti bunék. Pripoustime, Ze rizné
pasky pouzivaji znaky rtznych abeced. Kazdé bunka kazdé pasky obsahuje
jeden znak prislusné abecedy, ktery muze byt prazdny. Pracovni abecedy na
paskich budeme znacit I', pripadné s indexy. Na pocatku vypoctu predpokla-
dame, Ze vSechny builky obsahuji prazdny symbol, kromé pocatec¢niho tiseku
vstupni pasky, ktery obsahuje vstupni slovo.

V nékterych pripadech budeme uvazovat rozdéleni pasky na stopy. Pokud
uvazujeme k stop, znamena to, ze kazdé pole pasky obsahuje k-tici symbolad z
abecedy I'1 x ... x 'y, kde T'; je abeceda i-té stopy. Turingtiv stroj ¢te vSechny
tyto symboly soucasné, ale pfi zapisu programu pro Turingiv stroj je budeme
rozliSovat.

Hlavy na paskach mohou ¢ist symbol na pozici, kde se pravé nachazi a mohou
tento symbol pfepsat jinym symbolem. Kromé toho se mtize hlava posunout o
jednu bunku vlevo nebo vpravo nebo zistat na misté. Pokud se stroj pokusi
provést krok vlevo na nejlevéjsi bunce pasky, skonci vypocet chybou.

Cinnost hlav na paskach je fizena ¥idici jednotkou, ktera se miize nachézet
v kone¢né mnoha stavech. Mnozinu stavi fidici jednotky budeme znacit Q.
Cinnost ¥idici jednotky je popsana piechodovou funkci. Jednopaskovy stroj s
mnozinou stavu () a abecedou na pasce I' ma prechodovou funkci

f:QxT'—-QxT x{-1,0,1},

ktera je obvykle pro nékteré vstupy nedefinovana a tato situace znamena ukon-
Ceni vypoctu. Piechodova funkce je interpretovéna tak, ze f(q,a) = (¢',d’,s)
znamena, Ze je-li vychozi stav ¢ a symbol ¢teny na péasce je a, bude zapsan na
pasku symbol o', ¥idici jednotka pfejde do stavu ¢ € @ a hlava se posune o
s poli vpravo, tedy ve skutecnosti vlevo, pokud s = —1. Pokud je ¢tené pole
pasky prazdné, je jako argument prechodové funkce interpretovano stejné jako
pole obsahujici € € I'. Prazdny symbol ¢ miize byt zapsan na pasku, ale kazdé
pole, do kterého byl zapsédn symbol, jiz zistava neprazdné po cely zbytek vypo-
¢tu. Usek pésky se symboly z abecedy I' tak pfesné uréuje, ktera pole jiz byla
pri vypoctu navstivena.

Prechodova funkce vicepaskového TS s k paskami s abecedami I'y, ..., g je
tvaru

f:QxTix.. T - QxTyx... Ty x{-1,0,1}*.

Jestlize f(q,(a1,...ax)) = (¢, (a},...a}),(s1,...5k)), je stav ¢ € Q opét vy-
chozi stav, jednotlivé symboly a; € I'; jsou symboly ¢tené na jednotlivych
paskach, stav ¢’ € @ je stav, do kterého Fidici jednotka piejde po provedeni
instrukee, symboly a; € T; jsou symboly, které budou zapsany na jednotlivé
pasky a ¢isla s; zaznamenévaji pro kazdou pasku zvlast, jak se ma posunout
¢teci hlava.
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Pro speciélni ucely se pouziva také nedeterministicky T'S, pro ktery je hod-
notou prechodové funkce obecné mnozina nékolika moznych akci. V tomto pii-
padé muze vypocet pokracovat kteroukoli z téchto pripustnych akci. Takovyto
TS se pouziva pro rozpoznavani jazyka a muze mit pro jeden vstup vice moz-
nych vypocéta. Vstupni slovo je prijato, pokud aleson jeden z moznych vypocta
je prijimajici. Nedeterministicky TS vyuzivd jedna moznych definic tfidy NP,
ale nebudeme tuto definici pouzivat.

Pii vypocétu TS zavisi v kazdé situaci dalsi krok na stavu fidici jednotky
a symbolech ¢tenych na paskach. Mnozina stavi () obsahuje jeden nebo dva
koncové stavy. Pro koncovy stav neni pfechodova funkce definovana. Pro vypo-
cet funkce staci jeden koncovy stav ¢y a jestlize do néj TS prejde, je vypocet
ukoncen jako korektni. Pokud TS dojde do stavu, ve kterém neni pfechodova
funkce definovana, ale neni to stav ¢4 vypocet konéi chybou. Pokud TS roz-
poznava jazyk, jsou koncové stavy ¢ a g_. Stav ¢y znamend prijeti slova a
vSechny ostatni stavy, kde je prechodova funkce nedefinovana véetné ¢_, zna-
menaji zamitnuti vstupniho slova. Jazyk rozpoznavany takovym TS je mnozina
vSech slov, které jsou strojem pfijaty.

Casova a prostorova mira slozitosti pro TS jsou definovany nésledovné.

Definice 2.2.1 Pro dany TS M a libovolné vstupni slovo w necht ¢y (w) ozna-
¢uje pocet krokt nutnych k vipoétu M pro w. Casovou slozitosti M pak rozu-
mime funkci tp7(n) definovanou jako

tar(n) = max{ty (w); |w| = n}

Definice 2.2.2 Pro dany TS M a libovolné vstupni slovo w necht sys(w) ozna-
¢uje maximum poctu poli navstivenych na jednotlivych pracovnich paskach bé-
hem vypocétu M pro w. Prostorovou slozitosti M pak rozumime funkei sps(n)
definovanou jako

syr(n) = max{sy/(w); |w| = n}

2.2.2 Random access machine

RAM (random access machine) je model pocitace, jehoz struktura pfipominé
strukturu béznych pocitact. Ukézeme, ze RAM lze simulovat pomoci TS v
polynomialnim case a ze TS lze simulovat pomoci RAM v linearnim ¢ase. To
dokazuje, ze mnozina tuloh, které jsou FeSitelné v polynomialnim case na RAM
a na TS jsou shodné.

Podobné jako TS se i RAM skldd4a z tidici jednotky Fizené programem a z
datové struktury, jejiz obsah je béhem vypoctu ménén. Datova strutura RAM se
sklada z nekonecné mnoha registr1, z nichz kazdy muze ulozit libovolné velké
celé cislo. Pocatecni hodnota vsech registrii je 0. Registry jsou ocislovany a

obsah i-tého registru pro i = 0, 1,2, ... budeme znacit r;. Cisla registrit odpovi-
daji adresam v operacni paméti pocitace. Kromé registra ma RAM piistup ke
vstupni posloupnosti ¢isel (v1,va,. .., v,). Ze vstupu do registrii a mezi registry

lze provadét presuny dat. Lze provadét zakladni aritmetické operace mezi libo-
volnymi registry a vysledek zapsat do libovolného registru. Lze testovat, zda
hodnota registru je kladné, nulova nebo zaporna. Lze provést podminény skok
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na zakladé vyhodnoceni nékterého z vyse uvedenych testli a lze provést také
nepodminény skok.

Program pro RAM je posloupnost instrukei 7y, 7, . .., m,. Ridici jednotka
provadi vzdy tu instrukci, jejiz pofadové ¢islo je ulozeno v ¢itaci instrukei s, tj.
instrukci 7. Pocateéni hodnota k je 1. Vétsina instrukci zvétsi x o jednicku.
Instrukce skokdi mohou nastavit x na libovolnou hodnotu danou programem.

Pfesny seznam instrukci a jejich vyznam jsou dany nasledujicimi tabulkami.
Aritmetické instrukce maji tfi parametry, které urcuji adresy dvou vstupnich
hodnot a adresu, kam méa byt zapsan vysledek. Budeme uvaZovat nasledujici
typy parametrd instrukei:

nazev parametr hodnota, se kterou se operace
provede

konstanta =1 ¢islo 1

primé adresace i T

nepiima adresace *i Tr

7

Parametry instrukci téchto tii typt budeme znacit «, 3,~. Budeme uvazovat
jesté dalsi typy parametri, které odkazuji do vstupni posloupnosti a mohou byt
téchto typi.

nazev parametr hodnota, se kterou se operace
provede

primé adresace 3 ;

nepiima adresace *i Uy,

k3

Parametr operace READ, ktery muze byt libovolného z téchto dvou typi, bu-
deme znagcit 6.

Instrukce Operand Vyznam

READ 0,3 B

COPY «, O 0 +— «

ADD a, B, vye—a+p

SUB a, B, ye—a—p0

MUL a, B, v —axf

DIV a, B, v < a/ 3 (zaokrouhleno vzdy k nule)
JUMP =1 K1

JPOS a,=1 if a>0then k<« 1

JZERO a, =1 if a=0then K<« 1

JNEG a,=1 if a<0then k<« 1

RETURN =1 zastavit vypocet a vydat hodnotu ¢

Obréazek 1: Instrukce random access machine.

Seznam instrukci RAM je na Obrazku 1. Pokud instrukce neméni x expli-
citné, znamend to, Ze se xk nahradi x + 1. Pokud nékterou operaci nelze provést,
napt. je-li adresa operandu zdpornd nebo je pozadovano déleni nulou, kondci
vypocet chybou. Pti ukoncéeni vypoctu instrukci RETURN zavisi vyznam vra-
ceného ¢isla na konkrétnim programu.
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Budeme uvazovat dva zpisoby méfeni ¢asu stroje RAM - jednotkovou a
bitovou (logaritmickou) miru. V jednotkové mife se provedeni kazdé instrukce
povazuje za jeden krok, nezavisle na velikosti ¢isel, se kterjmi instrukce pracuje.
V bitové mife se za slozitost provedeni instrukce povazuje celkovy pocet biti
ve dvojkovém zapisu vSech ¢isel ziicastnénych na provedeni instrukce, tj. véetné
adres operandi. Nazev miry logaritmicka je odvozen z toho, Ze délka binarniho
zapisu prirozeného (¢isla je zhruba rovna jeho dvojkovému logaritmu.

Jednotkova mira je pohodlnéjsi pfi odhadovani slozitosti konkrétnich algo-
ritmi. Tato mira je ovSem realistickou mirou slozitosti jen pro programy, které
pfi svém béhu pracuji s omezené velkymi Cisly.

Definice 2.2.3 Budeme tikat, Ze RAM pro teseni urcité ulohy spliuje polyno-
malni omezeni velikosti cisel, jestlize vsechna cisla kterd vzniknou béhem viypo-
¢tu magi absolutni hodnotu shora omezenou polynomem od poctu kroku vypoctu.

Absolutni hodnota vSech ¢isel pouzitych ve vypoctu délky t je pak nejvyse
t9() a délka jejich binarniho zapisu je tedy nejvyse logt©M) = O(logt). V
takovém piipadé se jednotkova a logaritmickd mira slozitosti lisi jen o logarit-
micky faktor, coz je pfi polynomidlni slozitosti algoritmu zanedbatelné. Navic,
v konkrétnich aplikacich se v takovém pripadé obvykle vSechna ¢isla pouzitéd pii
vypoctu vejdou do slov, s nimiz pocitac¢ pracuje, a pocet instrukci RAM je tedy
v linedrnim vztahu k pocétu skute¢nych instrukci pocitac¢e. Rovnost nemusi pla-
tit, protoze simulace jedné instrukce jednoho pocitace si mize vyzadat nékolik
instrukci druhého pocitace.

2.2.3 Booleovsky obvod

Booleovsky obvod je acyklicky graf, jehoZz vstupni uzly jsou pfifazeny n vstup-
nim proménnym a ostatni uzly jsou ohodnoceny logickymi spojkami z mno-
ziny, kterou budeme nazyvat baze. Baze miize byt libovolnd konec¢nd mnozina
Booleovskych funkci, ale pro jednoduchost budeme jako bazi uvazovat pouze
{A,V,—,0,1}. Nékteré uzly obvodu jsou urceny jako vystupni. Pokud ma ob-
vod n vstupnich a m vystupnich uzld, pocitd funkei {0,1}" — {0,1}™. Pocet
hran, které vedou do uzlu, ktery neni vstupni, je roven poc¢tu argumenti spojky,
ktera je uzlu prifazena. Pocet hran, které z uzlu vychéazi, neni omezen. Velikosti
obvodu se rozumi pocet uzld, kterym jsou pfifazeny nekonstantni spojky.

Véta 2.2.4 Libovolnou funkci f : {0,1}" — {0,1}™ lze vyjddrit obvodem veli-
kosti nejuyse m2m+2.

Diikaz: Predpokladejme nejprve m = 1 a dokazme indukci podle n, Ze pro
libovolnou funkei f : {0,1}" — {0,1} existuje obvod velikosti nejvyse 272 — 4.
Pron = 1je 2"t2—4 = 4 a tvrzeni je tedy zFejmé, protoze obvod bud neobsahuje
nekonstantni spojku nebo obsahuje jednu negaci. Pokud n > 2, vyjadiime f ve
tvaru

flxr, e, ... xn) =21 A f(Lzo, ..o xn) Vo A f(O 22, ..., 2y) -
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Kazdou z funkei f(1,z9,...,2,) a f(0,22,...,2z,) lze podle indukéniho pfed-
pokladu vyjad¥it obvodem velikosti nejvyse 271 — 4, tedy funkci f lze vyjadiit
obvodem velikosti nejvyse 2(2"+1 — 4) +4 = 2"*2 — 4, coz dokazuje indukéni
krok.

Funkci f : {0,1}" — {0,1}™ pro libovolné m lze vyjadfit obvodem, ktery
je tvofem m obvody, z nichz kazdy pocita jeden vystupni bit. Celkova velikost
takového obvodu je nejvyse m2"+2 a tvrzeni véty je tedy dokdzano. O

2.3 Zakladni t¥idy sloZitosti

Tridy jazyku, které popiseme v nasledujicich dvou definicich, jsou jednim ze
zékladnich typu tfid v teorii slozitosti. Slozitost konkrétnich tloh reprezentova-
nych jako jazyk nad konecnou abecedou lze vyjadrit tim, do které z téchto t¥id
patii a do kterych ne, kde t nebo s jsou funkce z urcité standardizované skaly
funkci jako napft. n¥, 2", on* pod.

Definice 2.3.1 Nechtt: N — N je libovolnd funkce. Pak DTIME(t) oznacuje
tridu jazyku definovanou ndsledovné. Jazyk L nad libovolnou koneénou abecedou
patii do DTIME(t) pravé tehdy, kdyz existuje TS M, ktery rozpozndvd L, a
¢asovd slozitost M spliiuge tar(n) = O(t(n)).

Definice 2.3.2 Necht s : N — N je libovolnd funkce. Pak DSPACE(s) ozna-
cuje tridu jazyku, kterd je definovdna nasledovné. Jazyk L nad libovolnou konec-
nou abecedou patii do DSPACE(s) prdvé tehdy, kdyz existuje TS M se vstupni
pdskou pouze pro c¢tent, ktery rozpozndvd L, a prostorovd sloZitost M splnuge

sp(n) = O(s(n)).

Ttida P reprezentuje tlohy, které jsou fesitelné v Case, ktery je omezen
polynomem od délky vstupu. Formalni definice je nésledujici.

Definice 2.3.3 -
P = | J DTIME(n).
k=1

Zde vyuzivame faktu, ze pro kazdy polynom p(n) stupné k plati p(n) =
O(nF). Analogicky budeme definovat t¥idu PSPACE.

Definice 2.3.4

PSPACE = | ] DSPACE(n).
k=1

2.4 Vzajemné simulace jedno a vicepaskového TS a RAM

K porovnéni vypocetni sily modeli se pouzivaji vzajemné simulace. Pokud miize
byt libovolny vypocet v jednom modelu simulovan vypoc¢tem v jiném modelu
bez podstatného nartstu slozitosti, znamena to, ze druhy model je alespon
tak silny jako model prvni. V této kapitole zformulujeme vysledky o simulaci
vicepaskového TS pomoci TS s jednou nebo dvéma paskami a dale simulaci
RAM pomoci TS a naopak. VétSinu tvrzeni v této sekci uvadime bez dukazu.
Chybéjici dikazy lze nalézt v ¢asti Vypoctova slozitost II.
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Véta 2.4.1 Kazdy vicepaskovy TS M lze simulovat

1. TS M’ se dvéma pracovnimi pdskami v abecedé {0,1},
2. TS M" s jednou pdskou

tak, Ze vypocet o t krocich je simulovdn

1. vgpoctem M’ délky O(tlogt) kroki,

2. vgpoctem M" délky O(t?) kroki.

Simulaci jednopaskového TS pomoci RAM lze provést nasledujicim zptiso-
bem.

Véta 2.4.2 Jestlize néjakd uloha je Tesitelnd na T'S v case t, pak je Tesitelnd na
RAM s jednotkovou mirou v ¢ase O(t). Simulujici stroj navic splriuje podminku
na polynomidlni omezeni velikosti cisel.

Diikaz: RAM pouziva rg a r; jako pomocné registry a do zbylych registri
uklada kédy znaki na pasce TS. V registru rg je vzdy adresa registru, ktery
obsahuje znak ¢teny hlavou TS. Posun hlavy o jedno pole vlevo nebo vpravo
se realizuje zmensenim nebo zvétsenim tohoto registu o jedna. V kazdém kroku
simulace RAM do registru r; zkopiruje pomoci nepiimého adresovani pres rg
kéd znaku ¢teného ¢teci hlavou TS a postupné od néj odecita jednicky a testuje
jej na nulu. Podle toho, po kolika krocich je r; = 0, rozlisi, jaky znak je na
pasce zapsan a muze podle toho rozvétvit vypocet. Jeden krok TS je realizovan
shora omezenym poctem instrukei, a poéet nutnych kroki je tedy O(t). Registr
ro je jediny registr, ktery mize nabyvat neomezenych hodnot a jeho hodnota je
nejvyse t + 2. Polynomiélni omezeni velikosti ¢isel je tedy splnéno. O

Pro obecnou simulaci RAM pomoci TS nebudeme nejprve piedpokladat
zadné omezeni velikosti ¢isel a pouzijeme tedy bitovou miru slozitosti.

Véta 2.4.3 Jestlize néjakd uloha je tesitelnd na RAM s bitovou (logaritmic-
kou) mirou sloZitosti b, pak je Fesitelnd na vicepdskovém TS v case O(b?).

Pokud RAM spliiuje polynomialni omezeni velikosti ¢isel, mizeme pouzit
jednotkovou miru slozitosti a plati nésledujici tvrzeni.

Véta 2.4.4 Jestlize néjokd uloha je tesitelnd na RAM s jednotkovou mirou
sloZitosti k a jestlize RAM spliiuje polynomidlni omezeni velikosti cisel, pak je
tato tloha Tesitelnd na vicepdskovém TS v ¢ase O(k?logk).

2.5 Simulace TS pomoci Booleovskych obvodi

Ukazeme, ze kazdy jazyk L € P lze rozpoznavat vhodnou posloupnosti Booleov-
skych obvodl polynomialni velikosti. Jestlize L C ¥*, je potfeba kddovat slova
v abecedé X pomoci posloupnosti 0,1, aby mohla byt vstupem Booleovského
obvodu. Pro konstrukeci obvodu, ktery simuluje TS, budeme uvazovat kédovani
abecedy I', ktera obsahuje prazdny symbol &, abecedu ¥ a vSechny symboly
pracovni abecedy TS.
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Definice 2.5.1 Necht I" je abeceda obsahujici znak ¢ pro prazdny symbol.
Kédovanim T’ nazveme libovolné prosté zobrazeni k : I' — {0,1}¢, kde d € N
spliuje 2¢ > |T'|. Jestlize w = ajas...am, a; € I' a m < n, pak definujme
kod, (k,w) = k(a1) ... k(am)k(e)" ™.

Ukazeme, Ze pro jazyk L, ktery lze rozpoznat v polynomialnim case, lze se-
strojit polynomialné velké obvody, které rozpoznavaji slova L ve vySe popsaném
kédovani.

Pro simulaci TS pomoci Booleovskych obvodi budeme potfebovat zaznam
aktualniho stavu vypoctu TS v kterémkoli kroku. Tento zidznam budeme na-
zyvat konfigurace a musi obsahovat stav fidici jednotky, obsahy vSech pasek a
polohy hlav na nich.

Definice 2.5.2 Necht M je jednopéaskovy TS s mnozZinou stavii ) a pracovni
abecedou I'. Konfigurace M v prostoru ¢ v nékterém kroku vypoctu je dvojice
slov z1...2¢ a y1...ye Slovo z1...x, € I'* je obsah prvnich ¢ poli pracovni
pasky. Slovo y1 ...y € (QU{e})’ budeme nazjvat stavovym slovem a je uréeno
nasledovné. Jestlize se ¢teci hlava M nachazi na pozici i, pak y; je stav M v
daném kroku vypoctu a y; = € pro j # i.

Symboly x; a y; v konfiguracich budeme kédovat pomoci bitl, pficemz ké-
dovani pro z; bude oznaceno k; a kddovani pro y; bude oznaceno ks.

Véta 2.5.3 Nechi L € P je jazyk nad abecedou X. Necht T’ je pracovni abe-
ceda TS, ktery rozpozndvd L v polynomidlnim case a ¥ C I'\ €. Zvolme libo-
volné kddovdni ky : T — {0,1}%. Pak existuje posloupnost Booleovskyjch obvodii
{CL}22 v bazi {A,V,—,0,1}, kterd spliuge:

1. Obvod C,, definuje funkci nd Booleovskych promeénnych.

2. Pro kazdé n € N a kazdé slovo w € ¥*, |w| < n plati w € L <=
Cy(kody, (k1,w)) = 1.

3. Pokud x € {0,1}™ nend tvaru kod,, (k1,w) pro Zddné slovo w € ¥*, |w| <
n, pak Cp(z) = 0.

4. Velikost obvodu C,, je omezena polynomem od n.

5. Obvod C, lze zkonstruovat algoritmem v case polynomidlnim od n.

Dikaz: 7 predpokladu plyne, Ze existuje TS M, ktery rozpoznava L v case,
ktery je omezen néjakym polynomem p(n). Protoze vicepaskovy stroj lze si-
mulovat jednopaskovym strojem v polynomidlnim case, miizeme piedpokladat,
ze M je jednopaskovy. Mnozinu jeho stavi oznac¢me (). Budeme pfedpokladat,
ze stroj pred ukoncenim vypoctu piesune hlavu na nejlevéjsi pozici na pasce.
Kromé toho budeme predpokladat, Ze po dosaZeni koncového stavu vypocet
formalné pokracuje déle, ale konfigurace se neméni.

Zvolme néjakou délku vstupu n a ozna¢me ¢ = p(n), coz je omezeni poctu
krokti vypoctu i poc¢tu poli pasky, které vypocet miize vyuzit. Vypocet stroje
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M pro konkrétni vstupni slovo w budeme reprezentovat tabulkou obsahujici
posloupnost konfiguraci. Kazda konfigurace bude tvofena dvéma tadky délky
£, které odpovidaji slovim x1...z¢ a y1...yr z Definice 2.5.2. Znaky téchto
slov budou kédovany pomoci vektoru bitd. Tabulka bude obsahovat ¢ dvojic
radka reprezentujici jednotlivé konfigurace. Znaky na Fadcich, které obsahuji
kopie pracovni pasky, budou kédovany pomoci kédovéni k; z predpokladt véty.
Znaky na Tadcich obsahujicich stavova slova jednotlivych konfiguraci budou
kédovana pomoci né&jakého kédovani ko : Q U {e} — {0,1}% pro vhodné ds.
Podle predpokladu dojde vypocet M do koncového stavu nejpozdéji po £ krocich
a pak se konfigurace neméni. Posledni fadek tabulky tedy obsahuje konfiguraci
s koncovym stavem.

Protoze M je deterministicky, lze kazdou konfiguraci v tabulce kromé prvni
odvodit z konfigurace pfedchozi. Tvrdime, Ze odvozeni aktualni konfigurace
z predchozi konfigurace lze provést lokalné, coz znamend, ze symboly x; a y;
v aktualni konfiguraci Ize odvodit ze symbold x;_1, x;, ;41 & Yi—1, Yi, Yi+1 pred-
chozi konfigurace. Pro jednoznac¢nost budeme x; a y; v aktualni konfiguraci
zapisovat jako z} a y).

Symbol z lze uréit nasledovné. Pokud je na i-té pozici stavového slova
ptedchozi konfigurace zapsan stav, tedy pokud y; € @, pak 2 je symbol zapsany
na pasku podle prechodové tabulky stroje M na zakladé z; a y;. Pokud y; = ¢,
pak se symbol na pésce na pozici i neméni a je tedy x} = z;.

Symbol y; stavového slova aktudlni konfigurace lze uréit nasledovné. Pokud
Yic1 = Yi = Yit1 = &, pak y; = . Pokud pro nékteré j € {i — 1,i,i + 1} je
y; € @ a prechodova funkce M urcuje presun ¢teci hlavy z pozice j na pozici
i, pak y, je stav uréeny prechodovou funkei. Pokud se ¢teci hlava presune na
jinou porzici nez 1, je y; = €.

Popsany vypocet 2 a y} na zédkladé x;_1, x;, Tit1 & Yi—1, Yi, Yi+1 lze vyjadiit
obvodem, jehoz vstupem jsou kédy ki(x;—1), k1(zi), k1(zit1), k2(yi—1), ko(v:),
ko(yi+1) a vystupem kédy ki(z}) a ko(y}). Tento obvod mé 3d; + 3ds vstupnich
bitd a di +ds vystupnich biti. Podle Véty 2.2.4 1ze pozadovanou funkci vyjadfit
takovymto obvodem velikosti nejvyse (dy +dy)23413%+2 Pro tcely dokazované
véty je tento odhad konstanta, protoze zavisi pouze na TS M a nezavisi na délce
vstupniho slova.

Pro vstupni slovo w € ¥*, |w| < n je prvni konfigurace tvofena obsahem
pracovni pasky wel=Iwl g stavovym slovem qoe’~!, které urcuje, ze stav Fidici
jednotky je pocatecni a ¢teci hlava je umisténa na prvni pozici. Prvnich n znaku
pracovni pasky zavisi na slové w. Pokud je w kratsi nez n znakt, vzniknou
tyto znaky doplnénim w na délku n prazdnymi symboly. Kéd prvnich n znakt
pracovni pasky tedy je kod,, (k1,w). Zbyvajicich £ — n znakt pracovni pasky a
znaky stavového slova na w nezavisi. Z hlediska obvodu, ktery konstruujeme,
jsou tedy kédy téchto znakt konstanty.

Popiseme jesté postup vypoctu kédu dalSich konfiguraci. Slova popisujici
jednu konfiguraci se skladaji z £ pozic, pficemz pozice i je popsana znaky z; a
;. Kody téchto znakd pro 2 < i < £ — 1 budou pocitat kopie vySe popsaného
obvodu, jejichz vstupem jsou bity popisujici pozice i — 1,4,¢ 4+ 1 predchozi kon-
figurace. Pro ¢ = 1 neobsahuje predchozi konfigurace pozici i — 1 a pro i = £
neobsahuje predchozi konfigurace pozici i+ 1. V téchto pripadech bude pozice i
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pocitdna obvodem, ve kterém jsou vstupni bity chybéjicich pozic nahrazeny li-
bovolnymi konstantami a které tedy zavisi pouze na 2d; + 2ds vstupnich bitech.
V tabulce je £ — 1 konfiguraci, které jsou pocitany timto zptsobem. Obvod pro
vypocet téchto konfiguraci tedy obsahuje (¢ — 1)¢ kopii vySe popsaného obvodu,
z nichz kazda ma velikosti nejvyse (dy + dg)23%1 134242 Celkova velikost obvodit
podcitajicich tabulku konfiguraci je tedy O(£2).

Jako dalsi krok je tfeba doplnit obvod, jehoZ vstupem jsou bity prvni pozice
ve stavovém slové posledni konfigurace a ktery vypocte vystupni bit hlavni ¢asti
obvodu podle stavu ridici jednotky, ktery je uréen posledni konfiguraci. Pokud
je tento stav prijimajici, je vystup 1, pokud je zamitajici, je vystup 0. Tim
vznikne obvod, ktery oznaéime C (), jehoz vstupni vektor bitt = € {0,1}"?
je tvoren kédem prvnich n pozic obsahu pracovni pasky v prvni konfiguraci.
Pokud je do vstupu obvodu dosazen kod,, (k1,w), pak vystup obvodu je 1 pravé
tehdy, kdyz w € L. Velikost obvodu C/, je O(£?) = O(p*(n)).

Pozadovany obvod C,, vznikne jako konjunkce obvodu C/, a obvodu, ktery
testuje, Ze vstupni vektor z je tvaru kod,(ki,w) pro néjaké w € ¥* |w| < n.
Tento test 1ze vyjadrit jako konjunkci nasledujicich podminek. Vstupni vektor
x je tvoren n bloky d biti. Prvni podminka je, Ze kazdy z téchto blokt kdduje
znak z mnoziny ¥ U {e}. Pro jeden blok lze tuto podminku ovéfit obvodem,
jehoZ velikost zavisi pouze na d, tedy pro vSechny bloky obvodem velikosti
O(n). Kromé toho je potfeba pro kazdé i = 1,...,n — 1 ovéfit implikaci, ze
pokud i-ty blok kéduje €, pak také ¢ 4+ 1-ni blok kéduje €. Pro kazdé ¢ lze tuto
podminku ovérit obvodem, jehoz velikost zavisi pouze na d, a pro cely vstup x
tedy obvodem velikosti O(n). Ovéreni konjunkce uvedenych podminek je tedy
také vyjadritelné obvodem velikosti O(n).

Velikost obvodu C,, je O(p?(n)) + O(n), tedy je omezena polynomem od n.
Protoze popsanou konstrukci lze provést v case polynomidlnim od n, je véta
dokazéna. O

3 Trida NP

Ttida NP je tfidou tloh, které maji nasledujici vlastnost. Pokud mé libovolna
instance tlohy kladnou odpovéd, pak tento fakt lze dolozit “dikazem”, ktery lze
zapsat jako posloupnost znakt nejvyse polynomialni délky vuci délce instance,
a navic, jeho spravnost lze ovérit v polynomialnim case. Smysl pojmu “dikaz”
v tomto pfipadé vysvétlime na piikladech.

Uvazme nejprve jiz diive zminény problém kliky v grafu.

Nazev:  Problém kliky.
Vstup: graf G = (V, E), dislo k.
Vystup: Existuje v G klika velikosti aspon k?

Mé-1i néjaka instance (G, k) této ulohy kladnou odpovéd, je tento fakt mozné
dolozit tim, Ze predlozime mnozinu k vrcholl, kterd tvori kliku. Tato mnozina
pak slouzi jako diikaz toho, Ze uvaZovand instance mé kladnou odpovéd. K
ovéreni toho, ze je diikaz spravny, staci ovérit, ze predlozend mnozina obsahuje
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aspon k prvku a je skutecné klikou. K tomu stacéi projit vSechny dvojice vrcholi
z mnoziny a ovérit, ze jsou spojeny hranou, coz lze provést v Case nejvyse
kvadratickém od poctu vrcholu grafu.

Jiny pfiklad je rozpoznévani Booleovskych formuli v CNF, které jsou spl-
nitelné, tj. jejich negace neni tautologie. Tento problém se oznacuje zkratkou
SAT, kterd odpovida anglickému slovu satisfiability, tj. splnitelnost.

Nazev:  Problém SAT.
Vstup:  Booleovska formule v CNF.
Vystup: Je dané formule splnitelna?

Zjisténi, zda dana formule je splnitelnd vyzaduje v obecném piipadé expo-
nencialné mnoho kroki. Pokud uz ale mame nalezeno ohodnoceni proménnych,
pro které je formule splnéna, mizeme se o spravnosti ohodnoceni snadno pie-
svédcéit i bez znalosti postupu, kterym bylo ohodnoceni proménnych nalezeno.
Ovéfteni toho, Ze dané ohodnoceni formuli spliuje, 1ze provést v ¢ase linedrnim
v délce formule.

V pripadé problému kliky bude dikazem libovolna klika velikosti alespon
k. V pripadé problému SAT je dikazem libovolné ohodnoceni proménnych,
které spliiuje danou formuli. Uvedené tlohy jsou typickymi reprezentatny tiidy
NP. Trida NP zobecniuje uvedené pfiklady v tom, ze jako “dtkaz” povolime
libovolnou posloupnost znaka a jako verifikaéni proceduru povolime libovolny
polynomidlni algoritmus.

3.1 Zavedeni NP pomoci existen¢ni kvantifikace

Protoze budeme pracovat s relacemi, je potieba zvolit néjaké kédovani pro
dvojice slov. Pro jednoduchost budeme libovolnou dvojici slov (z, y), kde x € ¥}
a y € X35 kédovat jako z#y, kde pfedpokladame, ze # ¢ X1 U Xs.

Jazyk, jehoz prvky jsou dvojice slov, budeme nazjyvat relaci. Relaci R na-
zveme polynomialné omezenou, jestlize existuje polynom p(n) tak, ze kdykoli
x#y € R, pak |y| < p(|x|). Misto polynomialné omezené budeme pro struc¢nost
psat p-omezena.

Definice 3.1.1 Jazyk L patii do NP pravé tehdy, kdyz existuje p-omezena
relace R € P tak, Ze pro kazdé slovo w plati w € L <= (3z) w#z € R.

Chceme-li podle této definice dokézat, ze problém kliky patii do NP, je
tfeba zvolit kddovani instanci, tj. dvojic (G, k), a mnozin vrcholi. Jako R pak
vezmeme mnozinu vSech dvojic w#w, kde w je kéd instance, v je kéd mno-
ziny vrcholi a navic, mnozina kédovana slovem v je klikou, ktera dava kladnou
odpovéd na instanci kddovanou slovem w. Lze snadno ovéfit, ze potfebné kédo-
vani lze zvolit tak, Ze ziskana relace R splinuje vsechny podminky definice 3.1.1.
Z toho plyne, Ze mnozina vSech instanci problému kliky, které maji kladnou
odpovéd, patii do NP.

Analogicky, problém SAT, tj. problém splnitelnosti Booleovskych formuli v
CNF, je v NP. K dtuikazu je tfeba zvolit vhodné kédovani formuli a vhodné ké-
dovani ohodnoceni proménnych. Pak utvorime relaci R, kterd bude obsahovat
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pravé vsechny dvojice w#wv, kde w je kéd formule a v je spliiujici ohodnoceni
jejich proménnych. Protoze potfebné kédovani lze zvolit tak, aby R spliiovala
podminky Definice 3.1.1, kde jako L bereme mnozinu vSech splnitelnych Boo-
leovskych formuli v CNF, patii problém SAT do NP.

Pro pozdéjsi pouziti zavedme jesté nasledujici t¥idu.

Definice 3.1.2 Libovolny jazyk L nad libovolnou abecedou ¥ patri do coNP
pravé tehdy, kdyz X* \ L patii do NP.

3.2 Polynomialni prevoditelnost

Definice 3.2.1 Rekneme, 7e jazyk L; v abecedé ¥; je polynomialné prevodi-
telny na Lo v abecedé Yo, jestlize existuje funkce f : X7 — X5 vycislitelnd v
polynomialnim cCase a takova, ze pro kazdé slovo w v abecedé ¥; plati

we L < f(w)€ Ly.

Misto polynomidlni prevoditelnost budeme pro stru¢nost psat p-
prevoditelnost. Vztah p-prevoditelnosti umoziuje prenaset polynomialni algo-
ritmy z jedné tlohy na jinou tlohu. Pfesna formulace je v nasledujici vété.

Véta 3.2.2 Je-li L1 p-prevoditelny na Lo a Lo € P, pak je také Ly € P.

Diikaz: Nechtf f(w) je vypocitatelna v ¢ase ps(|w|), kde ps je polynom. Necht
pro libovolné v lze rozhodnuti, zda v € Lo zjistit v ¢ase po(|v]), kde py je
polynom. Popisme polynomialni algoritmus pro rozpoznavéani L;. Pro vstup w
nejprve vypocitejme f(w) a pak rozhodnéme, zda f(w) € Lo. Protoze délka
f(w) je nejvyse pr(|wl), je celkovy Cas potfebny k tomuto vypoctu nejvyse
pr(Jw|) + p2(pr(Jwl)). Tim je véta dokdzana, protoze tento ¢as je polynomidlni.
O

Vztah p-prevoditelnosti je tranzitivni.

Véta 3.2.3 Jestlize Ly je p-prevoditelny na Lo a Lo je p-prevoditelny na Ls,
pak Ly je p-prevoditelny na Ls.

Diikaz: Necht p-prevoditelnost L; na Lo je realizovana funkci f; a p-
prevoditelnost Lo na Lg je realizovana funkci fs. PoZzadovanou p-pievoditelnost
L na L3 pak realizuje slozeni funkci fo(f1(w)), protoze

we L] <— fl(w) € Ly — fg(fl(’w)) S Lg.

Jesté ovérime, Ze uvedena slozend funkce je vydislitelna v polynomialnim case.
Je-li t1(n) ¢as vypoctu fi a to(n) éas vypoctu fo, pak t1(n) + ta(t1(n)) je horni
odhad ¢asu vypoctu fo(f1(w)). Tento odhad je opét polynom. O

Uvedme si jednoduché piiklady p-prevoditelnosti.

Véta 3.2.4 Problém SAT je p-prevoditelny na problém omezené splnitelnosti
momnotonni Booleovské formule.
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Diikaz: Necht ¢ je libovolnd Booleovskd formule ve CNF s proménnymi
Z1,...,Tn. Vytvoime monotonni formuli ¢’ s proménymi x1,...,Tn & Y1, ..., Yn,
ktera vznikne z ¢ nahrazenim kazdého vyskytu —x; za y;. Déle, necht " =
¢ NN (x; Vy;) a definujme funkci f tak, ze f(¢) je instance problému ome-
zené splnitelnosti monotonni Booleovské formule (¢”,n).

Pokud je ¢ splnitelnd ohodnocenim z; = a;, pak ¢” je splnitelné ohodnoce-
nim x; = a; a y; = —a;, ve kterém je pravé n jednicek. Tedy instance (¢”,n) je
splnitelna.

Na druhé strané, predpokladejme, Ze instance (¢”,n) je splnitelna, tedy, ze
formule ¢” je splnitelnd ohodnocenim x; = a; a y; = b;, které obsahuje nejvyse
n jednicek. Protoze pro kazdé i je splnéna disjunkce a; V b;, je pro kazdé ¢ praveé
jedna z hodnot a; a b; rovna 1, tedy plati b; = —a;. Z toho plyne, Zze ohodnoceni
x; = a; splnuje formuli ¢. O

Véta 3.2.5 Problém SAT je p-prevoditelny na problém kliky.

Diikaz: Necht ¢ = c1 A ... A ¢y, je libovolnd Booleovskéa formule v CNF, kde ¢;
pro i =1,...,m jsou jeji klausule. Napisme klausule ¢ pod sebe, pfi¢emz j-ty
literal i-té klausule budeme znacit /; ;. Dostaneme

c1 = 11,1 V 11,2 V...V ll,k1

Cco = 1271 V 1272 V...V lg’k2

Cy = lm,l V lm,g V...V lm,km

Uvazme graf, jehoz vrcholy jsou literaly v této formuli. Dva literaly jsou
spojeny hranou pravé tehdy, kdyz nejsou v téze klausuli a nejsou navzajem
komplementarni, tj. nejsou negaci jeden druhého. Tvrdime, ze v ziskaném grafu
je klika velikosti m pravé tehdy, kdyz vstupni formule je splnitelna.

Necht v grafu je klika velikosti m. Pak tato klika obsahuje po jednom literalu
z kazdé klausule. Navic, kazda proménna, kterd se v klice vyskytuje, se tam
vyskytuje bud jen positivné nebo jen negativné. Lze tedy zvolit ohodnoceni
proménnych takové, Ze vSechny literaly v klice jsou splnény. Je tedy splnéna
kazda klausule.

Nechf naopak je formule splnitelnd. Pak zvolme spliiujici ohodnoceni a v
kazdé klausuli vyberme jeden splnény literdl. Tyto literaly ziejmé tvoii kliku
velikosti m. O

Nazev:  Problém vrcholového pokryti

Vstup: Graf G = (V, E), ¢islo k.

Vystup: Existuje mnozina A C V nejvyse k vrcholt takova, Ze kazda hrana
G ma aspon jeden koncovy vrchol v A?

Véta 3.2.6 Problém kliky a problém vrcholového pokryti jsou na sebe navzdjem
p-prevoditelné.
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Diikaz: Pro libovolny graf G = (V, E) ozna¢me jako G jeho komplement, t;j.
graf G = (V, E), v némz jsou dva vrcholy spojeny hranou pravé tehdy, kdyz
nejsou spojeny hranou v G. Mnozinu vrcholti, z nichz zadné dva nejsou spojeny
hranou, nazveme nezavislou mnozinou.

Mnozina A C V je klika v G pravé tehdy, kdyz A je nezéavisla v G. To, Ze
A je nezavisld v G lze ekvivalentné vyjadfit tak, ze kazd4 hrana G m4 aspon
jeden koncovy vrchol ve V' \ A. Jinak feceno, A C V je klika v G préavé tehdy,
kdyz V \ A je vrcholové pokryti G. Protoze |A| > k plati pravé tehdy, kdyz
[V \ A] < |V] — k, mdme nésledujici polynomiélni pifevod problému kliky na
problém vrcholového pokryti.

Definujme funkci f, kterd libovolné instanci (G, k) problému kliky pfitadi
instanci problému vrcholového pokryti f((G, k)) = (G, |V|—k). Tvrzeni z pted-
choziho odstavce zaruéuje, ze v grafu G = (V| E) existuje klika velikosti aspon
k pravé tehdy, kdyz v grafu G = (V, E) existuje vrcholové pokryti velikosti
nejvyse |V| — k. Vychozi instance problému kliky mé tedy kladnou odpovéd
pravé tehdy, kdyz ziskana instance problému vrcholového pokryti ma kladnou
odpovéd.

Funkce f je vydislitelna v polynomidlnim case. Tim jsme dokazali p-
prevoditelnost problému kliky na problém vrcholového pokryti. Protoze funkce
f je inverzni sama k sobé, tj. f(f(w)) = w, je také problém vrcholového po-
kryti p-pfevoditelny na problém kliky. (Pokud w nekéduje dvojici graf a ¢islo,
dodefinujme tieba f(w) = w.) Tim je dikaz véty ukonéen. O

3.3 NP-uplnost

Definice 3.3.1 Jazyk L nazveme NP-Uplny, jestlize
1. L patii do NP;
2. kazdy jazyk v NP je na L polynomidlné pfevoditelny.

7 definice lze snadno dokéazat néasledujici tvrzeni, které ukazuje dulezitou
vlastnost NP-tplnych tloh.

Véta 3.3.2 Necht L je libovolnd NP-1ipind tloha. Pak L € P prdvé tehdy, kdyz
P =NP.

Diikaz: Pokud L €P, pak z druhé podminky na NP-iplnost a z Véty 3.2.2
plyne, ze kazda tloha z NP je v P.
Pokud P=NP, pak L € P, protoze L eNP. O

Ukazeme si priklady nékolika NP-uplnych tloh. Uvédomme si, ze kdyby
nékterd NP-tplna tiloha méla polynomialni algoritmus, pak vSechny tlohy v NP
by mély polynomialni algoritmus. Jinak feceno, bylo by P=NP. Toto se povazuje
za nepravdépodobné. Proto se dikaz NP-tuplnosti néjaké tulohy povazuje za
argument ve prospéch toho, Ze tloha neméa polynomialni algoritmus.

Problémem CSAT (circuit SAT) budeme rozumét tlohu pro dany Booleov-
sky obvod C(z1,...,x,) rozhodnout, zda existuje ohodnoceni vstupnich pro-
ménnych, pro které je vystup obvodu 1.



Vypocetni slozitost I, P. Savicky, 19. duben 2016 24

Véta 3.3.3 Problém CSAT je NP-uplng.

Diikaz: Necht L je libovolny jazyk z NP. Oznac¢me jako R nékterou relaci
podle Definice 3.1.1 pro jazyk L a necht p(n) je polynom, pro ktery je R p-
omezena. Necht {C), }°°, je posloupnost obvodu zaruéena Vétou 2.5.3 pro jazyk
R pii néjakém kédovani k : T' — {0,1}%, kde T' zahrnuje abecedu pro relaci R.
Pro dané slovo w ozna¢me m = p(|w|) a ozna¢me jako Cy obvod Cly|414m;
ve kterém jsou do prvnich d(|w| + 1) vstupti dosazeny konstanty odpovidajici
kédu slova w# a zbylé vstupy jsou volné. Obvod C, lze k danému slovu w
zkonstruovat v polynomidlnim ¢ase. Z omezenosti relace R polynomem p(|w]|)
plyne w#v € R = |v] < m. Obvod C,, ma dm vstupu. Z vlastnosti obvodu
Cluw|+14+m, které zarucuje Véta 2.5.3, plyne, ze pro libovolné = € {0, 1}9m plati

Cyp(r) =1 <= () (kod,,(k,v) =z Aw#v € R) . (6)

Definujme funkci f tak, ze f(w) = Cy. Z (6) plyne, ze funkce f ptrevadi pro-
blém w € L na problém CSAT smyslu p-pfevoditelnosti. Tim je tvrzeni véty
dokézano. O

Véta 3.3.4 Problém SAT je NP-uping.

Diikaz: Dokézeme, Ze problém CSAT je p-pfevoditelny na problém SAT.
Uvazme libovolny obvod C' s proménnymi z1,z3,...,2, v bazi {A,V,-} a
ozna¢me jako m velikost C'. Vypocetnim uzliim obvodu (uzlim, které odpovi-
daji spojkdm) pfifadime nové proménné yi,ya,. .., Ym. LTyto proménné budou
reprezentovat hodnoty jednotlivych vypocetnich uzld. P¥itom proménnou y,,
prifadime vystupnimu uzlu.

Zkonstruujeme formuli pc(z1,...,%n,91,.-.,Ym—1) v CNF, kterd bude
pravdivd pravé tehdy, kdyz proménné yi,...,¥m_1 jsou roviny hodnotam,
které maji jednotlivé nevystupni uzly C pifi vypoctu pro vstup zi,...,ZTn,
ktery dava na vystupu hodnotu 1. Existence ohodnoceni z1,...,z, pro které
je C(x1,...,2,) = 1 je pak ekvivalentni existenci ohodnoceni proménnych
Tlyeeey Ty Yly- - Ym—1 tak, ze po(T1, .. s Ty Y1,y oy Ym—1) = 1.

To, ze ¢ lze zkonstruovat v CNF plyne z toho, Ze ovéreni souhlasu hod-
not proménnych yi, ..., yn—_1 se skute¢nym vypoctem obvodu lze vyjadiit jako
konjunkci mnoha “lokélnich” podminek. Nejprve budeme pracovat se vSemi
proménnymi 1, Yy, - - . , Ym. Pro kazdy uzel obvodu vyjadiime podminku, ktera
vyjadfuje, ze hodnota jemu prislusné proménné souhlasi s hodnotami vstupi
uzlu a spojkou, kterou uzel pocita.

Nechf uzel pfifazeny proménné y, odpovidd konjunkci a necht jeho vstupy
jsou uzly prifazené proménnym ys a y;. V tom pfipadé potfebujeme vyjadrit
podminku y, = ys A y¢. Oznaéme tuto podminku jako .. Protoze vysledna
formule ma byt v CNF, vyjadfime v, nejprve jako

Yy = (yr — Ys /\yt) A (ys Nyt — yr)a
pak ekvivalentné jako

Ur = (Yr — ys) A(Wr = Y) A (Ys Ay — yr)
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a nakonec jako

Ur = (7yr Vys) A (2yr Vye) A (2ys Ve V).

Podobné vyjadiime formuli ¢, v pripadé, ze y, odpovidad disjunkci. V tom
pripadé dostaneme postupné

Y = (yr — Ys \/yt) A (ys Vy — yr)a

T;Z)r = (yT — Ys V yt) A (ys - yr) A (yt - yr)y
Ur = (2yr Vys V) A (s Vyr) A(2ye V yr).

Pokud ¥, odpovida negaci uzlu y,, pak dostaneme formuli

wr = (yr \ ys) A (_'yr’ \ _‘ys)'

Dosud zkonstruované formule nezavisely na vstupech obvodu. Pokud uzly pod-
Fizené uzlu y, jsou vstupy, lisi se konstrukce v tom, Ze misto proménnych y, a
y¢ pouzijeme prislusné proménné x1, ..., T,.

Necht oo =) A ..., kde o), ... ¢, vzniknou z 1)y, ..., 1, dosazenim
konstanty 1 za y,,. Tvrdime, Ze

C(x1,..yxn) = Fy1) oo (FYm—1) po(®1, - s Ty Y1y ooy Ym—1)- (7)

Zvolme néjaké ohodnoceni proménnych x1,...,x,. Jestlize je pro toto ohodno-
ceni C(z1,...,x,) = 1, pak kazdé z proménnych y1, . .. , ym—1 prifadme hodnotu
ji odpovidajiciho uzlu C. Tim dostaneme ohodnoceni proménnych y1, ..., Ym—1,
které spolu s y,, = 1 spliiuje vSechny lokdlni podminky a je tedy o = 1.

Ptredpokladejme naopak, ze pro zvolené ohodnoceni z1,xo,...,z, je prav-
diva formule (Fy1) ... (Fym—1)¥] A ... Al,. Vezméme nékteré ohodnoceni pro-
ménnych y1, ..., Ym, pro které je vnitiek formule splnén a ve kterém je y,, = 1.
Specialné, jsou splnény vsechny lokalni podminky. Ze splnéni lokalnich podmi-
nek lze dokézat indukci od vstupt az k vystupu, ze hodnota kazdé proménné
yr je rovna hodnoté prislusného uzlu. Protoze y,, = 1 je hodnota celého obvodu
C, dokazali jsme, ze C' dava pro zvolené ohodnoceni x1, ..., x, vystup 1. Tim
je pozadovana ekvivalence dokazana.

Z ekvivalence (7) plyne, Ze existence spliiujiciho ohodnoceni pro obvod C' je
ekvivalentni existenci splnujictho ohodnoceni pro formuli ¢¢. Poznamenejme,
Ze z toho neplyne, ze C' a ¢¢ jsou ekvivalentni.

Protoze konstrukci formule ¢ 1ze provést v polynomialnim case, dava tato
konstrukce p-prevoditelnost problému CSAT na problém SAT. Protoze CSAT
je NP-uplny, je také problém SAT NP-uplny. O

Dusledek 3.3.5 Problém SAT je v P pravé tehdy, kdyz P = NP.

Zkratka 3-SAT oznacuje problém SAT omezeny na formule, jejichz vSechny
klausule maji praveé tii literaly.

Véta 3.3.6 Problém SAT je p-prevoditelny na 3-SAT.
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Diikaz: Necht ¢y, c¢a,...,¢n jsou klausule libovolné instance problému SAT na
mnoziné proménnych U. Kazdou klausuli nahradime skupinou klausuli ze tii
literald, kterd mize obsahovat nové proménné. Pro klausuli ¢; pfiddme mnozinu
proménnych Uj, které se nebudou vyskytovat v zadné jiné klausuli.

Necht ¢; je slozena z jediného literalu a. Pak nové klausule budou (a Vv y; V
y2), (aV -1 V), (@Vyr Voys), (aV -y Vo) a U = {y1, 52}

Kazdé spliujici ohodnoceni puvodni formule spliiuje literal a a tedy také
vSechny nové klausule. Také naopak, kazdé ohodnoceni, které splituje nové
klausule, musi splnit i literdl a. To proto, Ze pro kazdou kombinaci hodnot
novych proménnych yi,¥ys je ve ¢tverici novych klausuli takova, v niz jsou oba
literaly z novych proménnych nesplnény.

Necht ¢; je tvofena dvéma literaly a1, as. Pak nové klausule budou (a1 VasV
y), (a1 V ag V —~y) a U; = {y}. Analogicky jako v pfedchozim pfipadé lze kazdé
splnujici ohodnoceni pivodni klausule rozsifit na spliiujici ohodnoceni novych
klausuli. Také naopak, jsou-li nové klausule splnény néjakym ohodnocenim, pak
je splnéna také klausule aq V as.

Je-li ¢; tvofena tfemi literaly, nechdme ji beze zmény.

Pokud je ¢; je tvofena k literdly aq,...,ax, kde k > 4, pak nové klausule
budou

(@1 VaaVuyr),(~y1VazVy),...,(Yk—aV ar—2V Yk—3), ("Yr—3 V ag_1V a)

aU; = {y1,...,yx—3}. Pokud jsou nové klausule splnitelné, pak je splnitelnd
i pavodni klausule, protoze ji lze z novych klausuli odvodit pomoci rezoluce.
Predpokladejme nyni, ze je ptvodni klausule splnéna néjakym ohodnocenim
a dopliime ho tak, aby splnilo i nové klausule. Vyberme néktery ze splnénych
literalt a oznac¢me jej a,.. Tento literal je obsazen v jedné z novych klausuli, ktera
je tedy také splnéna. Ostatni nové klausule splnime tak, Ze klausule obsahujici
literdly as s indexem 2 < s < 7, splnime ohodnocenim y,_; = 1 a klausule
obsahujici literaly as s indexem r < s < k — 1, splnime ohodnocenim y;_5 = 0.
O

Dusledek 3.3.7 Problém 3-SAT je NP-uplng.
Diikaz: Tvrzeni je dlisledkem Vét 3.3.4 a 3.3.6. O

Poznamenejme, Ze v dikazu Véty 3.3.4 je zkonstruovana formule, jejiz
klausule maji délku nejvyse 3. K prevedeni otazky splnitelnosti této formule na
3-SAT tedy neni potieba 3.3.6 v plné obecnosti, ale sta¢i pfipady pro klausule
délky nejvyse 3.

Jiz dfive jsme dokézali, Ze problém SAT je p-pfevoditelny na problém kliky
a Ze problém kliky je p-prevoditelny na problém vrcholového pokryti. Z tran-
zitivity p-prevoditelnosti a z toho, ze SAT je NP-uplny plyne téz NP-tuplnost
problému kliky a vrcholového pokryti.
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3.4 Dalsi priklady NP-uplnych tuloh
3.4.1 Problém presného 3-pokryti

Nazev:  Problém presného 3-pokryti

Vstup: Konecnd mnozina X, jejiz velikost je délitend 3, a systém M né-
kterych jejich triprvkovych podmnozin.

Vystup: Existuje podsystém M’ C M tak, Zze mnoziny v M’ jsou disjunktni
a jejich sjednoceni je X, jinak feceno, ze kazdy prvek X je obsazen
pravé v jedné trojici M'?

Véta 3.4.1 Problém presného 3-pokryti je NP-uplngy.

Diikaz: Uloha je v NP, protoze ovéfit splnéni podminky pro libovolnou uhod-
nutou podmnozinu M’ lze v polynomialnim case.

Dale dokazeme, ze 3-SAT je p-prevoditelny na problém presného 3-pokryti.
Uvazme libovolnou instanci 3-SAT v podobé formule na n proménnych
r1,T9,...,T, obsahujci klausule ¢y, ca, . . ., ¢;,. Zkonstruujeme instanci presného
3-pokryti, ktera bude mit feseni pravé tehdy, kdyz uvazovana formule je splni-
telnd. Mnozina X se bude sklddat z prvk® popsanych v nasledujici tabulce

Uij, Ui; prot=1,2,...,naj=12...,m
a;j, bi; proi=12,...,naj=12,...,m
Tjs Sj proj=12,...,m

ek, fr prok=1,2,....mn—m

Mnozinu M zkonstruujeme po ¢astech.

Prvni ¢ast P nazvéme “ohodnoceni proménnych”. Tato ¢ast se bude skla-
dat z podskupin odpovidajicich jednotlivym proménnym. Pro proménnou z;
budeme mit skupiny trojic 1; a F;. Skupinu 7; tvori trojice

{7, aij,bij} pro1 < j<m.
Skupinu F; tvori trojice
{uij,aij-1,ij} prol < j <m.

Odecitani jednicky v indexu v a; j_1 bereme cyklicky, tj. 0 povazujeme za rovnou
m.

Prvky a;; a b; j, 1 < j < m budou nélezet pouze do trojic skupin 7; a F;.
S pomoci toho ovérime, Ze libovolné presné 3-pokryti musi obsahovat pravé m
trojic z T; U F;, konkrétné bud vSechny trojice z T; nebo vSechny trojice z F;.

Lemma 3.4.2 Jestlize M vznikne z P priddnim trojic, které neobsahuji prvky
a; j,bij, pak libovolné presné 3-pokryti M' vybrané z M obsahuje pro kaZdé i
bud celou F; a Zddnou trojici z T; nebo naopak celou T; a Zddnout trojici z F;.

Diikaz: Uvazme néjaké pfesné pokryti mnoziny X trojicemi vybranymi z M
a zvolme libovolné i = 1,2,...,n. Prvek a;; mize byt pokryt bud trojici
{1 1,a;1,bi1} nebo trojici {u;2,a;1,b;2}. Uvazme nejprve druhou moznost.
Pak trojice {u;2,a;2,b;2} nemize byt pouzita, a proto prvek a;» musi byt
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pokryt trojici {u;3,a;2,b;3}. Pak ovSem {4;3,a;3,b;3} nemize byt pouzita a
prvek a; 3 musi byt pokryt trojici {u; 4, a;3,b;4}. Takto postupné dostaneme,
Ze jsou pouzity vSechny trojice F; a zadna trojice T;. Kdybychom na zacatku
predpokladali, ze k pokryti a; 1 je pouzita trojice {; 1, ai1,b; 1}, dostali bychom
analogickym postupem, Ze jsou pouzity vSechny trojice T; a Zadna trojice Fj.
O

Vsimnéme si, ze je-li z T; U F; pouzita skupina T}, zistavaji touto skupinou
nepokryté prvky w;1,u;2,...,u;m. Je-li pouzita skupina Fj, zlstavaji touto
skupinou nepokryté prvky u; 1, U2, . . ., Ui m.

Dokéazany fakt vyuzijeme k tomu, Ze z libovolného ptesného 3-pokryti vy-
braného z M odvodime urcité ohodnoceni proménnyjch z;. V tomto ohodnoceni
budou pravdivé ty literaly, které nejsou pokryty. Ohodnoceni uréené M’ C M
bude takové, Ze proménné x; pfifadi hodnotu true, jestlize M’ obsahuje T; a
hodnotu false, jestlize M’ obsahuje Fj;. Dalsi ¢asti M budou zvoleny tak, Ze o
tomto ohodnoceni bude mozné dokézat, Ze spliiuje vychozi formuli.

Druhou ¢ast M nazvéme “ovéreni splnitelnosti” a ozna¢me K. Sklada se z
podskupin, které odpovidaji jednotlivym klausulim c¢;. Klausuli ¢; odpovidaji
trojice

{wij,r;, 85}, jestlize z; je literdlem c;

{t@;,5,75,58;}, jestlize —x; je literdlem c;.

Protoze kazdé klausule obsahuje tri literaly, obsahuje skupina K pro kazdé j
pravé tii trojice obsahujici prvky r;,s;. Prvky r;, s; nebudou pokryty zadnou
trojici mimo skupinu K. Prestoze M jesté neni celd zkonstruovana, miizeme na
zékladé jiz popsanych ¢asti a za uvedeného predpokladu dokazat, Ze existence
pfesného 3-pokryti M’ vybraného z M implikuje existenci spliiujiciho ohodno-
ceni.

Lemma 3.4.3 Jestlize M wvznikne z P U K priddnim trojic meobsahujicich
a;j,bij,rj,8; a lze vybrat presné 3-pokryti M', pak je formule ¢y A ... A ¢y
splnitelnd.

Diikaz: Libovolné piesné 3-pokryti M’ C M musi obsahovat pro kazdé j pravé
jednu trojici z K pokryvajici prvky r;, s;. Podle uvedeného piedpokladu k tomu
lze pouZit pouze trojice ze skupiny K. Pokryti M’ tedy obsahuje jednu z nich.
Tato trojice obsahuje prvek u; ; nebo #; ; pro nékteré i. Tento prvek odpovida
podle konstrukce K nékterému literdlu klausule c;. Protoze tento prvek je po-
kryt trojici z K, nemize byt pokryt zadnou trojici z 7; U F;. Z toho plyne, Ze
jestlize je to prvek w;;, pak M’ nemize obsahovat F;. Obsahuje tedy skupinu
T;, coz znamena, ze vysSe zkonstruované ohodnoceni pfifazuje x; = true. Pro-
toze klausule ¢; obsahuje literdl x;, je vySe popsanym ohodnocenim splnéna.
Analogickou tivahou dostaneme, ze klausule c; je splnéna, jestlize trojice z K,
ktera pokryva rj,s;, je trojice {@; ;,r;j,s;}. V tomto ptipadé klausule ¢; obsa-
huje —z;, M’ obsahuje F; a x; = false. ProtoZe tuto ivahu mtiZeme udélat pro
kazdé j = 1,2,...,m, jsou splnény vSechny klausule. O
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Posledni ¢ast M nazveme “dokonceni” a oznac¢ime D. Tato skupina obsahuje
trojice

{wij e fryprol <k <mn—m, 1<i<n, 1<j<m

{tij e fryprol <k <mn-m, 1<i<n, 1<j<m

Nyni mtizeme shrnout, ze

n n
M=|JTiu|JFUKUD.
i=1 i=1
7 Lemmatu 3.4.3 ke konstrukci T;, F; a K plyne, ze kazdé pfesné 3-pokryti
vybrané z M urcuje spliiujici ohodnoceni vychozich klausuli. Dokazme jesté, ze
existence spliiujictho ohodnoceni implikuje existenci pfesného 3-pokryti.

Lemma 3.4.4 Pokud je formule c1 A\ ... A ¢, splnitelnd, pak lze vybrat presnée
3-pokryti M' C M.

Dikaz: Jestlize mame néjaké ohodnoceni proménnych, které spliiuje vy-
chozi klausule, zkonstruujeme pfesné 3-pokryti takto. Nejprve pro kazdé ¢ =
1,2,...,n vybereme vSechny trojice z T; nebo vSechny trojice z F; podle toho,
jakou hodnotu mé proménnd z;. Tim jsou pokryty vSechny prvky a;; a b;; a
celkem mn prvki z 2mn prkvi u; ; a u; ;. Dale pro kazdé j = 1,2,...,m vy-
bereme v klausuli ¢; jeden ze splnénych literalt. Je-li to literdl x;, je x; = true.
V pfedchozim kroku tedy byla vybrana skupina 7; a ne Fj, a tedy prvek u; ;
je doposud vybranymi trojicemi nepokryty. Ze skupiny K tedy miZzeme vybrat
trojici {w; j,7j,s;}. Je-li z ¢; vybran literdl —z;, mizeme analogickou tvahou
z K vybrat trojici {;,r;,s;}. Tim jsou pokryty vSechny prvky r; a s; pro
Jj=1,2,...,m a zarovenn m dalsich prvki wu;; a #; ;. Zbyvajicich mn —m z
téchto prvku ocislujeme ¢isly 1,2, ..., mn —m. Prvek s ¢islem k pak pokryjeme
spolu s prvky ex a fi prislusnou trojici z D.

Tim jsme pokryli vSechny prvky X a kazdy pravé jednou. Pozadovana im-
plikace je tedy dokazéana. O

Mnozina M obsahuje
2mn + 3m + 2mn(mn —m)

trojic a byla zkonstruovana explicitné na zakladé instance 3-SAT. Na zdkladé
toho lze snadno ovérit, ze M miize byt zkonstruovana v polynomialnim case.
O

3.4.2 Problém batohu a puleni

Nazev:  Problém batohu
Vstup:  Pfirozené éislo n, pfirozena ¢isla (vahy) vy, ve, ..., v, a cilovd vaha
b

Vystup: Existuje I C {1,2,...,n} tak, ze }_;,c;v; = b7
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Véta 3.4.5 Problém batohu je NP-uplny.

Diikaz: Ukazeme, ze problém pfesného 3-pokryti je p-pfevoditelny na pro-
blém batohu. Vezméme libovolnou instanci problému pfesného 3-pokryti urce-
nou néjakymi mnozinami X a M. Bez (ijmy na obecnosti pfedpokladejme, ze

X ={1,2,...,m}. Je tieba zvolit n, vdhy vy, vs,...,v, a cilovou vahu b tak,
aby podmnozina I C {1,2,...,n} s vlastnosti ) ;c;v; = b existovala pravé

tehdy, kdyZz vychozi instance problému presného 3-pokryti mé reSeni.

Zvolme n = |M|anecht M = {t1,t,...,t,}. VAhu v; odvodime od trojice ¢;.
Vahy popiseme ve dvojkové soustavé jako ¢isla, jejichz zapis je slozen z m bloki
délky d = |logn]| + 1. Pocet bloki je m, protoze jednotlivé bloky odpovidaji
prvkim X. Necht t; = {j1, j2, j3 }. Pak ¢islo v; mé ji-ty, jo-ty a js-ty blok tvaru
09=11 a ostatni bloky budou mit tvar 0¢. Délka bloku d je zvolena tak, aby pfi
s¢itani zddné mnoziny ¢isel v; nedoslo k prenosu jednic¢ky z zddného bloku do
bloku vyssiho. Zvolena délka sta¢i proto, ze mame n ¢isel v;. S¢itame-li tedy
néjakou skupinu ¢isel v;, bude pocet jednicek, které se seCtou v jednom bloku,
nejvyse n. To je ¢islo, jehoz zépis se vejde do d = |logn| + 1 bindrnich éislic.

Necht M’ C M je n&jaky podsystém M. Necht I C {1,2,...,n} je mnozina
indexti prvka z M’, tj. M' = {t;;i € I}. Sec¢teme-li v8echna ¢isla v; pro i € I,
pak v j-tém bloku souc¢tu bude soucet j-tych bloki ¢isel v; pro ¢ € I. Protoze
j-t blok v; je 09711 pokud j € t; a 07 jinak, bude v j-tém bloku souétu pocet
vyskytll 7 v mnozinach z M’. Pfesnéji, pokud podsystém M’ obsahuje k mnoZin,
které obsahuji j, bude v j-tém bloku souctu binarni zapis Cisla k. Specidlné,
pokud jsou mnoziny v M’ disjunktni a jejich sjednoceni pokryva celou X, ma
kazdé &islo j pravé jeden vyskyt v mnoZinich z M’, a tedy uvazovany soucet
bude ve vSech blocich obsahovat 04 11. Toto &islo ozna¢me b.

Tim je potiebna instance problému batoh zkonstruovana. Cislo b bylo zvo-
leno tak, ze ma-li vychozi instance problému piesného 3-pokryti feSeni, pak i
zkonstruovana instance problému batohu ma feSeni. Dokazme opacnou impli-
kaci.

Piedpokladdejme, zZe pro néjakou mnozinu I je > ;c;v; = b. Protoze pfi
s¢itani nedochézi k pirenostim mezi bloky, jsou cisla v;, ¢ € I nutné takova, ze
plati nasledujici. Pro kazdé j = 1,2,...,m existuje pravé jedno i € I tak, ze
j-t blok v; obsahuje 09~ 11. Jinak fedeno, pravé jedna z trojic M’ obsahuje j.
To znamena, ze vychozi instance problému presného 3-pokryti méa feseni.

Zbyvé ukézat, ze vSechna cisla, kterd jsou soucasti konstruované instance
problému batohu lze zkonstruovat v polynomialnim ¢ase od velikosti vychozi
instance pfesného 3-pokryti. To plyne z toho, ze binarni zapisy téchto cisel byly
popsany explicitné na zakladé trojic M a z toho, Ze pocet Cisel v; i jejich délka
jsou omezeny polynomem od velikosti vychozi instance. O

Nazev: Problém puleni
Vstup:  Pfirozené ¢islo n a pfirozend ¢isla (véhy) vy, ve,. .., vp.
Vystup: Existuje I C {1,2,...,n} tak, Ze > ;c;0; = 2 30 v;?

Pokud feSeni existuje, pak je také > ;c;vi = > ;g7 vi. Jde tedy o rozdéleni
na dvé stejné veliké casti.
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Véta 3.4.6 Problém pulent je NP-uplng.

Diikaz: Pievodem z problému batohu. Necht &isla vy, ..., v,, b uréuji instanci
problému batohu. Pro dostate¢né veliké ¢islo M uvaZme instanci problému pu-
leni ve tvaru
n
<m,“,%JW—bJJ—§:w+b> (8)
i=1
Polovina souctu ¢isel v této instanci je M. Soucet poslednich dvou ¢isel je
2M — 7 v;. Pokud zvolime

n
M > Zvi s
i=1

dostaneme .
oM — > v > M
i=1

a tedy posledni dvé ¢isla v (8) nemohou byt soucasné v jedné éasti. Ke splnéni
vysSe uvedené nerovnosti zvolme M = > ; v; + 1.

Pokud existuje feseni ulohy piileni (8), pak uvazme tu ¢ast, kterd obsahuje
M —b. Spolu s M —b musi v této ¢asti byt podmnozina Cisel v, v, . .., v,, které
davaji v souctu b. Existuje tedy i feseni vychoziho problému batohu.

Provedenim uvedené konstrukce v opacném sméru dostaneme implikaci, Ze
z existence TeSeni vychoziho problému batohu plyne existence feSeni problému
ptleni (8).

Protoze (8) lze zkonstruovat v polynomidlnim case, dokdzali jsme p-
prevoditelnost problému batohu na problém pitleni. O

3.4.3 Problém Hamiltonovské kruzZnice

Nazev:  Problém Hamiltonovské kruznice

Vstup: Graf G = (V. E).

Vystup: Existuje v G uzaviend cesta, kterd prochézi kazdym vrcholem
pravé jednou?

Véta 3.4.7 Problém Hamiltonovské kruznice je NP-uplny.

Diikaz: Dokézeme, Ze problém vrcholového pokryti je p-prevoditelny na pro-
blém Hamiltonovské kruznice. Necht (G = (V, E), k) je libovolnd instance pro-
blému vrcholového pokryti. Bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze
graf neobsahuje vrcholy stupné 0, protoze vrcholy stupné 0 lze vypustit beze
zmény odpovédi.

Budeme konstruovat graf G’ = f((G,k)) nésledovné. Pokud G obsahuje
nejvyse k vrcholti nenulového stupné, bude G’ libovolny pevné zvoleny graf
obsahujici Hamiltonovskou kruznici. Protoze G v tomto pfipadé urcité obsahuje
vrcholové pokryti velikosti nejvyse k (napiiklad vSechny vrcholy), splni f v
tomto pripadé podminku na pozadovanou prevoditelnost.
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Pokud G obsahuje vice nez k uzlti nenulového stupné, zkonstruujeme graf
G’ s k + 12| E| vrcholy nasledovné. V G’ bude k pomocnych vrcholt vy, . . ., vy.
Dalsi vrcholy G’ je vyhodné povaZovat za body v celoéiselné miizi popsané
dvéma soutadnicemi. O¢islujme hrany grafu G od 0 do |E| — 1 a vrcholy od
0 do |V| — 1. Necht e je ¢islo hrany a vy, vy jsou ¢isla jejich vrchold. Hrané e
pfitadime body [v1,6e + i] a [ve,6e + i] pro ¢ = 0,...,5, které budou vrcholy
grafu G’. Mezi témito vrcholy vytvorime hrany

([v1, 6e + 0], [ve, 6e + 2])
([v1, 6e + 2], [ve, 6e + 0])
([v1, 6e + 3], [ve, 6e + 5])
([v1, 6€ + 5], [ve, 6e + 3])

a déle hrany ([v;,6e + ], [v;,6e + ¢+ 1]) pro j = 1,2 a ¢ = 0,...,4. Body
odpovidajici jedné hrané lze rozdélit na dvé skupiny po 6 bodech se stejnou
prvni souradnici. Body v kazdé z téchto dvou skupin tvori cestu délky 6, ktera
je spojena ¢tyfmi hranami s body ve druhé skupiné.

Jestlize v je vrchol stupné d v grafu G, pak z ného vychazi d hran, kterym
v G’ odpovida celkem 12d bodt. Polovina z téchto bodt, tj. 6d, ma prvni
soufadnici v. Tyto body tvoii d cest délky 6 popsanych vySe. Téchto d cest
propojime d — 1 dalsimi hranami do jedné cesty, na které jsou body usporadany
vzestupné podle hodnoty druhé souradnice. Tuto cestu oznac¢ime C(v) a za jeji
prvni (posledni) vrchol budeme povazovat vrchol s nejmensi (nejvétsi) druhou
soutfadnici. Rozlieni prvniho a posledniho bodu je jen pomocné, protoze cesta
je sloZena z neorientovanych hran.

Timto zptisobem jsme ziskali |V| cest C(v) odpovidajicich jednotlivym vr-
choltim v € V. Graf G’ dokoné¢ime tim, Ze prvni i posledni bod kazdé z téchto
cest spojime se vSemi vrcholy vq,...,v,. Celou konstrukci grafu G’ lze provést
v polynomidlnim case.

Dokézeme jesté, ze v G’ je Hamiltonovska kruZznice pravé tehdy, kdyz v
puvodnim grafu G existovalo vrcholové pokryti velikosti nejvyse k. Pokud v G
existuje vrcholové pokryti velikosti nejvyse k, pak jej doplnime na vrcholové po-
kryti U C V velikosti pravé k. Oznacme vrcholy U jako uq, ..., u; v libovolném
poradi.

Hamiltonovskou kruznici v G’ dostaneme ve dvou krocich. V prvnim kroku
spojime pro kazdé i = 1,...,k vrchol v; s prvnim uzlem cesty C(u;) a posledni
uzel C(u;) spojime s vrcholem v; 41 (brano cyklicky). Tim ziskdme v G’ uza-
vienou cestu, kterd prochazi v8emi vrcholy v; a cestami C(u;), ale neprochézi
cestami, které odpovidaji vrcholtim z V' \ U. Ve druhém kroku cestu upravime
tak, aby prochéazela vSemi body. Kazdy bod, kterym cesta neprochézi, ma tvar
[v,e+1], kde v € V' \ U, e je ¢éislo nékteré hrany vychazejici z v ai € {0,...,5}.
Necht u je druhy vrchol hrany e. Tento vrchol patii do U a dosud zkonstruovana
cesta tedy obsahuje cestu C'(u), kterd prochéazi body [u,e +i] proi=1,...,5.
Hranu ([u, e+2], [u, e+3]) z konstruované cesty vypustime a nahradime ji cestou
[u,e+2], [v,e+0],...,[v,e+5], [u, e+3]. Opakovanim tohoto postupu dostaneme
uzavienou cestu, kterd prochazi vSemi vrcholy (body) G'.
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Pokud v G’ existuje Hamiltonovska kruznice, musi prochdzet vsemi vrcholy
v;. Pokud tyto body a z nich vychézejici hrany vypustime, dostaneme k tseki.
Z vrcholi v; vedou hrany jen do koncovych bodu cest C(u) pro u € V. Proto
kazdy ze ziskanych tsekt za¢ind v nékterém koncovém bodé nékteré cesty C(u).
Rozborem moznosti, jak miize cesta grafem prochézet, lze ovérit, ze tsek, ktery
za¢ind v koncovém bodé cesty C(u) konéi ve druhém koncovém bodé cesty
C'(u). Protoze mame celkem k usektt Hamiltonovské kruznice, lze najit k vrchola
ui,...,u grafu G tak, ze i-ty usek za¢ina a konéi v koncovych bodech C(u;).
Z tvaru grafu G’ dale vyplyva, Ze i-ty tsek Hamiltonovské kruznice se miize
od C(u;) lisit jen v tom, Ze nékteré hrany C(u;) jsou vypusStény a nahrazeny
“odbo¢kami” pravé v tom tvaru, jaky byl pouzit v prvni ¢asti dtikazu véty. Usek
Hamiltonovské kruznice odvozeny z cesty C(u;) tedy miize prochazet pouze témi
body, které maji jako prvni soufadnici bud u; nebo néktery vrchol, ktery je s u;
spojen hranou v G. Kazdy bod v grafu G je prvni souradnici alesponn jednoho
bodu G’ a timto bodem prochdzi néktery tisek Hamiltonovské kruznice. Vrchol

v je tedy bud nékterym z bodid uq,...,u; nebo je s nékterym z téchto bodu
spojen hranou v G. Z toho plyne, Ze vrcholy ui,...,ug tvori vrcholové pokryti
G. O

3.4.4 Problém obchodniho cestujiciho

Nazev:  Problém obchodniho cestujiciho

Vstup: Symetrickd matice nezdpornych ¢isel {di,j}ﬁjzl s nulami na dia-
gonale, ¢islo M

Vystup: Existuje permutace 7 : {1,...,n} — {1,...,n} tak, ze pfi dodefi-
novani m(n + 1) = w(1) plati

Zdﬂ(i)ﬂr(’i-‘rl) <M?
=1

Existuje nékolik variant této tlohy podle toho, jaké dopliujici pozadavky
spliiuje matice ¢isel d; ;:

1. obecné tloha, kdy nejsou kladeny zadné dalsi pozadavky;

2. metrickd varianta, kdy pozadujeme splnéni trojihelnikové nerovnosti
(dij < dig +dpj);

3. Euklidovskd varianta, kdy jsou zaddny body Ai,..., A, v roviné a d; ; je
vzdalenost A; a A;.

Vsechny tyto varianty jsou NP-tézké, tj. kazda tdloha z NP je na né p-
prevoditelna. To, zda patti do NP (a jsou tedy NP-uplné) zavisi na oboru hodnot
¢isel d; ; a na zptsobu jejich zadani.

Véta 3.4.8 Metrickd varianta problému obchodniho cestujicitho je NP-tézkd.

Diikaz: Ukazeme, ze problém Hamiltonovské kruznice je p-prevoditelny na
metricky problém obchodniho cestujiciho. Jestlize G je graf na m vrcholech,
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pak f(G) definujeme jako matici ¢isel

0 i=y
dij=1 1 i#j, (i,j) €FE
2 i#j, (L,j)¢E
a Cislo M = n. Lze snadno ovéfit, Ze takto popsand instance problému obchod-
niho cestujiciho je metrickd a navic méa feseni pravé tehdy, kdyz ptvodni graf
obsahoval Hamiltonovskou kruznici. O

3.4.5 NP-uplnost MAX-2-SAT
Nazev: MAX-2-SAT

Vstup: Formule ¢ s klausulemi délky 1 a 2, pfirozené ¢islo M
Vystup: Existuje ohodnoceni proménnych, které splni alespon M klausuli
formule ¢?

Véta 3.4.9 Problém MAX-2-SAT je NP-ipiny.

Diikaz: Uvedeme dva dikazy. Prvni dikaz je zaloZen na p-prevoditelnosti pro-
blému 3-SAT na MAX-2-SAT. V problému 3-SAT pripoustime pouze klausule
délky 3. Uvazme libovolnou instanci cq,...,c¢, problému 3-SAT. Kazdou
klausuli ¢; nahradime mnozinou 10 klausuli ¢,. Klausule ¢, obsahuji literdly
¢; a navic novou proménnou w;. Pokud ¢; = (I1,ls,13), pak ¢; mé tvar

(ll)7 (l2)7 (13)7 (wz)a
(ml1 V 2lp), (Rl Vv —ls), (2l V-ls),
(ll V —|wi), (lg V —|wi), (l3 V —|wi),

Protoze pocet splnénych klausuli této mnoziny se nezméni, pokud provedeme
permutaci hodnot literali Iy, ls, I3 staci sledovat pouze to, kolik z téchto literala
je splnéno a kolik nesplnéno. Pocet splnénych klausuli zapiSme do tabulky v
zévislosti na hodnoté w; a S35_, ;.

Yl 0

o NN oloeg
EN RN B NN F

1
2
3

Z tabulky je zfejmé, Ze pro kazdé ohodnoceni proménnych puvodni formule
lze volbou hodnoty w; dosdhnout alespori 6 a nejvyse 7 splnénych klausuli v
;. Navic, 7 splnénych klausuli v ¢} lze dosdhnout pravé tehdy, kdyz pivodni
ohodnoceni spliuje klausuli ¢;.

Miizeme tedy ucinit nasledujici zavér. Formule ¢}, ..., ¢, obsahuje celkem
10m klausuli. Pokud je ptvodni formule ¢y, ..., ¢, splnitelna, existuje ohodno-

ceni formule ¢}, ...,d,, které spliiuje 7m klausuli. Naopak, pokud lze v nové
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formuli splnit 7m klausuli, pak musi v kazdé ¢} byt splnéno 7 klausuli a tedy
vypusSténim proménnych w; dostaneme spliujici ohodnoceni vsech klausuli ¢;.
Phvodni formule je tedy splnitelna.

Zobrazeni f definované jako f(c1,...,cm) = ((¢},...,c,),Tm) je tedy p-
prevoditelnosti problému 3-SAT na MAX-2-SAT.

Ve druhém diikazu predvedeme p-pievoditelnost problému kliky na problém
MAX-2-SAT. Necht ((V,E),k) je instance problému kliky. Pfedpokladejme,
ze V.= {v1,...,v,}. Uzlu v; pfitadime proménnou z;. Do formule zafadime
klausule (z;) pro vSechna i = 1,...,n a klausule (—z; V —x;) pro kazdou dvo-
jici 4, j, pro kterou (v;,v;) ¢ E. Prvni skupiné klausuli budeme fikat vrcholové
klausule a druhé skupiné nehranové klausule. Instanci problému MAX-2-SAT
dostaneme tak, Ze pozadavek na pocet soucasné splnitelnych klausuli zvolime
(5) = |l + k.

Tvrdime, Zze kazdé ohodnoceni proménnych ziskané formule lze upravit tak,
ze vSechny nehranové klausule budou splnény a celkovy pocet splnénych klausuli
neklesne. Upravu provedeme nasledovné. Pokud je néktera nehranové klausule
nesplnéna, vybereme jeden z jejich vrchol a jeho ohodnoceni zménime na 0.
Tim ubyde pravé jedna splnéné vrcholova klausule, ale pribude alesponi jedna
nehranova klausule.

7 dokazané vlastnosti ohodnoceni plyne, Ze pfi hledani maximalniho poctu
splnénych klausuli se sta¢i omezit na ohodnoceni, ktera splnuji vsechny nehra-
nové klausule. To nastane pravé tehdy, kdyZ kazdé dva vrcholy ohodnocené 1
jsou spojeny hranou a neexistuje nehranova klausule, do které by oba patfily.
Lze se tedy omezit na hledani ohodnoceni, ktera definuji kliku. Pro porovnéani
poctu splnénych klausuli pro dvé kliky hraje roli pouze pocet splnénych vrcho-
lovych klausuli, ktery je roven velikosti kliky. Popsané zobrazeni tedy urcuje
p-prevoditelnost problému kliky na MAX-2-SAT. O

4 Polynomialni algoritmy pro modifikace NP-
uplnych uloh

4.1 Algoritmus pro problém batohu v jednotkovém koédovani
vstupu

Jednotkové kédovani vstupu v podstaté znamena, ze za délku vstupu povazu-
jeme soucet velikosti vstupnich éisel. Pifesné to znamend, ze za délku vstupu
povazujeme délku, kterou by zapis vstupu meél, kdybychom v ném ¢isla kédovali
tak, ze kédem ¢isla n je slovo 1". Algoritmus, ktery pracuje v ¢ase polynomi-
alnim od takto definované délky vstupu mé pochopitelné exponencilni cas
vypoctu, pokud bychom vstup kédovali standardnim zptisobem pomoci binarni
¢iselné soustavy.

Predpokladejme na vstupu instanci aq,...,an,b. Algoritmus postupné pro
kazdé k = 0, ...,n zkonstruuje mnozinu

Sy = {Zai; Ig{l,...,k}}ﬂ[o,b]

el
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Ke konstrukci téchto mnozin se vyuziji vztahy

So = {0}
S, = Sp_1U {S +ag;s € Sk—l} N [0, b]

Vstupni instance problému batohu ma feSeni pravé tehdy, kdyz b € .S,,.
Konstrukci mnozin Sj i test b € S,, 1ze provést v polynomialnim case od

4.2 Algoritmus pro 2-SAT

Dokéazeme o néco obecnéjsi vysledek, protoZze budeme uvazovat (< 2)-SAT misto
2-SAT, t.j. budeme se zabyvat problémem splnitelnosti pro formule s klausulemi
délky nejvyse 2.
Nézev:  Problém (< 2)-SAT
Vstup:  Booleovska formule v CNF, ktera obsahuje nejvyse dva literaly v
kazdé klausuli.
Vystup: Je formule splnitelna?

Véta 4.2.1 Pro dlohu (< 2)-SAT existuje polynomialni algoritmus.

Diikaz: Pouzijeme Uplnost rezoluéni metody dokazovani. Piipomenme, ze v
jednom kroku rezoluce odvodime ze dvou klausuli, které obsahuji pravé jednu
dvojici komplementarnich literald, novou klausuli nasledujicim zptisobem.

(a1VagV...VapVe),(biVbyV...VbV-c)
(al\/ag\/...\/ak\/bl\/bg\/...\/bl)

Jinak feceno, komplementarni literaly vypustime a zbylé ¢asti klausuli spojime
do jedné. Plati nasledujici véta.

Véta 4.2.2 MnoZina klausuli je splnitelnd prdve tehdy, kdyZ z ni nelze odvodit
spor, tj. klausuli neobsahujici Zadny literdl.

Dikaz: Jestlize je z mnoziny klausuli odvoditelny spor, pak zfejmé neni spl-
nitelnd. Nechf naopak neni néjakéd mnozina klausuli splnitelnd. Dokazeme, ze
z ni lze odvodit spor. Pfedpoklddejme, Ze uvazovand mnozina klausuli je na

mnoziné proménnych x1,xo,...,Ty.
Budeme pouZivat ¢asteéna ohodnoceni proménnych. Tim budeme rozumét
ohodnoceni proménnych z1,xs,...,x; pro libovolné i = 0,1,...,n. Specidlné,

pfi ¢« = 0 mame prazdné ohodnoceni, které neprifazuje hodnotu zadné pro-
meénné.

Usporadejme ¢asteéna ohodnoceni do stromu, jehoz koren je prazdné ohod-
noceni. Na hladiné ¢ budou pravé vsechna ohodnoceni prvnich ¢ proménnych.
Kazdé ohodnoceni na hladiné i < n — 1 mé dva nasledniky, které rozsituji dané
ohodnoceni o obé mozné varianty ohodnoceni proménné ;1.

Libovolné ohodnoceni v uvedeném stromé, které prifazuje vSem literalim
nékteré klausule hodnotu nepravda, nazveme uzaviené. Protoze vSechny lite-
raly dané klausule jsou jiz ohodnoceny, nemiize ohodnoceni dalsich proménnych
zménit jeji ohodnoceni.
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Pokud spor, tj. prazdna klausule, neni pfimo prvkem uvazované mnoziny
klausuli, pak prazdné ohodnoceni, které je pfifazeno kofeni stromu, neni uza-
viené. Ohodnoceni v listech stromu prifazuji hodnoty vSem proménnym. Pro-
toze jsme vysli z predpokladu, ze uvazovand mnozina klausuli je nesplnitelna,
jsou vSechna tato ohodnoceni uzaviena.

Ukézeme, ze ve stromu existuje ohodnoceni, které neni uzaviené, ale oba
jeho naslednici jsou uzaviena ohodnoceni. Takové ohodnoceni lze nalézt napri-
klad tak, ze vyjdeme z kofene a kdykoli navstivime uzel, jehoz néktery naslednik
neni uzavieny, prejdeme do tohoto néaslednika. Tento postup skonéi nejpozdéji
na hladiné n — 1, protoze na hladiné n jsou jiz vSechna ohodnoceni uzaviena.

Vezméme tedy nékteré oteviené ohodnoceni u, jehoz néaslednici doplnuji
ohodnoceni néjaké proménné x; a obé moznosti davaji uzaviené ohodnoceni.
Naslednik, ktery dopliuje x; = true nesplnuje néjakou klausuli. Ta musi obsa-
hovat literdl —z;. Necht je to klausule (a; V ag V ...V ax V —z;). Analogicky,
naslednik, ktery doplnuje x; = false nespliiuje nékterou klausuli, ktera obsahuje
literal x;. Necht je to klausule (by V by V ...V b V ;). Protoze vSechny literaly
uvedenych dvou klausuli jsou v pfislusnych néslednicich u nesplnény, musi lite-
raly ai,as,...,ar, b1, ba, ..., b byt nesplnény jiz v ohodnoceni u. Nyni ptridejme
do uvazované mnoziny klausuli rezoluc¢ni disledek uvedenych dvou klausuli, tj.
klausuli (a1 Vag V... Vag Vb Vb V...V). Pro takto rozsifenou mnozinu
klausuli se ohodnoceni u stane uzaviené, protoze v pridané klausuli ohodnocuje
vSechny literdly jako nepravda.

Opakujeme-li uvedeny postup rozsifovani mnoziny klausuli o rezolu¢ni du-
sledky, snizime v kazdém kroku pocet otevienych ohodnoceni aspoi o jedno. Po
konecném poctu krokt tedy dostaneme mnozinu klausuli, pro niz je uzaviené
jiz ohodnoceni v kofeni stromu. To miiZe nastat jen v tom pripadé, ze ziskand
mnozina klausuli obsahuje spor.

Dokazali jsme tedy, Ze z libovolné nesplnitelné mnoziny klausuli je odvodi-
telny spor. Tim je pomocna véta dokdzana. O

Nyni mtzeme dokonéit diikaz polynomidlni Fesitelnosti problému 2-SAT tim,
Ze popiseme polynomialni algoritmus na jeji feSeni. Algoritmus systematicky
probira vSechny dvojice klausuli a zjistuje jejich rezolu¢ni dusledky. Trik algo-
ritmu je v tom, ze v pripadé 2-SAT zustava délka rezoluc¢nich disledkt nejvyse
2. Aby se v algoritmu zabréanilo opakovanému probirani téZe dvojice klausuli,
bude prohledavani usporadano nasledovné. Mnozina klausuli D bude obsahovat
v8echny dosud nalezené rezolu¢ni disledky. Pokud se najde rezolucni dusledek
klausuli v D, ktery jesté neni v D, je do D piidan. Kromé toho budeme kon-
struovat mnozinu Z C D (zpracované klausule), pro kterou bude v kazdém oka-
mziku platit, Ze pro kazdou dvojici klausuli ze Z jiz byly zkonstruovany vSechny
jejich rezolu¢ni dusledky a zarazeny do D. Jednoprvkova mnozina klausuli tuto
podminku splituje, proto Z mitize byt inicializovana jako {¢; }. Dvojice klausuli,
které obé patii do Z jiz nebudou znovu probirany. Jestlize jiz nelze pridat
zaddny novy disledek, algoritmus konci. Odpovéd algoritmu je pak urcena tim,
zda v mnoziné dtsledkt D je nebo neni sporna klausule. Podrobny algoritmus
je nasledujici.
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TestSplnitelnostiResolution(cy, . .., ¢n) {
D —{c1,...,cm};
Z —{ak;
while (Z # D) {
Zvol libovolné c € D \ Z.
Pro kazdou ¢’ € Z zkonstruuj rezoluc¢ni disledek
klausuli ¢, c, pokud je definovan, a ptidej jej
do D, pokud tam jesté neni.
Z — Z U{c};
¥
if (D obsahuje spornou klausuli) return(”formule je nesplnitelnd”);
else return(”formule je splnitelnd”);

Protoze vSechny vstupni klausule maji délku nejvyse 2, maji i vSechny jejich
rezolu¢ni dtsledky délku nejvyse 2. V klausuli nepfipoustime pritomnost dvou
literalt obsahujicich stejnou proménnou. V kazdém okamziku tedy plati |D| <
4(3) +2n+1, kde jednotlivé s¢itance odpovidaji poctu klausuli se dvéma, jednim
a zddnym literdlem. Protoze se mnozina Z v kazdém kroku algoritmu zveétsi,
bude nejpozdéji po 4(3) 4+ 2n + 1 krocich splnéno Z = D a algoritmus skonéi.

Mnozina klausuli ziskana algoritmem obsahuje vSechny rezolu¢ni dtsledky
vstupni mnoziny klausuli, a proto je mozné ziskat odpovéd na pivodni otazku.
Vstupni mnozina klausuli je splnitelnd pravé tehdy, kdyz v ziskané mnoziné
rezoluc¢nich dusledki neni spor. O

Polynomialni algoritmus pro problém 2-SAT lze odvodit také pomoci jednot-
kové propagace (unit propagation), coz je nésledujici postup. Ve formuli tvaru
CNF se vyhledaji klauzule délky 1, za proménné v téchto klauzulich se dosadi
hodnoty, které tyto klauzule splni, a tento postup se opakuje, pokud ve for-
muli vznikly nové klauzule délky 1. Postup kon¢i, pokud se ve formuli objevi
prazdné klauzule nebo vSechny klauzule ve formuli maji délku alespon 2. Pro
vstupni formuli ¢ budeme vyslednou formuli znacit unitprop(y). Formule ¢ a
unitprop(y) jsou ekvisplnitelné, tedy ¢ je splnitelné préavé tehdy, kdyz je splni-
telnd unitprop(y). Specidlné, pokud unitprop(y) obsahuje prazdnou klauzuli,
je ¢ nesplnitelna a pokud je unitprop(yp) prazdnd, je ¢ splnitelna.

Formuli, kterd vznikne z ¢ dosazenim a € {0,1} za proménnou z, budeme
znadit p[r = al.

Dosazeni za proménné ve formuli tvaru CNF nazveme autark assignment,
pokud splni kazdou klauzuli, ve které ohodnoti néktery literal. Lze snadno ovérit
nasledujici. Jestlize ¢ je formule a 1 vznikne z ¢ odstranénim klauzuli, které
jsou splnény nékterym autark assignment, je 1 ekvisplnitelnd . K dikazu
algoritmu z Obrazku 2 je potfeba ovérit nasledujici.

Lemma 4.2.3 Jestlize ¢ je libovolnd instance problému 2-SAT,

o = unitprop(plz = 0]) a p1 = unitprop(p[x = 1]),
pak plati ndsledujici. Pokud obé formule ¢y a o1 obsahuji prazdnou klauzuli,
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TestSplnitelnostiUP (¢) {
¢ « unitprop(¢p)
if (¢ obsahuje spornou klausuli) return(” formule je nesplnitelnd”)
while (¢ neni prazdnd formule) {
zvol libovolnou proménnou x ve .
1 « unitprop(yp[z = 0])
if (1) obsahuje spornou klausuli) {

} 1 < unitprop(p[z = 1])

if (1) obsahuje spornou klausuli) return(”formule je nesplnitelna”)
© — 1
}

return(” formule je splnitelna”);

Obrézek 2: Algoritmus pro 2-SAT

pak je ¢ nesplnitelnd. Pokud kterdkoli z formuli @y a ©1 neobsahuje prazdnou
klauzuli, pak je ekvisplnitelnd s formuli .

Diikaz: Jestlize ¢; pro nékteré ¢ = 0, 1 neobsahuje prazdnou klauzuli, 1ze ovérit,
ze @; vznikne z ¢ pomoci autark assignment, protoze vSechny klauzule, ve
kterych je ohodnocen néktery literdl, jsou bud timto literdlem splnény, nebo
se zméni na klauzule délky 1 a jsou v dalsim kroku splnény nebo se zméni na
prazdnou klauzuli. Z toho plyne, Ze ; je ekvisplnitelnd . O

5 Aproximacni algoritmy

5.1 Aproximacni algoritmus pro problém
vrcholového pokryti

PopiSeme algoritmus, ktery pro libovolny vstupni graf G = (V, E) vyda jako
vystup mnozinu vrcholi A C V', kterd je vrcholovym pokrytim a velikost |A| je
nejvyse dvakrat vétsi nez velikost nejmensiho vrcholového pokryti. Uloha najit
presné minimélni vrcholové pokryti je NP-tiplna.

Vstup: Graf G = (V, E).

Vystup: Aproximace nejmensiho vrcholového pokryti.

Sefad hrany G v libovolném poradi.

A — 0

Probirej postupné vSechny hrany ve zvoleném poradi: {
Pro kazdou hranu (u,v) proved

if {u,v} N A=0)then A — AU {u,v}

return(A);
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Véta 5.1.1 Vystup uvedeného algoritmu je vrcholové pokryti velikosti nejvyse
dvakrdt vetsi nez je velikost nejmensiho vrcholového pokryti.

Dikaz: Algoritmus zarucuje, Ze z kazdé hrany obsahuje vystupni mnozina A
aspon jeden vrchol. Je to tedy vrcholové pokryti.

Nechf B je libovolné minimélni vrcholové pokryti daného grafu. Uvazme
nyni néktery krok, kdy algoritmus ptidal nové vrcholy u,v do A. Protoze B
je vrcholové pokryti, aspon jeden z téchto vrcholu je prvkem B. Z toho plyne,
Ze v prubéhu algoritmu nastane nejvyse |B| kroki, kdy algoritmus pfidal nové
vrcholy. Protoze v jednom takovém kroku pfida algoritmus dva nové vrcholy,
je |[A| <2|B|. O

5.2 Aproximace problému obchodniho cestujiciho

Nejprve si popiseme problém samotny.
Nazev:  Problém obchodniho cestujiciho
Vstup: MnozZina n uzli oznacenych ¢isly 1,2,...,n a “vzdalenost” d; ;
mezi uzly i a j pro kazdé i # j. Predpokladame, Ze vzdalenosti
spliuji pro kazdé i, j, k trojuhelnikovou nerovnost d; ; < d; . +dj ;
a ze d,’J = djﬂ;.
Vystup: Nékterd z permutaci 7 : {1,...,n} — {1,...,n}, pro kterou je

n—1

D> (i) w(i+1) + dnn)n()
i=1
minimalni.
Uvedeme si polynomiélni algoritmus, ktery nalezne aproximaci s faktorem
a = 3/2. K tomu budeme potfebovat nésledujici pojmy a tvrzeni.

Definice 5.2.1 Graf nazveme Eulerovsky, jestlize je souvisly a vSechny jeho
vrcholy maji sudy stupen.

Definice 5.2.2 Graf nazveme parovani, jestlize v ném zadné dvé hrany nemaji
spole¢ny vrchol. Parovani nazveme tuplné, jestlize mé graf sudy pocet vrchold
a z kazdého vrcholu v ném vede hrana.

Definice 5.2.3 Kostrou souvislého grafu G = (V, E) nazveme strom (souvisly
graf bez cyklu), ktery obsahuje vSechny vrcholy V.

Plati nasledujici tfi véty, které nebudeme dokazovat. Sledem v grafu se ro-
zumi posloupnost navazujicich hran. Vazenym grafem rozumime graf, jehoz
hrany jsou ohodnoceny kladnymi racionalnimi ¢isly.

Véta 5.2.4 V kazZdém FEulerovském grafu, ktery pripadné miZe obsahovat nd-
sobné€ hrany, existuje uzavieny sled, ktery prochdzi vsemi hranami.

Tuto vétu lze také zformulovat tak, Ze kazdy Eulerovsky graf lze nakreslit
jednim uzavienym tahem.
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Véta 5.2.5 Existuje polynomidlni algoritmus, ktery v libovolném wvdZeném
grafu nalezne nékteré z uplnych pdrovani, které md minimdlni soucet vah na
hrandch.

Véta 5.2.6 Existuje polynomidlni algoritmus, ktery v libovolném wvdZeném
grafu nalezne kostru, ktera md minimdlni soucet vah na hrandch.

Nyni popiseme aproximac¢ni algoritmus pro problém obchodniho cestujiciho.

Na zakladé vstupni matice ¢isel {d; ; }Z-szl vytvor uplny hranové ohodnoceny
graf G na n vrcholech.

Nalezni kostru grafu G minimalni vahy a oznac ji K.

Necht H je mnozina vrcholli, které maji v K lichy stuperi.

Nalezni minimalni parovani P restrikce grafu G na mnozinu H.

Necht W = K U P, pfi¢emz spole¢né hrany K a P budou ve W dvakrét.

Graf W (pfipadné s nadsobnymi hranami) je Eulerovsky.

Necht S je uzavieny sled ve W, ktery prochdzi vSemi hranami.

Ze sledu S budeme vypoustét uzly, kterymi sled prochézi opakované,
tak dlouho, az ziskdme uzavieny sled S’, ktery prochéazi kazdym uzlem
pravé jednou.

Sled S’ je uzavienou cestou v G.

Poradi vrchold, ve kterém nalezend cesta graf prochézi, uréuje permutaci,
ktera je vystupem algoritmu.

Véta 5.2.7 Délka cesty S’ nalezené algoritmem je nejvyse 3/2 krdt vétsi nez
délka optimdlni cesty.

Diikaz: Necht C je néktera optimdlni cesta v G a d jeji délka. Vypusténim
kterékoli hrany z ni ziskdme kostru. Kostra miniméalni vahy K ma tedy vahu
nejvyse d. Postupnym vypousténim uzla z C, které nepatii do H, dostaneme
s vyuzitim trojuhelnikové nerovnosti uzavienou cestu C’, kterd prochézi pouze
pres vrcholy H a jejiz délka je nejvysSe d. Lze snadno ovérit, ze H mé sudy pocet
prvki. Rozdélenim C’ na sudé a liché hrany tedy ziskdme dvé parovani na H,
jejichz vahy jsou dohromady nejvyse d. Alespon jedno z téchto parovani tedy
mé vahu nejvyse d/2.

Graf K’ vznikl jako sjednoceni minimdlni kostry vahy nejvyse d a minimé&l-
niho parovani vahy nejvyse d/2. Sled, ktery algoritmus nalezne v K', tedy mé
vahu nejvyse 3/2 - d a stejnd mez plati i pro vyslednou cestu S’. O

5.3 Aproximacni algoritmus pro mnozZinové pokryti

Nejprve popiseme tlohu samotnou.
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Nazev:  Mnozinové pokryti
Vstup:  Konefné mnoziny Si,...,S5,
Vystup: Najit minimalni C' C {1,...,n} tak, Ze

U s =Js.

1eC i=1

Necht m = |JX; Si|. Budeme analyzovat nasledujici algoritmus.

for (i=1,...,n) U; < S;

C—10

while (nékterd z mnozin U; je neprazdnd) {
Nechf j je index nékteré z nejvétsich mnozin Us.
C—CU{j}
for i=1,...,n) Uy —U;\S;

}

return(C)

Vé&ta 5.3.1 Necht C* je nékteré optimdini pokryti a C* pokryti nalezené algo-
ritmem. Pokud |C*| > 3, pak |C4| < |C*|Ilnm.

Diikaz: Necht C* = {iy,...,i,}. Pro kazdé k = 0,...,|C*| oznac¢me X, =
U1 Ui v okamziku po pfidani k-tého prvku do C' a odecteni piislusné Sj.
Specialné, Xy = Ui U; pred zahédjenim cyklu, tedy Xo = Ui, S;.

Protoze S;, U...US;, = UL, S; a vSechny mnoziny U; dostaneme z od-
povidajicich S; odectenim stejnych mnozin S; vybranych az do daného kroku,
plati U, U ... UU;, = Uix,U; = Xi. Mezi mnozinami U,,,...,U;, tedy exis-
tuje mnozina velikosti alespor %|Xk| Index j je v kazdém kroku vybran tak,
aby mnozina |U;| méla maximalni velikost mezi v§emi mnozinami Uy, ...,U,
a tedy je alespon tak velikd jako nejvétsi z mnozin U ,...,U;. . Plati tedy
|Uj| > 2| X|. Protoze [Xii1| = |Xi \ Sj| = | Xk \ Uj| = |Xy| = |U;l, plati také
| Xpr1| < (1 - %) | X% |. Protoze |Xo| = m, dostaneme indukci pro k > 0

1 k
|Xk|§<1——) m .
T

Déle, |C4| je rovno minimalnimu k, pro které je |Xj| = 0. Oznaéme kg =
[r1n(m/2)]. Protoze ko > r1In(m/2), dostaneme

1\ ko 1 r In(m/2)
|Xk0|§<1—;) m§<1——) m.

T

S vyuzitim nerovnosti 1 — % < e Y7 pro libovolné r > 0 z toho déle plyne

m

’XICO’ <e 1n(m/2)m = m—/2 =2
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Protoze | Xj,| je pfirozené ¢islo, je | Xy,| < 1. V kazdém kroku algoritmu se X},
zménsi alespon o jeden prvek. Po odecteni nejvyse ky + 1 mnozin S; jsou tedy
viechny U; prazdné, a je tedy |C4| < ko + 1.

Plati kg +1 = [rlnm —rln2+ 1]. Protoze r = |C*| > 3, plati rIn2 > 2, a
tedy ko +1 < [rInm — 1] < rlnm. Celkem tedy plati |C4| < |C*/Inm. O

K formulaci dalsiho odhadu zavedme nésledujici znacéeni pro ¢asteéné soucty
harmonické rady.

Definice 5.3.2 Pro libovolné prirozené ¢islo s > 1 necht
°1
k=1
Je znamo, ze plati
1
H(s)=S" 2 =1 1) .
(s) Zk‘ ns+vy+o(1)
k=1

kde v = 0.577215... je Eulerova konstanta.

Plati nasledujici odhad pro |C4|, ktery zévisi na velikosti nejvétsi ze vstup-
nich mnozin |S;| a nikoli na velikosti jejich sjednoceni m.

Véta 5.3.3 Necht C* je nékteré optimdint pokryti a C4 pokryti nalezené vyse
popsangm algoritmem. Pak plati |C4| < H(max; |S;|) |C*|.

Diikaz: Uvazme situaci po ukonceni algoritmu. Oznaéme k = |C4| a precislujme
mnoziny S; tak, aby pro ¢ = 1,...,k byla v i-tém kroku vybrana mnozina S;.
Oznaéme jesté F = {S1,...,S,}a X =", S;.

Nechf z € X a necht je prvek x poprvé pokryt v kroku j. Pak definujme
B 1

|Sj \ (Sl U... USj_1)| '

Cx

Protoze v j-tém kroku je poprvé pokryto pravé |S; \ (S1U...U S;_1)| prvki,
je soucet ¢, pres prvky pokryté poprvé v témze kroku roven 1. Plati tedy

ch = \CA\ .

Nasledujici nerovnost plati proto, ze kazdy prvek x € X prispiva do levé strany
pravé c; a do pravé strany c, vynasobené poctem mnozin C*, které pokryvaji
dany prvek, tedy alesponi c,.

;cxgz Zcx.

jEC* z€S;
Tvrdime, ze k ditkazu véty staci dokazat nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni 5.3.4 Pro kazdé S € F plati

> e <H(S)) -

zeSs
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Pokud toto tvrzeni plati, pak plati také

Ye<Y Yea< Y HIS) < Y Himax|Si) < [C°H(max|S)

jEC* 2€S; jec jec

coz dokazuje tvrzeni véty. Zbyva tedy dokédzat Tvrzeni 5.3.4.
Diikaz: Pro danou S € F a libovolné ¢ = 1,..., k necht

w;(S) =[S\ (S1U...USy)|,
specialné

ug(S) = 15|

uk(S) =0

a k je nejmensi index i pro ktery je u;(S) = 0. V i-tém kroku je z mnoziny S
poprvé pokryto praveé u;_1(S) — u;(S) prvka. Plati tedy

k
1
Z Cy = Z(ui_l(S) — Uz(S)) ’ ’Si \ (51 U...u Si—l)‘ '

zeSs i=1

Kdyby u;—1(S) > |S; \ (S1U...US;_1)|, byla by v i-tém kroku vybrana S misto
S;. Plati tedy
ui_l(S) < |SZ \ (Sl U...U Si_1)| ,

coz spolu s pfedchozim implikuje

k
1
cx <Y (ui—1(S) —ui(S)) - .
Lo s 2l )
Substitucii =k —j+ 1 pro j =1,...,k dostaneme

1
cr < Up—:(S) — up_i11(5)) - . 9
9;9 j;l( k J( ) k ]-‘rl( )) uk‘—j(S) ( )

Prepisme tuto sumu na soucet posloupnosti, kterd bude slozena z opakovanych
vyskyta zlomk ﬁ(s) pro i =k, ..., 1 podle nasledujici tabulky.

zlomek pocet opakovani

Uk_ll 5 w8~ mls)
o

Uk—j(S) uk—j(s) - uk—j—i-l(s)
-

up(S) — u1(9)
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Posloupnost se skldada z blokil tvorenych opakovanim téhoz zlomku a jeji sou-
Cet je roven pravé strané (9). Pocet blokt je k a celkovou délku posloupnosti
vypocteme jako soucet délek blokt od posledniho k prvnimu

(u(S) = ur(5)) 4. + (ug—j(5) = wp—j41(S)) + .. + (ug-1(5) — uk(S))
= uo(S) — uk(S) = [S] .

Uvazovana posloupnost ma tedy stejnou délku jako posloupnost

111 w0
13 Tg

Ukézeme, ze ¢leny posloupnosti (10) omezuji shora odpovidajici ¢leny uvazo-
vané posloupnosti zlomki uk%(S) Prvni blok mé délku ug_1(S) — ug(S) =
ug—1(S) a sklada se z opakovani zlomku m Jeho posledni ¢len se tedy
rovna odpovidajicimu ¢lenu posloupnosti (10) a pfedchozi ¢leny jsou mensi.
Obecné, prvnich j blokt ma v souctu délku u,_;(S) a j-ty blok se sklada z
opakovani zlomku ﬁj(s) Posledni ¢len j-tého bloku se tedy opét rovné od-
povidajicimu ¢lenu (10) a pfedchozi ¢leny jsou mensi. Spolu s (9) to dokoncuje
dikaz tvrzeni a tedy také véty. O O

6 PSPACE

6.1 Zakladni pojmy a vlastnosti

Triida PSPACE je tfidou tloh, které Ize na TS Tesit v polynomidlnim prostoru.
Formalni definice je uvedena v Sekci 2.3.

Véta 6.1.1 NP C PSPACE.

Diikaz: Pro kazdy jazyk L € NP v libovolné abecedé€ I'; existuje p-omezena
relace R v P, abeceda I'y a polynom p(n) tak, ze pro kazdé slovo w € I'}] plati

we L < (Jxely) (w#zr € R)

(Vz € T3) (w#z € R = |z| < p(Jw))).

Testovani, zda w#x € R lze provést v polynomidlnim case a tedy i v polyno-
mialnim prostoru. Protoze tyto testy jsou pro rtiznd x nezavislé, je mozné po
provedeni kazdého z nich pouzitou oblast pasky uvolnit a pouzit pro dalsi test.
Informace, které je tieba zachovavat po dobu celého vypoctu, zahrnuji pouze
omezeni délky slov z, zdznam posledniho testovaného slova = a informaci, zda
jiz bylo nebo nebylo nalezeno slovo x, spliujici w#x € R. Prostor pro pribézné
zéznamy i pro jednotlivé testy je polynomidlni, proto sta¢i polynomidlni prostor
pro cely vypocet. O
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T¥ida NP patii do polynomialni hierarchie (PH), protoze NP = . Du-
kaz pfedchozi véty lze snadno zobecnit a dokazat, Ze tfida PSPACE obsahuje
vSechny tfidy PH, tedy Z,f a H,f pro k£ > 1. Na druhé strané, pokud pted-
pokladédme ostrou inkluzi Ef - EkP 41 bro vSechna k > 1 nebo, ekvivalentné,
Hf C H,f 41 Pbro vSechna k > 1, pak lze dokdzat, ze PSPACE obsahuje i tilohy,
které nepatii do PH.

Definice 6.1.2 Jazyk L nazveme PSPACE-uplnyg, pokud
1. L € PSPACE.
2. Kazdy L' € PSPACE je p-prevoditelny na L.

Ulohy, které jsou PSPACE-tplné, jsou nejtéz§imi tlohami ve t¥idé PSPACE.
Pokud by existoval polynomélni algoritmus pro kteroukoli z nich, existoval by
polynomidlni algoritmus pro vSechny tlohy z PSPACE.

6.2 PSPACE uplnost problému QBF

Kvantifikovanou Booleovskou formuli budeme rozumét formuli, kterd kromé
operaci obvyklych v Booleovskych formulich muze obsahovat kvantifikaci Bo-
oleovskych proménnych. Kvantifikované Booleovské formule budeme uvazo-
vat pouze v prenexnim tvaru, tedy ve tvaru (Qix1)...(Qnzy)p, kde pro
i =1,...,n je Q; néktery kvantifikator a ¢ je formule bez kvantifikatort, kte-
rou budeme nazyvat vnitini ¢ast kvantifikované Booleovské formule. Pravdivost
uzaviené formule tohoto tvaru je definovana obvyklym vyznamem kvantifika-
tortl, ktery je v tomto piipadé vyjadien vztahy

(Vz)p(z) = ¢(0) Ap(1),
(Bz)p(z) = ¢(0) V(1).

Piiklad. Kvantifikovand Booleovska formule (Vz)(Vy)((x V =y) A (mz V y))
neni pravdiva, protoZze vnitini ¢ast formule neni splnéna pro z = 0, y = 1. Na
druhé strané, formule (Vz)(3y)((z V —y) A (mz V y)) je pravdiva, protoZe pro
kazdou hodnotu z je vnitini ¢ast formule splnéna pro y = z.

Kvantifikované Booleovské formule lze po tpravé syntaxe interpretovat
v predikdtovém poctu. Zvolime jazyk, ktery obsahuje konstanty 0, 1 a pre-
dikat p(z). Kvantifikovanou Booleovskou formuli pfepiseme do predikatového
poctu s timto jazykem tak, ze ve vnitiku formule nahradime kazdou promeén-
nou z atomickou formuli p(x). Naptiklad prvni formule z pfikladu vyse bude
pfepsana do tvaru (Vz)(Yy)((p(z) V —p(y)) A (—p(z) V p(y))). Pravdivost uza-
vienych kvantifikovanych Booleovskych formuli je pak ekvivalentni pravdivosti
jejich prepisu do predikatového poc¢tu v modelu, ktery je urcen axiomy

Vz)(zx=0vz=1),

—|p(0) )
p(1) .
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Uzaviena kvantifikovand Booleovska formule je v normalnim tvaru, pokud
je v prenexnim tvaru a jeji vnitini ¢ast je v.CNF nebo DNF. Problémem QBF
budeme rozumét nasledujici tlohu.

Nazev:  Pravdivost kvantifikovanych Booleovskych formuli (QBF).
Vstup:  Uzaviena kvantifikovana Booleovska formule v normalnim tvaru.
Vystup: Je vstupni formule pravdiva?

Véta 6.2.1 Problém QBF patii do tridy PSPACE.

Diikaz: Vyhodnoceni pravdivosti formuli tvaru QBF lze provést rekurzivni
procedurou na Obrazku 3. Pokud vstupni formule ¢ neni konstantni vyraz,
predpoklada se, ze ma tvar ¢ = (Qx)Y(x), kde @ je kvantifikitor. Déle je
pouzito znaceni op(Q) definované tak, ze op(Q) = V, pokud Q = 3, a op(Q) =
A, pokud @) = V.

function Vyhodnot(p) {

if (¢ je konstantni vyraz) then
return(hodnota );

else {predpokladdme ¢ = (Q x)¥(z)}
a « Vyhodnot((0));
b — Vyhodnot(¢(1));
return(a op(Q) b);

fi

Obrazek 3: Vyhodnoceni formule tvaru QBF rekurzi.

Pro realizaci na TS nahradime rekurzi pomoci cyklu nasledujicim zpusobem.
Na pasce jsou zapsany znaky ## a za nim posloupnost zaznami, z nichz kazdy
je ukoncen opét znakem #. V kazdém zaznamu jsou zapsany hodnoty lokalnich
proménnych pro jedno volani rekurzivni funkce v poradi v, a, b, ¢, kde v je pro-
méné pro uloZeni vysledku a a, b, ¢ jsou proménné pouzité v rekurzivni funkci.
Proménné v, a, b jsou reprezentovany znaky z mnoziny {0, 1, e}, kde £ znamena
nedefinovano. Program podle potfeby vytvari zaznamy pro podfizenéd volani
rekurzivni funkce, které jsou pfidany vzdy na konec posloupnosti. Je-li nékteré
volani ukonceno, je jeho zaznam vymazan a vysledek je zapsan do odpovida-
jici proménné nadfizeného volani. Zaznam pro pravé aktivni volani rekurzivn9
funkce je tedy vzdy posledni nebo predposledni zéznam posloupnosti.

Vypocet je popsan schematem programu na Obrazku 4. Na zacatku vy-
poctu je na péasce vytvoren zaznam pro vypocet vstupni formule ¢ ve tvaru
#4 e p . Program pak pokracuje cyklem, ktery je ukoncen provedenim né-
kterého prikazu return, ktery urci vystupni hodnotu. Instrukci pfejit na zdznam
nékterého volani rekurzivni funkce rozumime, Ze hlava TS je nastavena na jeho
zacatek, tedy na znak reprezentujici proménnou v tohoto volani. Proménné v, a,
b, ¢ v zapisu programu oznacuji proménné pravé aktivniho volani a Upodiizené
oznacuje vyslednou hodnotu v v ukon¢eném podrizeném volani.
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zalozit zadznam pro vypocet vstupni formule ¢ a pfejit na néj
while (true) do
if (¢ je konstantni vyraz) then
v < hodnota(y)
if (existuje nadfizené volani) then
prejit na nadfizené volani
else
return(v)
fi
{déle pfedpokladame ¢ = (Q =) (x)}
elif (neexistuje zdznam podFfizeného volani) then
zalozit zdznam pro vypocet 1(0) a pfejit na néj
elif (a nedefinovano) then
@ <= Upodiizené
vymagzat zaznam podrizeného volani
zalozit zdznam pro vypocet ¥(1) a pfejit na néj
else
b— Upodtizené
vymagzat zaznam podrizeného volani
v aop(Q) b
if (existuje nadfizené volani) then
prejit na nadfizené volani
else
return(v)

fi

od

Obrézek 4: Vyhodnoceni formule tvaru QBF rozepsané do cyklu.

Pro vyhodnoceni konstantniho vyrazu mtzeme pouzit simulaci zasobniku
na pasce T'S. Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze vyraz je uzavorkovan
tak, ze k jeho vyhodnoceni staci predpokladat asociativitu spojek a neni nutné
urcovat precedenci spojek kromé negace, kterda ma prioritu vétsi nez binarni
spojky. Naptiklad vyraz (1 AOA 1)V (=0 A1) V =1 je pfipustny podle uve-
denych pozadavki. Algoritmus prochézi vstupni vyraz odleva po jednotlivych
symbolech. Kazdy symbol je ulozen na vrchol zasobniku a pak se testuje, zda
posloupnost nékolika nejvyssich symbold na zasobniku je leva strana nékterého
z pravidel v Obrazku 5. Pokud dojde ke shodé, je nejvyssi ¢ast zasobniku tvorici
levou stranu pravidla nahrazena pravou stranou. Toto nahrazovani se opakuje,
dokud existuji pravidla, kterymi lze nahradit nejvyssi ¢ast zasobniku. Po pfe-
¢teni celého vyrazu a provedeni popsaného postupu je v zasobniku jeden znak
urcujici hodnotu vyrazu.

Vypoctéme odhad prostoru potifebného pro cely vypocet podle programu
na Obrazku 4. Necht s je délka vstupni formule. P¥i kazdém rekurzivnim vo-



Vypocetni slozitost I, P. Savicky, 19. duben 2016 49

0AO
0A1l
1A0
1n1
0vo
Oovi
1vo0
1v1

= O O H H = =B O = O O O

L

Obrazek 5: Pravidla pro substituce na zasobniku pfi vyhodnocovani konstant-
niho vyrazu.

lani se snizi pocet proménnych v predavané formuli. Protoze pavodni pocet
proménnych je nejvyse s, je hloubka rekurze také nejvyse s. Jednotliva volani
procedury maji ve své oblasti pasky ulozenu formuli, kterd byla danému volani
predana, a informaci o vysledcich podfizenych volani. Proto kazdé volani zabere
na pasce misto velikosti s+ O(1). Celkovy prostor je tedy O(s?), coz je polynom
od délky vstupni formule. O

Pro prevod libovolné PSPACE tlohy L na QBF budeme popisovat posloup-
nosti konfiguraci TS pro L, které tvoii vypocet. Pfitom bude podstatné znat
horni odhad po¢tu moznych konfiguraci TS v prostoru ¢, ktery je formulovan v
nasledujicim lemmatu pro obecny TS. Pro jazyk v PSPACE bude navic mozné
zvolit £ rovné polynomu od délky vstupu.

Lemma 6.2.2 Pro kaZdy jednopdskovy TS existuji konstanty c1,ce € N tak, Ze
ezistuje nejuyse 21412 konfiguract v prostoru L.

Diikaz: Jestlize I je pracovni abeceda uvazovaného TS a () jeho mnozina
stavii, pak konfiguraci v prostoru ¢ je nejvyse £ - |T|° - |Q| < (2|T¢ - |Q| =
21082 (2IT))-t+1og, [Q] Tyrzeni véty pak plati pro ¢; = [logy(2|T'])] a o = [logs |Q]].
O

Véta 6.2.3 Kazdy jazyk L ze tridy PSPACE je p-prevoditelng na QBF, i kdyz
se omezime jen na formule s vnitrni casti ve tvaru CNF nebo jen ve tvaru DNF.

Dukaz: Necht L € PSPACE a necht M rozpoznéava L v prostoru p(n), kde p(n)
je polynom. Popiseme funkci f vycislitelnou v polynomialnim ¢ase, ktera kaz-
dému slovu w ptifadi néjakou uzavienou kvantifikovanou formuli f(w). Navic,
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f(w) bude pravdiva pravé tehdy, kdyz w € L. Ke konstrukci pouZijeme zapis
konfigurace TS M pomoci vektoru Booleovskych hodnot podobné jako v dukazu
NP-tplnosti problému CSAT. Pfi znaceni podle Definice 2.5.2 mé vektor pro
konfiguraci v prostoru £ tvar zi,...,xs,y1,--.,Ys, kde x; jsou kédy symboli na
pasce v né&jakém kédovani k; : T' — {0,1}% a y; je bud kéd prazdného symbolu
nebo stavu fidici jednotky TS v né&jakém kédovani kg : Q U {e} — {0,1}%.
Vektory popisujici konfigurace budou oznacovany symboly «, 3, 7.

Popiseme konstrukci formuli, které vyjadiuji vlastnosti konfiguraci podle
Tabulky 1. Ke konstrukci formule Konfig, budeme potfebovat formuli, ktera
vyjadiuje, Zze z urcité skupiny proménnych ma pravé jedna hodnotu 1. Tuto
skutecnost vyjadiuje formule

pn (21,22, .-, 2n) =def (21 V22V ...V 2p) /\(—uzi V —z;5).
1<j
Kromé toho pouzijeme formule uvedené v Tabulce 2. S vyuzitim téchto formuli
zkonstruujeme Konfig, jako

Konfig,(«) = symbol(x1) A ... A symbol(xy)
A (stav(yp) V prazdny(y1)) A ... A (stav(yy) V prazdny(yy))
A pe(stav(yy), - . ., stav(yy)).

Délka této formule je O(¢?).

Formule Vy§znam

Konfig,(a) vektor « je kddem konfigurace

Rovnosty(a, 3) | vektory « a (3 jsou totozné

Kroky(a, ) 0 vznikne z « nejvyse jednim krokem vypoctu

Cestay s(cv, §) 0 vznikne z « vypoctem délky nejvyse 2°
Pocatecniy, ¢(cr) | a je pocateéni konfiguraci pro slovo w

Prijimajiciy(«) | « je pfijimajici konfiguraci s hlavou T'S na prvni pozici pasky

Tabulka 1: Formule vyjadfujici vlastnosti konfiguraci

Formule Vy§znam

symbol(z) z € {0,1}% je kédem znaku ze ¥
symbol(z,a) | = € {0,1}" je kédem znaku a

prazdny(y) | y € {0,1}% je kédem prazdného znaku
stav(y) y € {0,1}% je kédem nékterého stavu z Q
stav(y, q) y € {0,1}%2 je kédem stavu q

Tabulka 2: Formule rozlisujici typy znakt

Formule Rovnost,(«, 3) je konjunkei ¢(d; + d2) ekvivalenci odpovidajicich
si proménnych ve vektorech a a f.

V dtikazu Véty 2.5.3 byl popsan obvod, ktery odvodi kéd jedné konfigurace
TS z konfigurace pfedchozi a ktery se sklada z ¢ obvodii, z nichz kazdy mé nej-
vyse 3(dy + d3) vstupnich bitt a dy + dg vystupnich bitt. Formuli Krok,(«, 3)
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ziskdme nésledovné. Obvod, ktery pocitd kéd nasledujici konfigurace, preve-
deme na mnozinu formuli, z nichZ kazda vyjadfuje jeden bit kédu nésledu-
jici konfigurace. Kazdou z téchto formuli Ize vyjadrit DNF velikosti nejvyse
(3dy + 3dy)23M1+342 Jako vstup pro tyto formule dosadime odpovidajici bity
konfigurace o a jednotlivé bity vysledné konfigurace porovname s odpovida-
jicimi bity konfigurace (3. Protoze di a ds povazujeme za konstanty, ziskdme
formuli velikosti O(¢).
Formuli Cestay s(, 3) definujeme indukci podle s. Pro s =0 je

Cestay o(cr, 3) = Rovnost(a, 5) V Kroke(a, )
apros>1je

Cestay,s(ov, §) = (37)[Konfig,(7) A (V1) (Vd2)]
((Rovnosty(a, 01) A Rovnosty(y, d2))
V (Rovnosty (7, 61) A Rovnost,(f3,02))) = Cestay s_1(d1,62)]]

Ukézeme, zZe tato formule vyjadiuje, ze konfigurace ( vznikne z o po nej-
vyse 2% krocich M. K tomu vyuZijeme nasledujici ekvivalentni ipravu formule
Cestay s(o, f) na delsi formuli, kterou je snadnéjsi analyzovat.

Lemma 6.2.4

CeStaé,s(av ﬁ) = (37)[K0nﬁgf(7) A CeStaE,s—l(OQ /7) N CeStaZ,s—l(77 ﬁ)]

Diikaz: Uvazme podformuli Cestay s(c, 3) s universalnimi kvantifikdtory pro
01,02 a proberme mozné kombinace hodnot i, ;. Pokud (d1,02) = (a,7), je
implikace ve formuli ekvivalentni Cestays—1(cr,7). Pokud (61,62) = (v, 3), je
implikace ve formuli ekvivalentni Cestay s—1 (7, 3). Ve vech ostatnich pfipadech
je implikace splnéna, a proto je uvazovana podformule ekvivalentni konjunkci
uvedenych dvou pfipadi. O

Lemma 6.2.5 Formule Cesta, (v, 3) je ekvivalentni vyroku, Ze konfigurace (3
vznikne z o po nejvyse 2° krocich M v prostoru nejuyse £.

Diikaz: Pro s = 0 plyne tvrzeni z definice Cesta,o(,3). Pro s > 1 doka-
zeme tvrzeni néasledovné. Jestlize je formule Cestay s(«, 3) pravdivé, pak podle
Lemma 6.2.4 existuje konfigurace v tak, Ze plati soucasné Cesta,s_1(a,7) a
Cestay s—1(7, 8). Podle indukéniho pfedpokladu z toho plyne, ze z « do y a z 7y
do 3 vedou vypocty délky nejvyse 251, tedy celkové z o do 3 vipocet délky
2°. Naopak, jestlize existuje vypocet z o do 8 délky nejvysSe 2°, pak v ném
existuje konfigurace ~, kterd déli uvazovany vypocet na useky délky nejvyse
251, Podle indukéniho piedpokladu jsou tedy splnény formule Cestay s—1(a,7)
a Cestay s_1(7, 3). Podle Lemma 6.2.4 je tedy splnéna i formule Cestay s(c, ).
Od

Pro dokonceni dtkazu p-pfevoditelnosti obecné PSPACE tlohy na QBF
bude potfeba ukazat, Zze zkonstruovana formule méa délku polynomialni vuci
délce vstupni instance. Formule Cesta,; bude nejdelsi ¢asti vysledné formule,
proto dokazme néasledujici odhad.
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Lemma 6.2.6 Délka formule Cestay s je O(£2s).

Ditkaz: Piedpokladejme, Ze ¢ je zafixovéano. Formule Cestayo ma délku O(¢2).
Formule Cestay, obsahuje jeden vyskyt formule Cesta; 1 a pak dalsi ¢asti,
jejichz celkové délka je O(£?). Délka formule Cestay s je tedy soudet s + 1 pif-
spévkt, z nichz kazdy je O(¢2). Cela formule tedy ma délku O(¢2s). O

Jestlize pocatecni stav TS M je qo, pfijimajici stav je ¢ a stroj se po
ukonceni vypoctu vzdy vrati na nejlevéjsi pozici pasky, pak pro libovolné slovo
w = ay ...a, maji formule Pocatecni,, ; a Prijimajici, tvar

Pocatecni,, ¢(cor) = Konfig,(c) A symbol(z1,a1) A ... A symbol(zy, a,)
Asymbol(x,11,€) A ... Asymbol(zy,e)

Astav(y1, qo),
Prijimajiciy(o) = stav(yi,q").

Nyni jiz mizeme zkonstruovat formuli f(w). Podle pfedpokladu véty je pro-
stor potfebny k vypoctu stroje M pro slovo w nejvyse p(n). Necht c1,ca jsou
konstanty z Lemmatu 6.2.2 a zvolme ¢ = p(|w|) a s = c1£ + cz. Pokud je slovo
w prijato, je prijato vypoctem v prostoru nejvyse £. Lemma 6.2.2 implikuje, ze
pocet vSech konfiguraci M v prostoru £ je nejvyse 2°. V prijimajicim vypoctu se
nemohou opakovat stejné konfigurace. Pokud je tedy slovo w pfijato, je pFijato
vypoctem délky nejvyse 2°.

Podle Lemmatu 6.2.5 je tedy slovo w prijato pravé tehdy, kdyz je pravdiva
nésledujici formule, kterou ozna¢me jako fo(w).

(Ja)(38) [Pocatecniy, ¢(or) A Prijimajici, () A Cestay s(cv, )],

kde ¢ a s jsou vyse uréené hodnoty.

Pfevedenim fy(w) na prenexni tvar ziskdme formuli f;(w). Délka fi(w) je
stejnd jako délka fo(w). Necht fi(w) mé tvar (Q1z1)...(Qnxn) ©(T1,...,2y),
kde Q; jsou kvantifikdtory a vnitini ¢ast ¢(x1,...,z,) je obecnéd vyrokova for-
mule. Formuli f;(w) jesté upravime na ekvivalentni formuli f(w), jejiz vnitini
¢ast je v CNF.

Dikaz NP-tuplnosti SAT ve Vété 3.3.4 vyuziva konstrukci, kterd ke kazdému

Booleovskému obvodu C(z1,...,x,) zkonstruuje v polynomialnim ¢ase formuli
O(x1,...,Tn,Y1,--.,Ym) ve tvaru CNF, kterd pro kazdé ohodnoceni proménnych
T1,...,Ty, splnuje

C(z1,..yxn) = Fyr) ... Qum)0(T1, - Tny Y1y -+ Ym) - (11)
Podformuli ¢(z1,...,z,) ve formuli fi(w) mizZeme interpretovat jako obvod
C(z1,...,2,) a pouzit pro néj uvedenou konstrukci. Ve formuli f;(w) pak na-
hradime podformuli ¢(z1, ..., x,) odpovidajici pravou stranou (11) a vyslednou

formuli oznacime f(w). Z konstrukce plyne, Ze f(w) je v normdlnim tvaru a je
ekvivalentni formuli f;(w).

Formuli f(w) je mozné sestrojit také tak, ze jeji vnitini ¢ast je ve tvaru
DNF. K tomu sta¢i provést konstrukci z piedchoziho odstavce pro formuli
—(x1,...,2y). Pak je C(x1,...,2,) = 2p(x1,...,2,), a tedy @(x1,...,2,) je
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ekvivalentni =C'(z1, ..., x,) a tedy také negaci pravé strany (11), coz je obecné
kvantifikovana DNF.

Konstrukei formule f(w) lze provést v polynomidlnim ¢ase v zavislosti na
|w| a navic pro kazdé w plati w € L <= f(w) € QBF. Jazyk L je tedy p-
prevoditelny na QBF pri kterémkoli ze zvolenych omezeni na tvar vnitini ¢asti
formule a Véta 6.2.3 je tedy dokézéna. O

Shrnutim vét 6.2.1 a 6.2.3 dostaneme:

Dusledek 6.2.7 Probléem QBF je PSPACE-uping, i kdyZ se omezime jen na
formule s vnitrni ¢dsti ve tvaru CNF nebo jen ve tvaru DNF.

Poznamenejme, Ze formule v normalnim tvaru, které obsahuji obecnou kvan-
tifikaci CNF nebo existen¢ni kvantifikaci DNF, lze snadno zjednodusit. Jestlize
x je proménna a cy, . .. , ¢y, jsou klauzule, pak (Va)(c1 A...A¢y) je ekvivalentni
formuli ¢) A...Ad,,, kde ¢ vznikne z ¢; vypusténim = nebo -z, pokud se néktery
z téchto literdli v ¢; vyskytuje, a ¢, = ¢; v opacném piipadé. Dudlni postup lze
pouzit pro existenéné kvantifikovanou DNF.

6.3 Priklad PSPACE-uplné hry

Abychom mohli mluvit o PSPACE duplnosti, popiSeme nekoneénou mnozinu
her. PSPACE tuplnéa tloha pak bude, pro libovolnou hru z uvazované mnoziny
rozhodnout, zda mé vitéznou strategii pro prvniho hrace nebo nema.

Kazda z uvazovanych her je popsdna orientovanym grafem, v némz je vy-
znacen jeden vrchol. Hra pfedpoklada, Zze na vyznaceném vrcholu je polozen
hraci kdmen. Hraci se pravidelné stiidaji v tazich. Jestlize kdmen je v uzlu wu,
pak hrac¢, ktery je na tahu, pfesune kdmen do nékterého uzlu, do kterého vede
z u hrana a ktery jesté nebyl béhem hry navstiven. Prohrava ten hrac, ktery
nemad platny tah, tj. vSechny hrany z pravé navstiveného uzlu vedou do uzlt jiz
dfive navstivenych. Pocet kroku hry je omezen poc¢tem vrchola grafu.

Nazev:  KonecCna hra na grafu.
Vstup:  Orientovany graf s vyznacenym uzlem.
Vystup: Zjistit, zda ve hie pro zadany graf mé prvni hra¢ vitéznou strategii.

Véta 6.3.1 Problém konecnd hra na grafu je v PSPACE.

Dikaz: Algoritmus pro vyhodnoceni hry bude prochézet strom vsech moznych
prubéht hry, pficemz z kazdého uzlu bude mozna pokracovani vybirat v libo-
volném potadi hran. Tento postup lze popsat jako rekurzivni funkci, kteréd jako
vstup dostava aktualni konfiguraci hry, coz je graf, ve kterém jsou vyznaceny
jiz navstivené uzly a uzel, ktery byl navstiven naposledy. Vystupem funkce je
zjisténi, zda existuje vitézna strategie pro hrace, ktery je pravé na tahu. Pro
kazdy mozny tah v dané konfiguraci je volana rekurze pro konfiguraci, ktera
timto tahem vznikne, a ozna¢me jako y1,...,yx vysledky téchto podrizenych
volani, kde k je pocet platnych taht v aktualni konfiguraci. Pokud je k& = 0,
je vysledek pro aktualni konfiguraci 0, protoze hrac, ktery je na tahu, nema
platny tah. Pokud k£ > 1, je vysledek \/le Y = /\le 1;, protoze hodnota
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této formule je 1 pravé tehdy, kdyz hrac, ktery je na tahu, mize hru prevést do
konfigurace, ktera neni vitéznd pro hrace, ktery bude na tahu v dalsim kroku.

Pocet uzla grafu oznac¢me n. Graf se v pribéhu hry neméni. K popisu kon-
figurace jsou postacujici nasledujici informace

e index naposledy navstiveného uzlu,

e ohodnoceni kazdého uzlu grafu bitem, ktery urcuje, zda byl uzel jiz na-
vstiven.

K ulozeni techto informaci sta¢i prostor O(n). Protoze hloubka rekurze je ome-
zena poctem uzll grafu, lze cely vypodet realizovat v prostoru O(n?).

Pokud navs§tivenym uzlim pfifazujeme cislo kroku, kdy byl uzel navstiven,
neni nutné vytvaret kopii vektoru ohodnoceni uzli grafu pro kazdé rekurzivni
volani a prostor lze snizit na O(nlogn). O

Véta 6.3.2 Problém konecénd hra na grafu je PSPACE ping.

Diikaz: UkéaZeme redukci problému QBF pro formule s vnitini ¢asti ve tvaru
CNF na problém konec¢néd hra na grafu. Necht ¢ je libovolné takové formule.
Zkonstruujeme graf f(¢) s vyznacenym vrcholem tak, ze hra pro graf f(¢) ma
vitéznou strategii pro prvniho hrace pravé tehdy, kdyz ¢ je pravdiva.

Pro formule s vnitini ¢asti DNF je mozné konstrukci provést tak, Ze se nize
popsané konstrukce provede pro negaci vstupni formule, coZ je formule s vnitini
¢asti CNF. Zkonstruovand instance hry na grafech se pak upravi tak, Ze se
vymeéni role prvniho a druhého hrace. K tomu staci pridat novy pocatecni uzel
a jednu hranu, kteréd vede z nového pocatecniho uzlu do ptivodniho pocatecniho
uzlu.

Konstrukce grafu vyzaduje, aby se kvantifikatory ve formuli pravidelné stii-
daly pocinaje existenénim a aby jich byl lichy pocet. Pokud tuto podminku
formule nespliiuje, postupujeme ve formuli odleva a kvantifikdtory, které chybi
ke splnéni podminky doplnime jako kvantifikdtory na nové proménné, které se
ve vnitiku formule a v predchozich kvantifikdtorech nevyskytuji. Tim se pocet
kvantifikdtort ve formuli zvétsi nejvyse z k na 2k + 1. Nova formule je ekviva-
lentni formuli ptivodni. Nechf mé novéa formule tvar

¢ = (Fx1) (Vo) (3z3) ... Gzp)(z1, ... 2n) = (Q1z1) ... (Quan)¥(21,. .., Ty),

kde ¥ (x1,...,z,) je konjunkce klausuli ¢y, co, ..., cp,.

Cést grafu f(p) je na nasledujicim obrazku. Viechny hrany v obrazku jsou
orientovany smérem doli. Za vyznaceny uzel povazujeme uzel v;.

Kromé hran uvedenych v obrazku patii do grafu f(y) jesté vSechny hrany,
které spojuji vrchol odpovidajici nékteré klausuli s vrcholy, které odpovidaji
literaltim obsazenym v dané klausuli. Tyto hrany jsou orientovany smérem od
klausuli k literalam.

Hru si budeme predstavovat tak, ze hrac¢i postupné konstruuji ohodnoceni
proménnych. Hrac¢, ktery vybira hranu z vrcholu v; uréi svym vybérem hodnotu
x; tak, ze tah do uzlu oznaceného z; resp. —x; znamena ohodnoceni proménné
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T I
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x; hodnotou 0 resp. 1. Hodnota z; je tedy urcéena tak, Ze je splnén ten z dvojice
literdltt x; a —x;, kterym cesta neprochézi a mize tedy byt v dalsim vyvoji
hry jesté pouzit. Protoze mezi vrcholy v; a v;41 je lichy pocet taht, hraci se
ve volbé proménnych pravidelné stiidaji. Posloupnost ohodnoceni proménnych
jednoznacné urcuje cestu, kterou hra probéhla.

Pro dtikaz souvislosti popsané hry a formule ¢’ zavedme proi =1,...,n+1
formule

Si(x1, ... wim1) = (Qimi) ... () Y(z1, ..., 20)

s volnymi proménnymi x1,...,x;_1. Specidlné, S je ekvivalentni uzaviené for-
muli ¢’ a Spy1(21,...,2,) je ekvivalentni oteviené formuli ¢ (z1,...,z,).

Tvrdime, Ze pro libovolné i = 1,...,n + 1 a libovolné ohodnoceni promén-
nych z1,...,x;—1 je formule S;(x1,...,z;—1) pravdivd pravé tehdy, kdyz ma
prvni hrac¢ vitéznou strategii v situaci, kdy se hra dostala do uzlu v; po i — 1
krocich odpovidajicich ohodnoceni proménnych z1, ..., z;_1. Tvrzeni dokazeme
indukci prot =n+1,n,...,1.

Nejprve dokazme, ze formule S, 41 popisuje situaci v uzlu v,41. Uvazme
situaci, kdy hra probéhla az do tohoto uzlu. Pribéhem hry je uréeno néjaké
ohodnoceni proménnych zi,...,x,. Protoze n + 1 je sudé, je na tahu druhy
hrac, ktery tdhne do uzlu odpovidajiciho nékteré klausuli. Z ni vedou hrany
pouze do uzlla, které odpovidaji literalim dané klausule. Pokud tah druhého
hrace vede do klauzule, kterd je splnéna, existuje v ni literdl, ktery je splnén.
Tento literdl je dosud nenavstiven a prvni hra¢ mize zvolit odpovidajici uzel
pro dalsi tah a tim vyhrat, protoZe dalsi tah jiz neni mozny. Pokud tah druhého
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hrace vede do klauzule, kterd neni splnéna, neni dalsi tah mozny a druhy hrac
vyhrava. V uzlu v, tedy mé prvni hra¢ vitéznou strategii pravé tehdy, kdyz
jsou vsechny klauzule formule ¢ (x1, ..., x,) splnény, tedy kdyz je tato formule
splnéna. Formule S,+1 = ¢¥(z1,...,2,) je tedy ekvivalentni existenci vitézné
strategie pro prvniho hrace v uzlu vy,11.

7 konstrukce formuli S; plyne, Ze pro i < n plati

Si(z1,. .., xim1) = (Qix;) Siy1(z1,. .., xi)

Pro liché 7 je v uzlu v; na tahu prvni hra¢ a méa tedy vitéznou strategii pravé
tehdy, kdyz alespon jeden jeho tah vede do situace s vitéznou situaci pro prvniho
hrace v uzlu v;41. Podle indukéniho pfedpokladu je to ekvivalentni pravdivosti
formule (3x;)S;+1(x1,...,x;). Protoze Q; je v tomto ptipadé existenéni kvantifi-
kator, je tato formule totozné s S;(z1, . ..,2;—1). Tim je pro liché ¢ indukéni krok
dokéazan. Pro sudé ¢ je v uzlu v; na tahu druhy hrac¢. Prvni hra¢ ma tedy v této si-
tuaci vitéznou strategii pravé tehdy, kdyz oba mozné tahy druhého hrace vedou
do situace s vitéznou strategii pro prvniho hrace v uzlu v;11. Podle indukeé-

niho ptredpokladu je to ekvivalentni pravdivosti formule (Va;)Sit+1(21,...,2;).
Protoze @Q; je v tomto piipadé obecny kvantifikator, je tato formule totozna s
Si(x1,...,x;—1). Tim je pro sudé i indukéni krok dokazan.

Podle dokazaného tvrzeni je formule S; ekvivalentni existenci vitézné stra-
tegii na zacatku hry. Protoze S; je rovna formuli ¢/, je tim véta dokazéana.
O



