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1 Polynomialni hierarchie

1.1 Zavedeni

Trida NP byla zavedena pomoci existenéni kvantifikace na polynomialné vycis-
litelny predikat. T¥ida coNP obsahuje dopliiky jazykt z NP a lze tedy definovat
pomoci obecné kvantifikace na polynomialné vy¢islitelny predikat. Polynomiélni
hierarchie zobecnuje t¥idy NP a coNP tim, ze budeme uvazovat nékolik existenc-
nich a obecnych kvantifikdtorid na polynomialné vycislitelny predikat.

Definice 1.1.1 Necht L je jazyk nad abecedou A a k > 0.

(i) L € ©F pravé tehdy, kdy? existuje p-vy¢islitelnd relace R(w,zy, ..., x;) pro
slova w € A* a x; € B*, kde B je libovolna koneénd abeceda, a polynom ¢(n)
s celo¢iselnymi koeficienty tak, Ze pro kazdé slovo w € A* plati

we L < (3, € B (vay € By (Quy € BN R(w, a4,...,x3),

kde @ je V, pokud je k sudé a 3, pokud je k liché.
(ii) L € IIf prave tehdy, kdyz A* \ L patii do £f. Trida IIf je tedy definovana
jako co-XF.

Specidlng, X = IIJ’ = P. Polynomialni hierarchii budeme rozumét posloup-
nost t¥id XF a 117 a budeme ji znacit PH.

Pifklad jazyka, ktery patif do ¥, je jazyk slov, ktera kéduji dvojice (G, k),
kde G je graf a k je pfirozené Cislo a které spliuji, Zze maximalni klika v G mé
velikost k. Podminka, ktera charakterizuje slova v tomto jazyce, je vyjadritelna
vyrokem, Ze existuje mnozina vrcholi velikosti k, ktera je klikou v G, a kazda
mnozina vrcholi velikosti &£+ 1 neni klikou v G. Tento vyrok lze zapsat ve formé,
ktera odpovida t¥ide ©F.

Pifklad jazyka, ktery patif do ITY'] je jazyk slov, kterd kéduji minimalni Bo-
oleovské formule, tedy formule, pro které neexistuje ekvivalentni kratsi formule.
V tomto pfipadé lze podminku na formuli ¢(z1, ..., z,) vyjadiit tak, Ze pro kaz-
dou kratsi formuli ¥ (z1, ..., z,) existuje ohodnoceni proménnych 1, ..., z, tak,
ze p(x1,. .., xn) #(T1, ..., 20).

Pro tplnost si jesté uvedme tiidy AZ, které jsou pro k > 1 definované pomoci
TS s ordkulem nasledovné

Akp = lei’—l = PHkal .
Specidlngé, AP =P a formélné se definuje také AJ = P. Pro kazdé k > 1 plati
AL C NI

ale rovnost nemusi platit pro zadné k > 1. Specilnég, pro k = 1 dostavame inkluzi
P C NP N co-NP, ktera mize byt ostra.
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1.2 Vlastnosti

Plati nésledujici inkluze.
Véta 1.2.1 Pro kazZdé k > 0 plati
T UL C Zk{jﬂ n Hkp+1 :

Neni znamo, zda je polynomialni hierarchie nekonecna, tedy zda jsou vSechny
inkluze v této vété ostré. Nekonecnost PH lze vyjadrit jednoduseji jako hypotézu,
7e pro kazdé k je XF +# Zfﬂ. Pro k = 0 je tato hypotéza ekvivalentni P # NP.
Pro vétsi £ se jedné o silnéjsi tvrzeni, protoze pro kazdé k > 0 plati implikace

(kaﬂ # E1};2) = (EI}; # EkPH) .

Protoze I1; je co-3j, lze nekonecnost PH ekvivalentné vyjadrit také tak, Zze pro
kazdé k je II] # 117, ,.

Kazd4 ze tfid XF a IIF obsahuje tiplné problémy vii¢i polynomiélni prevodi-
telnosti. Prikladem takové tlohy je test pravdivosti pro uzaviené kvantifikované
Booleovské formule v prenexnim tvaru, ve kterych lze posloupnost kvantifika-
tort rozdélit do bloki stejnych kvantifikatoru tak, ze pofadi bloku existenc¢nich a
obecnych kvantifikdtora je stejného typu jako kvantifikace definujici uvazovanou
t¥idu XF nebo II7.

Véta 1.2.2 Pro kazdé k > 0 je XY UTIY C PSPACE.
Diikaz. Pro libovolny jazyk L € ©F UTIY lze L € PSPACE dokazat pomoci
podobné rekurzivni funkce, jako v dikazu QBF € PSPACE. O

Véta 1.2.3 Pokud je PH nekonecnd, pak trida dloh, kterd je definovdna jako
sjednoceni |J, £t , neobsahuje tplnou tlohu vici p-prevoditelnosti.

Ditkaz. Kdyby L byla tplné tloha pro t¥idu (J, £, pak L € S pro nekteré
k. Pak kazd4 tloha ze ¥}, je p-pfevoditelnd na L, a tedy patii do Xf, tedy
¥) =¥t To je ve sporu s piedpokladem nekonecnosti PH. O

Pokud je PH nekone¢n4, pak z této véty plyne, ze [ J, Xf je vlastni podtiida
PSPACE, protoze PSPACE obsahuje tiplné tlohy vuéi p-prevoditelnosti.
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2 Slozitost aproximacnich tloh

2.1 Neaproximovatelnost Max-SAT v P

Pfipomerime, Ze SAT je problém splnitelnosti pro formule v CNF a 3-SAT pro
formule v CNF s pravé tfemi literaly v kazdé klausuli. Pro optimaliza¢ni pro-
blém Max-SAT, tj. problém nalezeni maximalniho po¢tu klausuli, které lze sou-
¢asné splnit, pouzivame jinou konvenci. Oznac¢enim Max-3-SAT se rozumi pro-
blém Max-SAT pro formule s klausulemi s nejvyse tfemi literaly, tj. pfipoustime
téz klausule s jednim a dvéma literdly. Pokud v kontextu Max-SAT je potieba
mluvit o formulich s pravé tfemi literaly v kazdé klausuli, budeme pouzivat ozna-
Ceni Max-E3-SAT (exactly).

Pro libovolnou formuli ¢ v CNF rozumime zapisem Max-SAT(p) maximalni
pocet soucasné splnitelnych klausuli ve formuli ¢ a zépisem || oznac¢ujeme pocet
klausuli formule ¢.

Pro problém Max-SAT jsme si uvadéli polynomidlni aproximac¢ni algoritmus
s faktorem 3/4. Pokud se omezime pouze na klausule délky 3, lze aproximaéni
faktor zlepsit.

Véta 2.1.1 Pro problém Maz-E3-SAT existuje polynomidilni aprozimacni algo-
ritmus s faktorem 7/8.

Diikaz. Pokud ohodnotime proménné ndhodné a nezavisle tak, ze pravdépo-
dobnost jednicky je pro kazdou proménnou 1/2, pak pravdépodobnost splnéni
klausule délky k je 1 —1/2%. Pro k = 3 tedy dostaneme pravdépodobnost splnéni
jedné klausule 7/8. Stfedni hodnota po¢tu splnénych klausuli v libovolné instanci
Max-E3-SAT s m klausulemi je tedy 7/8 - m. Pomoci metody postupného upfes-
novani lze splnit alesponi 7/8 - m klausuli pomoci deterministického algoritmu.
O

Véta 2.1.2 Pokud P#NP, pak pro Zadné 0 > 0 neexistuje polynomialni aprozi-
macni algoritmus pro Maz-E3-SAT, a tedy ani pro Maz-SAT, s faktorem 7/8+ 9.

Tuto vétu odvodime jako disledek nésledujici véty.

Véta 2.1.3 Pro kazdé € > 0 existuje polynomidlne vycislitelnd funkce T tak, Ze
pro kaZdou instanci ¢ problému SAT je T(yp) instance problému Maz-E3-SAT a
plati

p € SAT = Max-SAT(7(p)) > (1 —¢)|7(p)]
0 & SAT = Max-SAT(7(p)) < (7/8 + &)|T(p)].

Vypoctova slozitost II, P. Savicky, 12. duben 2016 4

Ukézeme nejprve, ze z Véty 2.1.3 plyne Véta 2.1.2 jako jednoduchy disledek.
Diikaz Véty 2.1.2 na zakladé Véty 2.1.3. Dtikaz sporem. Pfedpokladejme, Ze exis-
tuje aproximacni algoritmus A pro Max-E3-SAT s faktorem 7/8 + ¢. Pro libo-
volnou instanci Max-E3-SAT 7 ozna¢me jako A(7) pocet klausuli, které splni
ohodnocen{ nalezené algoritmem A. Zvolme ¢ = §/(2 + §). Lze ovéfit, Zze pak

plati
79 4 79

7 7
—4+d)|(l-¢)==-+=--—===-+=-->= . 1
<8+)( =stsays sts st ()
Necht 7 je funkce spliiujici podminky Véty 2.1.3 pro zvolené . Pro libovolnou
instanci ¢ problému SAT dokazeme

p € SAT = A(7(p)) > (7/8+¢)|m(#)] - (2)

Pokud ¢ € SAT, pak z volby funkce 7 a z Véty 2.1.3 plyne, Zze maximalni pocet
splnitelngch klausull v 7(¢) je alespoii (1 — €)|7(¢)|. Protoze A mé aproximacni
faktor 7/8 + ¢, plyne z (1) nerovnost A(7(p)) > (7/8 + &)|7(¥)|.

Pokud ¢ ¢ SAT, pak z Véty 2.1.3 plyne Max-SAT(7(y)) < (7/8 + ¢€)|7(¢)|-
ProtoZe A nemuZe splnit vice klausuli nez optimdlni feseni, plati také A(r(yp)) <
(7/8+8)lr(¢)]-

Ekvivalence (2) umoziiuje testovat SAT v polynomidlnim Case, coZ je spor
s predpokladem P#NP. Za predpokladu P#NP tedy algoritmus A s uvedenymi
vlastnostmi nemize neexistovat. O

Vétu 2.1.3 odvodime z analogické Véty 2.1.6 pro soustavy linearnich rovnic
nad dvouprvkovym télesem Z, = {0, 1}, jehoz s¢iténi je definovano jako s¢iténi
modulo 2 a v nékdy se téZ oznacuje jako XOR (exclusive OR). Pro libovolnou
soustavu linedrnich rovnic L nad Z, ozna¢me jako |L| pocet rovnic L a jako
Max-Lin(L) maximéln{ pocet rovnic, které lze splnit nékterym ohodnocenim pro-
meénnych. Obecné pripoustime, Zze néktera rovnice se mize v soustavé vyskytovat
vicekrat. Pokud je takova rovnice splnéna, pocitd se do Max-Lin(L) kazdy jeji
vyskyt zvlast.

Uvedme si piiklad soustavy ¢tyf linedrnich rovnic s proménnymi z; pro
t=1,...,6, kterou zapiSeme pomoci matice soustavy a vektoru pravych stran a
budeme ji oznacovat L;.

1110000
1 00110|1
01 0101}0 (3)
0010110
Gaussovou eliminaci mtzeme soustavu L, upravit do tvaru
1110000
0111101
0010111 (4)
000O0O0TG 0|1
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Upravena soustava nema feSeni, protoze posledni rovnice mé nulovou levou stranu
a nenulovou pravou stranu. Protoze ptivodni a upravena soustava jsou ekviva-
lentni, nem4 FeSeni ani soustava ptivodni. Plati tedy Max-Lin(L;) < 3. Na druhé
strané, ohodnoceni proménnjch x5 = 1 a x; = 0 pro ¢ # 5 splni prvni tfi rovnice
puvodni soustavy. Plati tedy Max-Lin(L,) = 3.

Ozna¢me jako Max-Lin-2 tlohu zjistit Max-Lin(L) pro libovolnou danou sou-
stavu L nad Z5 a jako Max-Ek-Lin-2 stejnou tlohu, ale jen pro soustavy, jejichz
kazda rovnice zavisi pravé na k proménnych. Budeme se zabyvat vyhradné pfi-
padem k = 3. Napiiklad vyse uvedena soustava L; je instanci Max-E3-Lin-2.

Hlavni tvrzeni tykajici se problému Max-E3-Lin-2, které uvedeme, je Véta
2.1.6, pomoci které dokazeme Vétu 2.1.3. Nejprve ale dokazeme nékteré jedno-
dussi vlastnosti iloh Max-Lin-2 a Max-E3-Lin-2.

Véta 2.1.4 Uloha Max-Lin-2 je NP-tiplnd.
Diikaz. Ukézeme pievod libovolné instance 3-SAT na Max-Lin-2, tak, Ze kazdou

klausuli nahradime mnozinou 7 linearnich rovnic. Konkrétné, klausuli I; V Iy V I3
nahradime rovnicemi

ll ].

12 = ].
ll @ lQ = ].
L @ s =1
ll @ lQ @ l3 = ].

Lze ovéfit, ze pokud neni splnén zadny z literala [y, [, [3, neni splnéna zadna
z uvedenych rovnic. Na druhé strané, kazdé ohodnoceni, které splni alespon jeden
z literall, splni pravé 4 z téchto rovnic. Instance 3-SAT obsahujici m klausuli,
je timto zptsobem pievedena na soustavu 7m rovnic a plati, Ze vstupni instance
3-SAT je splnitelnd pravé tehdy, pokud je mozné splnit alesponi (a tedy prave)
4m z uvedenych rovnic. O

Véta 2.1.5 Pro dlohu Maz-E3-Lin-2 existuje polynomidlni aprozimacni algorit-
mus s faktorem 1/2.

Diikaz. Pokud ohodnotime proménné nahodné a nezavisle tak, ze pravdépodob-
nost jednicky je pro kazdou proménnou 1/2, pak je pravdépodobnost splnéni
kazdé rovnice v instanci Max-E3-Lin-2 rovna 1/2. Pokud m4 vstupni soustava m
rovuic, je stfedni hodnota po¢tu splnénych rovnic m/2. Pomoci metody postup-
ného upiesniovani lze splnit m/2 rovnic pomoci deterministického algoritmu. Pro
tento ucel je ale potfeba rovnice nad télesem Z5 pfevést na rovnice nad redlnymi
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Cisly tvofené z multilinearnich polynomt. To je mozné, protoze pro libovolné
x1, T, 3 € {0, 1} plati
5 .

1 DXy Dy =
Polynom v pravé strané tedy vyjadiuje splnéni rovnice x1 @ x5 @ 3 = 1. Splnéni
rovnice x1 @ s @ x3 = 0 je pak vyjadieno polynomem

B) .

1—(r1®ze®a3) =

Pokud se¢teme polynomy, které vyjadiuji splnéni jednotlivych rovnic v soustave,
dostaneme multilinedrni polynom se stfedni hodnotou m/2 a na néj pouzijeme
metodu postupného upfesnovani popsanou spolecné s aproximacnimi algoritmy
pro Max-SAT. O

Véta 2.1.6 Pro kazdé € > 0 existuje polynomidlné vycislitelnd funkce L tak, Ze
pro kaZdou instanci ¢ problému SAT je L(p) instance problému Max-ES-Lin-2 a
platt

v € SAT = Max-Lin(L(y)

) = (1=¢)[L(p)l
0 & SAT = Max-Lin(L(p)) <

(1/2+¢)[L(#)]

Dikaz této véty nebudeme uvadét, ale pouzijeme ji k dikazu Véty 2.1.3.
Dtikaz Véty 2.1.3 na zakladé Véty 2.1.6. Necht ¢ je vstupni instance 3-SAT a
L(p) odpovidajici instance Max-E3-Lin-2, kterd ma vlastnosti popsané ve Vété
2.1.6. Pfevedeme L(¢p) na instanci Max-E3-SAT 7(y) tak, Ze kazdou rovnici na-
hradime pomoci CNF slozené ze 4 klausuli, ktera vyjadiuje splnéni dané rovnice.
Konkrétné, rovnici

T @ i) @ T3 = 1

nahradime formuli
(x1VaeVa3)(Ti VT2 Vas) (T Ve VT;) (e VT VT;)

a rovnici
T b T2 b T3 = 0

nahradime formuli
(fl V x9 V .%'3)(.’1)1 VTV fL’g)(fEl VoV fg)(fl V Ty V fg) .

Pokud je ¢ splnitelnd, pak podle Véty 2.1.6 Ize splnit alespoii (1 —¢)|L()| rovnic.
Kazd4 splnéna rovnice reprezentuje 4 splnéné klausule, tedy plati

Max-SAT(7(p)) > 4(1 — €)|L(¢)| = (1 — &)|7(¢)] .
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Pokud neni ¢ splnitelna, pak podle Véty 2.1.6 1ze splnit nejvyse (1/2+4-¢)|L(p)|
rovnic a tedy pro kazdé ohodnoceni je alespoti (1/2 — €)|L(y)| rovnic nesplnéno.
Kazda nesplnéna rovnice reprezentuje alespon jednu nesplnénou klausuli, tedy
plati

MaxSAT(r(¢) < [r(¢)] - (5 _5> 1= (1- - 5) ()

a tedy také

7T €

MuxSAT(r(9) < (5 +5) o) < (§ +¢) Il

Tim je dokézéno, Ze formule 7(¢) mé vlastnosti pozadované ve Vété 2.1.3. O

2.2 Neaproximovatelnost problému kliky v P

Véta 2.2.1 Pokud P#NP, pak pro Zadné 0 > 0 neexistuje polynomidlni aprozi-
macng algoritmus pro problém kliky s faktorem 7/8 + 0.

Diikaz. Pouzijeme redukci SAT na problém kliky, kterd vytvari graf, jehoz uzly
jsou literaly a hrany jsou mezi literaly, které se nevylucuji a jsou v rtznych
klausulich. Pokud tuto redukci pouzijeme pro Max-SAT, pak tato redukce prenasi
pocet splnénych klausuli na velikost kliky. Pokud by tedy existoval polynomialni
aproximacni algoritmus pro problém kliky s faktorem 7/8+ 0, existoval by takovy
algoritmus i pro Max-SAT. Podle Véty 2.1.2 takovy algoritmus za pfedpokladu
P#NP neexistuje. O

Pro zesileni tohoto vysledku definujme soucin graf nasledujiciho typu.

Definice 2.2.2 Necht pro i = 1,...,k jsou G; = (V;, E;) grafy. Pak definujeme
graf G = G; X ... X G} na mnoziné vrchold V = V; x ... x V}, tak, Ze vrcholy
(ug,...,ug)a(vy,...,vg) tvoil v G hranu pravé tehdy, kdyz prokazdéi = 1,... k
je bud u; = v; nebo jsou vrcholy u; a v; spojeny v G; hranou.

Znaceni tohoto soudinu pomoci symbolu X odpovida tvaru grafu, ktery
vznikne soucinem dvou grafti, které obsahuji jedinou hranu. Velikost maximalni
kliky v libovolném grafu G budeme oznacovat kp.x(G).

Véta 2.2.3 Pro libovolné grafy Gy, ..., Gy plati

Fanax (G B ... G) = kanax (G1) - -+~ Fnax (G-
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Diikaz. Pro ¢ = 1,...,k necht A; je nékterd maximéalni klika v G;. Pak A; x
... X Ay je klikou v G; K ... K Gy, coz dokazuje

Fmax (G180 .. B Gh) > kanax(G1) + -+ Kmax (Gi).-

Pro opacny smér oznacme jako A libovolnou maximalni kliku v G1 K. . .XGy a pro
i =1,...,knecht A; je projekce A do i-té soufadnice. Pak plati A C Ay x...Xx Ay.
Navic, kazda z mnozin A; je klikou v pfislusném G;. Z toho plyne pozadovana
nerovnost <. O

Dusledek 2.2.4 Pokud P#NP, pak pro Zadnou konstantu € > 0 neezxistuje po-
lynomidlni aproximacni algoritmus pro problém kliky s faktorem .

Diikaz. Dikaz sporem. Predpoklddejme, Ze existuje algoritmus A s faktorem e.
Pro libovolny graf G ozna¢me jako A(G) velikost kliky, kterou algoritmus A v
G nalezne. UkédZeme, Ze pak existuje algoritmus s faktorem 7/8 4+ § pro néjaké
kladné 6, coz bude spor s Vétou 2.2.1.

Pro libovolné pfirozené ¢islo ¢ plyne z Véty 2.2.3 a z pfedpokladu, ze A je
aproximacni algoritmus s faktorem e, néasledujici nerovnost

g - kmax(G)t S A(Gt) S kmax(G)ta
kde G' je X soudin t kopii grafu G. Plati tedy také
El/t : kmax(G) < A(Gt)l/t < kmax(G)~

Pro kazdé e > 0 existuje ¢ tak, ze '/ > 7/8. Pro takovou volbu ¢ déava hodnota
A(GH)Y* aproximaci veli¢iny kmax(G) s faktorem 7/8+6. Aproximaéni algoritmus,
ktery nalezne konkrétni kliku v G, dostaneme tak, ze vezmeme kliku, kterou najde
A pouzity na graf G! a vybereme nejvétsi projekei této kliky do jedné soufadnice.
Tato projekce je klika v G velikosti alespoin A(G*)Y/!. Protoze t je konstanta, je
tento algoritmus také polynomiélni, stejné jako predpokladany algoritmus A. O

2.3 Zminka o PCP vété

Vyse uvedend Véta 2.1.6 je disledkem vét, které se tykaji t¥idy PCP (Probabilis-
tically Checkable Proofs). Tato ti{da je, podobné jako NP, zaloZena na verifikaci
dtikaz prislusnosti do jazyka. Verifikdtor pro NP popsany v jedné z predcho-
zich kapitol dostava dtikaz x tvrzeni w € L polynomialni délky, m& moznost jej
precist cely a v polynomidlnim ¢ase musi rozhodnout, zda jde o korektni dtkaz
tvrzeni w € L nebo ne. Verifikitor pro t¥idu PCP miuZe dostat dikaz x tvrzeni
w € L i exponencialni délky, ale mtize z néj precist jen omezeny pocet symboli.
Dikaz z je zapsdn v abecedé {0,1}. Verifikitor pracuje pravdépodobnostng, tj.
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dostane také fetéz u ndhodnych bitt omezené délky a pozadavek na jeho funkci
je formulovan tak, Ze chybny dikaz x musi rozpoznat s uréitou predem danou
pravdépodobnosti. Vzhledem k tomu, ze verifikdtor nemé moznost precist dikaz
cely, tak spolehlivé rozpoznani spravnosti diikazu ani neni mozné. Verifikator je
deterministicky TS, ktery ma tii vstupni pasky (pro w, pro diikaz = a pro né-
hodné bity u). Pravdépodobnostni chovini se dosahuje pouze tim, Ze vstup u
je ndhodny. Pasky pro w a u ¢te obvyklym zptisobem. Pasku pro z cte tak, ze
na pracovni pasku zapiSe indexy nékolika symbolti v binarni soustavé a v jed-
nom kroku ziskd hodnoty vSech téchto symboli z pasky x. Pfistup k této pasce
je tedy podobny jako ptistup RAM do jeho registrii, az na to, ze musi vSechny
pozadované symboly precist soucasné a dalsi symboly z pasky z jiz nemtize zis-
kat. Bez (jmy na obecnosti muzeme pozadovat, Ze soucasné se zapsanim indexi
pozadovanych symbolti z x zapiSe na pasku také tabulku funkce {0,1}* — {0,1}
podle které bude ze ziskanych symbolti odvozovat vystupni rozhodnuti. Vystup
1 znamena prijeti dikazu, vystup 0 jeho zamitnuti.

Definice 2.3.1 Necht r(n), s(n) jsou nezaporné funkce. Pak tfidou PCP(r(n), s(n))

rozumime tfidu jazykd L, pro které existuje verifikitor R s vlastnostmi popsa-
nymi vyse a ktery navic splituje:

1. Délka vstupni posloupnosti ndhodnych bitd u je r(|w|).

2. Pii libovolném vypoctu pro slovo w precte s(Jw|) symboli dikazu x v abe-

cedg {0, 1}.

3. Pokud w € L, pak existuje ditkkaz = tak, ze Pr,(R(w, z,u) = 1) = 1) (diikaz
je prijat vzdy).

4. Pokud w ¢ L, pak pro kazdy dukaz x plati Pr,(R(w,z,u) = 1) < 1/2)
(chyba v diikazu je nalezena s psti véts{ nez 1/2).

Tuto definici vyuZzijeme tak, Ze budeme pFipoustét vice réiznych funkei 7(n) a
s(n), ale budeme uvazovat jen funkce velmi omezené velikosti. Konkrétné, budeme
pfipoustét libovolnou r(n) = O(logn) a libovolnou s(n) = O(1). Takto ziskanou
tf{idu budeme znacit PCP(O(logn), O(1)). Nasledujici véta je zdkladni forma véty
o PCP, ktera byla pouzita k dikazu prvnich vysledkti o neaproximovatelnosti
Max-SAT), které jsou slabsi nez Véta 2.1.2.

Véta 2.3.2 (PCP) NP = PCP(O(logn), O(1)).

Véta 2.1.6, pomoci které se dokazuje Véta 2.1.2, plyne z véty, kterd je analo-
gickd vyse uvedené vété o PCP, ale obsahuje dalsi parametry.
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3 Vzajemné simulace jedno a vicepaskového TS
a RAM

K porovnani vypocetni sily modeld se pouzivaji vzajemné simulace. Pokud muze
byt libovolny vypocet v jednom modelu simulovan vypocétem v jiném modelu bez
podstatného néartstu slozitosti, znamena to, ze druhy model je alespon tak silny
jako model prvni. V této kapitole dokdzeme vysledky o simulaci vicepaskového
TS pomoci TS s jednou nebo dvéma péaskami a dale simulaci RAM pomoci TS a
naopak, které jsou v textu Vypoctova slozitost I pouze formulovany.

3.1 Programovaci jazyk pro TS

Pro zéapis programu jednopaskového TS, pouzijeme jednoduchy program bez re-
kurze, ktery muze pouzivat koneény pocet proménnych, které mohou uchovavat
znaky néjaké konecné abecedy. Pro ¢teni z pasky a zapis na pasku pouzijeme spe-
cidlni proménnou, naptiklad H, ktera bude reprezentovat ¢teny symbol na péasce.
Hodnota H bude vzdy symbol na aktualné ¢tené pozici a dosazeni do H bude
znamenat zapis znaku na péasku. Pro pohyb ¢teci hlavy budeme pouzZivat funkce
vlevo a vpravo.

Nésledujici tvrzeni je zjednoduSenou verzi tvrzeni, které pouzijeme v dalsi
sekci, v tom, Ze budeme pouzivat pouze jednu proménnou pro ¢teni a zapis sym-
bolti na pasku. TS, ktery budeme popisovat v dalsi sekci, bude mit pasku roz-
délenou na stopy a bude proto mit vice proménnych oznacujicich symboly na
jednotlivych stopach. Pro vysvétleni ditkazu je uvedené zjednoduseni postacujici.
Rozsiteni se tyka jen technickych detaili.

Lemma 3.1.1 KaZdy program bez rekurze, ktery md konecény pocet proménnijch
s konecngm oborem hodnot a ktery ovladd cteci hlavu na pdsce vyse popsanym
zpusobem, je ekvivalentni vhodnému T'S.

Diikaz. Program prevedeme na vyvojovy diagram a vytvorime abstraktni zafi-
zeni, které se sklada ze t¥i ¢asti: vyvojovy diagram, blok proménnjch a paska.
Kazda z téchto ¢asti se mize nachdzet v riznych stavech. Stav v§vojového di-
agramu je ur¢en uzlem, ktery je pravé provadén. Mnozinu vSech téchto uzli
ozna¢me U. Stav bloku proménnych je uréen vektorem hodnot vSech promén-
nych. Mnozinu vSech kombinaci hodnot vSech proménnych ozna¢me D. Protoze
obor hodnot vsech proménnych je koneény, je také D konecna. Stav pasky je
urcen jejim obsahem a polohou hlavy.

Popsané zafizeni lze rozdélit na fidici jednotku a datové struktury dvéma
zpusoby. Prvni zptsob je, ze proménné a pasky povazujeme za datové struktury,
se kterymi pracuje vyvojovy diagram pomoci povolenych operaci. Tento pohled
odpovida tomu, jak je bézné chapan vyvojovy diagram, a je uziteény pii navrhu
celého zafizeni a pro porozumeéni jeho ¢innosti.
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Druhy zptisob pohledu je, Ze vyvojovy diagram a blok proménnych povazu-
jeme za Tidici jednotku, kterd se nachézi v nékterém z moznych stavi z mnoziny
@ = U x D a ktera svij stav a stav pasek méni podle pfechodové funkce

f:Q@xI—-QxT x{-1,0,1}.

kterém se vypocet nachazi, a okamzité hodnoty vSech proménnych. Protoze tato
fidici jednotka je kone¢na, miize byt pouzita jako fidici jednotka TS. Pfechodovou
funkci tohoto TS ziskdme tak, Ze uvazime vSechny mozné kombinace hodnot U x D
a ¢teného symbolu na péasce, ktery je reprezentovan proménnou H a vyjadiime
odpovidajici akci, kterou popsané zafizeni provede.

V dalsim budeme predpokladat, Ze proménna je pouze jedna, je nazvana X,
jeji obor hodnot je X a je tedy @ = U x X. Uzly vyvojového diagramu mohou
byt napriklad nasledujicich typ1.

1. test, zda znak na pozici hlavy je v dané mnoziné znakt
2. test, zda znak v proménné X je v dané mnoziné znakl
3. krok vlevo nebo vpravo

4. zapis znaku na pozici hlavy

5. zapis znaku do proménné X

6. koncovy uzel

Program TS bude popsan prechodovou funkci, tedy funkci
f:QxT—-QxTx{-1,0,1}.

Popisme, jak budou v tabulce pfechodové funkce realizovany akce odpovidajici
uzlu diagramu u, pokud X = z a ¢teny symbol je a. Vychozi stav TS je dvojice
tvaru (u, z). Popis akce je odlisny pro rizné typy uzlu w. Popisy pro jednotlivé
typy uzll jsou v nasledujicim seznamu. Pokud je u typu test, je ug jeho néslednik
pro nesplnéni podminky a u; naslednik pro splnéni podminky. Naslednik ostatnich
typt uzlt bude oznacen jako u;.

1. test, zda znak na pozici hlavy je v dané mnoziné znakt
f((u,2),a) je ((uo,z),a,0), pokud @ neni v testované mnoziné a
((u1,),a,0) pokud a je v testované mnoziné.

2. test, zda znak v proménné X je v dané mnoziné znakl
f((u,2),a) je ((uo,x),a,0), pokud x neni v testované mnoziné a
((u1,),a,0) pokud z je v testované mnozing.
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3. krok vlevo nebo vpravo
f((u,2),a) je ((u1,z),a,—1) nebo ((uy,),a,1) podle sméru presunu hlavy,
ktery je pozadovan ve u.

4. zapis znaku b na pozici hlavy
f((u,x),a) je ((u1,x),b,0), kde b je znak zapisovany na pasku u uzlu u.

5. zépis znaku y do proménné X
f((u,2),a) je ((u1,y),a,0), kde y je znak zapisovany do X v uzlu w.

6. koncovy uzel u
f((u, x),a) je nedefinovéno.

Pokud opét uvazime obecny piipad s vice proménnymi, je mnozina stavi
ziskaného TS obecné exponencialné velika ve vztahu k po¢tu proménnych v pro-
gramu. Zména hodnoty kterékoli proménné nebo vétveni vyvojového diagramu
podle hodnoty nékteré proménné jsou realizovany jako zména vnitiniho stavu
fidici jednotky. Vzhledem k tomu, Ze zména jedné proménné nebo vétveni podle
jedné proménné mize probéhnout pii libovolné kombinaci hodnot ostatnich pro-
ménnych, musi byt prechodova funkce definovana odpovidajicm zptisobem pro
vsechny jejich kombinace. Pokud $lo o zménu hodnoty jedné proménné, prejde
vypocet do stavu, ve kterém je patfiéné zménéna prislusnad proménné, ostatni
proménné jsou zachovany a uzel diagramu je nastaven na nésledujici uzel dia-
gramu. Pokud §lo o vétveni, jsou zachovany hodnoty vSech proménnych, ale uzel
diagramu, ktery je zaznamenan ve stavu, je nastaven na ten uzel, kam pfejde
vyvojovy diagram v zavislosti na testované proménné.

Podle definice TS ¢te kazda instrukce symbol na pasce a néjaky symbol na
pasku zapiSe. Ve vyse popsané konstrukei pripoustime, ze néktery krok vypoctu
popsaného zafizeni neprovede zadnou akci s paskou stroje. V prechodové funkci
vysledného TS odpovidaji takovéto kroky akcim, které formalné prec¢tou symbol
z pasky, tentyz symbol opét na pasku zapisi a neprovedou zadny posun hlav.
Protoze je ¢teny symbol argumentem prechodové funkce, musi byt v této funkci
prislusna akce reprezentovana opét pro vSechny jeho mozné hodnoty.

Popsanym zptsobem ziskdme fidici jednotku TS s velkym, ale kone¢nym po-
¢tem stavi a instrukei. O

3.2 Simulace vicepaskového TS pomoci TS s jednou nebo
dvéma paskami

Plati nasledujici tvrzeni.

Véta 3.2.1 Kazdy vicepdskovy T'S M lze simulovat
1. TS M’ s jednou pdskou
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2. TS M" se dvéma pracovnimi pdskami v abecedé {0,1},
tak, Ze vypocet o t krocich je simulovdn

1. vijpoctem M' délky O(t?) kroki,

2. vgpoctem M" délky O(tlogt) kroki.

Diikaz. Dokazovat budeme pouze tvrzeni 1. Necht stroj M mé k pasek. Poza-
dovany stroj M’ vytvorime jako stroj, ktery bude mit jednu pasku s 2k stopami.
Vzdy dvé po sobé jdouci stopy odpovidaji jedné pasce stroje M. Prvni z téchto
stop je kopil obsahu pfislusné pasky a druhéd obsahuje symbol 1 na pozici, kde
mé& M hlavu na této pasce a jinde obsahuje ¢, tj. znak oznacujici prazdné pole
péasky.

PopiSeme simulaci jednoho kroku stroje M strojem M’. Diky analjze z pfed-
chozi sekce miizeme ¥idici jednotku stroje M’ popsat programem s nasledujicimi
proménnymi. Proménné Ay, ..., A, budou reprezentovat symboly, které stroj M’
Cte a zapisuje na téch stopach pésky, které odpovidaji paskam 1,...,k stroje
M. Proménné Hy, ..., H; budou reprezentovat symboly na stopach, které urcuji
polohy jednotlivych hlav M, tedy stopy se symboly € a 1. Program bude dale vyu-
Zivat proménné aq, . .., a; pro dlouhodobé&jsi ukladani symboli z pasek stroje M,
promeénné uyq, . .., u, pro pomocné hodnoty 0,1 a proménnou ¢ pro stav jednotky
stroje M.

Simulace jednoho kroku stroje M se sklada ze dvou fazi. V prvni fazi stroj
projde pasku zleva doprava az na vSech stopach nalezne symbol 1, ktery oznacuje
hlavu na prislusné stopé. Pfitom postupné uklada do svych proménnych symboly,
které stroj M ¢te na jednotlivych paskach.

Po skonceni tohoto tseku programu jsou v proménnych ay,...,a; zapsany
symboly, které ¢te stroj M. Na zadkladé téchto symboli a stavu g vyhledd M’
odpovidajici instrukci M podle jeho pfechodové funkce. Pro tento cel bude
program testovat proménné ¢, aq,...,a; a pro kazdou kombinaci jejich hodnot
provede jiny blok prikazt, ve kterém hodnoty proménnych ai,...,a; zméni na
hodnoty, které maji byt na jednotlivé stopy zapsany, a do proménych si,..., sk
zapiSe posuny, které maji byt na jednotlivych stopach uskuteénény. Pak M’ za-
haji cyklus, v jehoz kazdém kroku posune hlavu o jednu pozici vlevo, pficemz na
pozicich, kde néktera z proménnych H; ma hodnotu 1, provadi navic naplanované
zmény konfigurace simulovaného stroje M. Tyto zmény si mohou vyzadat zmény
i na nékterém ze sousednich poli, coz se realizuje pohybem na toto pole, prislus-
nymi zménami a navratem zpét. Zmény na vice stopach na téze pozici pasky se
provadi postupné. Cyklus konéi, kdyz jsou potfebné tpravy provedeny na vsech
stopach pasky. Pokud stroj M neucini krok vlevo na nejlevéjsi bunce zadné pasky,
neudini takovy krok ani M’.

Tento cyklus dokoncuje simulaci jednoho kroku stroje M. Cely postup simu-
lace jednoho kroku stroje M je zapsdn programem na Obrazku 1. Opakovanim
simulace jednoho kroku v dalsim cyklu pak dostaneme simulaci celého vypoctu
stroje M. O
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ug «— 0;...up «— 0
repeat

f(H=1){a—A;u <1}

vpravo
until (uy =1 and ... and u, = 1)
(a,...,ax, S1,...,5) < tabulkalg,ay,...,ag] // dosazeni do nékolika proménnych
repeat

vlevo

fori=1to k do {
if(Hi=1andu; =1) {
Az‘ — a;
if (s;#£0) H; — 0
if (s;=1){
vpravo
vlevo
¥
vlevo
vpravo

}
}

until (uy =0 and ... and uy = 0)

Obrézek 1: Simulace jednoho kroku M.
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3.3 Simulace TS pomoci RAM a naopak

Véta 3.3.1 Jestlize néjakd uloha je Tesitelnd na TS v case t, pak je Tesitelnd na
RAM s jednotkovou mirou v éase O(t). Simulujici stroj navic splituje podminku
na polynomidlni omezent velikosti cisel.

Diikaz. Toto tvrzeni je dokdzano v textu Vypoctova slozitost I. O

Nyni zformulujeme a dokdzeme obecnou simulaci RAM pomoci TS. Nejprve
nebudeme predpokladat zadné omezeni velikosti ¢isel a pouzijeme tedy bitovou
(logaritmickou) miru sloZitosti.

Véta 3.3.2 Jestlize néjakd uloha je tesitelnd na RAM s bitovou mirou sloZitosti
b, pak je Teditelnd na vicepdskovém TS v éase O(b?).

Diikaz. Simulujici TS méa 6 pasek. Prvni paska obsahuje vstup zapsany jako po-
sloupnost binarné zapsanych ¢isel oddélenych specidlnimi znaky. Na druhé pasce
je zakédovan obsah vSech dosud pouzitych registri stroje RAM. Tento kéd se
sklada z posloupnosti dvojic (i, r;) pro vSechny adresy 4, pro které byl i-ty registr
pouzit. Cisla ve dvojici jsou zapsana ve dvojkové soustavé. Za posledni dvojici je
znak oznacujici konec pasky.

Treti paska slouzi k zapisu adresy pfi hledani hodnoty registru r; nebo wv;.
Ctvrté, paté a Sestd paska slouzi k ukladani &isel pro aritmetické operace. Napf.
pii séitani jsou operandy na ¢tvrté a paté pasce a soucet se zapisuje na Sestou.
Tyto pasky budeme nazyvat aritmetické.

Pro kazdou instrukci programu RAM obsahuje uvazovany TS podprogram,
ktery danou instrukei simuluje. Po ukonceni kazdého podprogramu prejde TS do
stavu, v némz zaciné dalsi z téchto podprogrami podle poradi, jak jsou provadény
v . RAM. Jestlize instrukce potfebuje obsah i-tého registru, je tfeba prohledat
druhou péasku a zjistit, zda je zde zapsana hodnota r;. P¥i tomto hledani je ¢islo
1 zapsano bindrné na tfeti pasce. Kdykoli je na druhé pasce nalezena néjaka
dvojice (i, ), je ¢islo ¢ porovnano s i'. Pokud nenastane rovnost, je druhd paska
prohledavana dale. V opac¢ném pfipadé je hledané cislo r; nalezeno. Pokud $lo o
piimé adresovani, je nalezené ¢islo r; preneseno na nékterou aritmetickou pasku
k dalsim operacim. Pokud $lo o nepfimé adresovani, je r; pfeneseno na tieti
pasku a je pouzito jako adresa pro druhé hledani. Pokud neni r; nalezeno viibec,
predpoklada se misto néj hodnota 0 a ta je zapsana na aritmetickou pasku.

Visledek operace se zapisuje zpét do registri. K zapisu hodnoty registru ¢ na
druhou péasku je tfeba nejprve najit a prepsat mezerami pripadnou dfive zapsanou
dvojici (i,r;). Pak se nalezne znak konce pésky, vymaZe se a za néj se zapise
dvojice (i,r;) s aktudlni hodnotou registru 7 a zapis se ukonéi znackou konce
pasky. Takto vznikaji na pasce useky popsané jen mezerami. Pro jednoduchost
simulace ponechame tyto tseky nevyuzité.
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Predpokladejme, Ze uvazovany vypocet probéhl v k krocich, jejichz bitové slo-
zitosti byly b; pro¢ =1,... k. Plati tedy b = Zle b;. Ozna¢me maximalni délku
obsahu druhé pasky s. Délka kazdého cisla, které je na druhé pésce zapséano,
byla zapocitana do slozitosti nékteré instrukce. Pomocné symboly, tj. zavorky,
¢arky a mezery prodlouzi obsah druhé pasky nejvyse o konstantni nasobek, proto
s = O(Zf:l b;). Pti simulaci jedné instrukce RAM je druhd paska prohledavana
nejvyse dvakrat (kvili nepiimému adresovani) pro kazdy operand. Cas potiebny
pro toto hledani a pfipadné pfenosy dat je O(s). Simulaci jedné instrukce RAM
na TS zahrnuje také vypocty na aritmetickych paskach. Protoze je délka cisel,
se kterymi pracuje i-t4 instrukce, nejvyse rovna b;, je pocet krokd na prislus-
nou aritmetickou operaci nejvyse O(b?). Z toho jiz lze odvodit odhad na pocet
krokit TS ve tvaru t = O(X.F_, b2 + kY., b;). Protoze Y25, 02 < (X8 b,)? a

i=1 "1 i=1 "7

kS b < (0K, 0)? plati t = O(b?). O

Pokud RAM spliiuje polynomialni omezeni velikosti ¢isel, muzeme pouzit jed-
notkovou miru slozitosti a plati nasledujici tvrzeni.

Véta 3.3.3 Jestlize néjaka uloha je tesitelnd na RAM s jednotkovou mirou slo-
Zitosti k a jestlize RAM spliiuje polynomidlni omezend velikosti ¢isel, pak je tato
tloha Tegitelnd na vicepdskovém TS v éase O(k?logk).

Diikaz. Pouzijeme stejnou konstrukci jako v diikazu predchozi véty. Protoze pred-
pokladame splnéni polynomialniho omezeni velikosti ¢isel, mtizeme predpokladat,
7e b = O(logk) pro viechna i. Z toho plyne, 7e t = O(XF_ b2 + kS°F b)) =
O(klog® k + k*logk) = O(k*logk). O

4 Neuniformni modely

4.1 Neuniformni Turingav stroj

Ve Vipoctové slozitosti I jsme ve Vété 2.5.2 dokazali, ze kazdy jazyk, ktery
je rozpoznatelny TS v polynomialnim cCase, lze reprezentovat ve vhodném ké-
dovani pomoci posloupnosti Booleovskych obvodt, které jsou konstruovatelné v
polynomialnim ¢ase od délky vstupu a, specidlné, maji polynomialni velikost. V
nékterych situacich je vhodné uvazovat obvody polynomidlni velikosti i bez poza-
davku, aby byly efektivné konstruovatelné. V takovém pripadé ziskdme vypocetni
model, ktery mize pro vstupy rtizné délky pouzit riizné algoritmy. Tim se tento
model lisi jak od efektivné konstruovatelnych obvodi, tak i od obvyklého TS.
Rozdil mezi efektivné konstruovatelnymi obvody a obecnymi obvody lze zo-
becnit a rozlisSujeme pak uniformni a neuniformni modely. Uniformni model je
takovy, Ze pro vSechny délky vstupu pouzije stejny algoritmus. Turingiv stroj a
RAM v jejich zakladni definici jsou piiklady uniformnich modeld. Neuniformni
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model muze pro kazdou délku vstupu pouzit jiny algoritmus. To zvySuje silu
téchto modelii, protoze mohou naptiklad reprezentovat nerekurzivni posloupnosti
funkci. Obecné obvody jsou pfikladem neuniformniho modelu. Kromé téchto ob-
vodu ale je mozné neuniformni model zavést i jako variantu TS s vyuzitim tzv.
poradni (advice) funkce. ProtoZe takto vznikly neuniformni TS umoziiuje snad-
néji formulovat vztah mezi uniformni a neuniformni sloZitosti, popiSeme tento
model podrobnéji.

Poradni funkce je libovolna funkce a : N — {0, 1}*. Turingiv stroj s poradni
funkci « je stroj, ktery ma pridanou pomocnou pasku pouze pro ¢teni, na které
mé pii vypoctu pro vstupni slovo w délky n zapsdno slovo a(n).

Pro libovolnou tfidu jazyka T definovanych pomoci né&jakého slozitostniho
omezeni TS a poradni funkci o budeme jako T/« znaéit t¥idu jazykd, pro které
existuje Turinguv stroj s poradni funkce «, ktery mé jinak stejnd omezeni jako
stroje pro tiidu T, tedy Cas, prostor, rezim vstupni pasky (jen ¢teni nebo i zapis),
determinismus/nedeterminismus. Ozna¢enim 7/poly rozumime sjednoceni 7'/«
pro vSechny funkce «, pro které je délka «(n) omezena polynomem od n.

Neuniformni modely, pfedevsim obecné Booleovské obvody, umoznuji defino-
vat slozitost i pro tlohy s omezenou délkou vstupu. Naptiklad méa smysl otazka,
jaky nejmensi obvod je schopen fesit problém splnitelnosti vyrokovych formuli
délky nejvyse 1000 znakt. Neuniformni modely navic umoziuji reprezentovat
pravdépodobnostni vypocty deterministicky pri zachovani ¢asové a prostorové
slozitosti. Tuto souvislost vyuzijeme k dikazu, Ze existence pravdépodobnost-
niho polynomidlniho algoritmu pro SAT by implikovala, Ze polynomiélni hie-
rarchie kon¢i na hladiné ¥,. Pokud je tedy PH nekonecnd, nelze SAT fesit v
polynomialnim c¢ase ani pravdépodobnostnim algoritmem.

4.2 Ekvivalence obecnych obvodu a P/poly

Véta 4.2.1 Necht L je jazyk nad abecedou ¥ a necht k je libovolné kodovdni
¥ — {0,1}*. Pak L patii do P/poly pravé tehdy, kdy# existuje posloupnost Boo-
leovskych obvodi {Cn}52 v bdzi {A,V,—}, kterd spliiuge:

1. Velikost obvodu C,, je omezena polynomem od n.

2. Pro kazdé n € N a kaZdé slovo w € ¥*, |w| < n plati w € L <+
Ch(k(w)) = 1.

Diikaz. Necht existuje posloupnpst obvodt C,, spliiujici vlastnosti z formulace
véty. Jako poradni funkci zvolime a(n) = C,,. Turinglv stroj s touto poradni
funkci mé pii vstupu w délky n k dispozici obvod C,, a provede simulaci vypoctu
tohoto obvodu na vstup w a vydéa ziskany vysledek.

Necht L je v P/poly. Vezméme libovolny TS v P /poly, ktery rozpoznavd jazyk
L, a zvolme libovolné pfirozené ¢islo n. Zkonstruujeme obvod velikosti polynomi-
alni v n, ktery vyda pro vstup w délky n hodnotu 1 pravé tehdy, kdyz w € L.
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Jestlize ¢(n) je polynomidlni odhad ¢asu, zkonstruujeme nejprve TS, ktery ma
jen jednu pasku, a ktery simuluje vipocet ptivodniho TS v ¢ase O(¢2(n)). Vstupni
paska, pracovni pasky i paska s poradni funkei jsou umistény jako stopy na pasce
simulujiciho stroje. Postupem pouzitym v dikazu Véty 2.5.2 ve Vypoctové slo-
zitosti 1 ziskdme obvod velikosti O(t*(n)). Jediny rozdil je v tom, %e v tomto
pripadé zahrnuje zkonstruovany obvod hodnotu poradni funkce a(n) a tedy nenf
obecné zkonstruovatelny efektivné. Tvrzeni dokazované véty ale pozaduje pouze
existenci obvodu polynomidlni velikosti, a proto posloupnost téchto obvodt pro
vsechna n dokazuje pozadovanou implikaci. O

4.3 Karp-Liptonova véta

Budeme zkoumat vztah neuniformnich t¥id a t¥id polynomidlni hierarchie zave-
dené v Sekci 1.

Jazyk S nad abecedou A nazveme self-reducibilni, pokud existuje polynomi-
alné vydcislitelnd funkce f definovana na A* takové, ze pro kazdé w € A* je bud
f(w) € {0,1} nebo f(w) = (wy,...,ws), kde vSechna w;, i = 1,..., k maji délku
mensi nez w, a pro kazdé w plati

fw)e{0,1} = (we S & f(w)=1)
a dale
fw)=(wy,...,up) = (wWeS < (wp €LV...Vw, €L)).

Problém SAT je self-reducibilni. Pro slova w, ktera nejsou formuli, definujeme
f(w) = 0. Pro w, které reprezentuje formuli bez proménnych, definujeme f jako
hodnotu této formule. Pro formuli w, ktera obsahuje alespon jednu proménnou,
definujeme f(w) jako (wq,ws), kde wy a wy jsou formule vzniklé z w dosazenim
0 a 1 za prvni proménnou a redukei vzniklého vyrazu.

Problém neekvivalence read-once rozhodovacich diagramu je self-reducibilni
z podobného divodu. Pokud ani jeden z porovnavanych diagrami neobsahuje
proménné, lze test provést v konstantnim ¢ase a definujeme f na zakladé spravné
odpoveédi. Pokud alespon jeden z diagramti obsahuje proménnou, prevedeme test
jejich ekvivalence na dva testy ekvivalence po dosazeni hodnoty 0 a 1 za libovol-
nou z proménnych. Kédovani diagrami musi byt takové, aby délka zapisu fixaci
libovolné proménné klesla.

Tvrzeni 4.3.1 (Karp, Lipton, 1980) Kdyby ezistoval jazyk S, ktery je self-
reducibilni, je tesitelny polynomidlnimi obvody a je NP-uplny, pak Iy = X9 a
tedy také Y3 = 3.

Diikaz. Predpoklddejme, Ze pro n&jaky polynom s(n) a kazdé n existuje obvod C
velikosti nejvyse s(n), ktery fesi S pro vstupy délky nejvyse n. Piedpokladejme
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déle, ze L € II,. Pak existuje relace R € P, kterd je p-vyvazena pro néjaky
polynom p;(n), takovd, Ze plati

we L < (Va1)(3z)R(w, x1, x2) .

Predikat (Jzo)R(w, x1,22) je v NP a S je NP-uplny, tedy existuje p-vyéislitelnd
funkce g, ktera splituje (Jzo) R(w, 1, 22) <= g(w,x1) € S. Necht ps(n) je horni
mez na délku g(w, z1) pro slova w délky nejvyse n.

Nasim cilem je ukazat existenci 3, formule s argumentem w, kterd vyjadruje
w € L. Oznaéme n = |w|. Pozadovana formule bude utvofena nésledovné. Jeji
existen¢ni kvantifikdtor bude mimo jiné kvantifikovat téz pfes vSechny obvody
C' velikosti nejvyse s(pa(n)). Zbytek formule se bude sklddat z konjunkce dvou
podformuli. Prvni zkontroluje, Ze obvod C' skute¢né fesi naleZeni do S pro slova
délky nejvyse pa(n) pomoci self-reducibility S a druhd vyuzije C(g(w,z1)) ke
zjisténi, zda g(w, z;) € S. Pro verifikaci obvodu pouZijeme formuli Verif(C,u),
kterd provede simulaci vypoc¢tu obvodu C' na vstup u, jejiz vysledek oznac¢ime
C(u), a porovna tento vysledek bud's f(u), pokud je f(u) € {0,1} nebo s C(w;)V
...V C(wyg) pokud f(u) = (wy, ..., wy). Celd formule s volnou proménnou w ma
tvar

(3C) [(Vu, |u] < pa(n)) Verif(C,u) A (Var)Clg(w, z1)] (5)

Lze ovéfit, Ze (5) je ekvivalentni formuli (Va1 )(3x2) R(w, x1, 22) a tedy také w € L.
Prevedenim (5) do prenexniho tvaru dostaneme formuli typu X, kterd vyjadiuje
nalezeni do L. Z toho plyne L € 3. O

Véta 4.3.2 (Karp, Lipton, 1980) SAT € P/poly = II, = ¥

5 Pravdépodobnostni algoritmy

V sekcich 5.1 a 5.2 uvedeme piiklady pouziti ndhodnosti pro vypocty. V sekci
5.3 popiseme t¥idu BPP, kterou tvoii dlohy fesitelné pravdépodobnostnim TS
v polynomialnim c¢ase a s exponencialné malou pravdépodobnosti chyby.

5.1 Vyuziti ndhodnosti pro demonstraci neizomorfnosti
dvou grafi

Predpokladejme, Ze jsou dany grafy G; a G5 na n vrcholech, o kterych predpo-
kladame, Ze nejsou izomorfni, ale je obtizné tento fakt dokazat vypoctem malé
slozitosti. Budeme uvazovat subjekty Prover a Verifier, které spolu mohou komu-
nikovat. Prover méa k dispozici neomezenou vypocetni kapacitu a jeho tikolem je
demonstrovat dikaz neizomorfnosti G; a G tak, aby Verifier mohl dikaz ovérit
i bez slozitého vypoctu. PopiSeme komunikacni protokol, ktery toto umoznuje.
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Komunikaci zahajuje Verifier, ktery pro zvolené ¢islo m vygeneruje posloup-
nost r1,...,r,m € {1,2} a posle Proveru grafy Hy, ..., H,,, které vytvoii tak, Ze
H; vznikne z grafu G,, nahodnou permutaci vrcholt. Kazdy z grafi H; je tedy
izomorfni pravé jednomu z grafd G; a G5 podle hodnoty r;. Prover provede vy-
poc¢ty potfebné ke zjisténi, kterému z grafi G; a G je izomorfni H;, a sestavi
posloupnost sy, ..., s, € {1,2} tak, Ze H; je izomorfni G;,. Prover pak posle po-
sloupnost s1, ..., s, Verifieru. Verifier zjisti, zda r; = s; pro vSechna i = 1,...,m,
a v takovém piipadé dtikaz pfijme, jinak zamitne.

Véta 5.1.1 Pokud jsou grafy G1 a G2 neizomorfni, pak Prover mizZe provést du-
kaz podle popsaného protokolu tak, Ze jej Verifier vZdy prijme. Pokud grafy nejsou
izomorfni, pak Verifier dikaz pFijme s pravdépodobnosti nejujse 2™ nezdvisle na
tom, jakym zpisobem postupuje Prover.

Diikaz. Pokud jsou grafy neizomorfni, je tvrzeni zfejmé. Predpokladejme tedy,
Ze G1 a G jsou izomorfni, tedy Ze existuje permutace vrcholi p takova, ze Gs
vznikne z G touto permutaci vrehold, coz budeme zapisovat Gy = GY. Mnozinu
vSech permutaci n vrcholti budeme znagcit S,.

Tvrdime, ze pak jsou vSechny grafy H; vygenerovany se stejného rozdéleni
pravdépodobnosti, a tedy tyto grafy nenesou zadnou informaci o posloupnosti
T1,...,Tm. Pokud r; = 1, pak H; je konstruovan jako G, kde ¢ je ndhodna
permutace vrcholt z S,,. Pokud r; = 2, pak H; je konstruovan jako G3 = (GY)1 =
GY? kde ¢ je ndhodna permutace vrcholt z S,,. Protoze S, je grupa, jsou zobrazen{
q+— pq a q — p~'q navzajem inverzni. Zobrazeni ¢ — pq je tedy bijekce na S,,. Z
toho plyne, Ze pravdépodobnostni rozdéleni permutaci ¢ a pg jsou stejna, a tedy
jsou stejnd i rozdéleni H; pro i = 1,...,m nezavisle na hodnoté r;.

Protoze Verifier generoval posloupnost ry,...,r, z rovhomérného rozdéleni
na vSech posloupnostech z {1,2}™ a posloupnost si,..., S, € {1,2}™ je na ni
statisticky nezavisld, je pravdépodobnost shody r; = s; pro v8echna i =1,...,m
rovna 2°™. O

5.2 Pravdépodobnostni test neekvivalence read-once roz-
hodovacich diagrami

Budeme uvaZovat rozhodovaci diagramy, které pro vstup = (1, . .., x,) pocitaji
Booleovskou funkci f : {0,1}" — {0, 1} nasledovné. Vypocet za¢ina v po¢ateénim
uzlu. Kazdému nekoncovému uzlu je pfifazena néktera ze vstupnich proménnych
x; a uzel ma nasledniky, které odpovidaji podminkdm z; = 0 a x; = 1. Vypocet
pokracuje do néslednika, jehoz podminka je pro dany vstup splnéna. Koncové
uzly jsou ohodnoceny 0 nebo 1 a toto ohodnoceni uréuje hodnotu f(z) pro dany
vstup x. Rozhodovaci diagram nazveme read-once, pokud kazdy vypocet ¢te kaz-
dou proménnou z; nejvyse jednou. Funkci, kterou pocita read-once diagram P,
budeme znacit fF.
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Problém splnitelnosti je pro read-once diagramy snadno Fesitelny. Funkce re-
prezentovand read-once rozhodovacim diagramem ma spliujici ohodnoceni prave
tehdy, kdyz v diagramu existuje cesta z pocatecniho do prijimajiciho uzlu. Tim
je problém splnitelnosti pfeveden na problém s, t-souvislosti grafu, ktery lze efek-
tivné Tesit.

Read-once diagramy P a () nazveme ekvivalentni, pokud pocitaji stejnou
funkei, tedy pokud f¥ = f@. UkaZeme, Ze problém ekvivalence dvou read-once
diagrami lze Tesit pravdépodobnostnim algoritmem v polynomidlnim ¢ase. Pokud
algoritmus vyda jako vystup, ze diagramy jsou neekvivaletni, je vystup dokaza-
telné spravny. Budeme proto tlohu nazyvat test neekvivalence. Algoritmus lze
navic upravit tak, ze v pripadé neekvivalence vyda jako vystup ohodnoceni pro-
ménnych a € {0,1}" takové, Zze fF(a) # f%(a). Pokud algoritmus vyda jako
vystup, ze diagramy jsou ekvivaletni, miize byt vystup chybné, ale parametry
algoritmu lze nastavit tak, Zze pravdépodobnost chyby je exponencidlné mala.

Pro popis pravdépodobnostniho test neekvivalence, prifadime nejprve libo-
volnému read-once diagramu P polynom, ktery vyjadiuje funkci pocitanou di-
agramem. Polynom definujeme indukci pfes uzly diagramu pocinaje koncovymi
uzly. Necht v je uzel diagramu P, ktery testuje proménnou z; a jehoz 0, resp. 1,

naslednik je vy, resp. v;. Jestlize uzly vg a v; jiz maji prifazen polynom £a resp.
P pak definujeme
' P ==z +af? (6)
v 1) J v 1J vy
Jako fP(zy,..., x,) ozna¢me polynom fF kde v je poc¢ateéni uzel diagramu. Lze

snadno ovérit, ze plati néasledujici tvrzeni.

Lemma 5.2.1 Pro libovolny read-once rozhodovaci diagram P a libovolny vstup
z € {0,1}" plati f(x) = fF(x).

Diikaz. Dokazeme, Ze pro libovolny uzel diagramu v plati identita f,(x) = fF(x),
kde f, je funkce poéitand read-once rozhodovacim diagramem, jehoZ pocatecni
uzel je v. Pro koncové uzly identita plati, protoze f,(z) a fF(z) jsou stejné kon-
stanty. Pro dalsi uzly dokdZzeme identitu indukei pomoci vztahu (6). O

Polynom fF(x) je definovan postupem jeho vypoctu, ktery ma sloZitost li-
nearni ve velikosti diagramu P. Pokud chceme zjistit jeho koeficienty, je tfeba
ziskané vyrazy roznasobit. Tim dostaneme polynom s celociselnymi koeficienty
a obecné exponencidlnim poctem ¢lend. Protoze polynom mé pouze celociselné
koeficienty, lze jej chapat jako polynom nad libovolnym télesem 7. K formulaci
testu neekvivalence read-once rozhodovacich diagrami bude zapotiebi efektivni
vypocet fF(a) pro libovolné a € T™.

Ditisledek 5.2.2 Necht f je polynom privazeny diagramu P a T je téleso. Vij-
pocet fP(ay,...,a,) lze pro libovolnou kombinaci hodnot proménnych a; € T
provést pomoci nejuyse O(|P|) operact séitdni a ndsobeni v télese T
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Diikaz. Pro dané ohodnoceni postupné vypoéteme hodnoty f(as,...,a,) pro

v8echny uzly diagramu podle vztahu (6). O

Polynom nazveme multilinedrni, pokud se v kazdém jeho monomu vyskytuje
kazda proménné nejvyse v prvni mocniné. Z konstrukce f¥ vyplyva nasledujici.

Lemma 5.2.3 Polynom f¥ je multilinedrni polynom.

Diikaz. Indukci podle postupu vytvafeni polynomi pro jednotlivé uzly diagramu
ukdzeme, Ze pro kazdy uzel v je polynom f, multilinedrni. Pro koncové uzly
je tvrzeni zfejmé. Pro ostatni uzly plyne tvrzeni ze vztahu (6) a z indukéniho
predpokladu pro nasledniky v a v uzlu v, protoze polynomy f,, a f,, nezavisi
na proménné z; vzhledem k tomu, Ze P je read-once diagram. O

Ukézeme, ze ekvivalentni read-once rozhodovaci diagramy definuji shodné po-
lynomy, i kdyz postup jejich vypocétu podle diagramu mtiize byt odlisny.

Lemma 5.2.4 Jestlize h je multilinedrni polynom n proménnijch nad télesem T
a pro libovolné a € {0,1}" plati h(a) = 0, pak také pro libovolné b € T™ plati
h(b) = 0.

Ditkaz. Indukei podle £ = 0,1,...,n budeme dokazovat, Ze h(b) = 0 pro b €
T" takové, ze b; € {0,1} pro ¢ > k + 1. Pro k = 0 toto plati z pfedpokladu.
Necht 1 < k < n a nechf b je takové, ze b; € {0,1} pro ¢ > k + 1. UvaZme
b(t) € T" pro t € T takové, ze bj(t) = t a pro i # k plati b;(¢t) = b;. Podle
indukéntho pfedpokladu plati A(V/(0)) = h(¥'(1)) = 0. Protoze h je multilinedrni,
je h(V'(t)) linedrni funkei proménné ¢. Plati tedy k(¥ (¢)) = 0 pro vSechna t € T
a tedy i h(b) = 0. Tim je indukéni hypotéza dokdzéna pro vSechna k =0,...,n.
7Z platnosti pro kK = n plyne tvrzeni lemmatu. O

Véta 5.2.5 JestliZe f a g jsou multilinedrni polynomy n proménnych nad télesem
T a pro libovolné a € {0,1}" plati f(a) = g(a), pak také pro libovolné b € T"
plati f(b) = g(b).

Ditkaz. Plyne z Lemmatu 5.2.4 pro h(x) = f(z) — g(z). O

Diagramy P a () jsou neekvivalentni, pokud existuje vstup a € {0,1}", pro
ktery je f7(a) # f?(a). Pokud je takovychto rozliujicich vstupti malo, nemusi
byt nahodnd volba a efektivni, protoze miZe vést na rozliSujici vstup s exponen-
cialné malou pravdépodobnosti. Pravdépodobnostni test neekvivalence je zalozen
na tom, Ze na zakladg Véty 5.2.5 mizeme misto rozlisujicich vstupt z {0, 1}" hle-
dat ndhodné zobecnéné rozlisujici vstupy z T pro vhodné téleso T'. K dikazu, ze
timto zpiisobem lze testovat neekvivalenci pravdépodobnostné v polynomidlnim
case, pouzijeme nasledujici tvrzeni.
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Lemma 5.2.6 Jestlize g(x1, ..., x,) je libovolny nenulovy multilinedrni polynom

nad télesem T a M C T je koneénd, pak existuje alespori (|M|— 1)™ kombinaci
hodnot x; € M, pro které je g(x1,...,x,) # 0.

Diikaz. Pro n = 0, tj. pro konstantni polynomy tvrzeni plati. Dale postupujme
indukci podle poétu proménnych. Necht g je multilinedrni polynom v proménnych
Z1,...,T,. Rozdélme jeho monomy podle toho, zda obsahuji nebo neobsahuji ;.
Z prvni skupiny monomu z; vytkneme. Dostaneme vyjadieni g = 191+ go, kde g1
a go jsou polynomy v proménnych z,, ..., z,. Protoze g je nenulovy, je nenulovy
aspoti jeden z polynomi ¢g; a gp.

Necht ¢g; je nenulovy. Podle indukéniho pfedpokladu existuje aspon (|M| —
1)"~! ohodnoceni proménnych @y, ..., x,, které dévaji g; # 0. Pro kazdé z nich
je ¢ linedrni funkce z1, tj. plati ¢ = ax; + b pro néjaké a # 0 a néjaké b. Pak
pro kazdou volbu 21 € M \ {—%} je g # 0. Kazdé z uvazovanych (|M|— 1)"!
ohodnoceni proménnych s, ...z, jsme tedy doplnili alesponi |[M| — 1 zpusoby
na ohodnoceni vSech proménnych, které spliiuje g # 0.

Necht g; = 0 a gy je nenulovy. Pak podle indukéniho predpokladu existuje
aspont (|M|—1)""1 ohodnoceni proménnych s, . .., z,, které davaji go # 0. Kazdé
z nich lze doplnit libovolnou volbou x; € M na ohodnoceni vSech proménnych,
které dava g # 0. V tomto piipads tedy méame dokonce alespon |M|(|M| — 1)1
potfebnych ohodnoceni. O

Piiklad. Jestlize g(z1,...,2,) = 21...2, a M C T, pak podet kombinaci hodnot
z M, pro které je g nenulovy, je bud |[M|"*, pokud 0 & M, nebo (|M|—1)", pokud
0 € M.V obecném piipadé tedy dolni mez z lemmatu nelze zlepsit.

Lemma 5.2.6 umoznuje alternativni diikaz Lemmatu 5.2.4, kdyz pouzijeme
M = {0,1}. Kdyby existovalo ohodnoceni a € T", pro které je h(a) # 0, pak
podle Lemmatu 5.2.6 pro M = {0, 1} by muselo existovat alespoii jedno ohodno-
ceni b € {0,1}", pro které h(b) # 0, coz by byl spor s pfedpokladem.

Pokud nalezneme zobecnéné rozliSujici ohodnoceni, 1ze efektivné najit i rozli-
Sujici ohodnoceni z {0, 1}

Véta 5.2.7 Jestlize g je multilinedrni polynom n proménnych, umime jej efek-
tivné vyhodnotit a zndme nékteré ohodnoceni a € T™, pro které plati g(a) # 0,
pak lze efektivné najit ohodnoceni b € {0,1}" takové, Ze g(b) # 0.

Diikaz. Protoze g(r1,as,...,a,) je linedrni funkce proménné x;, pak z toho, Ze
je nenulova pro x; = a; plyne, Ze je nenulova pro alespon jednu z hodnot z; =0
a 1 = 1. Zménime a; na a} = 0 nebo a] = 1 tak, aby g(a},as,...,a,) # 0.
Pak opakujeme stejny postup s a; pro i = 2,...,n. Vysledkem je ohodnoceni
(a},...,a],) € {0,1}" takové, ze g(a},...,a,) #0. O

»'n

Uvedme si jesté nésledujici tvrzeni, které neni potieba pro test neekvivalence,
ale ilustruje viznam polynomu f¥ nad télesem racionalnich &isel.
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Véta 5.2.8 Nechf P je read-once rozhodovaci diagram pro funkci f proménnych
X1, ..., Ty Pak fP(xy,...,x,) je roven polynomu, ktery vznikne nésledujicim zput-
sobem

(i) Kazdé hrané P, kterd odpovida testu z; = 1 pfifadme vyraz z; a kazdé
hrané odpovidajici testu x; = 0 pfifadme vyraz 1 — z;.

(ii) Kazdé cesté v P pfitadme soudin vyrazt pro jeji jednotlivé hrany.

(iii) Diagramu P pfifadime soudet soudintt pfifazenych vSem cestdm v P z po-
cateéniho uzlu do pfijimajiciho uzlu.

Nésledujici lemma dava moznost interpretovat polynom fP jako pravdépo-
dobnost urcitého typu udalosti.

Lemma 5.2.9 Necht jsou hodnoty x; € {0,1} voleny ndhodné, nezdvisle a tak,
Ze Pr(x; = 1) = p;. Pak Pr(f(xy,...,2n) =1) = fP(p1,...,Pn)-

Diikaz. Tvrzeni plyne z Véty 5.2.8 a z toho, Ze pravdépodobnost, Ze ndhodny
vstup projde po dané cesté, je pravé rovna soucinu ohodnoceni jejich hran. Pri-
chod po riznych cestach jsou ndhodné jevy, které se vylucuji. Proto je pravdé-
podobnost disjunkce téchto jevii rovna souctu jejich pravdépodobnosti.

Tvrzeni je mozné dokdzat také indukei pres uzly diagramu pomoci vztahu (6).
O

Lemma 5.2.9 umoznuje zjistit pocet spliiujicich ohodnoceni pro dany diagram,
protoze pocet spliiujicich ohodnoceni funkce f je pravé fP(1/2,...,1/2)2". Algo-
ritmus provede polynomidlni podet operaci s Cisly, jejichz délka zépisu je O(n).
Jeho slozitost je tedy polynomialni v n.

Nyni popisme jeden krok pravdépodobnostniho algoritmu pro testovani ne-
ekvivalence read-once diagrami. Jednoduchou podobu celého algoritmu dosta-
neme opakovanim tohoto zakladniho kroku nebo zvétSenim pouzité mnoziny M,
pri¢emz spolehlivost vysledku roste s po¢tem opakovani nebo s velikosti M a tedy
cuje s racionalnimi aproximacemi odmocnin prvocisel, pro ktery 1ze spolehlivost
vysledku zvySovat za cenu narustu slozitosti deterministické ¢asti algoritmu, tedy
bez nartistdni poctu potfebnjch ndhodnych bitd. Tento algoritmus vystaci s n
nadhodnymi bity, ale neni pfedmétem tohoto textu.

Nésledujici algoritmus pracuje s libovolnym télesem T' a predpoklada presnou
aritmetiku v tomto télese. Pro dosazeni efektivniho postupu je mozné pracovat
s konecnym télesem, naptiklad se Z, pro prvocislo q.

Test neekvivalence.
Vstup jsou dva diagramy P, a P a M CT.
Necht fF a fI jsou polynomy pfifazené P; a P, v uvedeném poradi.
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Vyberme nahodné a nezavisle hodnoty a4, ...,a, € M
z rovnomérného rozdéleni na M.
Pro vybrané hodnoty proménnych vyéisleme polynomy f7 a f3.
Je-li fP(aq,...,a,) # f¥(aq,...,a,), pak return(ay, . . ., a,),
jinak return(0).

Je-li vystup algoritmu ohodnoceni ay, ..., a,, které odlisuje polynomy f¥ a
1%, pak jsou vstupni diagramy neekvivalentni a ziskané ohodnoceni budeme na-
zyvat dikaz (svédek) neekvivalence Py a P,. Na zakladé Véty 5.2.7 je pak mozné
najit také ohodnoceni z mnoziny {0, 1}, které diagramy odlisuje. Jestlize je vy-
stup algoritmu (), mohou byt diagramy ekvivalentni i neekvivalentni. Plati ale
nasledujici tvrzeni.

Véta 5.2.10 Necht P, a P, jsou dva read-once rozhodovaci diagramy s n pro-
mennymi. Pak plati ndsledujict.

(1) Jsou-li P, a P, ekvivalentni, pak algoritmus vidy vydd odpovéd ().

(ii) Pokud jsou neekvivalentni, pak pravdépodobnost, Ze algoritmus najde dikaz
neekvivalence, je alespori 1 —n/|M|.

Diikaz. Jestlize jsou Py a P, ekvivalentni, pak f¥' = fJ a algoritmus tedy vyd4
hodnotu 0.

Jestlize P; a P nejsou ekvivalentni, pak ff — fI je nenulovy multilinedrni po-
lynom, protoZe nabyva nenulové hodnoty jiz pro nékterou kombinaci a; € {0,1}.
Pravdépodobnost, Ze algoritmus najde dikaz neekvivalence, vypocteme jako po-
mér poc¢tu priznivych pfipadi ku poctu vSech pripadi. Pocet vsech vybért hodnot
proménnych je |M|™. Podle Lemmatu 5.2.6 je pocet pfiznivych pfipadi alespoii
(|M] — 1)". Pomér je tedy alespori

R )

ProtoZe (1 — )" > 1 — nz, dostaneme, Ze
(1 _ L) 1o
M| |M]

Necht M je libovolna podmnozina 7" velikosti 2n. Pokud je charakteristika 7'
alespoil 2n nebo 0, lze pouzit M = {0,1,...,2n — 1}. Pak v pfedchozim tvrzeni
dostaneme odhad pravdépodobnosti 1/2. Pfesnéjsi vypocet by ukazal, Ze pro
velké n je pravdépodobnost nalezeni dikazu neekvivalence alespon (1 - %)" ~
e™1/2 ~ 0.60653.

Pravdépodobnost chyby 1ze snizit na exponenciadlné malou hodnotu, pokud
algoritmus nékolikrat opakujeme pro (statisticky) nezavislé hodnoty ndhodngch

Tim je odhad dokazan. O
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bitd nebo pokud dostatecné zvétsime mnozinu M. Z hlediska pocétu potiebnjch
ndhodnych bitt je pouziti vétsi mnoziny M efektivnéjsi postup zvyseni spolehli-
vosti nez opakovani.

Véta 5.2.11 Necht'k > 1 je p¥irozené ¢islo. Pokud |M| = 2*n, pak pravdépodob-
nost nalezeni dikazu neekvivalence pomoci vyse popsaného algoritmu je alespor

1
l_ﬁ'

Diikaz. 7 Véty 5.2.10 plyne

Poznamenejme, Ze k reprezentaci jednoho prvku M staci v tomto piipadé
log, | M| = k+log, n bit. K provedeni algoritmu je tedy v tomto pfipadé potieba
generovat nlog, |M| = (k + log, n)n ndhodnych bitd.

5.3 Trida BPP

Pravdépodobnostni Turinglv stroj bez omezeni slozitosti lze zavést napiiklad
néasledujicim zptisobem.

Definice 5.3.1 Pravdépodobnostni TS (PTS) je TS s pfidanou pdskou, na niz
je pred zahdjenim vypoctu pro vstup w délky n zapsdna posloupnost nahodnych
biti délky s(n). PTS miZe pri svém vgpoctu vyuZivat tyto ndhodné bity, proto
muze mit pro jedno vstupni slovo w vice vypoctu, ale Zddny vipocet nesmi na
pdsce s nahodnymi bity dojit za posledni ndhodng bit, tedy nemize testovat jeho

délku s(n).

V dalsim se omezime na takové PTS, které pracuji v polynomidlnim ¢ase a
tedy s(n) miZe mit polynomiélné omezenou délku.

Jak je vidét z definice, lze PTS uvazovat jako specidlni pfipad nedetermi-
nistického TS. Stejné jako nedeterministicky stroj, ¢ini i PTS b&hem vypodtu
rozhodnuti, ktera nezavisi jen na vstupnim slové, ale jesté na dalsich pomocnjch
bitech. Pravdépodobnostni a nedeterministicky stroj se lisi kvantifikaci pozado-
vaného poc¢tu kombinaci pomocnych bitid, pro které dojde k piijeti vstupniho
slova.

Jestlize M je PTS, w je vstup a r je posloupnost ndhodnych bitd, které
jsou pouzity pfi vypoctu, pak vysledek vypoctu budeme znaéit M (w,r). Pokud
je mozné vysledek M (w,r) interpretovat jako pfijeti nebo nepfijeti, pak budeme
jako R(w,r) znacit predikat, ktery je splnén pro takové kombinace w, r, pro které
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Ir| = s(|w|) a vysledek M (w,r) znamend piijeti. Pravdépodobnost chyby budeme
vyjadfovat pomoci pravdépodobnosti, Ze plati R(w,7), kde 7 je ndhodné kombi-
nace bitt pouzitych pfi vypoctu. Protoze predpokladame, ze délka 7 je konecna
a zavisi jen na délce vstupu w, je pravdépodobnostni prostor pro nédhodny jev
R(w, 7) diskrétni. Pravdépodobnost R(w, 7) tedy miiZzeme vyjadfit jako podil po-
¢tu kombinaci nahodnych bitd na vstupu, které vedou k pfijeti, a vSech moznych
kombinaci téchto bitt.

Pro definici pravdépodobnostniho rozpoznéavani jazyka L pomoci PTS pouzi-
jeme libovolné realné funkce a(n) a 3(n) s hodnotami v [0, 1]. Obvykle jsou tyto
funkce bud konstantni nebo pii n — oo plati a(n) — 0 a B(n) — 1.

Definice 5.3.2 Jestlize 0 < a(n) < S(n) < 1 jsou redlné funkce, pak fekneme,
ze M je (a(n), 3(n))-PTS pro jazyk L, jestlize plati:

w¢gL = Pr(Rw, 7)<«
weL = Pr(R(w,7)) > 5(|lw]).

Pro slovo w délky n je pravdépodobnost chybného vysledku v piipadé w € L
nejvyse 1 — B(n) a v piipadé w ¢ L nejvySe a(n). V obou ptipadech je tedy
pravdépodobnost chybného vysledku nejvyse max{a(n),1 — 8(n)}. Pokud nés
zajima jen tato celkovad pravdépodobnost chyby, pak lze pouzit (¢(n),1 — e(n))-
PTS, kde 0 < £(n) < 3 je libovoln4 redlna funkce.

Definice 5.3.3 Definujme tfidy RP, co-RP a BPP tak, ze pro kazdy jazyk L
plati:

(i) L € RP <= existuje polynomiélni (0, 1) — PTS pro L;

(i) L € co-RP <= \L € RP;

(i) L € BPP <= existuje polynomidlni (%, %) — PTS pro L.

Poznamenejme, Ze z (a(n), 5(n))-PTS pro jazyk L lze zdménou pfijeti a ne-
ptijeti ve vystupu ziskat (1—3(n), 1 —a(n))-PTS pro doplnék L. Proto lze co-RP
ekvivalentné charakterizovat jako t¥idu jazykt, pro které existuje (% 1)-PTS.

Stroje pro jazyky z RP jsou dosti podobné nedeterministickému TS. Pokud
slovo do pfijimaného jazyka nepatii, pak neexistuje prijimajici vypocet. Pokud
do jazyka patfi, pak existuje pfijimajici vypocet. Je tedy RP C NP. Podobné
jako v NP, i v RP plati, ze pokud stroj vstup pfijme, pak mame jistotu, ze vstup
do jazyka patfi. Pokud stroj vstup nepfijme, pak slovo do jazyka patfit mutze i
nemusi. Narozdil od NP vsak v RP pozadujeme, aby platilo, ze pokud existuje
aspon jeden prijimajici vypocet, pak jich existuje mnoho. To zpiisobuje, Ze na-
rozdil od NP, kterd obsahuje jazyky, jejichz prijimani se povazuje za vypocetné
narocné, jsou jazyky z RP povazovany za jazyky, jejichZz pfijimani lze provést
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efektivné. Divod vyplyne z nasledujicich vét, kdy ukazeme, Ze pravdépodobnost,
ze PTS pfijimajici jazyk z RP vyda chybny vysledek, lze snizit na exponencialné
malou hodnotu.

Pro algoritmy ve tfidé BPP lze pravdépodobnost chybného vysledku sniZit na
exponenciadlné malou hodnotu, ale pfijeti ani nepfijeti vstupu nezarucuje jistou
odpovéed.

Vyse uvedena tvrzeni nyni dokdzeme pomoci vét o zesilovani pravdépodob-
nosti spravné odpovédi. Obecné se toto zesilovani udéla tak, ze vychozi algoritmus
zopakujeme nékolikrat pro nezavisle volené nahodné bity. Pii dikazech zminénych
vét pak je predevsim potieba odhadnout pocet opakovéni, ktery je zapotiebi k
dosazeni urcité spolehlivosti vysledku. Omezujeme se na ty pfipady, kdy je tento
pocet opakovani polynomiélni v délce vstupu, tj. kdy ziskany spolehlivéjsi algo-
ritmus je stale jesté polynomialni.

Véta 5.3.4 Necht q(n) je libovolny polynom. Pak pro kaZdy jazyk L plati:
(i) Jestlize existuje (0, ﬁ) -PTS pro L, pak L € RP;

ii) Jestlize L € RP, pak existuje (0,1 — (% 1™ _pTs pro L.
2

Diikaz. K dikazu (i) i (ii) pouzijeme nasledujici obecnou konstrukei. Necht M je
(0,e(n))-PTS pro néjaky jazyk L a necht k(n) je n&jaka funkce z p¥irozenych ¢isel
do pFirozenych ¢&isel. Uvazme stroj M’ ktery na vstupu w délky n zopakuje k(n)
krat vypocet stroje M a vstup pfijme pravé tehdy, kdyz alespon jedno z opakovani
vstup piijalo. Tvrdime, ze M’ je (0,1 — e~¢*M)-PTS pro stejny jazyk.

Je-li w ¢ L, pak zadné opakovani vstup nepfijme, tj. M’ pfijme vstup s
pravdépodobnosti 0. Vypoc¢téme dolni odhad pravdépodobnosti, ze M’ vstup
pfijme, jestlize w € L. Pfesnéji feceno, odvodime horni odhad na pravdépo-
dobnost nepfijeti v tomto ptipad8. Ozna¢me n = |w|. Pro jedno opakovéni je
pravdépodobnost nepfijeti podle predpokladu nejvyse 1 —e(n). Pro k(n) nezavis-
Ijch opakovani je pravdépodobnost, Ze vstup bude vzdy zamitnut, préavé soucin
pravdépodobnosti, ze bude zamitnut v jednotlivych opakovanich. Tento soucin je
nejvyse (1 — e(n))*™. Pouzijeme-li nerovnost 1 — x < e~%, ktera plati pro kazdé
realné x, dostaneme, Ze pravdépodobnost zamitnuti je pro M’ nejvyse

(1 = £(n))H® < =<k,

Pravdépodobnost pfijeti je tedy alesponi 1 — e~¢(W(™) jak bylo pozadovano.

K diikazu (i) pouzijeme e(n) = ﬁl) ak(n) = q(n). ProtoZe plati 1—e =Mk =
1—1> 1 je (i) dokazano.

K ditkazu (i) pouzijeme e(n) = 1 a k(n) = 2q(n). Protoze plati 1—e~
1— e > 1 — (1) e (ii) dokdzéno. O

c(m)k(n) —
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Véta 5.3.5 Necht q(n) je libovolny polynom. Pak pro kazdy jazyk L plati:
(i) Jestlize L € BPP, pak existuje (55,1 — 537) -PTS pro L.
gzzé é@;ﬁi.zve B(n) — a(n) > ﬁ a jestlize existuje (a(n), 5(n))-PTS pro L, pak

Ditkaz. Pouzijeme tzv. Cernovovu nerovnost. Necht X € {0,1} je ndhodnd veli-
¢ina a necht Pr(X = 1) = p a Pr(X = 0) = 1 — p pro néjaké p € [0, 1]. Protoze
X €{0,1}, plati také EX = Pr(X = 1) = p, kde EX oznacuje stfedni hodnotu
X. Necht X; proz =1,2,...,m jsou nezdvislé realizace veli¢iny X . Pak pro kazdé

e > 0 plati
Pr <Z X, >+ 5)m> < e 2m
i=1

Pr (Z X, <(p- e)m) < g 2m
i=1

Dokazme nejprve (i). Necht M je (1/3,2/3)-PTS pro n&jaky jazyk L. Zkonstru-
ujeme TS M, ktery pro slovo w délky n provede simulaci 13¢(n) nezavislych
opakovani M a vydé vétsinovy vysledek z téchto opakovani jako sviij vystup.
Dokézeme, ze M’ splituje podminku z tvrzeni (i). Vysledek jednotlivych opako-
vani ozna¢me jako X; pro i = 1,...,m, kde m = 13¢q(n). Jestlize w ¢ L, pak
Pr(X = 1) = p < 1/3. Pravdépodobnost chybného pfijeti alesponi m/2 opakova-
nimi spliiuje nerovnost

m m 1
Pr <ZX1 > T;) <Pr (ZXl > <p+ 6) m) < e—m/18
i=1

i=1

~13/18 < 1/2, dostaneme

L m 1
) —m/18
Pr(g X12—2>§e <2q(n).

i=1

Protoze plati e

Jestlize w € L, pak Pr(X = 1) = p > 2/3. Pravdépodobnost pfijeti alespoii m/2
opakovanimi odhadneme jako doplnék pravdépodobnosti nepiijeti. Z Cernovovy
nerovnosti plyne

m m 1
re(Snsg) <re(Sxs (o)) <o
i=1

i=1

S vyuzitim stejného numerického odhadu jako vyse dostaneme

i m 1
) e —m/18
Pr<‘§1X1<2)<e <2q(n)
i

Vypoctova slozitost II, P. Savicky, 12. duben 2016 30

a tedy celkové

= m = m 1

Tim je (i) dokdzano.

Necht M je (a(n),B(n))-PTS pro né&jaky jazyk L. Pro dikaz (ii) zkonstru-
ujeme M’, ktery pro libovolny vstup w nékolikrat nezdvisle zopakuje M. Pocet
opakovéni N(w) zvolime v tomto piipadé jako N(w) = 4¢*(n). Vysledek i-tého
opakovani M ozna¢me jako X;, kdy nepfijeti budeme reprezentovat ¢islem 0 a
prijeti ¢islem 1. VSechna X, jsou realizace téZe ndhodné veli¢iny X. Stroj M’
pifijme vstup pravé tehdy, jestlize Zf\;(f“ )X, > w]\] (w).

S pomoci Cernovovy nerovnosti nyni odhadnéme pravdépodobnost, ze M’
pfijme slovo w ¢ L a slova w € L. Pro jednoduchost ozna¢ime m = N(w) a
misto a(n) a 3(n) budeme psat o a 8. V piipadé w ¢ L je EX =Pr(X =1) < .
Je tedy

Pr (Z)C > O‘—;—ﬁm> =Pr (Z)Q > (oz—i— ﬁ%) m) < o 3(a-em
i=1

i=1

Vypoctéme jesté pravdépodobnost zamitnuti pro w € L. V tomto piipadé je
Pr(X =1) > 3. Je tedy

(o) o (e (250 2
i=1

i=1

V ptipadé w € L je tedy pravdépodobnost pfijeti alespoii 1 — e~3(8-2°m_ Protoze
piedpokladame, Ze 3(n) — a(n) > ﬁ a m = 4¢*(n), dostaneme

e 5B —am)4e2(n) < ¢ T3EE Y™ _ -2 <

W =

Stroj M’ je tedy (% %)—PTS, jak bylo zapottebi pro (ii). O

K odvozeni diisledku Véty 5.3.5 pro vztah BPP a P/poly zavedme nésledujici
pojem.

Definice 5.3.6 Necht L je jazyk z BPP a necht R(w, r) je relace popisujici p¥ijeti
w pomoci nékterého PTS pro L. Pak slovo r nazveme dobra napovéda pro vsechna
slova délky n v jazyce L, jestlize pro kazdé slovo w délky n plati w € L <=
R(w,r).

Vsimnéme si, ze zname-li néjakou dobrou napovédu r,, pro délku n, pak mu-
Zzeme pravdépodobnostni algoritmus pouzit pro slova délky n deterministicky,
protoze pro libovolné slovo w délky n stadi zjistit pouze to, zda R(w,r,).
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Véta 5.3.7 Jestlize L je z BPP, tedy také z RP nebo z co-RP, pak pro néj exis-
tuje relace R v P tak, Ze pro kazdé dostatecné veliké n existuje slovo r, délky
polynomidlni v n, které je dobrou ndpovédou pro vsechna slova délky n v jazyce

L.

Diikaz. Zvolme q(n) = n?. Podle bodu (ii) z Véty 5.3.5 dostaneme, Ze existuje
polynomidlni (¢(n),1 —e(n))-PTS pro L, kde e(n) = 2% Necht R(w,r) popisuje
tento PTS a necht s(n) je délka pouzitych posloupnost! ndhodngch bitt r vyu-
Zitych pri jeho vypoctu. Oznaéme jako V,, mnozinu vSech slov v abecedé {0, 1}
délky s(n). Pak pro kazdé slovo w délky n ozna¢me D,, mnozinu “dobrych” r, coz
jsou slova r € V,,, pro kterd plati w € L < R(w,r), tedy jsou to ty kombinace
nahodnych bitl, které vedou ke spravné odpovédi.

Necht w je slovo délky n. Oznacme S,, = V,, \ D,,. Slova z S, jsou tedy ty
kombinace nahodnjch bit, které vedou ke $patné odpovédi.

ProtoZe vychazime z (¢(n),1 — £(n))-PTS pro L, dostaneme nasledujici. Je-li
w € L, pak

|Dw| > (1 - E(n))“/n'

a tedy
|Swl = [Va \ Du| < e(n)|Va .

Je-li w & L, pak plati
S| < e(n)|Val,

stejné jako v pfipadé w € L.

Vsimnéme si, ze k diikazu véty stac¢i ukazat, ze pro kazdou dost velikou délku
n existuje slovo r, které patii do priniku D,, pro vSechna slova w délky n. Toto
slovo pak bude “dobrou napovédou” pro danou délku n. Podle de Morganovych

zékont plati
N b=V U S @

|w|=n Jw|=n

Klicovym krokem diitkazu je, Ze s vyuzitim vyse uvedeného odhadu dostaneme, ze
velikost .S, je natolik mal& ve srovnani s V;,, Ze i sjednoceni vSech téchto mnozin
pro vSechna slova w délky n ma méné prvki nez V,,, a tedy prava strana (7) je
neprazdna.

Pro kazdé slovo w délky n je |Sy| < e(n)|V,|. Jestlize abeceda jazyka L je X,
pak je celkem |3|" slov w délky n. Velikost sjednoceni v pravé strané (7) je tedy
nejvise |S|"e(n)|V,| = 2m°eB=7*|/ | Protoze pro kazdé dostatecné veliké n je
gnloglZl=n* 1 zbyde po odedteni uvazovaného sjednoceni od V,, stale neprazdna
mnozina. O

Dokazana véta ma nasledujici disledek pro jazyky z BPP.

Véta 5.3.8 Jestlize L je z BPP, pak L patii do P/poly.
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Diikaz. Pro jednoduchost mizeme piedpokadat, ze L je v abeceds {0, 1}. Protoze
L je v BPP, plyne z predchozi véty, Ze existuje polynomialné vydcislitelnd relace
R a pro kazdé dostatecné veliké n slovo r, tak, ze pro libovolné w délky n plati
weL < R(w,r,).

Jiz dfive jsme se zmifiovali, Ze libovolny TS, ktery pracuje v polynomialnim
¢ase, lze simulovat obvody polynomialni velikosti. PouZijeme to na stroj, ktery
rozpoznava relaci R. Dostaneme tak posloupnost obvoda Cy pro k = 1,2,. .. tak,
ze obvod C}, rozpoznéava pro slova z délky k, zda z € R. Zde predpokladame
néjaké zakédovani symboltt abecedy relace R do abecedy {0,1}.

Posloupnost obvodti pro jazyk L dostaneme tak, Ze pro slova w délky n zvolime
za k délku slov (w,r,) a uvazime obvod Cy. Jestlize na vstup obvodu Cj dame
(w, ) pro libovolné slovo w délky n, pak jako vystup dostaneme odpovéd, zda
w € L. Jestlize v tomto obvodu budeme r,, povazovat za konstantni vstup, jinak
feCeno, budeme r, povazovat za soucast obvodu, dostaneme obvod C, jehoz
vstupem je pouze slovo w. Pro kazdé dostateéné veliké n rozpoznava obvod C,
slovaw € L délky n. Zbyva konecny pocet délek n, pro které Véta 5.3.7 nezarucuje
existenci r,,, a tedy neméame zatim ani obvod CJ,. Pro tyto délky n zkonstruujeme
obvod CJ, libovolné.

Protoze zkonstruované obvody maji velikost polynomialni ve velikosti jejich
vstupu, je véta dokdzana. O

Ve spojeni s Karp-Liptonovou vétou dostaneme jako dusledek, ze SAT ne-
patii do BPP, pokud je polynomidlni hierarchie nekone¢na. Kdyby SAT patfil
do BPP, pak patii také do P/poly. Z toho podle Dusledku 4.3.2 plyne II, = 3,
a polynomialni hierarchie by byla rovna své druhé hladiné.

Dtsledek 5.3.9 Jestlize SAT patri do BPP, pak Il; = %,.

Uvedeny disledek ma vyznam predevsim v situaci, kdy pfedpokladame, ze P
# BPP. Pokud bychom ptredpokladali, Ze P = BPP, pak je SAT € BPP pravé
tehdy, kdyz SAT € P, a nasledujici trividlni tvrzeni

P = BPP = (SAT € BPP = P = NP)

zesiluje Disledek 5.3.9.

Pro test neekvivalence read-once rozhodovacich diagrami, o kterém vime, ze
je self-reducibilni a ma polynomialni obvody, dostaneme z Véty 4.3.1, Ze neni
NP-tplny, pokud je polynomialni hierarchie neomezené rostouci.



