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1 Fourierova transformace Booleovskych funkci

Kromé proménnych z; € {0,1}, zavedeme jesté proménné z; = (—1)*. Pro mno-
zinu indexd I C {1,...,n} necht

specialné Zy = 1. Pro Booleovskou funkeci g : {0,1}" — {0,1} budeme zna¢enim
g :{1,—1}" — {1, —1} rozumét funkci spliujici

g,(zly ey Zn) - (_1)g(x17"'7x7l)

pii vyse uvedené transformaci proménnych a tuto funkci budeme povazovat za
prvek linedrniho prostoru funkei {1, —1}" — R, ktery budeme znacit V,,. Pro
funkce g1, g2 : {1, —1}" — R definujme skalarni soucin jako

o) =5 Y a)el)

ze{l,—1}"

Veéta 1.1 Funkce Z; tvori ortonormalni bazi prostoru funkci V.

Jako dusledek dostaneme, ze kazdou funkci z V), lze jednoznacné vyjadrit jako
linearni kombinaci Z;, tedy jako multilinearni polynom proménnych z;.

Jestlize je funkce g(z1,...,z,) vyjadfena jako polynom s proménnymi z; nad
realnymi ¢isly, tedy jako linearni kombinace

XIZHJ%,

muzeme ziskat ¢’ v podobé polynomu s proménnymi z; tak, ze ve vyjadieni ¢’ =

1—2g(xy,...,,) dosadime za x; podle nasledujicich transformaci
zZ; = 1— 2.?13@ s
1— Zi
Tr;, = .
2

Protoze tyto transformace jsou linedrni, maji funkce g a ¢’ vyjadieni pomoci
polynomu stejného stupné.

Priklad. UvaZme funkci

and(xy,xy) = X179 .

Pak
1—21 1—2’2

2 2

and' (z1,22) =1—2
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tedy po uprave

1
and'(zl, 22) = 5(1 + 21+ 20 — 2’122) .

Protoze negace znamena pro proménné z; zménu znaménka, dostaneme

1+Zl 1"—22
2 2

or'(z1,29) = —and'(—z1, —22) = =1 + 2

tedy po uprave

1
O’I“/(Zl, 2’2) = 5(—1 + 21+ 29 + 2’122) .

Pro koeficienty vyjadieni funkce g € V,, pomoci Z; plati nasledujici.

Véta 1.2 Jestlize g € V,,, pak pro kazdé z € {1,—1}" plati

9= Y, wZ

IC{1,...n}
prave tehdy, kdyz pro kaZdou mnoZinu indexd I C {1,...,n} je ar = (g, Z).
Specialné, pokud g reprezentuje néjakou Booleovskou funkci, pak plati

Véta 1.3 Jestlizeg : {1, —1}" — {1, —1}, pak pro koeficienty a; polynomu, ktery
reprezentuje g, plati
> di=
a;=1.

Ig{lvvn}

Dikaz. Obecnéji, v prostoru V,, plati pro koeficienty a; Parsevalova rovnost

Y. di={(9.9) .

IC{1,...,n}
ProtoZe g nabyva pouze hodnot 1, —1, plati (¢g,g) =1. O

Z Véty 1.3 plyne, Ze koeficienty a; v polynomech, které vyjadiuji Booleovské
funkce, jsou v absolutni hodnoté nejvyse 1. Navic, pokud ma néktery koeficient
absolutni hodnotu 1, jsou ostatni koeficienty rovny 0. Tato situace nastava prave
pro linearni Booleovské funkce, protoze ty jsou reprezentovany polynomy Z; a
—Z; pro nékterou mnozinu I C {1,...,n}.

Vsechny koeficienty pro funkce and a or’ maji stejnou absolutni hodnotu.
Z Véty 1.3 plyne, ze pak musi mit absolutni hodnotu 1/2. Existuji i dalsi funkce,
které maji stejnou absolutni hodnotu vSech koeficienti. Tyto funkce existuji jen
pro sudé n a spoleéné absolutni hodnota koeficientt je 27"/2. P¥iklady takovych
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funkci Ize ziskat ndsobenim polynomu and’ nebo or’ pro disjunktni mnozZiny pro-
ménnych. Dostaneme tak naptiklad funkci kvadr’, jejiz Booleovska forma je

k
kvadr(ml, . ,I‘Qk) = @ T2;—1T2; -
i=1

Podobnym vypoctem jako pro disjunkci dvou proménnych, dostaneme pro
libovolné n > 2
1+ 21 1+ Zn
5 e 5

or'(z1,. .., 2,) = —1+2-

coZ po roznasobeni dava

1
or'(z1,. .., 2,) = =14+ — ZZI,
I

a po Upraveé
2n—l -1 1
OT/(Zl, ey Zn) = - 2n_]_ + 2n—1 Z ZI ’
I

Jestlize sel(xq, 2, x3) je definovana vztahy sel(0, x9, 3) = x9 a sel(1, z9, x3) = 3,
pak lze rozborem piipadt pro hodnotu z; ovéfit, ze

sel'(z1, 2, 23) = 5(22 + 23+ 21(29 — 23)) .
Odvodme vyjadieni maj;, kde funkei majs rozumime

majg(xl, I, 1’3) —= T1T2 V T1T3 V o3 .

Plati
majg(xl, T, 1’3) = 86[(1’1, Tol3, Lo V I‘g) .

tedy
majs(z1, 22, 23) = sel' (21, and' (22, 23), 0r' (22, 23)) .

Dosazenim polynomu pro and’ a or’ do polynomu pro sel’ dostaneme

majs(z1, 20, 73) = =(21 + 20 + 23 — 212273) .

2

2 Dolni odhad slozitosti pro rozhodovaci stromy

Véta 2.1 Necht f je Booleovskd funkce n proménnych a a; jsou koeficienty po-
lynomu pro f'. Pak pro kaZdou mnoZinu indextu I C {1,...,n} plati

at(f) = 213 Jay]

JDI
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Duikaz. Zvolme rozhodovaci strom pro f velikosti s = dt(f) a pfedpokladejme,
ze listy jsou oéislovany 1,...,s. Proi =1,...,s, necht A; je mnozina proménnych
testovanych na cesté z kofene do i-tého listu, v; € {1, —1} je hodnota funkce f’,
ktera je tomuto listu pfifazena, a g; je charakteristicka funkce mnoziny vstupi,
pro které dojde vypocet do i-tého listu. Pak plati

f=> vigi.
=1

Pro libovolnou J C {1,...,n} tedy plati

S

ay={f.2;) =Y vilgZs)

i=1

Pokud J & A;, pak (g;, Z;) = 0, protoze funkce Z; neni konstantni na podkrychli
definované zafixovanim proménnych z mnoziny A;, a tedy nabyva obou moznych
hodnot na stejném poctu prvku této podkrychle. Tento fakt umozni Gpravu su-

macnich indexi v nasledujicim odvozeni. Pro libovolnou I C {1,...,n} plati
Sl €3 o Z1 =Y Y N 2|
ICJ ICJ i=1 i=1 ICJCA;

Pro dalsi pravu vyuzijeme toho, ze pro J C A; je Z; konstantni na podkrychli,
kde jsou zafixovany proménné z A; a kde je g; = 1. Pro J C A; tedy plati

L nia, Y
ge Z)| = 2 M = 274

coz spolu s predchozim odvozenim dava

Z las| < i Z oAl — iglAi—III Co-lAil — go-lIl

I1CJ i=1 ICJCA; i=1

Plati tedy
at(f) =5 > 213 Jay]
1CJ

coz jsme meli dokazat. O

Uvazme nésledujici dvé posloupnosti Booleovskych funkci. Pro h > 0 necht
I}, je funkce pocitana formuli se spojkou majs, ktera ma tvar vyvazeného stromu
hloubky h, tedy s 3" listy, pficemz v kazdém listé je jind vstupni proménna.
Podobné, necht G, je funkce pocitana formuli se spojkou NAND, kterd méa tvar
vyvazeného stromu hloubky A, tedy s 2" listy, které opét obsahuji riizné proménné.

Véta 2.2 Plati dt(F,) > 226" g dt(G),) > 222",
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Dukaz. Dokdzeme jen tvrzeni pro Fj. Nechf F} je funkce F}, v reprezentaci
pomoci {1,—1} a nechf b, je koeficient u monomu nejvyssiho stupné, tedy u
soucinu v8ech proménnych, v polynomu pro Fj. Vime, ze plati

Fll = majg(zl, 29, 23) = 5(21 + z9 -+ 3 — 212223) .
a tedy by = —1/2. Pro kazdé h > 2 plati Fy = majy(Fy,_, 1, Fy 15, Fj_3), kde
F[L_Lj jsou funkce F} ; na disjunktnich mnozindch proménnych. Je zfejmé, ze
do koeficientu nejvyssiho stupné v F] prispivaji pouze koeficienty u nejvyssiho
stupné v I} ;. Plati tedy rekurence

ze které plyne

1\ @D/
b= (=1)" (2) -

Ozna¢me jako I mnoZinu indexti viech proménnych Fj,. Protoze |I| = 3", dosta-
neme pomoci Véty 2.1 nerovnost

dt(F,) > 2|p,| = 26" +D/2

Z toho jiz pozadované tvrzeni pro F} plyne.

Pro funkci G}, 1ze pouzit podobny postup, ale odhaduje se soucet absolutnich
hodnot vSech koeficientt polynomu pro G, a Véta 2.1 se pouZije pro I = (). Dikaz
dolniho odhadu pro dt(Gj) nebudeme uvadét. O

3 Souvislost s velikosti DNF

Dolni odhady slozitosti rozhodovacich stromt pro funkce F} a Gj z predchozi
sekce nyni dame do souvislosti se slozitosti DNF pro tyto funkce a jejich negace.
Protoze je funkce Fj), monotonni, je jeji slozitost DNF rovna poc¢tu primarnich
implikanti. Funkce F}, je navic samodualni, tedy slozitost DNF pro F}, a =F), je
stejna. Priméarni implikanty F}, odpovidaji podstromim formule, které maji koren
shodny s celou formuli a v kazdé spojce pokracuji pravé do dvou jejich argument.
Implikant je reprezentovan dosazenim hodnoty 1 do vSech proménnych, které jsou
v listech piislusného podstromu. UvaZované podstromy maji 2" listi a 2" — 1
vnitinich uzli. Pro vybér konkrétniho podstromu je v kazdém jeho vnitinim uzlu
tfeba vybrat jednu ze 3 moznych variant jeho néslednikii. VSech uvazovanych
o . s x o2h_1 ’
podstromt je tedy pravé 3 a plati tedy

dnf(F,) = dnf(=F,) = 3% .
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Jako dtsledek odvodime, ze velikost rozhodovaciho stromu pro Fj, je quasi-
polynomialné vétsi nez soucet slozitosti DNF pro Fj, a jeji negaci. Plati nasledujici
tvrzeni

Véta 3.1 Pro libovolné h necht Ny, = dnf(F},) + dnf(—F},). Pak plati
dt(F,) > 92 (log” Np) ’
kde v = log, 3 ~ 1.58496.

Dukaz. 7 Véty 2.2 plyne
h
dt(F,) > 296"

7 predchoziho vipoctu vime, ze N, = 2- 3271, a tedy
logy Nj = (2" = 1)7+0(1) = ©(2")
coz implikuje
3" = O(log) Ny,) .

Dosazenim do odhadu z Véty 2.2 dostaneme dolni odhad dt(F},) v pozadovaném
tvaru. O

Az vypocteme dnf(G),) a dnf(—G)},), pak dostaneme podobnym zptisobem pro
funkci G, nasledujici silnéjsi odhad.

Véta 3.2 Pro libovolné h necht Ny, = duf(G},) + dunf(—G},). Pak plati
dt(Gy,) > 29008" o)

Pfipomenme, ze jsme jiz diive pro libovolnou Booleovskou funkci f dokazali horni
odhad
dt(f) < 2O(log2 N logn) :

kde N = dnf(f)+dnf(—f) an je pocet proménnych f. Véta 3.2 dokazuje, Ze tento
horni odhad je pro f = G}, presny az na faktor O(logn) v exponentu, piicemz n
je v tomto ptipadé zhruba logaritmické vici N.

4 FEvasive funkce

Funkce f n proménnych se nazyva evasive, pokud kazdy rozhodovaci strom pro f
ma hloubku n. Jinak feceno, pro kazdy strom pro f existuje vstup, pro ktery jsou
testovany vSechny proménné. Priklady takovych funkci jsou konjunkce, disjunkce
nebo funkce vétsiny. Obecnéji, kazda nekonstantni symetrickd funkce je evasive.
Jinou postacujici podminku dava nasledujici tvrzeni.



Reprezentace Booleovskych funkci, P. Savicky, 30. srpen 2011 7

Véta 4.1 Necht [ je Booleovskd funkce a par(x) je funkce parity na stejné mno-
Ziné promennych. JestliZe

Y of@) £ D f),

par(z)=0 par(z)=1
pak f je evasive.

Dukaz. Pokud existuje strom hloubky nejvyse n— 1, ktery funkci vyjadiuje, pak
kazdy jeho list prispiva stejnou hodnotou do obou sum v podmince ve znéni véty.
Pokud tedy jsou tyto sumy rizné, strom hloubky nejvyse n — 1 pro f neexistuje.
O

Je zfejmé, ze podminku z Véty 4.1 splnuje kazda funkce, kterd ma lichy
pocet jednicek ve své tabulce. Jestlize f je funkce n proménnych a f’ jeji re-
prezentace pomoci {1,—1}, pak je podminka z Véty 4.1 ekvivalenti tomu, ze
(f', Zg,..ny) # 0. Tato podminka znamend, ze polynom, ktery funkci vyjadiuje,
mé nenulovy koeficient u soucinu vSech proménnych a tedy mé stupenn n. V této
preformulaci lze Vétu 4.1 také jednoduse dokazat, protoze kazdou funkci lze vyja-
dfit polynomem stupné nejvyse rovnym miniméalni hloubce stromu, ktery funkci
reprezentuje.

Vsechny funkce, které jsou vyjadfitelné formuli v bazi {A,V}, ve které se
kazda proménna vyskytuje nejvyse jednou, jsou evasive. Diikaz lze provést tak,
ze v kazdém uzlu stromu budeme predpokladat tu hodnotu testované proménné,
ktera ve formuli pouze odstrani zafixovanou proménnou, ale nevede na dalsi zjed-
noduseni. Lze ukazat, ze tyto funkce maji lichy pocet jednicek v tabulce, a tedy
splnuji podminku z Véty 4.1. Piikladem symetrické evasive funkce, ktera nespl-
nuje podminku z Véty 4.1 je xyxo13 V 2172 T3.



