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1 Operace s OBDD

Minimalizaci OBDD budeme rozumét nalezeni minimalnitho 7-OBDD na za-
kladé libovolného 7-OBDD. Syntézou w-OBDD pomoci k-arni spojky o bu-
deme rozumét nalezeni 7-OBDD pro funkci a(fi, ..., fi), na zdkladé vstupnich
m-OBDD pro f; pro ¢ =1,... k. Operaci syntézy uvadime v této obecné formé,
protoZe v technickych aplikacich se pouziva spojka a(x,y,z) = ite(z,y,2) =
if « then y else z. Pro fixované poradi 7 lze uvedené operace provést v polyno-
mialnim case.

1.1 Algoritmus minimalizace OBDD

V pfedchozim textu jsme dokazali nasledujici dvé véty, které charakterizuji veli-
kost miniméalniho 7-OBDD.

Véta 1.1 Pro kazdé m-OBDD pro f, jehoz vsechny uzly jsou dosazitelné ze vstup-
nitho uzlu, je mnoZina subfunkci pocitanych v jeho uzlech rovna S(f, 7).

Véta 1.2 Pro libovolnou funkci f a usporaddni w je
7-OBDD(f) = S(f,7)| .

Navic, m-OBDD minimdlni velikosti pro f je aZ na izomorfizmus uréeno jedno-
Znacné.

Postupné ukazeme, ze m-OBDD, které je minimalni pro danou funkci, 1ze
charakterizovat syntaktickou podminkou, tedy podminkou tykajici se uzl a hran
OBDD, nikoli funkci, které uzly pocitaji.

Véta 1.3 Libovolné m-OBDD je minimdlni pro dané uspordddni m prdvé tehdy,
kdyz kazdé dva jeho ruzné uzly pocitaji rizné funkce.

Dtikaz. Z Vét 1.1 a 1.2 plyne, ze vSechna minimalni 7-OBDD jsou izomorfni a
existuje bijekce mezi jejich uzly a mnozinou subfunkei S(f, 7). Miniméalni OBDD
tedy nemitiZe obsahovat dva uzly pocitajici stejnou funkci.

Pokud 7m-OBDD neobsahuje dva uzly pocitajici tutéz funkci, pak z Véty 1.1
plyne, Ze obsahuje pravé |S(f, )| uzld a je tedy minimdlni. O

Véta 1.4 Libovolné m-OBDD je minimdlni pro dan€ uspordddni m prdavé tehdy,
kdyz splriuje ndsledugict tri podminky.

(i) Viechny jeho uzly jsou dosaZitelné z pocdtecniho uzlu.

(ii) Zddny uzel nemd oba ndsledniky stejné.
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(111) Neexistuji v ném dva rizné uzly, které testuji tutéZ proménnou a maji stej-
ného 0-ndslednika i 1-ndslednika.

Dtikaz. Uvedené podminky jsou ziejmé nutné. Ukazeme, ze uvedené podminky
implikuji, Zze kazdé dva uzly pocitaji rizné subfunkce. Spolu s Vétou 1.3 to im-
plikuje, Ze jsou postacujici.

Necht 7-OBDD spliuje (i), (ii) a (iii), ale obsahuje rizné uzly, které pocitaji
tutéz funkci. Zvolme nékterou takovou dvojici uzld (u,v), kterd ma minimalni
vzdalenost od koncovych uzld v nasledujicim smyslu. Pozadujeme, Ze neexistuje
z&ddna dvojice uzlt (v, v"), které také pocitaji tutéz funkei, kterd by byla riiznd
od (u,v) a takovd, Ze z w do v’ a z v do v’ vede cesta (za cestu povazujeme i cestu
nulové délky). Protoze je graf kone¢ny, pozadovand minimaln{ dvojice uzl (u, v)
existuje.

Piedpoklddejme nejprve, ze u a v testuji rtizné proménné. Necht napiiklad
u testuje proménnou nizsiho indexu v w. Pak u poc¢ita subfunkci, ktera nezavisi
podstatné na testované proménné a tedy oba jeho néslednici pocitaji tutéz funkei
jako u. Protoze plati (ii), ma u dva rtizné nésledniky a alespoii jeden z nich je
rtizny od v a tedy tvoii s uzlem v dvojici, kterd je ve sporu s volbou (u,v).

Piedpokladejme nyni, Ze uw a v testuji tutéz proménnou. Oznacme jako
g, U1, Vo, v1 jejich 0-nésledniky a 1-nésledniky. ProtoZze @ spliiuje (iii), plati bud
up # Vo nebo uy # v. V prvnim piipadé (ug, vp) a ve druhém piipadé (ug,v;) je
pak dvojici riznych uzld, které pocitaji tutéz funkci. V obou pfipadech dostaneme
spor s volbou (u,v). O

Necht P je libovolné 7-OBDD pro funkci f, jehoz vSechny uzly jsou dosazitelné
z pocatecniho uzlu. Budeme konstruovat nové m-OBDD @ a ¢éstecné zobrazeni
¢: P — Q@ tak, ze

(a) Pro kazdy uzel v v diagramu P, je ¢(v) uzel v Q, ktery pocité stejnou funkei
jako v.

(b) Diagram @ splituje podminky (ii) a (iii) z Véty 1.4.

Diagram ) muze byt vytvaren jako sdilené OBDD. To je OBDD, které repre-
zentuje nékolik funkci tim, Ze obsahuje vice pocateénich uzld, jeden pro kazdou
reprezentovanou funkci. Za OBDD pro jednu funkci pak povazujeme podgraf uzld,
které jsou dosazitelné z daného pocatecniho uzlu. Takto definované OBDD vzdy
splituje podminku (i) z Véty 1.4 a jeji splnéni tedy budeme pfedpokladat. Z vlast-
nosti (a) a (b) pak vyplyvd, Ze ¢ast @ odpovidajici dané funkci f je minimdln{
m-OBDD pro f.

Algoritmus pro konstrukci @ a ¢ bude prohledavat P pomoci depth-first-
search. Algoritmus je tedy mozné pouzit i pro OBDD, které je reprezentované
jen implicitné pomoci vhodného popisu uzli a hran, ktery umozinuje jejich gene-
rovani na zakladé jejich bezprostiednich pfedchtidcti. Tuto moznost vyuzijeme v
algoritmu pro syntézu funkci.
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Pro nalezeni @) pouzijeme néasledujici postup. Vrcholy P prochazime strategii
depth-first-search, pfi¢emz vytvafime dvé tabulky, které jsou na pocatku prazdné.
Do prvni tabulky ukladame navstivené uzly v diagramu P a jim pfislusné hodnoty
zobrazeni ¢. Do druhé tabulky ukladame vytvarené uzly Q.

Uzly v @ jsou reprezentovany svym popisem, ktery muze byt dvou typu.
Koncovy uzel je popsan svoji hodnotou 0 nebo 1. Testovaci uzel je popsan trojici:
proménné, ktera se testuje, odkaz na 0-naslednika v () a odkaz na 1-naslednika v
@. Tato reprezentace predpoklada, ze uzly vytvafime zdola nahoru, takze kazdy
uzel vytvafime az po jeho néaslednicich v Q.

Uzly v @ vytvafime postupné pomoci funkce find, ktera jako argument do-
stane popis pozadovaného uzlu. Funkce v obou pfipadech nejprve zjisti, zda je
v @ jiz néjaky uzel s danym popisem obsazen. K tomu stac¢i pro koncové uzly
evidovat, které ze dvou moznych koncovych uzlt jiz v @) je, s odkazy na tyto uzly.
Pro nekoncové uzly se k nalezeni pripadného jiz diive zafazeného uzlu se stej-
nym popisem pouzije tabulka vSech trojic (proménnd, 0-néslednik, 1-néslednik),
které jsou v (Q néjakym uzlem jiz reprezentovany, s odkazem na prislusny uzel.
Pfi hledani uzlu se v tabulce hleda trojice popisujici uzel. Je-li trojice nalezena,
je vystupem funkce find odkaz na pfislusny uzel . Pokud takovy uzel nalezen
neni, je vytvoren novy uzel podle daného popisu, prislusné trojice je zatazena do
tabulky s odkazem na vytvoreny uzel a tento odkaz je také vystupem find.

V zajmu efektivity mohou byt obé popsané tabulky implementovany pomoci
hashovacich funkei a slozitost jednotlivych operaci s nimi lze povazovat za kon-
stantni.

Algoritmus za¢ind v pocCateénim uzlu P a prochézi P pomoci depth-first-
search. Pomoci prvni tabulky vylou¢ime prohledavani néaslednikt uzli, které jiz
byly dfive navstiveny. Pfi prvnim opousténi uzlu v smérem nahoru provedeme
néasledujici akce:

e Je-li v koncovy uzel s hodnotou a € {0, 1}, pak definujeme @(v) =qg¢ find(a).

e Neni-li v koncovy uzel, je jiz definovano ¢(vg) i ¢(vy), kde vg, v1 jsou nésled-
nici v. Je-li ¢(vy) = P(v1), definujeme ¢(v) =gt ¢(v0). V opacném piipadé
definujeme ¢(v) =qer find(z;, ¢(vo), @(v1)), kde z; je proménné testovana ve
v.

Po provedeni popsaného postupu je konstrukce () dokoncena tim, Ze za jeho
pocéatecni uzel je zvolen uzel ¢(s), kde s je pocdtedni uzel P. Lze ovétit, Ze
pro kazdy uzel v v P je ¢(v) uzel @ dosaZitelny z ¢(s). Navic, vSechny uzly
Q@ dosazitelné z ¢(s) tvofi m-OBDD pro f. Rozborem piipadii, ze kterych se
algoritmus skladé, a s vyuZitim definice funkce find lze ovéfit, Ze jsou zaruCeny
podminky (a) a (b). Z Véty 1.4 tedy plyne nésledujici.

Véta 1.5 Zkonstruovany diagram Q je minimdlni 7-OBDD pro funkci f repre-
zentovanou vstupnim diagramem P. Pocet operaci vkldddni o hledani uzli v ta-
bulkdch je linedrni v poctu uzli P.
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Pro nalezené minimalni OBDD lze fesit problém splnitelnosti reprezentované
funkce f tak, Ze zjistime, zda minimalni reprezentace f obsahuje koncovy uzel
s hodnotou 1. Test splnitelnosti ale nevyzaduje minimalni OBDD, protoze pro
libovolné OBDD je splnitelnost ekvivalentni dosazitelnosti vystupniho uzlu 1 z
pocatecniho uzlu.

Testovani ekvivalence funkci f a g lze diky Vété 1.2 pfevést na testovani
izomorfismu minimalnich reprezentaci. Problém izomorfismu je v tomto pfipadé
snadno TeSitelny, protoZze se jednd o labelované struktury. Test izomorfie neni
dokonce nutny, jestlize OBDD pro f a g jsou reprezentovany ve sdileném OBDD.
V tomto pripadé jsou funkce f a g totozné pravé tehdy, kdyz jsou reprezentovany
stejnym pocatecnim uzlem.

Véta 1.2 dava uzly minimalniho OBDD do vzajemné jednozna¢né korespon-
dence s mnozinou subfunkci reprezentované funkce. Uzly minimalniho sdileného
OBDD pro k-tici funkci jsou v korespondenci se subfunkcemi ve sjednoceni od-
povidajicich mnozin subfunkci vSech funkci reprezentované k-tice. Pokud se tyto
mnoziny pfekryvaji, mize nastat tispora v poétu uzlt.

1.2 Syntéza OBDD

Syntézou se rozumi kombinovani funkci pomoci Booleovskych spojek. Popiseme
syntézu pro obecnou k-arni spojku a : {0,1}* — {0,1}. Nechf 7 je libovolné
usporadani proménnych.

Necht fi, fa, ..., fx jsou funkce proménngch 1, ..., x, a necht f; je reprezen-
tovana m-OBDD P, pro i = 1,2, ... k. Definujme 7-OBDD P na mnoziné uzla
P, x Py x ... x P, nasledovné.

e Pocatedni uzel P je (u1,us, ..., us), kde u; je pocateéni uzel P;.

e Necht (v, vs,...,v;) je uzel P anecht I je mnoZina indexi i takovych, ze v;
je koncovy uzel P;. Uvazme funkci, kterd vznikne dosazenim hodnoty uzlu
v; za y; pro ¢ € I do funkce a(y1,ys,.-.,yx). Necht J je mnozina indexii
proménnych y;, na kterjch takto ziskand funkce zavisi. Pokud J = 0, je
ziskana funkce konstantni a necht ¢ je jeji hodnota.

— Jestlize J = 0, pak (vy,vs, ..., ;) je koncovy uzel s hodnotou c.

— Jestlize J # (0, pak uzel v = (vy,vs,...,v;) testuje proménnou x(v),
ktera je urcena jako proménna s nejmensim indexem v 7 mezi promén-
nymi z(v;) pro i € J. Néslednik v se dostane tak, ze v soufadnicich,
kde x(v) = z(v;), pfejdeme na p¥islusného naslednika v;, a v ostatnich
soufadnicich uzel v; zachovame.

Véta 1.6 Zkonstruované OBDD pocitd funkci o f1, fa, ..., fr)-
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Dukaz. K dikazu pouze poznamename, ze vypocet vytvoreného OBDD piesné
kopiruje paralelni vypocet podle vsech OBDD P; pro ¢ = 1,2,...,k, kde jsou
v kazdém kroku zastaveny vypoCty pro ty P;, které ¢ekaji na ¢teni proménné
nebo jejichz hodnota jiz neni k vy¢isleni vysledku zapotiebi. Vypocet je ukoncen,
jakmile mame dostatecnou informaci k vyhodnoceni vysledku. O

Pomérné komplikovand definice koncového uzlu v P se v konkrétnich pfi-
padech mtZe podstatné zjednodusit. Napiiklad, je-li & = 2 a a(y1,92) = y1y2,
miZeme mnozinu J definovat jako dopln€k I, protoze nemuZeme fixaci y; nebo
yo dostat funkci, ktera neni konstantni, ale zavisi jen na nékterych zbylych pro-
meénnych. V praktickych implementacich se nékdy jako zakladni operace pouziva
operace ite(x,y,z) (if-then-else), kterd je definovana vztahy ite(0,y,2z) = y a
ite(1,y, z) = z. Pomoci této operace a negace pak lze realizovat vSechny bindrni
spojky, protoze staci testovat jednu z jejich proménnych a pak realizovat pii-
slugnou funkei jedné proménné. Napitklad x Ay = (2,0,y), zVy = (z,y,1) a
roy = (z,y,y).

Zkonstruované souc¢inové OBDD muze byt velmi vzdalené od minimélniho.
Pro nalezeni minimélniho OBDD se postupuje nasledovné. Soucinové OBDD neni
konstruovano celé, ale pracujeme s reprezentaci jeho uzli pomoci k-tic uzlu dia-
grami Py, ..., P. Tuto reprezentaci pouzijeme v algoritmu minimalizace z minulé
podkapitoly. Tim dostaneme nasledujici vétu.

Véta 1.7 Minimdlni 7-OBDD pro funkci o(fy,..., fr), kde f; je funkce repre-
zentovand m-OBDD P;, lze nalézt v éase O(|Py|-...-|Py|), pokud sloZitost operaci
vkladani a hleddni v tabulkdch povaZujeme za konstantni.

Popsany algoritmus konstruuje jen ty uzly souc¢inového diagramu, které jsou
dosazitelné z poc¢atecniho uzlu pres uzly, které jesté nesplnuji podminku ukonceni.
Tato Gspora je jen heuristickd. SloZitost nejhorsiho pfipadu ztstava rovna souc¢inu
velikosti vstupnich diagramil. Otéazka, zda lze vysledné m-OBDD zkonstruovat v
Case polynomidlnim od jeho velikosti (od velikosti vystupu), je otevieny problém.

1.3 Verifikace obvodu

Smyslem verifikace obvodu pomoci OBDD je provést uplny test korektnosti ob-
vodu pro vSechny kombinace vstupnich hodnot. Pro kazdé hradlo obvodu uva-
zujeme funkci, kterou dané hradlo poc¢ita. Vstupni uzly obvodu pocitaji pro-
jekce (proménné) a jejich negace. Tyto funkce lze vyjadiit pomoci OBDD s
jednim testovacim uzlem. Funkce pocitané v dalsich hradlech jsou vazany re-
kurentnimi vztahy vyplyvajicimi ze struktury obvodu. Pro funkci, kterou pocita
hradlo a(gi, g2, - .-, gx), kde g1, ga, - . ., gk jsou jeho pfedchtdci, nalezneme OBDD
pomoci algoritmu syntézy. Ve vSech krocich pracujeme s minimalnimi OBDD
reprezentovanymi ve sdileném OBDD.
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Popsanym postupem nalezneme OBDD pro funkci reprezentovanou ve vy-
stupnim hradle obvodu. Tuto funkci pak porovname s reprezentaci funkce, ktera
ma byt obvodem pocitana. Toto referenéni OBDD miizeme ziskat rtznymi zpa-
soby, napfiklad analyzou jiz dfive verifikovaného obvodu pro danou funkci nebo
pfimou konstrukei podle definice funkce.

Efektivita postupu podstatné zévisi na zvoleném usporadani 7. Volba optimal-
niho usporadani je NP-tuplny problém, proto se k jeho feseni pouzivaji heuristiky.
Jmenujme v této souvislosti postup nazyvany sifting, viz. Ingo Wegener, Bran-
ching Programs and Binary Decision Diagrams: Theory and Applications (Mo-
nographs on Discrete Mathematics and Applications), 2000. Sifting je heuristika,
ktera hleda lokalné optimalni usporadani tim, Ze se zvoli nékterd proménna a vy-
zkousi se vSechny jeji mozné pozice v usporadani a vybere se pozice, ktera vede
na nejmensi OBDD. Tento postup se opakuje postupné se vSemi proménnymi.

Pro manipuaci s OBDD existuji dostupné baliky programi, napiiklad CUDD
na adrese http://vlsi.colorado.edu/ fabio/CUDD.
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2 Rozhodovaci stromy pro funkce definované
soucasné DNF a CNF

Velikost CNF pro f je rovna velikosti DNF pro —f. Misto souc¢asné reprezentace
pomoci DNF a CNF tedy miZeme uvazovat DNF pro f a —f. Prvni odhad
ukazuje souvislost délky monomt v DNF pro f a —f a hloubky rozhodovaciho
stromu pro f.

Véta 2.1 Jestlize funkce f je reprezentovand DNF s monomy délky nejvyse s a
—f je reprezentovand DNF s monomy délky nejvyse t, pak [ je reprezentovdna
stromem hloubky nejvyse st.

Dukaz. Nejprve si uvédomme, %e kazdy monom z DNF pro f a kazdy monom
z DNF pro —f obsahuji alespon jednu dvojici komplementarnich literald. Kdyby
ne, bylo by mozné oba tyto monomy splnit stejnym ohodnocenim, coZ by byl spor
s tim, Ze uvazujeme reprezentace funkci f a —f.

Tvrzeni dokdzeme indukei podle soucinu st. Pokud je st = 0, pak je funkce
konstantni a lze ji vyjadfit stromem hloubky 0, ktery obsahuje pouze kofen.

Pokud st > 0, zvolime libovolny monom z DNF pro f a vytvofime strom 7,
ktery testuje pravé vsechny proménné v ném. V listech tohoto stromu jesté nemusi
byt zndma hodnota funkce f a bude potfeba pfipojit vhodné podstromy. Jestlize
u je néktery z listd 7, pak je k nému potfeba pfipojit podstrom, ktery pocita
restrikci funkce f, kde jsou zafixovany proménné testované na cesté z kotene 7 do
u. Tato restrikce funkce f je vyjadfitelnd pomoci DNF s monomy délky nejvyse
s, protoze staci pouzit restrikci DNF pro f. Negace této restrikce funkce f je
vyjadritelnd pomoci DNF s monomy délky nejvyse ¢ — 1, protoze kazdy monom
vychozi DNF pro —f obsahuje alespon jednu proménnou, ktera je zafixovana.

ProtoZe s(t — 1) < st, miizeme pouzit indukéni predpoklad a dostaneme, Ze
funkce, které je tieba pocitat v listech stromu 7, Ize vyjadfit pomoci stromi
hloubky nejvyse s(t — 1). ProtoZe 7 ma hloubku nejvyse s, dostaneme hloubku
vysledného stromu nejvyse st, jak bylo pozadovano. O

Lemma 2.2 Jestlize ¢ je tautologie sloZitosti |, pak v ni existuje monom délky
nejuyse log, [.

Dtikaz. Uvazme ndhodné ohodnoceni proménnych, ve kterém jsou hodnoty pro-
ménnych nezdvislé a maji rovnomérné rozdéleni na {0,1}. Monom délky k je
splnén s pravdépodobnosti 1/2%. ProtoZe je ¢ splnéna pro kazdé ohodnoceni pro-
ménnych, je néktery z | monomt splnén s pravdépodobnosti alespoii 1/1. Pro
tento monom musi byt splnéno 1/2F > 1/1, tedy jeho délka je k < log,l. O

Nésledujici véta ukazuje souvislost slozitosti DNF pro f a —f a velikosti roz-
hodovaciho stromu pro f.
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Véta 2.3 Oznacme s = dnf(f), t = dnf(=f), k = [loga(s + t)in(st)| + 1. Pak
dt(f) < Zf:o (7)

Duikaz. Rozhodovaci strom budeme konstruovat tak, ze kazdému uzlu pfitadime
dvojici DNF (¢1, ¢2), kde ¢ vyjadiuje funkci, kterou mé pocitat dany uzel, a ¢o
je reprezentace jeji negace. Nejprve vytvorime kofen stromu a ptrifadime mu dvo-
jici DNF pro f a —f, které maji sloZitost s a t. Dalsim uzlim budou pfifazeny
restrikce téchto formuli podle hodnot testovanych proménnych, coz jsou opét dvo-
jice formuli, které jsou navzajem negaci. V kazdém uzlu v stromu budeme volit
testovanou proménnou tak, aby alesponi jeden podstrom podcital funkci v urci-
tém smyslu jednodussi nez funkce pocitana ve v. Jako miru slozZitosti pouzijeme
§'t', kde dvojice ¢isel (s',t') jsou sloZitosti jednotlivych DNF ve dvojici (¢1, ¢9)
pfifazenych danému uzlu.

Nechf uzlu v jsou pfifazeny DNF (¢4, ¢2) se slozitostmi (s',¢"). Protoze dis-
junkce ¢1 V ¢y je tautologie, obsahuje podle Lemmatu 2.2 monom m délky
r < logy(s’ + t'). Predpoklddejme nejprve, Ze m je v Casti ¢;. Kazdy monom
¢o obsahuje literal, ktery je opac¢ny k néjakému literalu m. Monom m tedy obsa-
huje literal, ktery je ve sporu s alespoii ¢’ /r monomy ¢y. Vyberme néktery takovy
literal a pouzijme jej pro test v uzlu v. Podstrom, ktery dostaneme pro nesplnéni
tohoto literalu, bude ohodnocen dvojici DNF se slozitostmi nejvyse (s' — 1,¢').
Podstrom, ktery dostaneme pro splnéni vybraného literalu, bude ohodnocen dvo-
jici DNF se sloZitostmi nejvyse (s',¢'(1 — 1/r)). Hranu, kterd odpovidd tomuto
druhému pfipadu, tedy splnéni vybraného literdlu, budeme nazyvat zjednodusu-
jici hranou. Tato hrana vede do uzlu, ve kterém je soucin délek prifazenych DNF
nejvyse s't'(1 — 1/r). Pokud je vybrany literdl m v ¢ésti ¢, dostaneme podob-
nou uvahou, Ze pri jeho splnéni dostaneme dvojici DNF se slozitostmi nejvyse
(s'(1=1/r),t). Odpovidajici hranu ve stromu budeme opét nazjvat zjednodusu-
jici a sou¢inova mira slozitosti v uzlu, do kterého vede tato hrana, je opét nejvyse
st'(1—1/r).

Pro odhad poctu uzli ve stromu budeme cestu z kofene do libovolného uzlu
zapisovat jako posloupnost znakii 0 a 1 délky nejvyse n, kde 1 oznacuje prechod
po zjednodusujici hrané a 0 po druhé z hran v daném uzlu. Uvazme uzel, do
kterého vede cesta, jejiz zapis obsahuje ¢ jednicek. V nerovnostech pro vSechny
zjednodusujici hrany plati r < log,(s’' 4+ t') < log,(s + t), a tedy v uvazovaném
uzlu bude sou¢inova mira spliovat

i )
st < st <1 - 1) < ste TmTD
log,(s+t)

Pokud uzel neni list stromu, plati 1 < s't/, a tedy
7

<In(st) - ———
0 < In(st) log,(s + 1)
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coz po upravé dava
i < lIn(st)log,(s+1t) .

Pro vnitini uzly stromu tedy plati ¢ < k a pro vSechny uzly pak i < k. Po-
sloupnosti pfitfazené listim stromu doplnime znaky 0 na délku n. Ruzné listy
budou i po tomto doplnéni reprezentovany riznymi posloupnostmi. Protoze tyto
posloupnosti obsahuji nejvyse k znakiu 1, je pocet listi ve stromu nejvyse

> ().

=0
¢imz je tvrzeni dokézéano. O

Pro k < n/2 plati nasledujici nerovnosti

3 () e ()

=0

Pomoci tohoto odhadu a Véty 2.3 lze dokdzat (i) v nasledujici vété. Bod (ii)
uvadime bez dikazu.

Véta 2.4 Oznaéme N(f) =dnf(f)+dnf(—f). Pak plati ndsledugici.

(i) Pro libovolnou f plati di(f) < 20(lognlog® N() ' kde n je pocet promennyjch
funkce f.

(11) Existuje nekoneéné mnoho funket f, pro které plati dt(f) > 20log? N(f))

3 Operace s rozhodovacimi stromy

Jestlize mame reprezentace funkci fi, fa, ..., fr pomoci rozhodovacich stromu a
a:{0,1}* — {0,1} je obecnd k-arni spojka, pak reprezentaci a(fy, fa, . .., fx) zis-
kame v Case linearnim v soucinu velikosti vstupnich stromut nasledovné. Ve stromu
pro fi pripojime ke kazdému listu strom pro f,. Pokud k > 2, pokracujeme piida-
vanim stromt pro f;, i = 3, ..., k ke kazdému listu stromu z ptfedchoziho kroku.
Velikost vysledného stromu je soucin velikosti stromt pro fi, fs, ..., fr. Kazdému
listu spojeného stromu odpovidd jednoznac¢né urcend cesta z kofene, kterd po-
stupné projde listy stromt pro f; pro vSechna ¢ = 1,...,k. Ohodnoceni listii
stromu pro f; uréuje hodnoty téchto funkci pro vSechna ¢ = 1,... k. Dosazenim
téchto hodnot do o dostaneme ohodnoceni uvazovaného listu spojeného stromu.
Konstrukei z pfedchoziho odstavce ziskdme strom, ktery poé¢itd a(f1, fa, - - -, fx),
ale miize obsahovat zbytecné testy, protoze vétve tohoto spojeného stromu mo-
hou testovat nékteré proménné opakované. V takovém piipadé je mozné strom
zmens§it tim, ze pro kazdy jeho uzel zjistime, zda v ném testovana proménna byla
jiz testovana na cesté z kofene do daného uzlu. Pokud ano, pak uzel odstranime
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a nahradime tim jeho néaslednikem, ktery odpovida hodnoté testované proménné
konzistentni s pfedchozim testem této proménné.

Test ekvivalence pro stromy, tedy test rovnosti dvou funkci f a g, které jsou
reprezentovany pomoci stromi, lze provést tak, Ze sestrojime strom pro f & g.
Tento strom reprezentuje nulovou funkci pravé tehdy, kdyz f = g.

Alternativné mtzeme projit vSechny dvojice listid ze stromu pro f a pro g,
které davaji opacné hodnoty, a pro kazdou takovou dvojici otestovat, zda cesty,
které do nich vedou z kofene pfislusného stromu, obsahuji komplementarni lite-
raly. Pokud kazda dvojice uvazovanych cest obsahuje dvojici komplementarnich
literald, je f = g. Pokud najdeme dvojici list s opa¢nymi hodnotami, do kterych
vedou cesty, které neobsahuji komplementarni literaly, pak existuje ohodnoceni,
které je konzistentni s obéma témito cestami, a funkce f a g tedy na ném maji
razné hodnoty. V tomto pfipadé je f # g.

Véta 3.1 Minimdlni rozhodovaci strom pro funkci n proménnich lze najit na
RAM v prostoru O(3™) a case poly(n)3™.

Duikaz. Budeme hledat minimélni strom pro restrikce dané funkce postupné
na vSechny podkrychle pocinaje jednobodovymi podkrychlemi. Pro kazdou pod-
krychli je tieba ulozit volbu proménné, kterd bude testovana v kofeni stromu a
velikost odpovidajicitho minimalniho stromu. Pro konstrukci minimalniho stromu
na podkrychli dimenze d pfi znalosti minimalnich stromt pro vSechny podkrychle
dimenze d — 1 sta¢i projit d moznych proménnych pro test v kofeni a vybrat tu,
ktera vede na strom, jehoz levy a pravy podstrom davaji v sou¢tu minimalni slo-
zitost. Pocet vSech podkrychli je 3", coz dokazuje pozadované odhady slozitosti.
O
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4 Neuniformni Turinguv stroj

Posloupnost B.f. 1ze pfirozenym zptusobem chapat jako jazyk a lze uvazovat o jeho
reprezentaci Turingovym strojem. Pfi této reprezentaci mame pro vsechny funkce
v posloupnosti stejny algoritmus vypoctu. Pfi reprezentaci pomoci Booleovskjch
modeld méame moznost zvolit pro kazdou funkci v posloupnosti jeji reprezentaci
nezavisle na ostatnich funkcich. To zvySuje silu téchto modeld, protoZze mohou
naptiklad reprezentovat nerekurzivni posloupnosti funkeci.

Uvedené dva typy reprezentace se rozlisuji pomoci pojmi uniformni a neuni-
formni model. Uniformni model je takovy, ze pro vSechny délky vstupu pouzije
stejny algoritmus. Mezi uniformni t¥idy patii zakladni t¥idy jako LOG C P C
NP C PSPACE. Neuniformni model mize pro kazdou délku vstupu pouzit jiny
algoritmus. Vsechny modely pro reprezentaci Booleovskych funkci zkoumané v
predchozich sekcich tohoto textu patii mezi neuniformni modely.

Turingiv stroj je zakladnim reprezentantem uniformnich modeld, ale existuje
moznost, jak pomoci TS studovat i neuniformni modely pomoci tzv. advice funkci.
Protoze takto vznikly neuniformni T'S umoziuje snadnéji formulovat vztah mezi
uniformni a neuniformni sloZitosti, popiSeme tento model podrobnéji.

Advice funkce je libovolna funkce o : N — {0, 1}*. Turingtv stroj s advice
« je stroj, ktery ma pridanou pomocnou pasku pouze pro ¢teni, na které ma pri
vypoctu pro vstupni slovo w délky n zapsano slovo a(n).

Pro libovolnou tfidu jazyk 7' definovanych pomoci néjakého slozitostniho
omezeni TS a advice funkci o budeme jako T/« znadit t¥idu jazykd, pro které
existuje Turinglv stroj s advice «, ktery ma jinak stejnd omezeni jako stroje
pro tiidu T, tedy ¢as, prostor, rezim vstupni pasky (jen ¢teni nebo i zapis),
determinismus/nedeterminismus. Oznadenim 7/poly rozumime sjednoceni 7'/«
pro vSechny funkce «, pro které je délka a(n) omezena polynomem od n.

V nasledujici vété porovnavame tiidy jazykt a tiidy posloupnosti Booleov-
skych funkci. Pro tento tc¢el budeme posloupnost Booleovskych funkei, v niz je
fi funkei n; proménnych, povazovat za reprezentaci jazyka

{w € {0, 1}*; existuje i tak, ze n; = |w| a f;(w) = 1}.

Véta 4.1 Plati nasledugict rovnosti trid:

Poly(rozhodovaci diagramy) = LOG/poly,
Poly (obvody) = P/poly,
Poly(sekven¢ni obvody) = PSPACE/poly.

Dukaz. Uvedeme jen stru¢ny dikaz této véty. Inkluze C dostaneme ve vSech
pfipadech tim, Ze jako «(n;) zvolime nékterou reprezentaci funkce f; velikosti
polynomialni v n; v daném modelu. Pro n, které je rtizné od vSech n;, zvolime
jako a(n) vzdy tutéZ reprezentaci nulové funkce. Turingtiv stroj v pravé strané
dokazované inkluze mé pii vstupu w € {0,1}" k dispozici reprezentaci a(n) a
provede simulaci jejiho vypoctu na vstup w a vydéa ziskany vysledek.
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Inkluzi O dokdzeme v prvnim piipadé nasledovné. Vezmeme TS v LOG /poly,
ktery prijima jazyk L C {0,1}*, a zvolme libovolné ptirozené ¢islo n. PopiSeme
konstrukei rozhodovaciho diagramu polynomialni velikosti, ktery dava pro vstup
w € {0,1}" hodnotu 1 pravé tehdy, kdyz w € L.

TS pro L doplnime ¢ita¢em poctu provedenych kroki. K tomu sta¢i dodateény
prostor logaritmické velikosti. Za konfiguraci ziskaného stroje budeme povazovat
vnitini stav jeho jednotky, obsah pracovni pasky, polohu ¢teci hlavy na vstupni
pésce (kterd je pouze pro Cteni), na pracovni pasce a na pasce s a(n). Z predpo-
kladi plyne, Ze existuje pouze polynomialné mnoho takovychto konfiguraci. Déle,
pri fixovaném a(n) zdvisi prechody z téchto konfiguraci do jejich néslednikd jen
na obsahu pole vstupni pasky, kde je hlava.

Vytvorime graf, kde kazdé z téchto konfiguraci bude odpovidat jeden uzel.
Index pole vstupni pésky, na jehoZ obsahu zévisi, do které konfigurace vypocet
prejde, je soucasti konfigurace. V kazdém uzlu diagramu je tedy urceno, ktera po-
zice vstupniho slova rozhoduje, do které konfigurace prejde dalsi krok vypoctu.
Kazdy uzel grafu konfiguraci tedy lze povazovat za uzel rozhodovaciho diagramu,
ktery testuje ur¢itou vstupni proménnou (pozici slova w). Protoze konfigurace ob-
sahuji informaci o po¢tu dosud provedenych krokt, je ziskany diagram acyklicky.
Konfigurace odpovidajici koncovym stavim TS jsou vystupni uzly diagramu.
Témto uzlim prifadime hodnotu 0 nebo 1 podle toho, zda odpovidaji zamitaji-
cimu nebo pfijimajicimu stavu TS. Tim jsme ziskali rozhodovaci diagram, ktery
jsme pozadovali.

Inkluzi O v dalsich dvou pripadech dokdzeme nasledovné. Vezméme libovolny
TS v P/poly, resp. v PSPACE/poly, ktery pfijima néjaky jazyk L C {0,1}*, a
zvolme libovolné prirozené ¢islo n. Zkonstruujeme kombinacni, resp. sekvencéni
obvod velikosti polynomialni v n, ktery vyda pro vstup w délky n hodnotu 1
praveé tehdy, kdyz w € L.

V obou pfipadech je pracovni prostor omezen polynomem, ktery oznacime
p(n). MiiZzeme tedy omezit délku pracovnich pések na p(n) beze zmény funkce
TS. Stav fidici jednotky a znaky na pracovnich péaskiach vyjadiime pomoci po-
sloupnosti biti pevné délky. Ke kazdému poli kazdé pasky jesté pridame bit,
ktery bude signalizovat pfitomnost ¢teci hlavy na daném poli. Kéd stavu fidici
jednotky, kédy vSech znakt na paskach a bity pro polohu hlavy zfetézime v pevné
zvoleném poradi do jedné posloupnosti bitl, kterou budeme nazjvat konfiguraci
stroje. Pomoci definice TS a tabulky jeho fidici jednotky lze sestrojit obvod, ktery
dostane jako vstup konfiguraci stroje a jako vystup vyda konfiguraci nésledujici,
tj. po provedeni jednoho kroku vypoctu TS. Pokud je TS v koncovém stavu, bude
vypoctend konfigurace kopii vstupni konfigurace.

V ptipadé TS z P/poly vezmeme polynomialni odhad ¢asu t(n) a vytvorime
posloupnost ¢(n) kopii vySe popsaného obvodu. Prvni kopie obvodu dostane na
vstup pocatecni konfiguraci se slovem w. Bity popisujici slovo w budou vstupni
proménné obvodu, ostatni bity pocatec¢ni konfigurace budou konstanty. Vystup
kazdé kopie obvodu kromé posledni je pfipojen na vstup nasledujici kopie. Vystup
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posledni kopie obvodu je pfipojen na vstup dal§iho obvodu, ktery otestuje, zda
se simulovany TS dostal do pfijimajiciho stavu nebo ne. Popsanym spojenim
obvodi jsme ziskali obvod velikosti O(t(n)p(n)), ktery rozhoduje piislusnost w
do L. Posloupnost téchto obvodt pro vsechna n dokazuje pozadovanou inkluzi.

Pro TS z PSPACE/poly vezmeme jednu kopii vyse popsaného obvodu pro
jeden krok a jeji vystup pripojime opét na jeho vstup pomoci zpétné vazby kon-
trolované hodinovymi impulzy. V krocich uréenych témito impulzy bude tento
obvod simulovat vychozi T'S. K vystupu obvodu bude jesté pfipojen obvod, ktery
bude testovat, zda jiz TS dosel do koncového stavu nebo ne. Tim ziskdme sek-
ven¢ni obvod polynomiélni velikosti, ktery rozhoduje p¥islusnost w € {0,1}" do
L. Stejné jako v pfedchozim piipadé, posloupnost téchto obvodid pro vSechna n
dokazuje pozadovanou inkluzi. O

5 Karp-Liptonova véta

Nejprve popiseme tfidy, které tvori polynomialni hierarchii. K tomu pouzijeme
kvantifikdtory 3™ a V™, kde horni index m u kvantifikdtoru znamend maximalni
délku slov, ktera tvori rozsah kvantifikdtoru. Polynomiélni hierarchie spliuje na-
sledujici.

Véta 5.1 Jazyk L patri
(i) do Xy pravé tehdy, kdy? existuji polynomy pi,...,px a relace R € P tak, Ze
pro kazdé slovo w plati

weE L < (le(‘w‘)xl)(vpzuwl)@) . (Qp’“(lwl)xk)R(w, X1, Ty .., Th),

kde @ je 3, pokud k je liché a ¥V, pokud k je sudé.
(ii) do 1), prdvé tehdy, kdyz existuji polynomy p,...,pr a relace R € P tak, Ze
pro kazdé slovo w plati

weE L < (Vpl(‘w‘)wl)(ﬂp“"“w')xz) . (ka'(lwl)xk)R(w, T1, %2, -, Th)s
kde Q) je ¥V, pokud k je liché a 3, pokud k je sudé.

Véta predpoklada, ze uvazujeme polynomy, které lze snadno vydislit, napfi-
klad polynomy s celo¢iselnymi nebo racionalnimi koeficienty. Pokud bychom uva-
zovali polynomy, jejichz koeficienty jsou redlna ¢isla s libovolné slozitym popisem,
pak véta neplati.

Jazyk S nad abecedou I' nazveme self-reducibilni, pokud existuje funkce f
definovand na I'* takova, Ze pro kazdé w € I'* je f(w) bud prvek {0,1} a v tom
pripadé plati

weS = flw)=1
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nebo (wy, ..., w;), kde véechna w;, ¢ = 1,..., ! maji délku mens{ nez w a plati
weS <= weELV...Vw €L.

Problém SAT je self-reducibilni. Pro formuli ¢ bez proménnych definujeme
f(#) jako hodnotu formule ¢. Pro formuli ¢, ktera obsahuje alespoii jednu pro-
ménnou, definujeme f(¢) jako (¢g, 1), kde @1 a @5 jsou formule vzniklé z ¢
dosazenim 0 a 1 za prvni proménnou formule ¢. Predpokladame, Ze kédovani
formuli je takové, Ze dosazenim konstanty za proménnou se zapis formule vzdy
zkrati.

Véta 5.2 (Karp, Lipton, 1980) Kdyby existoval jazyk S, ktery je self-
reducibilni, je tesitelny polynomidlnimi obvody a je NP-uplny, pak Il = 35 a
tedy také Y3 = Y.

Dukaz. Pfedpokliadejme, Ze pro n&jaky polynom s(n) a kazdé n existuje obvod
C' velikosti nejvyse s(n), ktery fesi S pro instance velikosti nejvySe n. Pfedpo-
kladejme dale, ze L € II,. Pak existuje relace R € P, takova, ze pro vhodné
polynomy py, p2 plati

we L = (WD) 320Dy R(w, 21, 2) .

Predikat (3720“Day) R(w, 71, 75) je v NP, tedy existuje poly-vycislitelna funkce g,
ktera pro |z1| < pi(|w|) splije (F20Day) R(w, 21, 29) <= g(w,x;) € S. Plati
tedy

we L «— (W De)g(w,z) €S .

Necht p3(Jw|) je polynomidlni horni mez na délku g(w,z;) pii |z1] < pi(|w]).
Pokud C je obvod rozpoznévajici slova v S délky nejvyse ps(|w]), pak plati také

we L <= (W"g)C(g(w, 1)) . (1)

Nagim cilem je sestrojit Y5 formuli s argumentem w, kterd neobsahuje popis
konkrétniho obvodu C' pro S a umoznuje vyjadiit w € L jen na zakladé exis-
tence takového obvodu C'. Pozadovana formule bude utvofena nésledovné. Jeji
existencni kvantifikdtor bude kvantifikovat pfes vSechny obvody C' velikosti nej-
vySe s(ps(|w|)). Zbytek formule se bude sklddat z konjunkce dvou podformuli.
Prvni zkontroluje, Ze uhadnuty obvod skutecné fesi S pro instance délky nejvyse
p3(Jw]) pomoci self-reducibility S a druhd vyuzije C(g(w,x1)) ke zjisténi, zda
g(w,z1) € S. Formule s volnou proménnou w mé tvar

(Do) (772D [C(u) = O(F ()] A (1 Da1)O(g(w,21))] . (2)

kde C(u) = C(f(u)) je zkratka za test, ktery pro f(u) € {0,1} ovéii C(u)
f(u) a pro f(u) = (ug,...,u) ovéii C(u) = C(u1) V ...V C(y). Formule (2)
je ekvivalentni pravé strané formule (1) pro libovolny korektni obvod C' pro S a
vyjadiuje tedy w € L. Tim je dokdzano, ze L € 3. O
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Dusledek 5.3 SAT € P/poly = I, = 5,

ProtoZe polynomialni pievod SAT na libovolnou NP-tplnou tlohu umoziuje
prevést polynomidlni obvody pro tuto tlohu na polynomialni obvody pro SAT,
plati dasledek obecné pro jakoukoli NP-tiplnou tlohu misto SAT.

Pozdéji dokézeme, ze BPPCP /poly. Spolu s Diisledkem 5.3 to implikuje né-
sledujici.

Dusledek 5.4 SAT € BPP = II, = %,

Stejné jako v predchozim pfipadé dostaneme, Ze Disledek 5.4 plati pro libo-
volnou NP-tiplnou tilohu misto SAT. Pokud je polynomialni hierarchie nekone¢na,
pak zadna NP-tuplné tloha neni v BPP. Kdyby totiz pattil néjaky NP-tuplny ja-
zyk do BPP, pak by kazdy jazyk z NP pattil do BPP, tedy i SAT. Z toho podle
Diisledku 5.4 plyne Il = ¥ a polynomiélni hierarchie by byla rovna své druhé
hladiné.

Poznamenejme, ze disledek 5.4 ma vyznam pouze za predpokladu, ze neplati
nebo neumime dokazat, ze P=BPP. Pokud bychom predpokladali, ze P=BPP,
pak je SAT € BPP praveé tehdy, kdyz SAT € P, a nasledujici trivialni tvrzeni

P = BPP = (SAT € BPP = P = NP)

zesiluje Ditisledek 5.4.
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6 Pocet spliujicich ohodnoceni pro read-once
rozhodovaci diagramy

Problém splnitelnosti je pro read-once diagramy snadno fesitelny. Funkce repre-
zentovana read-once rozhodovacim diagramem ma spliujici ohodnoceni pravé
tehdy, kdyz v diagramu existuje cesta z pocatecniho do pfijimajiciho uzlu. Tim
je problém splnitelnosti pfeveden na problém s, t-souvislosti grafu, ktery lze efek-
tivné resit.

Pro vypocet poctu spliujicich ohodnoceni piitadme kazdému uzlu v diagramu
pocet ohodnoceni ¢(u), pro které vypocet projde uzlem u. Pro pocatecni uzel u
je q(u) = 2". Pfedpokladejme, Ze u neni pocateéni, jeho pfedchiidei jsou préavé
uzly {v1,..., v} a z kazdého v; vede do u pravé jedna hrana. Dokazme, Ze pak
plati

1
q(u) =5 Z q(v;) - 3)
Jj=1

Zvolme néktery z uzlt v;. Protoze diagram je read-once, proménnd, kterd je ve
v; testovdna, nebyla testovdna na Zadné cesté z pocatecniho uzlu do v;. MnozZina
ohodnoceni, které dosly do v;, se tedy skldda z dvojic vstupti, které se lisi jen v
hodnoté této proménné. Po hrané z v; do u tedy projde pravé g(v;)/2 ohodnoceni.
Z toho uz plyne (3).

Pocet splitujicich ohodnoceni reprezentované funkce je roven g(ut), kde u*
oznacuje piijimajici uzel.

Vypocet ¢(u) pro vSechny uzly u v diagramu lze provést prichodem do sirky
shora nebo priichodem do “hloubky” zdola. Pfi druhém z uvedenych postupti
zahdjime vypocet g(u) nejprve pro u = u*. Pro dokonceni vypoctu pro libovolny
uzel u je potfeba nejprve provést vypocet pro vsechny jeho predchiidce, po které
jesté proveden neni. To vede na postupné prochazeni grafu zdola.

7 Pravdépodobnostni test neekvivalence pro
read-once rozhodovaci diagramy

K tomu, abychom popsali pravdépodobnostni test ekvivalence, pfifadime nejprve
libovolnému read-once diagramu P polynom, ktery vyjadiuje funkci pocitanou
diagramem. Polynom definujeme indukci pfes uzly diagramu poc¢inaje koncovymi
uzly. Necht v je uzel diagramu P, ktery testuje proménnou x; a jehoz 0, resp. 1,

néaslednik je vy, resp. vy. Jestlize uzly vy a vy jiz maji pfifazen polynom jz, resp.
fL, pak definujeme . . .

fo =@ =xi)fy, +if,y, (4)
Jako fF(x1,...,x,) oznaé¢me polynom f7 kde v je poc¢atecni uzel diagramu. Lze

snadno ovéfit, ze plati nasledujici tvrzeni.
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Lemma 7.1 Pro libovolny read-once rozhodovaci diagram P a libovolny vstup
x € {0,1}" plati f(x) = fF(z).

Diikaz. Dokéazeme, 7e pro libovolny uzel diagramu v plati identita f,(x) = f7(x),
kde f, je funkce poé¢itana read-once rozhodovacim diagramem, jehoz pocatecni
uzel je v. Pro koncové uzly identita plati, protoze f,(z) a ff(z) jsou stejné kon-
stanty. Pro dal$i uzly dokdzeme identitu indukei pomoci vztahu (4). O

Polynom fF(z) je definovan postupem jeho vypoctu, ktery ma slozitost li-
nearni ve velikosti diagramu P. Pokud chceme zjistit jeho koeficienty, je tieba
ziskané vyrazy roznasobit. Tim dostaneme polynom s celo¢iselnymi koeficienty
a obecné exponencidlnim poctem ¢lend. Protoze polynom méa pouze celociselné
koeficienty, lze jej chapat jako polynom nad libovolnym télesem 7. K formulaci
testu neekvivalence read-once rozhodovacich diagramt bude zapotiebi efektivni
vypodet fF(a) pro libovolné a € T™.

Dusledek 7.2 Necht f¥ je polynom prirtazeny diagramu P a T je téleso. Vijpocet
ff(a1,...,a,) lze pro libovolnou kombinaci hodnot proménngjch a; € T provést
pomoci nejuySe O(|P|) operaci s¢itani a ndsobent v télese T

Diikaz. Pro dané ohodnoceni postupné vypocteme hodnoty fF(ay, ..., a,) pro
vSechny uzly diagramu podle vztahu (4). O

Polynom nazveme multilinearni, pokud se v kazdém jeho monomu vyskytuje
kazd4 proménné nejvyse v prvni mocniné. Z konstrukce f* vyplyva nésledujici.

Lemma 7.3 Polynom fT je multilinedrni polynom.

Ukazeme, Ze ekvivalentni read-once rozhodovaci diagramy definuji shodné po-
lynomy, i kdyz postup jejich vypoctu podle diagramu mutze byt odlisny.

Lemma 7.4 Jestlize h je multilinedrni polynom n promennych nad télesem T
a pro libovolné a € {0,1}™ plati h(a) = 0, pak také pro libovolné b € T™ plati
h(b) = 0.

Dukaz. Indukei podle k = 0,1,...,n budeme dokazovat, Ze h(b) = 0 pro b €
T" takové, ze b; € {0,1} pro i > k + 1. Pro k = 0 toto plati z pfedpokladu.
Necht 1 < k < n a necht b je takové, Zze b; € {0,1} pro i > k + 1. Uvazme
V(t) € T" pro t € T takové, ze bj(t) = t a pro i # k plati bi(t) = b;. Podle
indukéniho ptedpokladu plati 2(b'(0)) = h(V'(1)) = 0. ProtoZe h je multilinedrni,
je h(V(t)) linedrni funkeci proménné ¢. Plati tedy h(b'(t)) = 0 pro vSechna t € T
a tedy i h(b) = 0. Tim je indukén{ hypotéza dokdzana pro vSechna k =0,...,n.
7 platnosti pro k = n plyne tvrzeni lemmatu. O
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Véta 7.5 Jestlize f a g jsou multilinedrni polynomy n promeénnych nad télesem
T a pro libovolné a € {0,1}" plati f(a) = g(a), pak také pro libovolné b € T™
plati f(b) = g(b).

Dikaz. Plyne z Lemmatu 7.4 pro h(x) = f(z) — g(z). O

Diagramy P a @ jsou neekvivalentni, pokud existuje vstup a € {0,1}", pro
ktery je fF(a) # f9(a). Pokud je takovychto rozlisujicich vstuptt méalo, nemusi
byt ndhodné volba a efektivni, protoZe muze vést na rozlisujici vstup s exponen-
cialné malou pravdépodobnosti. Pravdépodobnostni test neekvivalence je zalozen
na tom, Ze na zdkladé Véty 7.5 mizeme misto rozlisujicich vstupt z {0, 1}™ hle-
dat ndhodné zobecnéné rozlisujici vstupy z T" pro vhodné téleso T'. K dikazu, ze
timto zpiisobem lze testovat neekvivalenci pravdépodobnostné v polynomidlnim
case, pouzijeme néasledujici tvrzeni.

Lemma 7.6 Jestlize g(x1,...,x,) je libovolng nenulovy multilinedrni polynom
nad télesem T a M C T je koneénd, pak existuje alespori (|[M| — 1)" kombinaci
hodnot x; € M, pro které je g(z1,...,x,) # 0.

Dtikaz. Pron =0, tj. pro konstantni polynomy tvrzeni plati. Déle postupujme
indukci podle po¢tu proménnych. Nechf g je multilinedrni polynom v proménnych
Z1,...,T,. Rozdélme jeho monomy podle toho, zda obsahuji nebo neobsahuji ;.
Z prvni skupiny monomu z; vytkneme. Dostaneme vyjadieni g = x1g1+ go, kde g1
a go jsou polynomy v proménnych x,,...,x,. ProtoZe g je nenulovy, je nenulovy
aspon jeden z polynomu g; a go.

Necht g; je nenulovy. Podle indukéniho predpokladu existuje aspori (|M| —
1)"~! ohodnoceni proménnych zs, ..., x,, které dévaji g; # 0. Pro kazdé z nich
je g linedrni funkce x4, tj. plati ¢ = ax; + b pro néjaké a # 0 a né&jaké b. Pak
pro kazdou volbu z; € M \ {—2} je g # 0. Kazdé z uvazovangch (|[M|—1)"*
ohodnocen{ proménnych s, ..., z, jsme tedy doplnili alespori |M| — 1 zplsoby
na ohodnoceni v8ech proménnych, které spliuje g # 0.

Necht ¢ = 0 a go je nenulovy. Pak podle indukéniho pfedpokladu existuje
asponi (|M|—1)""1 ohodnoceni proménnych zs, . . ., z,,, které davaji go # 0. Kazdé
z nich lze doplnit libovolnou volbou z; € M na ohodnoceni vsech proménnych,
které dava g # 0. V tomto piipadé tedy mame dokonce alesponi | M|(|M]| — 1)"1
potiebnych ohodnoceni. O

Piiklad. Jestlize g(z1,...,2,) = x1...2, a M C T, pak poéet kombinaci hodnot
z M, pro které je g nenulovy, je bud |[M|", pokud 0 & M, nebo (|[M|—1)", pokud
0 € M. V obecném piipadé tedy dolni mez z lemmatu nelze zlepsit.

Lemma 7.6 umoznuje alternativni dikaz Lemmatu 7.4, kdyz pouzijeme M =
{0,1}. Kdyby existovalo ohodnoceni a € T", pro které je h(a) # 0, pak podle
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Lemmatu 7.6 pro M = {0,1} by muselo existovat alespoii jedno ohodnoceni
b € {0,1}", pro které h(b) # 0, coz by byl spor s predpokladem.

Pokud nalezneme zobecnéné rozlisujici ohodnoceni, 1ze efektivné najit i rozli-
Sujici ohodnoceni z {0, 1}".

Véta 7.7 Jestlize g je multilinedrni polynom n proménngch, umime jej efektivné
vyhodnotit a zndme nékteré ohodnoceni a € T™, pro které plati g(a) # 0, pak lze
efektivné nagit ohodnoceni b € {0,1}" takové, Ze g(b) # 0.

Dukaz. Protoze g(z1,az,...,a,) je linedrn{ funkce proménné z;, pak z toho, ze
je nenulova pro x; = ay plyne, Ze je nenulova pro alespon jednu z hodnot x; =0
a x; = 1. Zménime a; na a} = 0 nebo a} = 1 tak, aby g(af,as,...,a,) # 0.
Pak opakujeme stejny postup s a; pro i = 2,...,n. Vysledkem je ohodnoceni
(af,...,a)) € {0,1}" takové, ze g(a},...,al,) # 0. O

Pro interpretaci polynomu f¥ mutiZze byt uZiteéné nasledujici tvrzend.

Véta 7.8 Necht P je read-once rozhodovaci diagram pro funkci f proménnych
X1,...,%,. Pak fP(xq,...,2,) je roven polynomu, ktery vznikne nésledujicim zpu-
sobem

(i) Kazdé hrané P, ktera odpovida testu z; = 1 pfifadme vyraz x; a kazdé
hrané odpovidajici testu z; = 0 pfifadme vyraz 1 — x;.

(ii) Kazdé cesté v P pfifadme souéin vyrazt pro jeji jednotlivé hrany.

(iii) Diagramu P pfifadime soudet soucint pfifazenych vSem cestdm v P z po-
¢atec¢niho uzlu do pfijimajiciho uzlu.

Nésledujici lemma davda moznost interpretovat polynom fP jako pravdépo-
dobnost urc¢itého typu udalosti.

Lemma 7.9 Necht jsou hodnoty x; € {0,1} voleny ndhodné, nezdvisle a tak, Ze
P(xz = 1) = Di- Pak P(f(.%‘l, .- .,.T)n) = 1) = fp(pla L 7p7l)

Dukaz. Tvrzeni plyne z Véty 7.8 a z toho, Ze pravdépodobnost, Ze ndhodny vstup
projde po dané cesté, je pravé rovna sou¢inu ohodnoceni jejich hran. Prichod po
riznych cestach jsou ndhodné jevy, které se vylucuji. Proto je pravdépodobnost
disjunkce téchto jevi rovna souctu jejich pravdépodobnosti.

Tvrzeni je mozné dokazat také indukei pres uzly diagramu pomoci vztahu (4).
O

Lemma 7.9 dava alternativni zptisob vypoctu poctu spliujicich ohodno-
ceni pro dany diagram, protoZe pocet spliiujicich ohodnoceni funkce f je pravé
f2(1/2,...,1/2)2". Algoritmus provede polynomiélni pocet operaci s ¢isly, jejichz
délka zapisu je O(n). Jeho slozitost je tedy polynomidlni v n.

Reprezentace Booleovskych funkci, P. Savicky, 30. srpen 2011 20

Nyni popisme jeden krok pravdépodobnostniho algoritmu pro testovani ne-
ekvivalence read-once diagrami. Jednoduchou podobu celého algoritmu dosta-
neme opakovanim tohoto zdkladniho kroku nebo zvétSenim pouzité mnoziny M,
pricemz spolehlivost vysledku roste s po¢tem opakovani nebo s velikosti M a tedy
cuje s racionalnimi aproximacemi odmocnin prvocisel, pro ktery 1ze spolehlivost
vysledku zvySovat za cenu narustu slozitosti deterministické ¢asti algoritmu, tedy
bez nartistani poctu potfebnych ndhodnych bitd. Tento algoritmus vystaci s n
nadhodnymi bity, ale neni pfedmétem tohoto textu.

Nésledujici algoritmus pracuje s libovolnym télesem T' a predpoklada presnou
aritmetiku v tomto télese. Pro dosazeni efektivniho postupu je mozné pracovat
s konecnym télesem, naptiklad se Z, pro prvocislo q.

Jednoduchy test neekvivalence.
Vstup jsou dva diagramy P, a P, a M C T.
Necht fF a fI jsou polynomy pfifazené P; a P, v uvedeném poradi.
Vyberme nahodné a nezavisle hodnoty ay,...,a, € M

z rovnomérného rozdéleni na M.
Pro vybrané hodnoty proménnych vy¢isleme polynomy fT a f7.
Je-li fP(ay,...,a,) # f¥(a1,...,a,), pak return(ay, ..., a,),

jinak return(0).

Je-li vystup algoritmu ohodnoceni ay, . . ., a,, které odlisuje polynomy f¥ a fF,
pak jsou vstupni diagramy neekvivalentni a ziskané ohodnoceni budeme nazyvat
dikaz (svédek) neekvivalence P; a P. Na zakladé Véty 7.7 je pak mozné najit také
ohodnoceni{ z mnoziny {0, 1}, které diagramy odlisuje. JestliZe je vystup algoritmu
(), mohou byt diagramy ekvivalentni i neekvivalentni. Plati ale nasledujici tvrzeni.

Véta 7.10 Necht P, a P, jsou dva read-once rozhodovact diagramy s n promén-
nymi. Pak plati nasledujict.

(i) Jsou-li P, a Py ekvivalentni, pak algoritmus vidy vydd odpoved (.

(i) Pokud jsou neekvivalentni, pak pravdépodobnost, Ze algoritmus najde dikaz
neekvivalence, je alespori 1 —n/|M|.

Duikaz. Jestlize jsou P; a P, ekvivalentni, pak f = fI a algoritmus tedy vydd
hodnotu 0.

Jestlize Py a P nejsou ekvivalentni, pak 7 — f je nenulovy multilinearni po-
lynom, protoZe nabyvéa nenulové hodnoty jiZz pro nékterou kombinaci a; € {0,1}.
Pravdépodobnost, ze algoritmus najde ditkaz neekvivalence, vypocteme jako po-
mér poctu ptiznivych pfipadd ku poctu vsech piipadt. Pocet vSech vybért hod-
not proménnych je |[M|". Podle Lemmatu 7.6 je pocet pFiznivych piipadi alespori
(IM| = 1)™. Pomér je tedy alespori

(MI—1)" (1N
R )
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ProtoZe (1 — )" > 1 — nz, dostaneme, Ze
1\ n
1—- —) >1——.
< M| |M]|

Necht M je libovolnd podmnozina T velikosti 2n. Pokud je charakteristika T'
alespoil 2n nebo 0, lze pouzit M = {0,1,...,2n — 1}. Pak v pfedchozim tvrzeni
dostaneme odhad pravdépodobnosti 1/2. Pfesnéjsi vypocet by ukézal, Ze pro
velké n je pravdépodobnost nalezeni dikazu neekvivalence alespon (1 - %)n ~
e™1/2 ~ 0.60653.

Pravdépodobnost chyby lze snizit na exponenciadlné malou hodnotu, pokud
algoritmus nékolikrat opakujeme pro (statisticky) nezavislé hodnoty ndhodngch
bit nebo pokud dostatecné zvétsime mnozinu M.

Tim je odhad dokazan. O

Opakovany test neekvivalence.
Vstup jsou dva diagramy P; a P, mnozina M, |M| = 2n a parametr k.
Opakuj k krat vyse popsany jednoduchy test neekvivalence
s vyuzitim nezévisle generovanych nahodngch biti.
Jestlize alespon jedno z téchto opakovani nalezne dikaz neekvivalence,
pak tento diikaz je vystupem algoritmu, jinak je vystupem (.

Uvedeny postup potiebuje k(log, n + 1)n ndhodnych bitd.

Véta 7.11 Necht P, a P, jsou dva read-once rozhodovaci diagramy s n promén-
nymi a k prirozené cislo. Pak pro vyse popsany test neekvivalence se vstupem
Py, Py, k plati nasledugict.

(i) Jsou-li P, a P, ekvivalentni, pak vidy vydd odpovéd ().

(11) Pokud jsou neckvivalentni, pak pravdépodobnost, Ze algoritmus nalezne dikaz
neekvivalence Py a P, je alespon 1 — 2%

Dukaz. Pro ekvivalentni diagramy vyda jednoduchy test ekvivalence vzdy hod-
notu () a tuto hodnotu tedy vyda i cely test neekvivalence. P¥i jednom opakovani
jednoduchého testu neekvivalence je pravdépodobnost vysledku () pro neekviva-
lentni diagramy nejvyse % Pti k opakovanich je tedy tato pravdépodobnost nej-
vyse 2% Pro neekvivalentni diagramy je tedy pravdépodobnost nalezeni dikazu
neekvivalence alespon 1 — 2% O

Z hlediska poc¢tu potfebnych ndhodnych bitd je pouziti vétsi mnoziny M efek-
tivnéjsi postup zvyseni spolehlivosti nez opakovani. Napiiklad pii |M| = 2Fn
dostaneme pravdépodobnost nalezeni diikazu neekvivalence alespon

1\" 1
- — ) >1-—
< 2’%) - 2k
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s vyuzitim (k + log, n)n ndhodnych bitt.

Problém neekvivalence read-once rozhodovacich diagrami je self-reducibilni.
K dtikazu zkonstruujme transformaci pozadovanou v definici self-reducibility né-
sledovné. Pokud diagramy nemaji spolefnou proménnou (napiiklad jeden nebo
oba jsou konstantni), pak jsou diagramy ekvivalentni préavé tehdy, kdyZ jsou oba
rovny téze konstanté. To lze zjistit v polynomidnim c¢ase a definujeme hodotu
transformace jako 0 nebo 1 podle spravné odpovédi. Pokud maji diagramy spo-
le¢nou proménnou, prevedeme test jejich ekvivalence na dva testy ekvivalence
po dosazeni hodnoty 0 a 1 za libovolnou ze spoleénych proménnych. Kédovani
diagramt musi byt takové, aby fixace libovolné proménné snizila délku zapisu.

Protoze test neekvivalence read-once rozhodovacich diagramu je self-
reducibilni a je FeSitelny polynomidlnim pravdépodobnostnim algoritmem ve t¥idé
BPP, mé také polynomialni obvody. Pak z Véty 5.2 dostaneme, ze pravdépodobné
neni NP-tplny, protozZe jinak by se polynomialni hierarchie rovnala své druhé hla-
diné.
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8 Pravdépodobnostni Turingav stroj

Definice 8.1 Pravdépodobnostni TS (PTS) je TS s piidanou pdskou, na niZ
je pred zahdjenim vypoctu zapsana posloupnost ndhodnyjch biti, jejiz délka je
dostatecnd k tomu, aby cteci hlava na této pdasce béhem vypoctu nikdy nedosla za
posledni predem pripraveny ndhodng bit. Pocet ndhodngch biti budeme vyjadrovat
jako funkci s(n), kde n je délka vstupniho slova, a budeme predpoklddat, Ze pTi
libovolném vstupu w bude precteno nejvySe s(|w|) nahodnych biti. PTS, ktery
pracuje v ¢ase polynomidlnim od délky vstupu, budeme nazyvat polynomidlni PTS
a oznacovat jako PPTS.

PTS muze pfi svém vypoctu vyuzivat ndhodné bity, proto mize mit pro jedno
vstupni slovo w vice vypocti. Jak je vidét z definice, 1ze PTS uvazovat jako
specialni pripad nedeterministického T'S. Stejné jako nedeterministicky stroj, ¢ini
i PTS béhem vypoctu rozhodnuti, ktera nezavisi jen na vstupnim slové, ale jesté
na dalsich pomocnych bitech. Pravdépodobnostni a nedeterministicky stroj se lisi
kvantifikaci pozadovaného poc¢tu kombinaci pomocnych bitd, pro které dojde k
prijeti vstupniho slova.

Jestlize M je PTS, w je vstup a r je posloupnost nahodnych bitd, které
jsou pouzity pfi vypoctu, pak vysledek vypoctu budeme znacit M(w,r). Pokud
je mozné vysledek M (w,r) interpretovat jako pFijeti nebo nepfijeti, pak budeme
jako R(w,r) znacit predikat, ktery je splnén pro takové kombinace w, r, pro které
Ir| = s(|w|) a vysledek M (w,r) znamend piijeti. Pravdépodobnost chyby budeme
vyjadfovat pomoci pravdépodobnosti, Ze plati R(w,7), kde 7 je ndhodné kombi-
nace biti pouzitych pfi vypoctu. Protoze predpokladame, ze délka 7 je konecna
a zavisi jen na délce vstupu w, je pravdépodobnostni prostor pro ndhodny jev
R(w, 7) diskrétni. Pravdépodobnost R(w, 7) tedy miizeme vyjadfit jako podil po-
¢tu kombinaci nahodnych bitd na vstupu, které vedou k pfijeti, a vSech moznych
kombinaci téchto bit. Pro porovnani si uvedme, Ze kdyby piijeti zaviselo pouze
na tom, zda existuje kombinace ndhodnych bitl, kterd vede k prijeti w, dostali
bychom TS ekvivalentni nedeterministickému T'S.

Pro definici pravdépodobnostniho rozpoznavani jazyka L pomoci PTS pouzi-
jeme libovolné realné funkce a(n) a G(n) s hodnotami v [0, 1]. Obvykle jsou tyto
funkce bud konstantni nebo pfi n — oo plati a(n) — 0 a §(n) — 1.

Definice 8.2 Jestlize 0 < a(n) < B(n) < 1 jsou redlné funkce, pak fekneme, Ze

M je (a(n), B(n))-PTS pro jazyk L, jestlize plati:

w¢ L = Pr(R(w,7)
weL = Pr(R(w,7)

— —
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Pro slovo w délky n je pravdépodobnost chybného vysledku v pfipadé w € L
nejvyse 1 — B(n) a v piipadé w ¢ L nejvyse a(n). V obou piipadech je tedy
pravdépodobnost chybného vysledku nejvyse max{a(n),1 — B(n)}. Pokud nés
zajim4 jen tato celkova pravdépodobnost chyby, pak lze pouzit (e(n),1 — e(n))-
PTS, kde 0 < £(n) < £ je libovolna realna funkce.

Definice 8.3 Definujme tfidy RP, co-RP a BPP tak, ze pro kazdy jazyk L plati:
(i) L € RP <= existuje (0,1) — PPTS pro L;

(ii) L € co-RP <= \L € RP;

(ili) L € BPP <= existuje (3,2) — PPTS pro L.

Poznamenejme, Ze z (a(n), B(n))-PTS pro jazyk L lze zdménou pfijeti a ne-
pfijeti ve vystupu ziskat (1—3(n), 1 —a(n))-PTS pro doplnék L. Proto lze co-RP
ekvivalentné charakterizovat jako t¥idu jazykd, pro které existuje (%, 1)-PTS.

ProtoZe pro jazyky z RP je a(n) = 0, plati, Ze pro dané vstupni slovo existuje
alespon jeden pfijimajici vypocet pravé tehdy, kdyz slovo do pfijimaného jazyka
patii. Je tedy RP C NP. Podobné jako v NP, i v RP plati, ze pokud stroj vstup
pfijme, pak mame jistotu, ze vstup do jazyka patii. Pokud stroj vstup neptijme,
pak slovo do jazyka patfit miize i nemusi. Narozdil od NP vsak v RP pozadujeme,
aby platilo, ze pokud existuje aspon jeden prijimajici vypocet, pak jich existuje
mnoho. To zplisobuje, ze na rozdil od t¥idy NP, ktera obsahuje jazyky, jejichz
pfijimani se povazuje za vypocetné narocné, jsou jazyky z RP povazovany za
jazyky, jejichz pfijimani lze provést efektivné. Divod vyplyne z nésledujicich vét,
kdy ukazeme, Ze pravdépodobnost, ze PPTS pfijimajici jazyk z RP vyda chybny
vysledek, lze snizit na exponencidlné malou hodnotu.

Pro algoritmy ve tiidé BPP lze pravdépodobnost chybného vysledku také
snizit na exponencialné malou hodnotu, ale ani pfijeti ani nepfijeti vstupu neza-
rucuje jistou odpovéd.

Nyni dokazeme tvrzeni o zesilovani pravdépodobnosti spravné odpovédi. Nej-
jednodussi zesileni se dostane tak, Ze vychozi algoritmus zopakujeme nékolikrat
pro nezavisle volené ndhodné bity. Pti diikazech zminéngych vét pak je predevsim
potieba odhadnout pocet opakovani, ktery je zapotiebi k dosazeni urcité spo-
lehlivosti vysledku. Omezujeme se na ty pfipady, kdy je tento pocet opakovani
polynomialni v délce vstupu, tj. kdy ziskany spolehlivéjsi algoritmus je stale jesté
polynomiélni.

Véta 8.4 Necht q(n) je libovolny polynom. Pak pro kazdy jazyk L plati:
(i) JestliZe existuje (O, ﬁ) -PPTS pro L, pak L € RP;

ii) Jestlize L € RP, pak existuje (0,1 — (% ‘M) _PPTS pro L.

(ii) P je (0,1 — (3 p

Dukaz. K dikazu (i) i (ii) pouzijeme nésledujici obecnou konstrukei. Necht M
je (0,e(n))-PTS pro n&jaky jazyk L a necht k(n) je néjakd funkce z piirozenych
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¢isel do piirozenych ¢isel. Uvazme stroj M’, ktery na vstupu w délky n zopakuje
k(n) krat vypocet stroje M a vstup pfijme pravé tehdy, kdyz alesponl jedno z
opakovani vstup pfijalo. Tvrdime, ze M’ je (0,1 — e *™*(")_PTS pro stejny
jazyk.

Je-li w € L, pak zadné opakovani vstup nepfijme, tj. M’ piijme vstup s
pravdépodobnosti 0. Vypoc¢téme dolni odhad pravdépodobnosti, ze M’ vstup
pfijme, jestlize w € L. Pfesnéji feceno, odvodime horni odhad na pravdépo-
dobnost nepfijeti v tomto pfipadé. Oznaéme n = |w|. Pro jedno opakovéni je
pravdépodobnost nepfijeti podle pfedpokladu nejvyse 1 —e(n). Pro k(n) nezavis-
Iych opakovani je pravdépodobnost, Ze vstup bude vzdy zamitnut, pravé soucin
pravdépodobnosti, zZe bude zamitnut v jednotlivych opakovanich. Tento soucin je
nejvyse (1 — e(n))*™. Pouzijeme-li nerovnost 1 — z < e, ktera plati pro kazdé
redlné x, dostaneme, Ze pravdépodobnost zamitnuti je pro M’ nejvyse

(1 _ E(n))k(n) < efe(n)k(n).

Pravdépodobnost piijeti je tedy alesponn 1 — e~k jak bylo pozadovéno.

K diikazu (i) pouzijeme e(n) = Tln) ak(n) = qg(n). Protoze plati 1—e=s(Wk() =
1—1>1 je (i) dokdzéno.

K dikazu (ii) pouzijeme £(n) = 1 a k(n) = 2¢(n). Protoze plati 1—e (W) =

1— e > 1 — (1)™ e (i) dokézano. O

Véta 8.5 Necht q(n) je libovolny polynom. Pak pro kazdy jazyk L plati:

(i) Jestlize f(n) — a(n) > ﬁ a jestlize existuje (a(n), 5(n))-PPTS pro L, pak
L € BPP;

(ii) Jestlize L € BPP, pak existuje ((%)Q(n) 11— (%)q("))-PPTS pro L.

Ditkaz. Pouzijeme tzv. Cernovovu nerovnost. Necht X € {0,1} je nadhodnd
veli¢ina a nechf Pr(X = 1) = p a Pr(X = 0) = 1 — p pro néjaké p € [0, 1].
Pripomenime, 7e EX oznacuje stiedni hodnotu X. Protoze X € {0, 1}, plati
EX = Pr(X = 1) = p. Necht X; pro ¢ = 1,2,..., N jsou nezavislé realizace
veli¢iny X. Pak pro kazdé A > 0 plati

N
1 —2A2N
Pr (NZ)Q > EX+A> <e

i=1

i=1

N
1 —2A2N
Pr(NZXigEX—A>§e .

Necht M je (a(n), 8(n))-PPTS pro né&jaky jazyk L. Pro dikaz (i) i (ii) zkonstru-
ujeme M’ ktery pro libovolny vstup w nékolikrat nezavisle zopakuje M. Podet

Reprezentace Booleovskych funkci, P. Savicky, 30. srpen 2011 26

opakovani N(w) zvolime pro kazdé z tvrzeni (i) a (ii) zvlast. Vysledek i-tého
opakovani M oznacme jako X;, kdy nepfijeti budeme reprezentovat cislem 0 a
prijeti ¢slem 1. VSechna X; jsou realizace téze nahodné veli¢iny X. Stroj M’
pfijme vstup pravé tehdy, jestlize ﬁ Ef\;(;” ) X; > w

S pomoci Cernovovy nerovnosti nyni odhadnéme pravdépodobnost, Ze M’
pfijme slovo w & L a slovo w € L. Pro jednoduchost budeme misto N(w), a(|w|)
a B(Jw|) psdt N, @ a 8. V pfipadé w ¢ L je EX = Pr(X =1) < . Je tedy

Vypoctéme jesté pravdépodobnost zamitnuti pro w € L. V tomto pfipadé je
EX > 3. Je tedy

1 & a+ B 1 & B—a
Pr<N;Xi< 5 )IPT<N;Xi<6_ B

1 & 60—«
- 1
=" (w 2 Xi<BX - 2) < e hoPN,

i=1

V piipadé w € L je tedy pravdépodobnost pfijeti alespon 1 — e~ z(A=a)’N, Stroj
M’ je tedy (e*%(ﬁf‘l)zN, 1- e’é(ﬂ’a)zN)—PPTS.

Pro diikaz (i) pouZijeme pocet opakovani N(w) = 4¢*(Jw|). ProtoZe v tomto
piipadé predpokladame, Ze 5(n) — a(n) > i, dostaneme

e~ 5D —a(wD)?N(w) < o~z Vv — o2 < %
Stroj M’ je tedy (3, 2)-PPTS, jak bylo zapotiebi pro (i).

Pro diikaz (ii) nechdme M’ opakovat M nezévisle N(w) = 16¢(|w|) krat. V
tomto pripadé je a = % af= §7 a tedy

1 1 s 1 q(|wl)
o3 Bwh—a(lw))*N(jw)) « —FNw) — o=5a(lwl) <« (>
- —_ 2 )

protoze €39 > 2. Stroj M’ je tedy ((%)q(‘w‘) 11— (%)‘I(M))-PPTS7 jak bylo zapo-
tiebi pro (ii). O

K odvozeni disledku Véty 8.5 pro vztah BPP a P/poly zavedme nésledujici
pojem.
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Definice 8.6 Necht L je jazyk z BPP a necht R(w,r) je relace popisujici pfijeti
w pomoci n€kterého PPTS pro L. Pak slovo r nazveme dobra nadpovéda pro slova
délky n v jazyce L, jestlize pro kazdé slovo w délky n plati w € L <= R(w,r).

Vsimnéme si, ze zname-li néjakou dobrou napovédu r, pro délku n, pak mui-
zeme pravdépodobnostni algoritmus pouzit pro slova délky n deterministicky,
protoZze pro libovolné slovo w délky n stadi zjistit pouze to, zda R(w,ry,).

Véta 8.7 Jestlize L je z BPP, tedy také z RP nebo z co-RP, pak pro néj existuje
relace R v P tak, Ze pro kaZdé n existuje slovo r, délky polynomidlni v n, které
je dobrou ndpovédou pro slova délky n v jazyce L.

Dukaz. Zvolme g(n) = n?. Podle bodu (ii) z Véty 8.5 dostaneme, ze existuje
polynomialni (¢(n),1 —e(n))-PTS pro L, kde e(n) = 27% Necht R(w,r) popisuje
tento PPTS a necht s(n) je délka pouzitych posloupnosti ndhodngch bitt r vyu-
zitych pii jeho vypoétu. Pro kazdé slovo w ozna¢me S, mnozinu r € {0,1}*()
ktera splituji w € L < —R(w, ). Slova r € S, jsou tedy ty kombinace ndhodnych
bitdi, které vedou ke $patné odpovédi pro w. Protoze vychazime z (¢(n), 1 —e(n))-
PPTS pro L, dostaneme, zZe pro kazdé w délky n plati

1S,| < e(n)25™.

Vsimnéme si, ze k ditkazu véty staci ukazat, ze pro kazdé dost veliké n existuje
slovo 7, € {0,1}*("™ které nepatii do S,, pro zadné slovo w délky n. Takové slovo
je pak dobrou napovédou pro danou délku n. Jestlize abeceda jazyka L je ¥, pak
pro kazdé dost velké n plati

U Su| < |E|"£(n)25(”) < |QET|22S(n) < 9s(n)

|w|=n

Z toho plyne, ze pozadované slovo 7, existuje pro kazdé dost velké n a véta je
tedy dokazana. O

Z dokédzané véty plyne, Ze libovolny jazyk z BPP, tedy také z RP nebo z
co-RP, je rozpoznatelny (neuniformnimi) polynomidlnimi obvody.

Véta 8.8 Plati inkluze BPP C P/poly.

Dukaz. Necht L €BPP. Pro jednoduchost mizeme predpokadat, ze L je v abe-
cedé {0, 1}. Protoze L je v BPP, plyne z pfedchozi véty, Ze existuje polynomialné
vy¢islitelna relace R a pro kazdé dostatecné veliké n slovo r,, tak, Ze pro libovolné
w délky n plati w € L <= R(w,r,).

Jiz dfive jsme se zmifovali, ze libovolny TS, ktery pracuje v polynomialnim
Case, lze simulovat obvody polynomialni velikosti. PouZijeme to na stroj, ktery
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rozpoznava relaci R. Dostaneme tak posloupnost obvoda Cy pro k = 1,2,. .. tak,
ze obvod C}, rozpoznava pro slova z délky k, zda z € R pfi néjakém zakédovani
symbolii abecedy relace R do abecedy {0, 1}.

Posloupnost obvodti pro jazyk L dostaneme tak, ze pro slova w délky n zvolime
za k délku slov (w,r,) a uvdzime obvod C}. Jestlize na vstup obvodu C} dame
(w, ) pro libovolné slovo w délky n, pak jako vystup dostaneme odpovéd, zda
w € L. Jestlize v tomto obvodu budeme r,, povazovat za konstantni vstup, jinak
feCeno, budeme 7, povazovat za soucast obvodu, dostaneme obvod C!, jehoz
vstupem je pouze slovo w. Pro kazdé dostateéné veliké n rozpoznava obvod C,
slova w € L délky n. Zbyva konecny pocet délek n, pro které Véta 8.7 nezarucuje
existenci r,,, a tedy nemame zatim ani obvod C’,. Pro tyto délky n zkonstruujeme
obvod C/, libovolné.

Protoze zkonstruované obvody maji velikost polynomialni ve velikosti jejich
vstupu, je véta dokdzana. O



