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1 Uvod

Formalni jazyk je mnozina posloupnosti symbolti v néjaké konecné abecedé. Po-
sloupnost symboli mize vyjadifovat napriklad aritmeticky vyraz, logickou for-
muli nebo program v néjakém programovacim jazyce. Ve vSech téchto ptripadech
je pevné dana konecna neprazdna mnozina symboli, ze kterych se uvazované
posloupnosti vytvari a kterou budeme nazyvat abeceda. Konecné posloupnosti
symboli z dané abecedy budeme nazyvat slova. Obvykle jsou k vyjadieni smys-
luplné informace pouzita jen néktera ze slov v dané abecedé. Napr. aritmeticky
vyraz musi spliiovat pravidla rozmisténi zavorek a symboly vyjadiujici hodnoty
a operace musi byt usporadany tak, aby vyjadrovaly postup vypoc¢tu hodnoty
vyrazu. Podobné je to pro logické formule nebo formalné zapsand matematicka
tvrzeni. Zapis programu v programovacim jazyce musi spliiovat syntakticka pra-
vidla programovaciho jazyka.

Mnoziny slov, ktera maji definovan vyznam v nékteré z vyse uvedenych ob-
lasti, jsou priklady formélnich jazykt. Mtze to byt mnozina vSech spravné vy-
tvofenych aritmetickych vyrazi, mnozina vsech logickych formuli urc¢itého typu
nebo mnozina vsSech syntakticky spravnych programii v daném programovacim
jazyce.

Budeme se zabyvat zpisoby, jak jazyky popisovat pomoci konecného zapisu,
ktery budeme nazyvat konecna reprezentace nebo jen reprezentace. Budeme stu-
dovat reprezentaci jazykil pomoci gramatik a automati. Mnozinu jazykt, které
lze definovat urcitym typem gramatiky nebo automatu budeme nazyvat tfida
jazyki.

Formalni zavedeni pojmu jako abeceda a jazyk se poprvé objevilo v metama-
tematice v souvislosti s exaktni definici logické dedukce a pojmu dikaz. V sou-
vislosti s rozvojem pocitaci pak byly formalni jazyky studovany v souvislosti
se syntaktickou analyzou programovacich jazykt a v souvislosti s pocitacovou
analyzou prirozeného jazyka.

Budeme studovat predevsim dva typy jazykl: regularni jazyky a bezkontex-
tové jazyky. Regularni jazyky jsou ty, které lze reprezentovat kone¢nym automa-
tem, regularnim vyrazem nebo prechodovym diagramem. Bezkontextové jazyky
jsou ty, které lze reprezentovat bezkontextovou gramatikou nebo nedeterministic-
kym zasobnikovym automatem. Okrajové budou uvedeny také kontextové jazyky
definované kontextovymi gramatikami. Bude také popsan Turinglv stroj, coz
je priklad automatu, ktery umozinuje realizovat libovolny algoritmus. Vyuzijeme
jej k dilkazu algoritmické nerozhodnutelnosti nékterych problémt tykajicich se
bezkontextovych jazykt a bude pozdéji vyuzit jako zakladni vypocetni model
v predmétu vypocetni slozitost.
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2 Zakladni pojmy a znaceni

Abecedou budeme rozumét libovolnou neprazdnou kone¢nou mnozinu symboli.
Abecedy budeme obvykle znacit 3, pripadné s indexy. Symboly budeme obvykle
oznacovat pocatecnimi pismeny z latinské abecedy, tj. a,b,c, ..., pfipadné s in-
dexy.

Definice 2.1 Slovem nad abecedou ¥ budeme rozumét libovolnou kone¢nou po-
sloupnost symboltl ze Y vcéetné prazdné posloupnosti, kterou budeme nazyvat
prazdné slovo.

Slova budeme obvykle oznac¢ovat pismeny u, v, w, ..., opét pripadné s indexy.
Prazdné slovo budeme znacit . Mnozinu vsech slov v abecedé ¥ budeme znacit
.

Délkou slova w rozumime pocet jeho symbolt a znacime |w|. Délka prazdného
slova je 0. Jestlize w je slovo v abecedé ¥ a a € X, pak pocet vyskyti a ve w
budeme znacit |w|,.

Jsou-li u a v slova, pak zapisem uv rozumime jejich zietézeni. Podslovem slova
w budeme rozumét libovolny souvisly tisek ve slové w, tj. posloupnost po sobé
jdoucich symbolt ve w. Slovo v je podslovem w pravé tehdy, kdyz existuji slova
x,y tak, ze w = xvy. Slovo u je prefixem slova v, jestlize existuje slovo z tak, ze
v = uz.

Reverzi slova w rozumime slovo w’, které vznikne z w obricenim pofadi
symbolii. Napiiklad, (aab)?® = baa.

Definice 2.2 Jazykem nad abecedou X budeme rozumét libovolnou podmnozinu
¥F.

Jazyky budeme obvykle oznacovat velkymi pismeny, napt. L, K, pripadné s
indexy. Jestlize Ly, Ly jsou jazyky, pak jejich zfetézenim nazveme jazyk

Ll 'L2 = {'U/U;U € Ll,U € LQ}

Naprtiklad, {a, ab}-{a,ba} = {aa, aba, abba}. Snadno lze ovéfit, Ze zietézeni jazyku
je asociativni operace. Pro libovolny jazyk L plati L -{e} = {¢}-L = L a
L-0 = 0-L = (. Opakovanym zfetézovanim téhoz jazyka dostaneme jeho mocniny.

L = {e}
LH—l — LZ . L

Protoze je zfetézeni asociativni, plati pro libovolnd i > 0a 7 >0
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Jestlize L je jazyk, pak iteraci L nazveme jazyk

>0

a pozitivni iteraci L nazveme jazyk

L+:UL2

i>1

Pro libovolny jazyk L plati L* = LT U{e}. Pokud L obsahuje prazdné slovo, pak
L*=L%.

Dtive zavedeny vyznam X* lze povazovat za specialni ptipad iterace jazyka,
pokud mnozinu symbolt Y ztotoznime s mnozinou slov, z nichz kazdé je tvotreno
jednim symbolem abecedy.

Reverzi jazyka L rozumime jazyk L = {w® | w € L}.

2.1 Konecna reprezentace jazyki

Pokud je jazyk konec¢ny, tj. obsahuje jen kone¢né mnoho slov, pak jej lze popsat
vyctem vSech slov, ktera do néj patfi. Pokud je téchto slov prili§ mnoho nebo
pokud je jazyk nekonec¢ny, nelze vycet pouzit a ptijdou na fadu jiné zptisoby po-
pisu jazyka, ale budeme vzdy pozadovat, aby samotny popis jazyka byl konecny.
Poznamenejme, Ze z hlediska teorie mnozin je vSech jazyki nespocetné mmnoho,
zatimco konec¢nych reprezentaci je jen spocetné mnoho. Existuji tedy jazyky, které
nemaji konec¢nou reprezentaci.

Reprezentace jazykt lze zhruba rozdélit do dvou typw: rozpoznavani (pfiji-
mani) jazyka a generovani jazyka. Rozpoznévani jazyka znamena, Ze uvazujeme
algoritmus, ktery prijme na vstupu libovolné slovo a jako vystup vyda rozhodnuti,
zda slovo do jazyka patii nebo ne. Generovani jazyka L znamend, Ze popiseme
strukturu, kterd umoznuje vytvaret slova, pricemz plati, Ze slovo miize byt danym
zpusobem vytvoreno pravé tehdy, kdyz patii do L.

Prikladem reprezentace typu rozpoznavani jazyka jsou konecné automaty a
prikladem struktur pro generovani jazyka jsou gramatiky. Mezi nedeterministic-
kymi algoritmy pro rozpoznavani jazykil a systémy pro generovani jazykt neni
ostra hranice. Naptiklad pfechodové diagramy je mozné pouzit jako nedeterminis-
ticky algoritmus pro rozpoznavani jazyka i jako strukturu pro generovani jazyka.
Pozdéji si ukazeme, Ze ke kazdé bezkontextové gramatice G lze sestrojit nede-
terministicky zasobnikovy automat, ktery rozpoznava jazyk, ktery gramatika G
generuje, a navic, vypocty automatu jsou ve vzajemné jednoznac¢né korespon-
denci s podmnozinou odvozeni v gramatice, ktera je postacujici pro vygenerovani
libovolného slova generovaného jazyka.
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2.2 Regularni vyrazy

Regularni vyrazy jsou jednoduchy zptisob zapisu regularnich jazykt, ktery je
¢asto pomeérné usporny, a proto jej budeme pouzivat i pii vykladu jinych model.
Regularni vyraz je zapis vyjadreni jazyka z konecnych jazykd pomoci operaci
sjednoceni, zfetézeni a iterace.

Definice 2.3 Regularni vyrazy nad abecedou ¥ jsou definovany nésledujicimi
pravidly.

e Kazdy symbol a € ¥ a symbol ¢ je regularni vyraz.

e Jestlize «, § jsou regularni vyrazy, pak také (o + 3), (o - (3) a («a)* jsou
regularni vyrazy.

Pro regularni vyraz o budeme jako L(«) oznacovat jazyk, ktery je vyrazem «
reprezentovan. Vyrazy popsané v prvnim pravidle reprezentuji jazyk, ktery obsa-
huje pravé jedno slovo, které je vyrazem urceno. Pfesnéji, pro libovolny symbol
a € ¥ je L(a) = {a} a L(e) = {e}. Déle, operace + oznacuje mnozinové sjed-
noceni, operace - oznacCuje zietézeni a * oznacuje iteraci. Pfesnéji, pro libovolné
regularni vyrazy «, 5 je L((a+ ) = L(o) U L(5), L((e - B)) = L(a) - L(S) a
L((0)") = L(a)".

Operaci - pro zretézeni je obvyklé v zapisu regularniho vyrazu vypoustét.
Pokud jsou vynechany zavorky, pak operace - ma vyssi precedenci nez +.

3 Gramatiky

Gramatika je urcena abecedou jazyka, ktery generuje, mnozinou pomocnych sym-
bolt, pocatecnim symbolem a odvozovacimi pravidly. Abecedu generovaného ja-
zyka budeme znacit X a jeji symboly budeme nazyvat terminaly. Pomocné sym-
boly budeme nazyvat netermindly a jejich mnozinu budeme znacit V. Pocatecni
symbol budeme znacit S a je prvkem V. Odvozovaci pravidlo je zapis tvaru
a— (B, kde o, € (XUV)*" a a obsahuje alespon jeden netermindl.

Odvozovaci pravidla dovoluji z poc¢atecniho symbolu nebo z dfive odvozenych
slov v abecedé ¥ U V' odvodit slova dalsi. Pouziti pravidla @ — 3 znamena, ze
ze slova tvaru vyiavys odvodime slovo 71 (G7,. Jestlize slovo §y ziskame ze slova
01 jednim krokem prepsani, piSeme d; = ds. Pokud je dy ziskdano libovolnym
koneénym poctem piepsani z d;, piSeme &; = 6. Toto znaceni zahrnuje i p¥ipad
nulového poc¢tu krokt prepsani, kdy je 6; = 0-.

Definice 3.1 Jazyk slov generovanych gramatikou G je pii vyse uvedeném zna-
cent

L(G) = {w € ¥*; S = w}
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Pro gramatiku G je tedy L(G) jazyk vSech slov ze ¥*, kterd jsou odvoditeln4 z
pocatecniho symbolu S pomoci odvozovacich pravidel G. Vétnou formou budeme
rozumét libovolné slovo v abecedé ¥ UV, které je odvoditelné z pocatecniho
symbolu S pomoci odvozovacich pravidel.

Odvozenim slova w € L(G) budeme rozumét posloupnost vétnych forem,
ktera zacina S, kon¢i w a kazdy prvek posloupnosti kromé prvniho je odvodi-
telny z predchoziho pomoci nékterého pravidla gramatiky. Proces odvozovani
tedy konci, pokud je odvozeno slovo v abecedé 3, proto se symboly této abecedy
nazyvaji terminaly. Pomocné symboly se nazyvaji neterminaly, protoze slovo, ve
kterém se néktery pomocny symbol vyskytne, neni konec¢nou podobou generova-
ného slova.

Definice 3.2 Gramatika se nazyva bezkontextovd, pokud jsou levé strany vsech
pravidel tvoteny pravé jednim netermindlem.

Specidlnim pripadem bezkontextové gramatiky je linedrni gramatika, ktera
navic spliiuje, ze prava strana kazdého pravidla obsahuje nejvyse jeden netermi-
nal.

Pokud neklademe omezeni na délku levé strany pravidel, ale prava strana
kazdého pravidla ma délku alespon takovou jako je délka levé strany stejného
pravidla, tedy vSechna pravidla spliuji |o| < ||, nazyva se gramatika kontextova.

Ke kazdé kontextové gramatice existuje ekvivalentni gramatika, jejiz pravidla
jsou tvaru 3 Avys — 71572, kde A je neterminal a 3 je neprazdné slovo. Provedeni
tohoto pravidla lze interpretovat jako provedeni pravidla A — [ za podminky, ze
symbol A se nachéazi v kontextu v; A7y, coz je divod pro nazev kontextova gra-
matika. Vzhledem k tomu, Ze pti odvozovani v kontextové gramatice se v zadném
kroku odvozena vétna forma nezkracuje, mohou se v odvozeni vyskytnout pouze
vétné formy, jejichz délka je omezena délkou vysledného slova. Protoze téchto
vétnych forem je koneéné mnoho, je odvoditelnost slova v kontextové gramatice
algoritmicky rozhodnutelna tloha.

Pokud neklademe na gramatiky zadna omezeni, 1ze pomoci gramatik popsat
libovolny castecné rekurzivni jazyk.

3.1 Priklad kontextové gramatiky

Na Obrazku 1 je pfiklad mnoziny pravidel kontextové gramatiky s abecedami
Y. ={a,b,c}, V={S A B,C} as pocate¢nim symbolem S.

Véta 3.3 Jestlize G je gramatika s pocdtecnim symbolem S, abecedami 3, V
uvedenymi vyse a s mnozinou pravidel z Obrazku 1, pak L(G) je mnoZina slov
tvaru a'b'c’ proi > 1.

Diikaz. Neni obtiZzné nahlédnout, Ze kazdé slovo tvaru a’b’c’ proi > 1 je v G od-
voditelné. Nejprve pomoci opakovani prvniho pravidla odvodime vétnou formu
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S — ABCS
S — ABc
BA — AB
CA— AC
CB — BC
Cec — cc
Be — be
Bb — bb
Ab — ab

Aa — aa

Obrazek 1: Pfiklad mnoziny pravidel kontextové gramatiky.

(ABC)""1S a pomoci druhého pravidla z ni odvodime (ABC)""!ABc. Pomoci
pravidel, kterd méni potradi netermindlti, setfidime netermindly ve vétné formé
tak, ze ziskAme A’B‘C~lc. V poslednim kroku budeme opakované pouzivat pra-
vidla, jejichz leva strana obsahuje neterminal a terminal, tak, ze v kazdém kroku
se vzdy posledni vyskyt netermindlu nahradi odpovidajicim terminédlem, tedy C'
je nahrazeno ¢, B je nahrazeno b a A je nahrazeno a. Naptiklad, pro ¢ = 2 takto
ziskdme odvozeni

S = ABCS = ABCABc = ABACBc = AABCBc = AABBCc

= AABBcc = AABbcc = AAbbcc = Aabbce = aabbee

Pro opacny smér dokazeme nejprve dvé jednodussi tvrzeni. V prvnim po-
uzijeme znaceni |a|q, 43 pro pocet symboli a a A ve slové «, tedy |alg,ay =
|a|a + || 4, & analogicky pro {b, B} a {c,C}.

Lemma 3.4 Jestlize S = «, pak plati
|l a2y = |alp,B = |al{ecy

Dukaz. Indukci podle délky odvozeni. Pro nulovy pocet krokt odvozeni je « = S
a tvrzeni lemmatu je splnéno, protoze vSechny pocty symbolt v rovnosti jsou nu-
lové. Pak je potifeba ovérit rozborem pripadu. ze pouziti libovolného pravidla G
na vétnou formu spliujici tvrzeni lemmatu vede opét na vétnou formu splnujici
tvrzeni lemmatu. QED.

V nésledujicim lemmatu budeme k popisu jazykt pouzivat regularni vyrazy a
pro jednoduchost budeme regularni vyraz ztotoznovat s jazykem, ktery generuje.
Budeme tedy psat napiiklad u € (a + b+ ¢)* misto u € L((a + b+ ¢)*).
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Lemma 3.5 Jestlize S = o, pak plati nékterd z podminek

o € (A+B+C)S (1)
a € (A+B+0O)ct (2)
a € (A+B+CO)bct (3)
a € (A+B+C)*a"bret (4)

Dikaz. Pokud a = S, je splnéna podminka (1). Déle ukdZeme, Ze vSechna
pravidla z Obrazku 1 zachovavaji mnozinu vétnych forem, které spliuji alespon
jednu z podminek v tvrzeni lemmatu.

e Pravidlo S — ABCS lze pouzit pouze na slova « spliiujici (1) a vede opét
na slovo spliujici (1).

e Pravidlo S — ABec lze pouZit pouze na slova « spliujici (1) a vede na slovo
splijici (2).
e Pravidla BA — AB, CA — AC, CB — BC lze pouzit na slova « spliujici

kteroukoli z podminek v tvrzeni lemmatu a vedou na slovo spliiujici stejnou
podminku jako slovo vychozi.

e Pravidla Cc — cec, Be — be lze pouzit pouze na slova « spliiujici (2) a
vedou na slovo spliiujici (2) nebo (3).

e Pravidla Bb — bb, Ab — ab lze pouzit pouze na slova « spliiujici (3) a
vedou na slovo spliiujici (3) nebo (4).

e Pravidlo Aa — aa lze pouzit pouze na slova « spliiujici (4) a vede na slovo
spliujici (4).

Vsechny vétné formy gramatiky G tedy spliiuji nékterou z podminek v tvrzeni
lemmatu. QED.

Jestlize w € ¥* a plati S = w, pak z Lemmatu 3.5 plyne, ze w € a*b*c*. Pro
slovo tohoto tvaru pak z Lemmatu 3.4 plyne, Ze w = a’b'c® pro i > 1. QED.

3.2 Priklady bezkontextovych gramatik

Slovo w nazveme symetrické (palindrom), pokud je rovno své reverzi, tedy
w = w?. Uvazme linedrni bezkontextovou gramatiku, jejiz mnozina neterminali
obsahuje pouze pocatecni symbol S, mnozina terminala je {a, b} a pravidla jsou
na Obrazku 2.

Lemma 3.6 Gramatika z Obrazku 2 generuje pravé vsechna symetrickd slova
sudé délky v abecedé {a,b}.
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S — aSa
S — bSbh
S — e

Obréazek 2: Bezkontextova gramatika pro symetricka slova sudé délky.

Dukaz. Indukci podle délky slova ukazeme, ze pro kazdé symetrické slovo w sudé
délky v abecedé {a,b} plati S = w. Pro prazdné slovo tvrzeni plati. Pokud je w
neprazdné, ma nektery z tvart aua nebo bub, kde u je kratsi symetrické slovo sudé
délky. Z indukéniho predpokladu tedy plyne S = u, a tedy plati S = aSa = aua
a také S = aSa = bub.

Pro opa¢nou implikaci staci overit indukei podle délky odvozeni, ze vSechny
vétné formy v uvedené gramatice jsou symetrickd slova a obsahuji sudy pocet
terminalnich symbolida. QED.

Jako dalsi priklad uvedeme gramatiku pro Dycktv jazyk. Budeme uvazovat
posloupnosti zavorek, ve kterych tvori levé a pravé zavorky vzajemné si odpovi-
dajici dvojice tak, jako v aritmetickych vyrazech. Piiklady takovych slov jsou (),
(), 00, (O0)- Jazyk slov tohoto tvaru se nazyva Dyckiv jazyk a slova z tohoto
jazyka lze generovat gramatikou z Obrazku 3. Pocet slov délky 2n v tomto jazyce

je roven Catalanovu ¢islu
1 /2
o= i(n)
n+1\n

Diikaz tohoto faktu lze najit napiiklad na Wikipedii
http://en.wikipedia.org/wiki/Dyck_language,
http://en.wikipedia.org/wiki/Catalan_number.

S — 588
S — ()
S — ¢

Obrazek 3: Gramatika pro Dyckuv jazyk.

Lemma 3.7 Gramatika z Obrdzku 3 s pocdtecnim symbolem S generuje prave
vSechna slova z Dyckova jazyka v abecedé {(,)}.

Dukaz. Nechf ¥ = {(,)}. Gramatiku z Obrazku 3 oznac¢me jako G a Dyckuv
jazyk v abecedé ¥ ozna¢me D. Pro libovolné slovo w € ¥* oznacme h(w) =
lw|(— |wl), tedy h(w) je rozdil poctu levych a pravych zavorek ve w, tedy hloubka
vnofeni zavorek na konci slova w. Jestlize w = x125...2,, kde x1,...,2, € X, a
0 <i < |w| = n, ozna¢me h;(w) = h(z122 ... ;). Pro kazdé slovo je ho(w) = 0.
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S—T
T—(TVvT)|(FVT)|(T'VF)
T—)(T/\T) | (—|F)

T—1
F—(FANF)|(TANF)|(FAT)
F— (FVF)|((T)

F—0

Obrazek 4: Gramatika pro konstantni vyrokové formule s hodnotou 1.

Kazdé slovo w € D obsahuje stejny pocet levych a pravych zavorek a tedy pro néj
plati Ay, (w) = h(w) = 0. Dokazeme, Ze pro kazdé slovo w € ¥* jsou nésledujici
tvrzeni ekvivalentni

(1) we L(G),
(2) we D,
(3) h(w) =0 a pro kazdé 0 < i < |w| je h;(w) > 0.

Implikaci (1) = (2) lze dokazat nasledovné. Jestlize w € L(G), uvazme libo-
volné odvozeni S = ay = a3 = ... = @, = w. Indukci podle i € {0,...,n}
dokézeme, Ze ve vétné formé «; lze zavorky (tedy termindlni symboly) vzajemné
pritadit tak, ze se dvojice vzajemné pritazenych zavorek nekiizi. Pocatecni vétna
forma oy = S toto tvrzeni spliuje trividlné. Nechf 1 < i < n a a;_; toto tvrzeni
splituje. Pokud vétna forma «; vznikne z «;_; pomoci pravidla S — SS nebo
S — ¢, vzajemné pritazeni zavorek zachovame. Pokud «; vznikne pomoci pra-
vidla S — (9), pfifadime navzajem nové pridané zavorky a pfifazeni ostatnich
zévorek zachovame. V obou pfipadech vznikne vétna forma, ktera tvrzeni splnuje.

Implikaci (2) = (3) 1ze dokazat nasledovné. Necht w € D. Jak jiz bylo zminéno
vySe, plati h(w) = 0. Jestlize u = x125 . .. z; je libovolny prefix w, pak kazdé pravé
zévorce v u lze pfifadit jinou levou zavorku v u, tedy h;(w) = h(u) > 0.

Implikaci (3) = (1) dokdZeme indukci podle délky slova w. Prazdné slovo
w = ¢ spliuje (3) i (1). Necht w je neprazdné a vSechna slova ¥* délky mensi nez
|w| dokazovanou implikaci spliiuji. Pokud existuje 1 < i < |w| — 1, pro které je
hi(w) = 0, pak oznac¢me jako u prefix w délky i a jako v zbytek slova w, jehoz
délka je |w| —i. Plati tedy w = wv, |u| < |w|, |v] < |w|, h(u) = h;(w) = 0.
Protoze h(u) + h(v) = h(w), plati také h(v) = h(w) — h(u) = 0. Navic, pro
kazdé 0 < j < |u] plati hj(u) = h;(w) > 0. Dale, pro kazdé 0 < j < |v
plati h(u) + hj(v) = hjy4;(w) > 0. Protoze h(u) = 0, plati také h;(v) > 0.
Slova wu, v tedy spliuji (3). Z indukéniho pfedpokladu plyne, Ze existuji od-
vozeni S = w a S = v. S vyuZitim téchto odvozeni lze sestrojit odvozeni
S =553 uS = uv=uw. QED.
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Pravidla se stejnou levou stranou lze pfi zapisu bezkontextové gramatiky spo-
jit do jednoho fadku, v némz jsou jednotlivé pravé strany oddéleny znakem |.
Gramatiku pro symetricka slova sudé délky tedy lze zapsat také ve tvaru

S —aSa | bSh| ¢ .

Toto zkracené znaceni je pouzito také v Obrazku 4, kde je uvedena gramatika s
neterminaly S, T, F' a termindly 0,1,V, A, =, (,).

Lemma 3.8 Gramatika z Obrazku 4 s pocdtecnim symbolem S generuje pravé
vsechny plné uzdvorkované konstantni booleovské vyrazy s hodnotou 1.

Dukaz. Proa € {0,1} necht L, je mnozina vSech plné uzavorkovanych konstant-
nich booleovskych vyrazi s vyse uvedenymi spojkami. Nejprve budeme uvazovat
odvozeni w € ¥* z neterminalti T" a F' a indukci podle k£ dokaZzeme, Ze pro kazdé
k > 1 plati nasledujici implikace

e jestlize T = w v nejvyse k krocich, pak w € L;

e jestlize F = w v nejvyse k krocich, pak w € L

Pokud k& = 1, je odvozeni v pfedpokladu prvni implikace pouzitim pravidla 7" — 1
a implikace tedy plati. Podobné, odvozeni v predpokladu druhé implikace je F' —
0 a implikace také plati. Pokud odvozeni w z T nebo F' obsahuje vice krokii a pro
vsSechna kratsi odvozeni plati indukéni predpoklad, pak ovéfime rozborem pripadi
podle vychoziho netermindlu a prvniho pouzitého pravidla, ze i celé odvozeni
splituje dokazované implikace. Pf¥i tomto postupu vyuzijeme, Ze prvni pravidlo
gramatiky, které miZze byt v tomto pfipadé pouZito, zarucuje bud w € Ly nebo
w € Ly podle tabulky odpovidajici spojky V, A nebo —. Obé implikace tedy plati
pro libovolné k > 1.

Pro opac¢ny smér dokadzeme nasledujici implikace indukei podle poc¢tu spojek
n > 0 pouzitych ve vyrazu

e jestlize w € L; a w obsahuje n spojek, pak T = w

e jestlize w € Ly a w obsahuje n spojek, pak F = w

Pokud je n = 0, je w = 0 nebo w = 1 a implikace plati. Pfedpokladejme, ze
n > 1 a pro vyrazy s méné nez n spojkami implikace plati. Slovo w ma néktery z
tvartt (uy V us), (u; Ausg), nebo (—uy) pro vhodné vyrazy uy,us € Lo U Ly. Podle
indukéniho predpokladu lze tyto vyrazy odvodit z T nebo F podle jejich hodnoty
a tedy i w 1ze odvodit z T nebo F' v zavislosti na jeho hodnoté.

Celkem tedy plati

e T = w pravé tehdy, kdyz w € L,
o [ = w pravé tehdy, kdyz w € Lg

Protoze z poc¢atecniho symbolu S je odvoditelné stejnd mnozina slov jako z T', je
tvrzeni véty dokazano. QED.
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3.3 Leva derivace, leva vétna forma

Odvozeni v bezkontextové gramatice, ve kterém se v kazdém kroku nahrazuje
nejlevéjsi netermindl, se nazyva leva derivace. Vétna forma, kterou lze odvodit
levou derivaci, se nazyva leva vétna forma.

Lemma 3.9 Jestlize G je bezkontextovd gramatika, pak kazdé slovo z L(G) lze
odvodit levou derivaci.

Dukaz. Nechf ¥ je termindlni abeceda, V' je netermindlni abeceda a S je po-
¢atecni symbol G. Nechf w € L(G) a uvazme libovolnou derivaci S = w. Nechf
uAa,u e ¥*, AeV, ae (XUV)* je prvni vétna forma v této derivaci, ve které
neni v dalsim kroku nahrazovan nejlevéjsi neterminél. Derivaci S = uAa«, ktera
tvofl pocatecni tsek ptvodni derivace, oznac¢me jako dy. ProtoZze je gramatika
bezkontextova, lze pokracovani ptivodni derivace od vétné formy uAa rozdélit
na kroky, které rozviji vétnou formu uA a kroky, které rozviji vétnou formu .
Timto zptisobem ziskame derivaci uA = v; € £*, kterou oznadime d;, a derivaci
a= vy € >*, kterou oznacime ds, tak, ze plati vivy = w. Derivace dy, di a ds lze
spojit tak, ze vytvoii derivaci S = uAa = via = v1vp = w, jejiz délka je stejna
jako délka ptivodni derivace, a poc¢atecni tsek této derivace, kde jsou nahrazovany
vzdy nejlevéjsi netermindly, je alespon o jeden krok delsi nez v ptivodni derivaci.
Opakovanim tohoto postupu ziskame derivaci slova w, ktera je levou derivaci.
QED.

4 Automaty

Pojem automatu obecné nebudeme definovat, ale ukdzeme si nékteré typy au-
tomatt, které budou vyuzity v dalsim vykladu. Automat se obvykle sklada z
fidici jednotky, ktera nabyva koneéné mnoha stavii, a z paméfovych zafizeni,
ktera jsou fizena koneénym poc¢tem moznych instrukci. Mnozina stavii obsahuje
alespoti stavy {qo, ¢+, q_}, které se v uvedeném poradi nazyvaji pocatecni stav,
prijimajici stav a zamitajici stav. Pamétova zafizeni mohou byt napiiklad

e Piéska tvorena jednostranné nekone¢nou (smérem vpravo) posloupnosti poli,
z nichz kazdé muze obsahovat jeden symbol z abecedy, kterou budeme ob-
vykle znacit I, a ¢teci hlavou, ktera je v kazdém kroku vypoctu umisténa na
nékterém poli pasky. Predpokladame, ze I' obsahuje symbol O pro prazdné
pole pasky. Instrukce pro pasku jsou: zapis symbolu, precteni symbolu a
presun ¢teci hlavy o jedno pole vlevo nebo vpravo. Mnozina instrukei pro
pasku muze byt ve specialnich piipadech omezena tak, Ze paska umoznuje
pohyb hlavy pouze jednim smérem nebo miize byt urcena pouze pro c¢teni
symbolt a nikoli zapis.
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e Zasobnik, ktery je znadm také jako pamét typu LIFO (last in first out), viz
https://en.wikipedia.org/wiki/Stack_(abstract_data_type).
Instrukce pro zasobnik jsou: ¢teni symbolu na vrcholu zasobniku, odebrani
jednoho symbolu z vrcholu zasobniku a vloZeni slova na vrchol zasobniku
po jednotlivych symbolech.

o Citag, ktery obsahuje piirozené ¢islo, a je ¥izen instrukcemi piicist 1, odecist
1, pokud je ¢islo kladné, a test na rovnost 0.

Na zacatku vypoctu automatu je fidici jednotka v poc¢ateénim stavu gy a vstupni
slovo je zapsano na pasce, kterd se nazyva vstupni. Pasky, jejichz c¢teci hlava
se miize pohybovat obéma smeéry, maji v prvnim poli zapsan znak > oznacujici
zacatek pasky a na zacatku vypoctu je na téchto paskach c¢teci hlava na druhém
poli, tedy za symbolem [>. Pasky, jejichz cteci hlava se pohybuje pouze vpravo,
symbol > v prvnim poli neobsahuji a na za¢atku vypoctu je ¢teci hlava na prvnim
poli. Podle typu automatu je vstupni slovo zapsano od prvniho pole vstupni pasky
(toto plati pro koneény automat a zasobnikovy automat) nebo je prvni symbol
na pasce > a vstupni slovo je zapsano od druhého pole pasky (toto plati pro
Turingiiv stroj). VSechna ostatni pole vstupni pasky jsou prazdnd, tedy obsahuji
symbol O pro prazdné pole pasky. Pracovni pasky obvykle umoznuji pohyb ¢teci
hlavy obéma sméry, a tedy na zacatku vypoctu obsahuji v prvnim poli symbol
>, a vSechna ostatni pole obsahuji symbol O. Zasobniky obsahuji na zacatku
vypoctu slovo SO, kde S je pocatecni symbol zasobniku, a ¢itace maji hodnotu
0. Symbol O nelze ze zasobniku odebrat a pokud je tento symbol na vrcholu
zasobniku, znamena to, zZe je zasobnik prazdny.

Vstupni paska mtize byt pouze pro ¢teni nebo miize pripoustét zapis symboli.
Pracovni pasky umoznuji ¢teni i zapis symbolt. Zpisob vyuziti vstupni pasky
zavisi na typu slozitosti, kterou pro dany TS méfime.

e Vstupni paska, ktera pripousti zapis symbolt a je vyuzivana také jako pra-
covni, se pouziva, pokud mérime cas vypoctu TS nebo prostor potiebny k
vypoctu, ktery je alespon tak velky jako délka vstupniho slova.

e Vstupni paska, kterd je urcena pouze pro ¢teni, se pouziva, pokud mérime
prostor potfebny k vypoctu, ktery je mensi nez délka vstupniho slova.

Vypocet deterministického automatu je po vyse popsané inicializaci urcen
prechodovou funkci. Argumenty této funkce jsou stav fidici jednotky, symboly
¢tené na paskach nebo na vrcholech zasobniki, pripadné test na 0 u ¢itact. Hod-
notou prechodové funkce pak je akce, ktera ma byt v daném piipadé provedena.
Akci se rozumi seznam instrukei, které maji byt provedeny na pamétovych zaiize-
nich, a stav, do kterého prejde fidici jednotka po jejich provedeni. Vypocet konci,
pokud ridici jednotka prejde do pfijimajicitho nebo zamitajicitho stavu. Slovo je
prijato deterministickym automatem podle toho, v kterém z téchto stavii vypocet
skoncil.



Formalni jazyky a automaty, P. Savicky, 6. leden 2017 13

Pokud je automat nedeterministicky, je vypocet popsan prechodovou re-
laci, ktera kazdé kombinaci vstupti ur¢i mnozinu moznych akci, ktera mize byt
prazdna, jednoprvkova nebo viceprvkova. Kazda z moznych akci je stejné jako
v deterministickém piipadé urcena seznamem instrukci, které maji byt prove-
deny na pamétovych zafizenich, a stavem, do kterého Fidici jednotka piejde po
jejich provedeni. Nedeterministicky automat mtze mit pro tentyz vstup vice moz-
nych vypoctl. Ukonceni vypoctu a rozhodnuti o pfijeti slova danym vypoctem je
stejné jako u deterministického automatu. Pfijeti slova nedeterministickym au-
tomatem je definovano tak, zZe slovo je pfijato, pokud pro dané slovo existuje
prijimajici vypocet a je zamitnuto v opa¢ném piipadé. Protoze moznych vypocti
nedeterministického automatu miize byt exponencialné mnoho v délce vypoctu,
nedeterministicky automat typicky nereprezentuje efektivni postup rozhodovani
o nalezeni slova do jazyka, ale mtize byt vhodny jako abstraktni popis jazyka.

4.1 Turingtv stroj

Budeme nejprve uvazovat Turingtv stroj (T'S) s jednou paskou, kterd je vstupni a
umoznuje ¢teni i zapis symboli a pohyb hlavy obéma sméry. Mnozinu stav ridici
jednotky budeme znacit () a budeme predpokladat, ze obsahuje poc¢atecni stav g,
prijimajici stav ¢, a zamitajici stav ¢_. Abecedu symbolt na pasce budeme znacit
I' a budeme predpokladat, ze obsahuje symbol pro zac¢atek pasky > a symbol pro
prazdné pole pasky 0. Vstupni abecedu, tedy abecedu vstupnich slov, budeme
znacit ¥ C I'\ {>>, O}. Kromé symboli ze ¥ U {>, O} muiZe abeceda I" obsahovat
libovolny konecny pocet pomocnych symboli, které jsou vyuzivany pii vypoctu.
Predpokladame, ze ) a I' jsou disjunktni. Vypocet TS je fizen prechodovou
funkci, coz je funkce tvaru

f@N{gr,q-3) xT'— Q xT'x{-1,0,1}

a jeji vyznam je popsan nize.

Na zacatku vypoctu je obsah pasky tvoren v prvnim poli pasky symbolem >,
pak néasleduje vstupni slovo w € ¥* rozlozené po symbolech do jednotlivych poli
pasky a vSechna zbyla pole obsahuji symbol O. Cteci hlava je na prvnim symbolu
vstupniho slova a fidici jednotka je ve stavu qp.

Vypocet probiha nasledovné. Jestlize je ridici jednotka ve stavu ¢, ¢teny sym-
bol na péasce je a a f(q,a) = (¢',d’,s), pak je provedena nasledujici akce. Stav
fidici jednotky se zméni na ¢/, ¢teny symbol je prepsan na a’ a pokud pozici hlavy
oznacime ¢, pfesune se hlava na pozici i +s. Vypocet kon¢i, pokud ridici jednotka
prejde do stavu ¢, nebo q_. Vstupni slovo je pfijato, pokud vypocet skoncil ve
stavu ¢y, a zamitnuto, pokud skon¢il v ¢_.

Vipocet TS lze simulovat pomoci booleovskych obvodi, vyrokovych formuli
ve tvaru CNF, pfipadné kvantifikovanych vyrokovych formuli (QBF). Pro kon-
strukci téchto simulaci je potfeba zvolit zpiisob popisu aktualniho stavu vypoctu,
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ktery budeme nazyvat konfigurace a ktery urcuje stav fidici jednotky, obsahy pa-
sek a polohu ¢tecich hlav na paskach. Pro jednopaskovy TS lze konfiguraci popsat
slovem pevné délky, pokud je predem znam odhad prostoru, ve kterém vypocet
probiha. Tento zptisob vyuzijeme naptiklad pro simulaci T'S pomoci booleovskych
obvodu a nékterych typi formuli. Pokud neni prostor omezen a mtze béhem vy-
poctu naristat, budeme konfiguraci zapisovat ve tvaru slova uqu#, kde uv € I'*,
q € Q a symbol # je pfidany symbol, ktery neni prvkem I' U Q). Slovo uv je tvo-
feno obsahem vsSech neprazdnych poli pasky a vSech poli s prazdnym symbolem,
ktera T'S navstivil pii nékterém z predchozich kroki a do kterych zapsal prazdny
symbol podle prechodové funkce. Symbol ¢ urcuje stav fidici jednotky a umisténi
tohoto symbolu urcuje polohu ¢teci hlavy tak, ze je ¢ten prvni symbol slova v,
pokud je toto slovo neprazdné, nebo je ¢ten prvni prazdny symbol O na pasce za
slovem wu, pokud je v prazdné slovo. Slovo u je prazdné, pokud je ¢teci hlava na
nejlevéjsim poli pasky.

Budeme uvazovat také vicepaskovy TS, protoze je v nékterych pripadech efek-
tivnéjsi. Napriklad rozpoznavani symetrickych slov ma na jednopaskovém TS ¢a-
sovou slozitost ©(n?) a na dvoupaskovém ©O(n), kde n je délka vstupniho slova.
Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze abeceda symboli na vSech péaskach
je I'. Prechodova funkce pro TS s k paskami je pak tvaru

fr@\{asa-}) xTF — Q@ x T x {~1,0,1}"

a pokud je f(q,z1,...,xx) = (¢, 2}, ..., 2}, $1, ..., S), pak v pfipadé, ze je Tidici
jednotka ve stavu ¢ a na paskach jsou ¢teny symboly x1, ..., xx, pak se stav fidici
jednotky zméni na ¢', symboly na paskach jsou pfepsany na symboly 2}, ..., x} a
pokud jsou ¢teci hlavy na polich s indexy i1, ..., i, pak se ¢teci hlavy posunou na
pole s indexy i1 + $1, ..., 1 + Sk.

Pro tvahy o jazycich, které lze rozpoznéavat s prostorem O(logn), kde n je
délka vstupniho slova, budeme pouzivat TS se vstupni paskou pouze pro ¢teni,
ktera umoznuje pohyb hlavy obéma smeéry, a s k& paskami, kde £ > 1, tedy s £ —1
pracovnimi paskami. Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze vSechny pasky
maji stejnou abecedu, i kdyz na vstupni pasce budou vyuzity pouze symboly z
mnoziny X U {r>, O}. Pfechodova funkce je v tomto ptipadé tvaru

fr@\{ar,a-}) x TP — Q@ x "1 x {~1,0,1}*

protoze soucasti vstupu jsou symboly ¢tené na vsech paskach a vystup obsahuje
symboly zapsané na pracovni pasky a smér pohybu hlavy na vSech paskach.

4.2 Méreni slozitosti

Pro libovolnou nezapornou funkci f znamena

e O(f) libovolnou nezépornou funkci g, pro kterou existuje ng a konstanta ¢
tak, ze (Vn > ng) g(n) < cf(n).
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e Q(f) libovolnou nezépornou funkci g, pro kterou existuje ny a konstanta
e > 0 tak, ze (Vn > ng) g(n) > cf(n).

e O(f) libovolnou nezapornou funkci g, kterd je soucasné O(f) i Q(f), tedy
existuji konstanty 0 < ¢; < ¢ tak, ze (Vn > ng) c1f(n) < g(n) < cof(n).

Specialnimi pfipady tohoto znaceni je O(1), 2(1) a ©(1), které v uvedeném po-
fadi znamenaji funkce, které jsou shora, zdola a z obou stran omezené kladnou
konstantou.

Casova slozitost vipoc¢tu TS je pocet krokt, které vipocet provedl. Prostorova
slozitost vypoctu TS je maximalni pocet poli, které TS navstivil na nékteré pra-
covni pasce. Prostor by bylo mozné definovat jako soucet pocti poli navstivenych
na jednotlivych pracovnich paskach, ale odhady pro maximum jsou jednodussi.
Protoze pocet pasek pro dany TS je konstanta, lisi se soucet a maximum pouze
o multiplikativni konstantu.

Necht ¢t : N — N a s : N — N jsou libovolné funkce. Pak DTIME(t(n))
oznauje tiidu jazykd, které lze rozpoznavat pomoci TS v case O(t(n)) a
DSPACE(s(n)) oznacuje tiidu jazyki, které lze rozpoznavat pomoci TS v pro-
storu O(s(n)). Analogicky se definuji tfidy NTIME(¢(n)) a NSPACE(s(n)) pro
nedeterministicky TS, kdy se pozaduje, aby omezeni ¢asové slozitosti O(t(n))
nebo omezeni prostorové slozitosti O(s(n)) splnily vSechny vypocty pro slovo
délky n, prijimajici i zamitajici.

V nékterych vypoctech slozitosti je pouzito nasledujici lemma.

Lemma 4.1 Délka bindrniho zdpisu ¢islan > 1 je [logan| + 1 = [logy(n + 1)].
Dukaz. Necht n > 1 a necht [ je délka binarniho zapisu n. Pak plati
2t <n <2t -1 (5)

a ted
’ 2l <p <2

Logaritmovanim vSech ¢isel v nerovnosti dostaneme
[ —1<logyn <1

coz implikuje [ — 1 = |log, n] a tedy prvni formu vyjadieni. Druhou formu vyja-
dfeni odvodime néasledovné. Z (5) plyne

2 <n4+1<2
Logaritmovanim vsech ¢isel v nerovnosti dostaneme
[ —1<logy(n+1) <l
coz implikuje [log,(n+1)] =1. QED.
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4.3 Turingav stroj pro rozpoznavani symetrickych slov

Ukazeme priklad jednopaskového Turingova stroje, ktery rozpoznava symetricka
slova sudé délky v abecedé {a,b} v ¢ase O(n?), kde n je délka vstupniho slova.
Pro jednopaskovy stroj nelze tento odhad zlepsit, ale existuje TS se dvéma pas-
kami, ktery pracuje v ¢ase O(n). Vstupni paska uvazovaného T'S umoziiuje ¢teni
i zapis symbolt. Mnozinu stavi fidici jednotky ani prechodovou funkci nebudeme
explicitné uvadét. TS bude popsan programem, ze kterého lze jeho formalni popis
pomoci pirechodové funkce odvodit, a tento postup pfiblizné popiseme.

V pseudokédu na Obrazku 5 je pouzita proménna H, kterd v kazdém kroku
vypoctu reprezentuje ¢teny symbol na pasce a proménné

e Y e{Oa,b} =D(Y),
e Re{0,0,1} = D(R),

které jsou inicializoviny R = O, Y = O a jejichZ obory hodnot budeme znacit
D(Y) a D(R). Podminka na fadku 2 je nesplnéna pouze v ptipadé, Ze vstupni
slovo je prazdné. Ve vSech ostatnich pfipadech je vypocet ukoncen provedenim
prikazu halt za fddkem 12 nebo za fadkem 15.

Pro vyjadieni TS pomoci pfechodové funkce prevedeme nejprve program na
vyvojovy diagram, jehoz mnozinu vrcholi ozna¢me V. Uzly diagramu budou od-
povidat oc¢islovanym fadkim programu a radku ¢ bude odpovidat uzel v;. Ocislo-
vany jsou fadky, které obsahuji ptikaz nebo podminku. Vsem fadktm s prikazem
halt odpovida jeden koncovy uzel diagramu, proto je oc¢islovan pouze posledni z
nich. Hrany v diagramu jsou ur¢eny moznymi pofadimi, v jakych mohou byt pii-
kazy programu provadény. Naptiklad, while cyklus zahdjeny na radku 5 odpovida
v diagramu hrandm vs — vg, v5 — v7 & vg — v5 a hrana z uzlu vy se pri vypoctu
vybira podle podminky v tomto uzlu. Podobné, podminény piikaz zahdjeny na
rfadku 8 odpovida hrandm vg — w9, vg — V11, V9 — V19, V19 — V13, V11 — V12,
V12 — Vg @ hrana z uzlu vg se pii vypoctu vybira podle podminky v tomto uzlu.

Jako mnozinu stavit TS pouzijeme @) = V x D(Y) x D(R). Pocatecni stav
bude ¢y = (vy,0,0), piijimajici stav bude ¢, = (vq0,d, 1) a zamitajici stav
bude ¢ = (vq9, 0, 0). Pfechodovou funkei f popiSeme pro kazdy uzel v; zvlast.
Uzel diagramu v; a hrany, které z néj vedou, urcuji hodnotu prechodové funkce
flg,x) = (¢',2',s) pro vSechny stavy ¢ = (v;,Y, R), tedy pro |D(Y)| - |[D(R)|
stavi, a pro vSechny hodnoty ¢teného symbolu H = x € I, i v pripadé, zZe piikaz
nebo podminka ve v; na ¢teném symbolu nezavisi. Piikazy a podminky v uzlech
diagramu neurcuji oba parametry x’ a s v prechodové funkci a chybé&jici udaje je
potieba doplnit. Naptiklad piikaz vpravo(H) ur¢uje s = 1 a je potfeba doplnit
2’ = x. Pfikaz Y := O je v pfechodové funkci vyjadien akci, kterd méni pouze
stav Fidici jednotky, a je potieba doplnit 2’ = x a s = 0.
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1 while H € ¥ do

2 Y =H

3 H:=0

4 vpravo(H)

) while H # O do
6 vpravo(H)
- od

7 vlevo(H)

8 if H =Y then

9 Y =0

10 H:=0

- else [plati H = O nebo H € ¥\ {Y'}]
11 Y =0

12 R:=0

- halt

- fi

13 vlevo(H)

14 if H =0 then

15 R:=1

- halt

- fi

16 while H € ¥ do
17 vlevo(H)

- od

18 vpravo(H)

- od

19 R:=1

20 halt

Obrazek 5: Pseudokdd pro Turingiiv stroj rozpoznavajici symetrickd slova sudé
délky. Vystup 0 (zamitnout) nebo 1 (pfijmout) je v proménné R.

Hodnoty prechodové funkce nebudeme uvadét pro vsechny radky programu
na Obrazku 5, ale pouze pro nékolik vybranych fadkid z tohoto programu jako
priklady. Uvedené hodnoty prechodové funkce plati pro vsechny kombinace hod-
not proménnych Y € D(Y), R € D(R) ax € I'. Piikaz Y := H na fadku 2 urcuje
hodnoty ptfechodové funkce

f((’UQ,Y,R),IZ’) = ((U37$7 R),I',O)
piikaz R := 0 na fddku 12 urcuje hodnoty

f((vl?vva)vx) = ((U137K0)7$70)
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fadek 5 obsahujici podminku H # O urcuje hodnoty

f((Ug,,}/,R),a) = ((U67}/7R)7a70)
f((’Ug,,KR),b) = ((U6aKR)>bv O)
f((UEnYa R)’D) = ((U%KR)?D»O)

a piikaz vpravo(H) na fadku 6 urcuje hodnoty

f((’U(;,Y, R)>x) = ((U5’Y’ R)»‘Tv 1)

4.4 Turinguv stroj s logaritmickym prostorem

Ukézeme, ze jazyky {a'd’ | i > 0} a {a'b'c’ | i > 0} lze rozpoznavat v ¢ase O(n)
a v prostoru O(logn). Ukazeme také, ze uvedeny prostor je nejmensi mozny pro
rozpoznavani obou uvedenych jazyki.

Véta 4.2 Jazyky {a'b’ | i > 0} a {a'b'c" | i > 0} lze rozpozndvat TS se vstupni
pdskou pouze pro ¢teni soucasné v case O(n) a v prostoru O(logn), kde n je délka
vstupniho slova.

Dukaz. TS pro jazyk L; = {a'd’ | i > 0} bude mit dvé pracovni pasky, jednu
pro pocitani poc¢tu vyskytt symbolu a, druhou pro pocitani vyskyta b. TS pro
jazyk Lo = {a'b'c" | i > 0} bude mit t¥i pracovni pasky, jednu pro pocitani poctu
vyskytt kazdého ze symbolu abecedy {a,b,c}. Pocet symbolii bude v bindrnim
zapisu, nejnizsi ¥ad bude na druhém poli pasky za symbolem > a dalsi fady
budou postupné na dalsich polich, zapis kon¢i prvnim vyskytem symbolu O. TS
pro Lo pfi vypoctu kontroluje, Ze vstupni slovo je tvaru a*b*c*, a pocita délku
bloku symbolt a, b, resp. ¢ s vyuzitim pracovnich pasek, jak je uvedeno vyse.
Hlavni ¢ast programu je na Obrazku 6, kde jsou cteci hlavy pracovnich pések
pro symboly a, b, resp. ¢ oznaceny Wa, W, resp. We. Funkce ZvetsiA () zvétsuje
pocet symboli a zapsany na odpovidajici pracovni pasku a Tidi se programem
na Obrazku 7. Funkce ZvetsiB() a ZvetsiC() zvétsuji pocty symbold b a ¢ na
odpovidajicich paskach a lze je popsat analogickym programem, ktery vyuziva
Wpg nebo We misto Wy. Funkce PorovnejAB() porovné pocty symboli a,b a
pokud jsou tyto pocty rtizné, provede dosazeni R := 0 a ukon¢i vypocet prikazem
halt. Analogicky, PorovnejBC() porovné pocty symbolu b, ¢ a v pfipadé neshody
ukon¢i vypocet stejnym zptisobem. Programy pro tyto funkce lze snadno sestavit.
Program pro jazyk L; je podobny jako program pro Lo, ale pocita a porovnava
pouze pocty symbolt a, b.

Odhad prostorové slozitosti O(logn) pro oba jazyky plyne z toho, Ze pii
vstupu délky n miize byt na pracovnich paskach zapsano nejvyse ¢islo n, jehoz
binarni zapis ma délku |log, n| + 1.

Odhad ¢asové slozitosti O(n) ziskdme jako soucet poétu provedeni piikazi
z hlavni ¢asti programu a z jednotlivych volanych funkci. Kazdy ptikaz hlavni
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while H = a do
ZvetsiA ()
vpravo(H)

od

while H = b do
ZvetsiB()
vpravo(H)

od

PorovnejAB()

while H = c do
ZvetsiC()
vpravo(H)

od

PorovnejBC()

if H =0 then
R:=1

else
R:=0

fi

halt

Obréazek 6: Program pro rozpoznavani Ls.

¢asti programu je proveden nejvyse n krat a pocet kroku ve funkcich pro porov-
nani po¢ti je O(log, n). Tyto ¢asti programu tedy piispivaji do ¢asové slozitosti
nejvjfée O(n) krokd. Odhad poétu krokti pro funkce které Zvyéuji pocet Vyskytﬁ
volani nékteré z téchto funkc1, je ruzny a zavisi na délce useku ¢islic 1 v nejnizsich
radech zapisu cisla, které se zvétsuje. Tato délka miize mit libovolnou hodnotu
az do O(logy n). Oznac¢me jako p vyslednou hodnotu pocétu symbold, ktera je za-
psana na pracovni pasce pro pocet symboli a, coz je soucasné pocet volani funkce
ZvetsiA(). Ziejmé plati p < n. Cislice fadu 0 v zapisu ¢isla se méni pii kazdém
volani funkce, tedy pfi p volanich. Cislice fadu 1 se méni p¥i kazdém druhém vo-
lani funkce, tedy nejvyse pii p/2 volanich. Obecné, ¢islice Fadu i se méni nejvyse
pii p/2! volanich funkce. Rad nejvyssi &islice v p je |log, p|. Celkovy pocet zmén
binarnich éislic, které provede funkce ZvetsiA(), je tedy nejvyse

22 i%:2p§2n

Jedna zména cislice vyzaduje nejvyse jedno opakovani kazdého z cykli ve funkci
ZvetsiA (). Tedy celkovy pocet kroku, které provede tato funkce, je O(n). Stejny
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while (W4 =1) do
WA =0
vpravo(Wy)

od

Wy=1

while (W4 #1>) do
vlevo(Wy)

od

vpravo(Wy)

Obréazek 7: Program pro funkci ZvetsiA().

odhad plati i pro funkce ZvetsiB() a ZvetsiC(). Soucet po¢tu krokt provedenych
v téchto funkcich je tedy nejvyse O(n) a celkovy odhad ¢asu je tedy také O(n).
QED.

Véta 4.3 Kazdy TS, ktery rozpozndvd néktery z jazyki {a’d’ | i > 0} a
{a'b'c' | i > 0}, md prostorovou sloZitost Q(logn), kde n je délka vstupniho slova.

Diikaz. Necht TS M rozpoznava jazyk {a'd' | I > 0} a ma k pracovnich pések,
jejichz abeceda je I'. Uvazujme vypocet pro slovo a't!, kde | > 1, ktery vyuziva
prostor s. Ukazeme sporem, Ze plati [ < |Q| - |T|**.

Piedpoklddejme, Ze [ > |Q| - |T'|¥*. Necht ¢; je posledni krok vypoctu, kdy se
¢teci hlava nachézi na symbolu z; vstupniho slova. Pro 2 < i < [, necht ¢; je prvni
krok nasledujici za krokem ¢, kdy je ¢teci hlava na symbolu x; vstupniho slova.
Pro i = 1,...,1, necht r; je dvojice tvofena stavem ¥idici jednotky a obsahem
prvnich s poli na vSech pracovnich paskach v kroku t¢;. Pocet vSech takovych
dvojic je |Q] - |T|*. Protoze [ > |Q| - |T|**, existuji i < j tak, Ze r; = r;. Vypocet
pro slovo a'b! je prijimajici. Sestrojime piijimajici vipocet pro slovo a7~ tak,
ze az do kroku t; postupuje stejné jako ptvodni vypocet a dalsi ¢ast vypoctu
probiha stejné jako piivodni vypocet od kroku ¢; do konce. Tento vypocet je také
prijimajici, coz je spor, protoze [ + j — i # [.

Plati tedy |Q| - |T'|** > I. Protoze | = n/2, plati

kslog|I'| +log |Q| = log(n/2)

a tedy

log(n/2) —log|Q|
s> Flog T = Q(logn)

QED.
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while R = 0O do
if Z € V then
vybrat libovolné « tak, ze Z — « je pravidlo G
pop()
push(«)
elif Z € ¥ then
if H = Z then
pop()
vpravo(H)
else [plati H € ¥\ {Z} nebo H = O]
R:=0
fi
else [plati Z = O]
if H =0 then
R:=1
else [plati H € ¥
R:=0
fi
od

Obrazek 8: Pseudokdd pro nedeterministicky zasobnikovy automat rozpoznavajici
jazyk generovany bezkontextovou gramatikou. Proménna R urcuje po skonceni
vypoctu piijeti (R = 1) nebo zamitnuti (R = 0) slova danym vypoctem.

4.5 Nedeterministicky zasobnikovy automat

Popiseme nedeterministicky zasobnikovy automat, ktery ma fidici jednotku se
stavy {qo, q+,q_}, jeden zésobnik a vstupni pasku, kde je vstupni slovo zapsano
pocinaje prvnim polem pasky a hlava na vstupni pasce se muze v jednom kroku
posunout vpravo nebo zistat na misté. Tento typ automatu je postacujici pro
rozpoznavani slov generovanych libovolnou bezkontextovou gramatikou. Obecny
nedeterministicky zasobnikovy automat mutze mit libovolné velky konecny po-
cet stavil, které spoluurcuji posloupnost akci automatu. Tiida rozpoznavanych
jazykl se tim nezmeéni, ale rozpoznavani slov miize byt v nékterych pfipadech
efektivnéjsi diky mensimu nedeterminismu.

Postup rozpoznavani jazyka generovaného libovolnou bezkontextovou grama-
tikou G (pfi obvyklém vyznamu 3, V', S) lze popsat pomoci pseudokédu v Ob-
razku 8, kde je pouzito nasledujici znaceni

e Proménna R je inicializovana jako O a po skonceni vypoctu obsahuje 1,
pokud je slovo danym vypoctem prijato, nebo 0, pokud je slovo danym
vypoc¢tem zamitnuto.

e Proménna H reprezentuje Cteny symbol na vstupni pasce,
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symbol Z | mnozina akci v zavislosti na symbolu H

ZeV akce tvaru [pop(), push(a), ¢o] pro vSechna « takova,
ze Z — « je pravidlem G

Zey pokud H = Z, pak [pop(), vpravo(H), qo],

a v opacném piipadé [q_]

Z =0 pokud H = O, pak [q,],

a v opacném piipadé [q_]

Obréazek 9: Popis pfechodové funkce nedeterministického zasobnikového auto-
matu rozpoznavajici jazyk generovany bezkontextovou gramatikou G.

Proménna Z reprezentuje symbol na vrcholu zasobniku,

Funkce pop() odstrani symbol z vrcholu zésobniku,

Funkce push(«) vlozi do zasobniku slovo a,

Funkce vpravo(H) posune ¢teci hlavu na vstupni péasce o jeden symbol
vpravo.

Vybér pravidla Z — «, které urci, kterym slovem « je nahrazen vrchol za-
sobniku, pokud Z € V, je nedeterministicky. To znamena, Ze vypocet tohoto
automatu pro totéz vstupni slovo muze probihat vice rtiznymi zptsoby. Slovo je
prijato, pokud existuje vypocet, ktery jej prijme.

Program na Obréazku 8 lze pfevést na popis automatu s prechodovou funkei.
Protoze kazdé opakovani cyklu v programu lze reprezentovat jednim krokem podle
prechodové funkce, neni nutné pridavat stavy, které koduji, ktery prikaz je prave
provadén, a mnozinu stavi vysledného automatu lze zvolit Q = {qo, ¢+, q_}. Stav
fidici jednotky automatu v kazdém okamziku vypoctu odpovidd hodnoté pro-
ménné R v programu ve stejném okamziku vypoctu podle vzajemného pfitazeni
qo <> 0, ¢ < 1, ¢ < 0. Prechodova funkce automatu je popsana na Obrazku 9,
kde je pro kazdy mozny symbol Z na vrcholu zasobniku a kazdy mozny symbol
H ¢&teny na vstupni péasce, tedy pro H € X U{O}, popsana mnozina akeci f(Z, H).
Kazda akce je zapsana jako seznam instrukci v hranatych zavorkach. Pokud je
Z €V, zavisi pocet moznych akci na gramatice a miize byt vétsi nez jedna. V
ostatnich pripadech je akce urcena jednoznacné.

Véta 4.4 Pro libovolnou bezkontextovou gramatiku G rozpozndvd nedeterminis-
ticky zdsobnikovy automat popsany v Obrdzku 8 a, ekvivalentné, v Obrdzku 9,
jazyk L(G).

Dtikaz. Vypocet automatu pro w simuluje nékterou levou derivaci slova w v G.
Pro dikaz tohoto tvrzeni doplnime vétné formy v levé derivaci o znak |, ktery
oddéluje prefix sloZzeny z termindlnich symbolt od zbytku vétné formy. Prefix
bude obsahovat terminalni symboly vlevo od vSech neterminal, kromé nékterych
termindlt, které byly vygenerovany naposledy pouzitym pravidlem gramatiky.
Ptesné definice je nésledujici. Vychozi doplnénd vétna forma je |S. Doplnéna leva
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derivace muze neterminal nahradit podle pravidla gramatiky pouze v piipadé,
ze bezprostiedné vlevo od néj je symbol |. Pokud ptivodni derivace obsahuje
krok uAfB = uaf, pak doplnéna derivace obsahuje krok u|AS = u|af. Kromé
toho, doplnénd leva derivace obsahuje kroky, které presunou symbol | ptes jeden
terminalni symbol vpravo, tedy kroky tvaru u|ra = uz|a pro x € X. Doplnéna
levé derivace odvozuje w, pokud jeji posledni vétna forma je slovo wl.

Déle je potteba ukazat, ze pro kazdé w € ¥* plati

e w € L(G) praveé tehdy, kdyZ je odvozeno nékterou doplnénou levou derivaci.

e Prijimajici vypocet automatu pro w existuje pravé tehdy, kdyz je w odvo-
zeno nékterou doplnénou levou derivaci.

K ditkazu prvniho tvrzeni je potieba popsat konstrukce, které prevadi levou de-
rivaci na doplnénou levou derivaci pro stejné slovo a naopak. Pokud vychéazime z
levé derivace, doplnime symbol | v kazdé vétné formé pred prvni neterminal nebo
jako posledni symbol, pokud vétna forma neterminal neobsahuje. Pak je potteba
pridat kroky, které presouvaji symbol | pies terminédly. Opaénym smérem staci
vypustit symbol | z kazdé doplnéné vétné formy a vypustit kroky, kdy se takto
ziskané vétné formy opakuji.

Pro diikaz druhého tvrzeni je potfeba ukazat konstrukce, které ptijimajici vy-
pocet automatu prevedou na doplnénou levou derivaci pro stejné slovo a naopak.
Kroky automatu, kdy je na vrcholu zasobniku neterminal, odpovidaji kroktm
derivace, které rozviji netermindl bezprostfedné za symbolem |. Kroky, kdy je na
vrcholu zasobniku terminél, odpovidaji krokim derivace, které presouvaji sym-
bol | pfes jeden terminal. Pfijimajici vypocet konéi s prazdnym zasobnikem a po
precteni celého slova, tedy ziskdme doplnénou vétnou formu tvaru w|. Konstrukece
prijimajiciho vypoctu na zékladé doplnéné levé derivace se odvodi podobné, pro-
toze vysledek konstrukce je v obou smeérech jednoznac¢né urcen jejim vstupem.
QED.
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5 Regularni jazyky

Regularni jazyky byly ptvodné definovany jako nejmensi tfida jazykd, ktera ob-
sahuje konecné jazyky a je uzaviena na operace zietézeni a iterace. Tomuto zpi-
sobu odvozeni jazyka odpovidaji regularni vyrazy. Stejnou t¥idu jazyki lze popsat
také pomoci konecnych automati a nedeterministickych konec¢nych automati s
e-prechody, které budeme nazyvat prechodovy diagram.

Konec¢ny automat 1ze popsat jako jednopaskovy Turingtv stroj, jehoz vstupni
paska je pouze pro ¢teni a v kazdém kroku se Cteci hlava posune o jedno pole
vpravo. Lze ukéazat, ze jednopaskovy TS, jehoz paska je pouze pro cCteni, ale
¢teci hlava se mtze pohybovat obéma smeéry, rozpoznava také pouze regularni
jazyky. Tyto jazyky lze tedy také charakterizovat jako jazyky rozpoznatelné TS s
prostorem O(1), tedy s konstantnim prostorem, ktery nezavisi na délce vstupniho
slova.

5.1 Konecné automaty

Konec¢ny automat postupné ¢te ze vstupu jednotlivé symboly vstupniho slova a po
precteni kazdého symbolu provede urcity vypocet s omezenou paméti. Obsah této
konec¢né paméti budeme nazyvat stav. Pozadavek, ze vypocet probiha s omezenou
paméti, budeme formalizovat tim, Ze mnozina stavi, které mohou pii vypoctu
nastat, je konec¢na. Vystup automatu zavisi na stavu, do kterého automat prejde
po precteni celého slova. V zadkladni formé konecného automatu je vystupem
pouze informace, zda je slovo prijato. Lze uvazovat variantu, Ze vysledny stav
poskytuje i dalsi informace.

Definice 5.1 Konec¢ny automat je urcen nasledujicimi parametry:

)y vstupni abeceda

Q konecna mnozina stavi

0:Q x X — (@ prechodova funkce

qQ € Q pocatecni stav

FCQ mnozina pfijimajicich stavi .

Vypocet konecného automatu probihd nasledovné. Na zacatku vypoctu se
automat nachéazi ve stavu qg a postupné piijima jednotlivé symboly vstupniho
slova. Po prijeti kazdého z nich urci svij nasledujici stav pomoci pfechodové
funkce. Pokud je na vstupu slovo w = aqas...a, € ¥*, pak automat postupné
prochazi stavy

90, q1 = (g0, a1),q2 = 6(qu,a2), ..., qn = 6(qn-1, an)

a slovo w je pfijato, pokud ¢, € F. Pro formalizaci tohoto postupu pouzijeme
zobecnénou pirechodovou funkci 0* : () x ¥* — @), ktera pro libovolny stav ¢ € @,
slovo w € ¥* a symbol a € ¥ spliluje
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e 0*(q,e) =¢q
o §*(q,wa) =6(6*(q,w),a)

Definice 5.2 Konefny automat piijima slovo w € ¥*, pokud 6*(qp, w) € F.
Jazyk vSech slov, kterd pfijimé koneény automat M, budeme znacit L(M).

5.2 Délitelnost ¢isel v obecné ¢iselné soustavé

Uvazujme ¢iselnou soustavu se zakladem b > 2 a ¢islicemi {0, ...,b—1}. Mnozinu
¢islic budeme pro jednoduchost ztotoznovat s mnozinou Z,. Ukazeme konecné
automaty pro rozpoznavani cisel v abecedé Z;, ktera jsou délitelna danym ¢islem
m > 1, pii Cteni cislic zleva doprava a zprava doleva. Vstupni ¢islo budeme v
obou ptipadech zapisovat jako x,z,_1...xo a jeho hodnota je

n
Val(l’nl’n_l Ce I‘o) = Z Ilbl
1=0

P1i c¢teni zapisu cisla zleva doprava, tedy od nejvyssich rada, lze pouzit au-
tomat s mnozinou stavi () = Z,,, pocatenim stavem ¢y = 0, mnozinou piiji-
majicich stavii F' = {0} a s prechodovou funkei § : Z,, x Z, — Z,, definovanou
nasledovné

d(r,z) = (br + ) mod m

Po precteni pocatecniho tseku cisla x,, ...z;. 1, tedy pred ctenim Cdislice z;, je
stav roven zbytku modulo m d¢isla tvoreného prectenymi cislicemi, tedy r» =
val(z, ... z;41) mod m.

Pti ¢teni zapisu cisla zprava doleva, tedy od nejnizsich radd, lze pouzit auto-
mat s mnozinou stavi Q) = Z,, X Z,,, po¢ateénim stavem ¢y = (1,0), mnoZinou
pfijimajicich stavia ' = Z,, x {0} a s pfechodovou funkeci 0 : (Z,, X Z,,) X Z —
(Zy X Zp,) definovanou nasledovné

d((r1,7m2),2) = ((br1) mod m, (riz + r2) mod m)
Stav (r1,72) po precteni Cislic z;_1, ..., xg, tedy pfed ¢tenim Cislice x;, je

(r1,72) = (b' mod m, val(x;_; ...x0) mod m)

5.3 Rozpoznavani Cisel v programu

Uvedeme piiklad zobecnéného kone¢ného automatu, ktery rozlisuje ¢isla ve zdro-
jovém textu programu. Zobecnéni spoc¢iva v tom, Ze nerozliSujeme pouze pfijima-
jici a zamitajici stavy, ale pfijimajici stavy jsou jesté rozliseny podle typu cisla,
které odpovida dosud prectenym symbolim ze vstupu. Budeme uvazovat cisla
typu integer, Cisla typu real bez exponentu a s exponentem. Pro jednoduchost
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budeme pozadovat, aby ¢islo typu real bud neobsahovalo desetinnou tecku nebo
aby obsahovalo alespon jednu ¢islici pred desetinnou teckou a alespon jednu ¢islici
za desetinnou teckou.

Stavy automatu jsou qo, ..., g7, g— a prechodova funkce je popsana v Tabulce
10. V tabulce neni tfeba rozlisSovat mezi znaménkem + a — a obé jsou shrnuta pod
oznaceni “znaménko”. Podobné, oznaceni “Cislice” v tabulce znamena libovolnou
¢islici.

stav | prechod | prechod | pfechod | prechod | oznaceni stavu
¢islice | znaménko “ “e”

Qo G2 1 q- q- neuplné

q1 42 q- q- q- neuplné

p; 42 q- q3 s integer

q3 s q- q- q- neuplné

44 qa q- q- s real bez exponentu
s qr e q- q- neuplné

de qr q- q- q- neuplné

qr q7 q- q- q- real s exponentem
q- q- q- q- q- chyba

Obrazek 10: Kone¢ny automat rozlisujici ¢isla v textu programu

Posledni sloupec tabulky pfifazuje kazdému stavu automatu informaci, ktera
se vztahuje k prectené casti vstupni posloupnosti. Stavy oznacené jako “neu-
plné” odpovidaji vstupnim posloupnostem, které nejsou ¢islo, ale mohou byt na
¢islo doplnény dalsimi znaky. Stavy z mnoziny {qs, g4, ¢z} odpovidaji jednotlivym
typtim cisel. Pokud za mnozinu prijimajicich stavi zvolime vsechny tyto stavy,
bude automat prijimat vSechny uvedené typy ¢isel. Stav ¢_ oznaceny jako “chyba”
znamena, ze prijata ¢ast vstupniho slova neni ¢islem a nemiize byt na ¢islo dopl-
néna dalsimi znaky. Pokud do tohoto stavu automat prejde z nékterého ze stavi
{42, q4, q7}, pak je prijata posloupnost znakti bez naposledy ¢teného znaku po-
vazovana za Cislo, pokud je automat pouzit k rozc¢lenéni vstupniho programu na
useky, které maji prifazen smysl pouze jako celek.

5.4 Prechodové diagramy

Ptechodové diagramy jsou zobecnénim konec¢nych automatt a lze na né snadno
prevést libovolny regulédrni vyraz v podstaté pfi zachovani jeho struktury. Plati
také, ze ke kazdému prechodovému diagramu lze sestrojit ekvivalentni konecny
automat i regularni vyraz, ale tyto konstrukce mohou exponencialné zvétsit veli-
kost reprezentace.

Definice 5.3 Prechodovy diagram nad abecedou ¥ je orientovany graf, jehoz
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mnozinu vrchold budeme oznacovat V. Graf prechodového diagramu muze ob-
sahovat smycky a vicenasobné hrany a kazda hrana je ohodnocena symbolem z
mnoziny ¥ U {e}. Kromé toho je urfena mnozina poc¢atecnich vrchola S C V a
mnozina pfijimajicich vrchold FF C V.

V obréazcich budeme misto nékolika hran mezi dvéma vrcholy kreslit jednu
hranu ohodnocenou odpovidajici mnozinou symbold. Na druhé strané, pro jed-
noduchost formalniho popisu budeme podle definice vyse predpokladat, ze kazdé
hrané je pritazen pravé jeden symbol. V tomto piipadé odpovida kazdé cesté v
diagramu jednoznacné urcené slovo.

Definice 5.4 Cestu v diagramu nazveme w-cestou, jestlize slovo w € ¥* vznikne
zietézenim ohodnoceni jednotlivych hran cesty. Hrany ohodnocené symbolem &
prispivaji do tohoto zfetézeni prazdnym slovem a vysledné zietézeni je tedy stejné,
jako kdyby tyto hrany byly vynechany.

Definice 5.5 Rekneme, Ze diagram pfijima slovo w € ¥*, jestlize v ném existuje
w-cesta zacinajici ve vrcholu, ktery patii do .S, a konc¢i ve vrcholu, ktery patii do
F'. Jazyk vsech slov pfijimanych diagramem D budeme znaéit L(D).

Véta 5.6 Jestlize jsou Ly a Lo reprezentovany prechodovym diagramem, pak lze
sestrojit prechodové diagramy pro jazyky L1 U Ly, Ly - Ly a L.

Dukaz. Necht proi = 1,2 je D; diagram pro L; a necht S;, F; jsou odpovidajici
mnoziny pocatecnich a prijimajicich vrchold. Budeme predpokladat, ze mnoziny
vrcholtl diagramt Dy a Dy jsou disjunktni.

1. L1 U Ly: Spojime diagramy D; a Dy do jednoho diagramu, ve kterém tvoti
Dy a D, disjunktni ¢asti a definujeme S =5, U Sy a F = Fy U F,.

2. Ly - Ly: Spojime diagramy D; a D, jako v predchozim ptipadé, z kazdého
vrcholu F pfidame e-hranu do kazdého vrcholu S, a definujeme S = Sy,
F == FQ.

3. Lij: K diagramu D; pfidame novy vrchol v, z kazdého vrcholu F pridame
e-hranu do kazdého vrcholu Sy a zvolime S = S U{v} a F = F; U {v}.

Dokazme, ze diagram z bodu 3 piijima jazyk Lj. Cesta délky 0, kterda zacina
a kon¢i ve vrcholu v, pfijimé prazdné slovo. Kazdou dalsi cestu z S do F' lze
rozdélit na tuseky které vedou z S; do Fi a jsou oddéleny prechody pres pridané
e-hrany. Kazdy z téchto tseku je cestou v D;. Je tedy L(D) C Lj. Naopak, ke
kazdé posloupnosti slov wy, ws, ..., wy € Ly pro k > 1 existuje cesta z S do F,
ktera vznikne z cest pro slova w;, i« = 1,2,...,k v Dy tak, ze tyto cesty spo-
jime pfechodem pres pfidané e-hrany. Protoze je tato cesta wjws . .. wg-cestou,
je wywsy ... wy € L(D). Cesta délky 0 pfes vrchol v zaruc¢uje € € L(D). Je tedy
Ly C L(D). QED.
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5.5 Konecny automat je specialni prechodovy diagram

Konstrukce v ditkazu nasledujici véty prevede konecny automat na prechodovy
diagram pro stejny jazyk tak, Ze hrany a jejich ohodnoceni v diagramu reprezen-
tuji tabulku pfechodové funkce vychoziho kone¢ného automatu. V tomto smyslu
je kone¢ny automat specidlnim pripadem prechodového diagramu. Naopak, pre-
chodovy diagram lze definovat také jako nedeterministicky koneény automat s
e-prechody, coz jsou kroky vypoctu, kdy neni ¢ten symbol ze vstupu a pouze se
zmeéni stav tidici jednotky.

Véta 5.7 Ke kazdému konecnému automatu M existuje prechodovy diagram D
tak, Ze L(D) = L(M).

Dukaz. Necht M je konecny automat s vySe uvedenym vyznamem X, Q, qo, F a
. Jazyk L(M) lze vyjadfit pfechodovym diagramem, jehoz vrcholy jsou stavy z
mnoziny (), mnoZina poc¢atecnich uzli je S = {qo}, mnozina pfijimajicich uzla F'
je rovna mnoziné prijimajicich stavii vychoziho koneéného automatu a pro kazdy
uzel ¢ a kazdy symbol = € ¥ vede z uzlu ¢ do uzlu §(¢, x) hrana ohodnocené .
Indukci podle délky slova w lze dokézat, ze pro kazdé slovo w € X* existuje
pravé jedna w-cesta v diagramu, kterd zacind v ¢o. Navic, tato cesta konci ve

vrcholu 6*(go, w). Plati tedy w € L(D) < 6*(qo,w) € F' < w € L(M). QED.

5.6 Reverze jazyka

Pokud je jazyk vyjadieny regularnim vyrazem nebo pirechodovym diagramem, lze
reverzi jazyka vyjadrit stejnym typem reprezentace bez nartistu velikosti. Regu-
larni vyraz se obrati pfirozenym zptisobem. V pfechodovém diagramu je potieba
obratit smér orientace hran a vyménit mnoziny S a F'.

Pokud je jazyk L vyjadien koneénym automatem, lze jej prevést na precho-
dovy diagram a v této reprezentaci provést reverzi vyse uvedenym zptisobem. Tim
vznikne piechodovy diagram pro L ktery obecné neni kone¢nym automatem a
nejmensi kone¢ény automat pro jazyk L¥ mfize mit podet stavii exponenciidlné
v&tsi nez koneény automat pro jazyk L. P¥ikladem takovych jazykt jsou L = LE
a L® = (LR = L, kde Ly je jazyk popsany v nasledujicim odstavci.

Pro kazdé prirozené ¢islo k > 1, nechf Lj je jazyk urceny regularnim vyrazem
(a + b)*a(a + b)k~1. Kazdy kone¢ny automat pro jazyk L, obsahuje alespoii 2*
stavil, protoze libovolna dvé slova délky alespon k, ktera se lisi v nékterém z
poslednich k& symboll, musi automat prevést do rtiznych stavi. Na druhé strané,
pro jazyk L% existuje koneény automat s k + 2 stavy.
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5.7 Ekvivalence konec¢nych automati a prechodovych di-
agramu

Véta 5.8 Ke kazZdému prechodovemu diagramu D existuje konecny automat M

tak, Ze L(M) = L(D).

Dukaz. Nechf D je diagram s mmnozinou vrcholi V. Necht S je mnoZina po-
¢atecnich vrcholl a F' mnozina pfijimajicich vrcholtt D. Mnozina stavi @) kon-
struovaného automatu M bude tvofena systémem vsech podmnozin V. Poc¢ateéni
stav bude ¢o = 5’, kde S’ je mnozina vrcholti dosazitelnych e-cestou z nékterého
vrcholu S. Zfejmé plati S C S’. Prechodova funkce § : Q x ¥ — ) a mnoZina
prijimajicich stavli automatu F’ budou urceny néasledovné:
9  Pro libovolny stav K € @, tedy K C V, aa € X je stav §(K, a)
roven mnoziné vrcholt dosazitelnych a-cestou z nékterého vrcholu
K.
F' ={KCV;KNnF=#0D}.
Dokazeme, ze L(M) = L(D).

Lemma 5.9 Pro kazZdé w je §*(qo,w) prdvé mnoZina vrcholi dosaZitelngjch z S
néjakou w-cestou.

Diikaz. Indukci podle délky w. Podle definice zobecnéné prechodové funkce plati
8*(qo,€) = S" = vrcholy dosazitelné z S e-cestou.

Daéle, necht tvrzeni plati pro w. Dokazme jej pro wa, kde a € .

Necht v € §*(qo, wa). Protoze 6*(qp, wa) = §(6*(qo, w),a), je v dosazitelny
a-cestou z nékterého vrcholu 6*(qy, w), tedy z vrcholu, ktery je podle indukéniho
predpokladu dosazitelny w-cestou z S. Z toho plyne, Ze v je dosazitelny wa-cestou
z S.

Necht v je vrchol dosazitelny wa-cestou z S. Na této cesté existuje vrchol v/
tak, ze

1. v’ je dosazitelny w-cestou z S
2. v je dosazitelny a-cestou z vrcholu v’

Z indukéniho predpokladu plyne v € 6*(qo,w) a tedy v € §(6*(qo,w),a) =
0*(qo, wa). Tim je lemma dokazano. QED.

Z dokézaného lemmatu plyne w € L(M) < 6*(qo, w) € F' < 0*(qo, w)NF # ()
& v I existuje vrchol dosazitelny w-cestou z S < w € L(D). Tim je véta doka-
zéana. QED.
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5.8 Ekvivalence regularnich vyraza a prechodovych dia-
gramu

Ukazeme, ze jazyk lze zapsat regularnim vyrazem pravé tehdy, kdyz lze repre-
zentovat pomoci prechodového diagramu a tedy i kone¢ného automatu.

Véta 5.10 Ke kazZdému requldrnimu vyrazu existuje ekvivalentni prechodovy di-
agram.

Dukaz. Indukci podle slozitosti regularniho vyrazu. Pokud reguléarni vyraz neob-
sahuje operace, reprezentuje jazyk obsahujici jedno slovo délky nejvyse 1. Tento
jazyk lze vyjadrit prechodovym diagramem. Uvazme regularni vyraz nékterého z
tvart (o + (), (a- ) nebo (a)*, kde a a (3 jsou jednodussi vyrazy. Z indukéniho
predpokladu plyne, ze jazyky reprezentované « a [ lze vyjadrit prechodovym
diagramem. Protoze mnozina jazyki reprezentovanych pfechodovymi diagramy
je uzaviena na sjednoceni, zietézeni a iteraci podle Véty 5.6, lze také jazyk re-
prezentovany celym vyrazem vyjadrit pomoci pfechodového diagramu. QED.

Véta 5.11 (Kleene) Ke kazdému prechodovému diagramu ezistuje ekvivalentni
requldrni vyraz.

Dukaz. Nechf L je piijiman diagramem D. Diikaz provedeme indukci pres zvét-
Sujici se mnoziny cest. Necht mnozina vrcholt diagramu je V' = {vy,...,v,}.
Rekneme, Ze cesta v diagramu prochazi vrcholem u, pokud obsahuje hranu z né-
jakého vrcholu do u a navazujici hranu z u do dalsiho vrcholu. Necht Rﬁ ; Je jazyk
slov, ktera jsou ohodnocenim néjaké cesty, kterd vede z v; do v; a prochéazi pouze
vrcholy z mnoziny {vy, ..., v}

Specialné, jo je jazyk slov pfijimanych cestami, které jsou tvoreny hranou
z v; do v;, piipadné také cestou délky 0, pokud ¢ = j. Pro kazdé i,j je jo
vyjadritelny reguldrnim vyrazem, protoze je konec¢ny.

Dokazeme, ze pro kazdé i, j,k, 1 <1, 7,k < n, plati

RF,=RITU Rf,;l(R’g;j)*R’,jj . (6)

Ziejmé Rﬁ;l - Rﬁj. Jestlize slovo patii do jazyka Ri;l(R,ﬁ;ﬁl)*REl, pak je ohod-
nocenim cesty, ktera vede z v; do v, pak pripadné jednou nebo vicekrat z v, do
v a pak vede z vrcholu vy do v;. VSechny tseky této cesty mezi uvedenymi vr-
choly prochézi pouze vrcholy z mnoziny {v, ..., v,_1} a celd cesta prochazi pouze
vrcholy z mnoziny {vy, ..., v }. Tim je dokdzana inkluze

k k—1 k—1/ pk—1 k—1
Rz’,j 2 Ri,j U Ri,k (Rk,k )*Rk,j .

Necht naopak w € Rﬁ ;- Slovo w je ohodnocenim néjaké cesty z v; do vy, ktera
mitize prochézet vrcholy vy, ..., v;. Pokud tato cesta neprochazi vrcholem vy, pak
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w e Rﬁ;l. Pokud prochazi vrcholem vy, pak ji rozdélime na tseky podle prichodt
timto vrcholem. Prvni tsek vede z vrcholu v; do vy, pak je néjaky (pfipadné
nulovy) pocet tsekt z v, do vy a posledni tsek vede z vy, do v;. Protoze jednotlivé
uvedené useky vrcholem v, neprochézi, patii slovo w do jazyka Rﬁ;l(RZ;fl)*R’,jgl
a plati tedy

Ri; € RGO RGN (R R

Vyjadfeni jazyka Rﬁj ve tvaru (6) pomoci jazyki Rf,_]} pro vhodna ¢, j'

obsahuje pouze operace sjednoceni, zietézeni a iterace. VSechny jazyky R?’j jsou
vyjadritelné regularnim vyrazem. Jestlize pro néjaké k jsou vSechny jazyky Rﬁ;l
vyjadritelné regularnim vyrazem, pak také jazyk Rﬁ ; Je vyjadiitelny regularnim
vyrazem. Protoze toto plati pro kazdé ¢, 7, dostaneme indukci pro &k =1,...,n,
ze Rﬁ ; je vyjadritelny regularnim vyrazem pro vSechny uvazované hodnoty i, j, k.

Protoze
L(D) = U U Ry,

i€S jEF

dokazali jsme, ze L(D) lze vyjadfit regularnim vyrazem. QED.

Dtikaz predchozi véty zaroven popisuje konstrukci reguldrniho vyrazu pro
L(D). Oznacme jako dj, maximélni délku regularnfho vyrazu pro jazyky RF ; pro
vSechna 7, 7. Do délky pocitame pouze vyskyty symboli abecedy a symbolu e.
Protoze popsana konstrukce vede na vyraz, ktery neobsahuje iteraci podvyrazu,
ktery je sam iteraci, pak pocet vyskytid uvedenych symboli umoziuje odhadnout
shora celkovou délku vyrazu. Z konstrukce vyrazu pro jazyk Ri-f ; blyne

do < |E[+1
dk-i—l < 4dk7

coz implikuje d, < 4"(|X| + 1). Délka vysledného vyrazu je tedy nejvyse kon-
stantni nasobek 4™(|X] + 1), coz lze zapsat jako O(4™(|X] + 1)).

5.9 Operace s jazyky vyjadfenymi koneénym automatem

V ditkazu Véty 5.6 jsme ukazali, jak z pfechodového diagramu pro jazyky Lq, Lo
ziskat prechodovy diagram pro L; ULy, L;- Ly a L]. Nyni doplnime algoritmy pro
dalsi operace s regularnimi jazyky, pro které je vyhodnéjsi reprezentace pomoci
konec¢nych automatu.

Necht L; = L(M;) pro i = 1,2, pfi¢emZ automat M; je urCen parametry
¥, Qi, 0i, G, Fi. Automaty pro jazyky Ly N Lo, Ly U Le, Ly \ Ly a symetrickou
diferenci Ly ALy = (L1\ L2)U(L2\ Ly ) zkonstruujeme pomoci simulace paralelniho
béhu M; a Ms. Tomu odpovida automat urceny parametry:

Q = Q1 xQ
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((q1,q2),a) = (61(q1,a),02(q2,a))
qQ = (q0,1>QO,2)

Mnozinu pfijimajicich stavii F' zvolime rtiznou podle toho, ktery jazyk bude au-
tomat prijimat.

Fm:F1><F2 pro LlﬂLg
FU:F1XQ2UQ1XF2 pI"OL1UL2
R =F x(Q2\ ) pro Ly \ Ly

Fa=F x(Q2\ F2) U(Q1\ F1) x Fy pro Ly A Ly
Jednotlivé prijimajici mnoziny jsou zvoleny tak, ze plati:

(1, ¢2) €EFn & @€ ANg el
(1.@2) €F, & qeliVgcel;
() €\ & e N@pEFR
(q.2) €Fp & e Zq@ckF,.

Dale plati, ze pro kazdé vstupni slovo w € ¥*, prejde zkonstruovany automat M
do stavu (g1, q2) pravé tehdy, kdyz automat M; prejde do ¢; a M, prejde do g.
Z toho plyne

0 (qo,w) € F < w € LN Ly
0 (qo,w) € Fy, & we Ly ULy
(qo,w) e i\ & we L\ L
0 (qo,w) E FA & weLiALy.

Tim je konstrukce uvedenych automatii dokazana.

5.10 Test ekvivalence koneénych automatu

Kazda cesta v pfechodovém diagramu je w-cestou pro néjaké slovo w. Jestlize D je
prechodovy diagram, pak z toho plyne, Zze L(D) je neprazdny pravé tehdy, kdyz
v grafu diagramu existuje cesta z nékterého pocate¢niho vrcholu do nékterého
prijimajiciho vrcholu. Existenci takové cesty 1ze zjistit efektivné napiiklad pomoci
Dijkstrova algoritmu.

Test neprazdnosti jazyka definovaného pomoci prechodového diagramu lze
pouzit i na jazyk definovany koneénym automatem. Z toho lze odvodit test ekvi-
valence pro konecné automaty. Necht M; a M, jsou koneéné automaty. Ziejmé
plati

Platnost podminky na pravé strané lze zjistit vypoctem kone¢ného automatu pro
L(M,) A L(Ms) a testem neprazdnosti jazyka, ktery je reprezentovan vyslednym
automatem.
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Test ekvivalence konecnych automatti 1ze ziskat také pomoci algoritmu pro
redukeci konecného automatu. Redukovany automat je automat s minimalnim
poctem stavi pro dany jazyk a lze jej z libovolného konec¢ného automatu ziskat
efektivné. Navic plati, ze dva redukované automaty jsou ekvivalentni praveé tehdy,
kdyz jsou izomorfni. Rozhodnout existenci izomorfizmu f : ¢); — @2 pro reduko-
vané automaty M; a M, s mnozinami stavi ()1 a ()2 a prechodovymi funkcemi
01 a 09 1ze efektivné. Izomorfizmus musi prevadét pocatecni stav M; na pocatecni
stav My a kdykoli f(q1) = ¢2 pro ¢1 € Q1 a ¢z € Q2, pak pro kazdy symbol = € X
musi platit také f(01(q1,z)) = da2(qe, ).
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6 Bezkontextové jazyky

Bezkontextova gramatika je popsana v Definici 3.2 a v Sekci 3.2 jsou uvedeny
priklady jednoduchych bezkontextovych gramatik. Jedna se o gramatiku, jejiz
pravidla maji tvar A — «, kde A € V' je neterminél a o € (V UX)*. Jazyk, ktery
je generovan bezkontextovou gramatikou budeme nazyvat bezkontextovy.

Kromé odvozeni slova v podobé posloupnosti vétnych forem lze odvozeni v
bezkontextové gramatice znazornit také ve formé derivacniho stromu. V koreni
tohoto stromu je pocatecni symbol S. Pokud je neterminal A v odvozeni pirepsan
pomoci pravidla A — biby... by, kde k >0aproi=1,....kjeb € XUV, pak
uzel derivac¢niho stromu, ktery odpovida danému vyskytu neterminalu A, ma k
nasledniki, které odpovidaji jednotlivym symboliim by, ..., by v tomto poradi. V
listech deriva¢niho stromu jsou terminaly, jejichz zfetézenim pfi zachovani poradi
vznikne odvozené slovo.

6.1 Zjednodusené aritmetické vyrazy

Uvazme gramatiku G s mnozinou neterminala V' = {E, T, F'}, mnozinou termi-
nala ¥ ={0,1,...,9, 4+, —,*,/,(,)}, pofatecnim symbolem S = E a s mnozinou
pravidel

E-E+T|E-T|+T| -T|T

T —T«F|T/F|F
F—(E)|0]1]...]9.

Gramatika slouzi k odvozovani ur¢itého omezeného typu vyrazt bez promén-
nych, ale je mozné ji rozsirit tak, ze generuje pravé vSechny spravné utvorené
aritmetické vyrazy. Oznaceni jednotlivych neterminédl odpovida tomu, jaké ¢asti
vyrazi jsou z nich odvoditelné, nasledovné:

E vyraz (expression)
T ¢len souctu (term)
F  ¢len soucinu (faktor)

Napriklad slovo 5 — 3 je v této gramatice odvoditelné posloupnosti vétnych forem
E=FE-T=T-T=F-T
=5-T=5—-—F=5-3.

6.2 Vlastnosti bezkontextovych jazyku

Bezkontextové jazyky jsou vlastnim zobecnénim regularnich jazykt. Véta 4.2 uka-
zuje priklad jazyka, ktery je bezkontextovy, ale neni regularni, a plati nasledujici
inkluze.

Véta 6.1 Kazdy regularni jazyk je bezkontextouvy.
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Dikaz. Uvazme automat M urceny parametry @, X, 0, qo, F' a zkonstruujme
bezkontextovou gramatiku G, kterd je s M ekvivalentni. Mnozina termindld G
je 2 a mnozina neterminali G' je mnozina stavi @), pficemz predpoklddame, ze
S = qp. Mnozinu pravidel gramatiky tvoii pravidla tvaru

q — aq

pro kazdé ¢q,¢' € Q, a € X spliwjici §(g,a) = ¢’ a pravidla
q—¢

pro vsechna g € F'.

Lemma 6.2 Jestlize w € ¥* a q,¢' € Q, pak v gramatice G existuje odvozeni
q = wq prdve tehdy, kdy? ¢ = 5*(q, w).

Dukaz. Indukci podle délky w. Pro w = € tvrzeni plati, protoze pro gramatiku G
existuje odvozeni ¢ = ¢ pravé tehdy, kdyz ¢ = ¢, a této podmince je ekvivalentni
také ¢’ = 6*(q, €).

Necht tvrzeni plati pro slovo w. DokaZzme je pro wa. Jestlize ¢ = waq/,
pak existuje ¢” tak, ze ¢ = wq” = waq'. Podle indukéniho predpokladu je
q" = §*(q,w). Navic, gramatika obsahuje pravidlo ¢ — aq’, a tedy podle jeji
konstrukce plati ¢ = §(¢”",a) = 0(0*(q, w), a) = 6*(q, wa).

Necht ¢ = 0*(q, wa). Ozna¢me ¢" = 6*(q,w). Pak plati ¢ = (¢”,a). Podle
indukéniho predpokladu je ¢ = wq”. Z konstrukce gramatiky plyne, ze ¢ — aq’
je jejim pravidlem, a tedy lze odvozeni wq” prodlouzit na ¢ = wq’ = waq'.
QED.

Nyni mizeme dokonéit dikaz véty. Necht w € L(M). Pak existuje g € F tak,
ze ¢ = 6*(qo, w). Podle Lemmatu 6.2 tedy plati S = gy = wq. Protoze ¢ € F, lze
navic k tomuto odvozeni doplnit krok wq = w. Je tedy w € L(G).

Nechf naopak w € L(G). Odvozeni w v G’ ma nutné tvar S = gy = wq = w
pro vhodné ¢. Z toho plyne, Ze ¢ = 6*(qo, w) a q € F. Je tedy w € L(M). QED.

Definice 6.3 Gramatiku nazveme nevypoustéjici, pokud prava strana kazdého
jejiho pravidla je neprazdné slovo.

Véta 6.4 Ke kazZdé bezkontextové gramatice Gy existuje nevypustéjici bezkontez-
tovd gramatika G tak, Ze L(G2) = L(Gy) \ {e}.

Diikaz. Necht 1} je mnozina neterminaltt A takovych, ze A = ¢. Pro kazdé pra-
vidlo, které v pravé strané obsahuje k neterminalt z V;, pfidame 2% — 1 pravidel,
ktera vzniknou vypusténim nékteré neprazdné podmmnoziny téchto neterminali
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z pravé strany. Vzniklou gramatiku ozna¢me G’. Plati, ze L(G') = L(G,), pro-
toze kazdé nové pravidlo lze nahradit posloupnosti pravidel pivodni gramatiky
a zadné pravidla neubyla.

V druhém kroku odstranime z G’ pravidla tvaru A — e a vzniklou grama-
tiku oznacime G5. Dokazme, Ze kazdé neprazdné slovo w, které je odvoditelné
v gramatice G’, je odvoditelné také v G5. Pokud je v odvozeni w v G’ pouzito
pravidlo A — ¢, neni neterminal A pocatecni symbol gramatiky, protoze w je
neprazdné. Tento neterminal tedy byl do odvozeni zafazen jako symbol v pravé
strané nékterého pravidla tvaru B — a1 Aas. Protoze A € V;), obsahuje gramatika
G’ také pravidlo B — ajas. Z odvozeni slova w odstranime pravidla B — o Ay
a A — ¢ a nahradime je pravidlem B — «ajay. Ziskdme odvozeni slova w v gra-
matice GG', které obsahuje méné pouziti pravidel s prazdnou pravou stranou nez
ptvodni odvozeni. Opakovanim tohoto postupu ziskdme odvozeni w v Ga. Z toho
plyne L(Gs2) O L(G")\{e}. Protoze G5 negeneruje prazdné slovo a obsahuje pouze
pravidla, kterd jsou pravidly G'; je L(G2) C L(G") \ {e}. Celkem tedy dostavame
L(Gy) = L(G") \ {e} = L(G1) \ {e}. QED.

Stejné jako regularni jazyky, jsou i bezkontextové jazyky uzavieny na operace
sjednoceni, zfetézeni a iterace.

Véta 6.5 Jsou-li Ly, Ly bezkontextove jazyky, pak takeé jazyky L1 U Ly, Ly - Lo a
L7 jsou bezkontextove.

Dukaz. Necht G; je gramatika pro jazyk L; pfi obvyklém vyznamu V;, X, .S;
a predpoklddejme Vi NV, = (). Pak gramatiku pro jazyk L; U Ly lze ziskat
nasledovné. MnozZina netermindla je {S} UV} U V;, kde S je novy pocatecéni
symbol, a mnozina pravidel je sjednoceni mnozin pravidel G; a G5 s pridanymi
pravidly S — S; a .S — S,.

Jestlize misto poslednich dvou pravidel gramatiky pro L; U Ly pridame pra-
vidlo S — 5155, vznikne gramatika pro jazyk L; - Ls.

Gramatika pro L} vznikne z gramatiky (G; pridanim pravidel S — 515 a
S — e. Vznikla gramatika generuje jazyk L, protoze odvozeni vyuzivajici pouze
pridana pravidla umoznuji odvodit pravé vSechny vétné formy tvaru S a z nich
lze odvodit praveé vsechna slova jazyka Li. QED.

Véta 6.6 (rozsitujici tvrzeni) Je-li L bezkontertovy jazyk a R je reguldrni,
pak L N R je bezkontextovy jazyk.

Dikaz. Necht G je bezkontextova gramatika pro L = L(G) a M je konecny
automat pro R = L(M). Zkonstruujeme bezkontextovou gramatiku G’ pro LN R.
Neterminély této gramatiky budou trojice [g1, A, ¢2], kde A € V U X, tedy A je
neterminal nebo termindl G a ¢, g2 jsou stavy M. Stav ¢; budeme nazyvat
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vstupnim stavem dané trojice a ¢ vystupnim stavem. Do G’ zafadime pravidla
tfi typu. Pravidla typu 1 vzniknou tak, ze ke kazdému pravidlu

A— ajas. ..oy
gramatiky GG vezmeme vSechna pravidla tvaru

[Ch, A, Q2] - [Ch, aq, 7”1][7“17 Qa, 7”2] ce [Tk—2, O_1, Tk—1][7“k—1, A, CI2]

kde r;, i = 1,...,k — 1 jsou libovolné stavy automatu M. Pravidla typu 2 jsou
vsechna pravidla tvaru

S — [q07 Su q] )
kde q € F'. Pravidla typu 3 jsou vSechna pravidla tvaru

[q17a7q2] — a,

kde q1,¢2 € Q, a € ¥ a plati 6(qy,a) = ¢a.

Necht w € LN R, w = ayas . . . a,,, a necht qq, q1, ..., ¢, je posloupnost stavi,
kterymi prochéazi M pii prijimani slova w. Dale uvazme deriva¢ni strom pro w
v gramatice G. Pro kazdé i = 1,2,..., m nahradime v tomto stromu list a; tro-
jict [gi—1,a;,q;] a doplnime jej odvozenim [g;—1,a;, ¢;] — a;, které patii do G’
vzhledem k volbé stavii ¢;. VSechny neterminaly v tomto stromu postupné zdola
nahoru nahradime trojicemi [p, A, po] nasledovné. Jestlize je uzel ohodnocen ne-
termindlem A a vSechny uzly, které jsou jeho naslednici, jsou jiz ohodnoceny
trojici, pak dany uzel bude ohodnocen trojici [p1, A, po|, kde p; je vstupni stav
nejlevéjsiho néaslednika a py vystupni stav nejpravejsiho naslednika uvazovaného
uzlu. Tim je zaruceno, ze strom je po rozsifeni deriva¢nim stromem podle pravi-
del G'. V kofeni stromu je této upravé trojice tvaru [qo, S, ¢m]. Protoze ¢, € F,
1ze ke stromu pfidat novy kofen ohodnoceny S a odvodit z néj trojici [qo, S, ¢m)
pravidlem S — [qo, S, ¢]. Tim jsme zkonstruovali derivacni strom w v G'.

Necht naopak w je odvozeno né&jakym derivaénim stromem v G’. Termindly
v G’ 1ze odvodit pouze pravidly typu 3. Odstrafime ze stromu jeho listy. Novymi
listy se tak stanou trojice, ze kterych byly ptivodni listy odvozeny pravidly typu
3.

Rekneme, 7e dvé trojice na sebe navazuji, jestlize vystupni stav prvni trojice
je roven vstupnimu stavu druhé trojice.

Lemma 6.7 Jestlize derivacni strom podle G' vznikne pouZitim nékterého pra-
vidla typu 2 a libovolnym poctem pouziti pravidel typu 1, pak trojice, které tvori
jeho listy, na sebe navazuyi.

Dtkaz. Indukci podle poétu pouziti pravidel v odvozeni. Pokud strom vznikne
pravidlem typu 2, je tvrzeni pravdivé. Dale plati, ze v pravidlech typu 1 jsou
vstupni a vystupni stavy stanoveny tak, ze rozsifenim libovolného stromu, v némz
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listy na sebe navazuji, pouzitim jednoho pravidla typu 1 vznikne opét strom, v
némz na sebe listy navazuji. QED.

Podle lemmatu na sebe trojice v listech uvazovaného derivac¢niho stromu na-
vazuji. Necht jsou to trojice [qo, a1, ¢1], [q1, @2, 2] - - . [@m—1, Gm, @m]. Protoze strom
zacind nékterym pravidlem typu 2, je qo pocatecni stav a g, néktery piijima-
jici stav. Protoze kazda z uvazovanych trojic je levou stranou nékterého pravidla
typu 3, je (¢;—1,a;) = ¢;. Jinak FeCeno, pti ¢teni slova w prochdzi automat stavy
q0, 91, - - -, @m- Protoze q,, je pfijimajici stav, je w € R.

Dokazme jesté, ze w € L. V deriva¢nim stromu pro w podle G’ vypustime
kofen se symbolem S a listy s terminaly. Zbyde strom slozeny z pravidel typu
1. Ve vSech trojicich vypustime vstupni a vystupni stav. Zbyde tedy pouze ter-
minalni nebo neterminalni symbol a vSechna pravidla, ktera ve stromu zbydou,
jsou pravidla podle G. Ziskany strom je derivacni strom podle G, ktery odvozuje
slovo w. Je tedy w € L. QED.

6.3 Chomského normalni forma

Definice 6.8 Rekneme, %e bezkontextova gramatika je v Chomského normdini
formé, jestlize prava strana kazdého jejiho pravidla obsahuje bud dva netermindly
nebo jeden terminal.

Gramatika v Chomského normaélni formé je nevypoustéjici a tedy negeneruje
prazdné slovo. K diikazu, ze ke kazdé bezkontextové gramatice existuje gramatika
v Chomského normalni formé, ktera generuje stejny jazyk az na prazdné slovo,
ukazeme nejprve dvé pomocné transformace gramatik.

Véta 6.9 Ke kazZdé bezkontextové gramatice existuje ekvivalentni gramatika,
kterd neobsahuje pravidla typu A — B, kde A, B jsou neterminaly.

Dtikaz. Pivodni gramatiku oznacme G;. Ke kazdému jejimu pravidlu typu
A — B, kde A, B € V, pfidejme do gramatiky vSechna pravidla tvaru A — «, kde
a neni jeden netermindl a existuji neterminaly By, Bs, ..., By tak, ze posloupnost

B=B =...=2B,=«a

je odvozenim v (. Pfidanych pravidel je konecné mnoho a jejich nalezeni lze
provést efektivné. Vzniklou gramatiku ozna¢me G’. Gramatiku, kterd vznikne z
G’ vypu$ténim pravidel typu A — B, ozna¢me Gs.

Ziejmé plati L(G') O L(G,), protoze G’ vznikla z G; piidanim pravidel.
Plati také L(G") C L(G,), protoze pouziti kazdého nového pravidla lze nahradit
posloupnosti ptvodnich pravidel. Je tedy L(G’) = L(Gy).
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Protoze G vznikla z G’ ubranim pravidel, je L(G2) C L(G'). K dikazu
L(G3) O L(G") ukdzeme, ze kazdy derivacéni strom v G’ lze upravit na deriva¢ni
strom v (Gs.

Necht strom podle G’ obsahuje pravidlo A — B. Jestlize pravidlo, které dale
rozviji B, jej opét nahrazuje jednim netermindlem, sledujeme tuto posloupnost
nahrazeni az k neterminalu, ktery je nahrazen o, kde « neni jeden neterminal.
Podstrom mezi A a o odstranime a nahradime pravidlem A — «, které je pravi-
dlem G5. Touto operaci jsme ve stromu snizili pocet pouziti pravidel typu A — B
pri zachovani odvozeného slova. Koneénym poctem opakovani této operace od-
stranime vSechna tato pravidla a zbyvajici strom bude stromem podle Gs.

Plati tedy L(G2) = L(G') = L(G;) a gramatika G9 spliiuje podminku z tvr-
zeni véty. QED.

Véta 6.10 Ke kaZdé bezkontextové gramatice G existuje bezkontextovd grama-
tika Ga, kterd je v Chomského normdlni formé a spliuje L(G2) = L(G1) \ {e}.

Dukaz. Vezméme libovolnou bezkontextovou gramatiku G;. Podle Véty 6.4
najdeme nevypoustéjici gramatiku G’ tak, ze L(G') = L(Gy) \ {¢}. Bez Gjmy na
obecnosti muzeme predpokladat, ze G’ spliiuje jesté nasledujici podminky:

e Gramatika G’ neobsahuje pravidla typu A — B, B € V.
e Pokud A — « je pravidlem G’ a |a] > 2, pak a € V.

Pokud G’ nespliiuje prvni podminku, nahradime ji ekvivalentni gramatikou podle
Véty 6.9. Pokud nespliiuje druhou podminku, pridame do gramatiky ke kazdému
terminalu a novy neterminal X, a pravidlo X, — a a ve vSech pravidlech, jejichz
prava strana mé délku alespon 2, nahradime kazdy terminalni symbol a jemu pii-
slusnym neterminalem X,. Ziskand gramatika ziejmé generuje stejny jazyk jako
gramatika G’ a touto gramatikou nahradime G’. Déale tedy mizeme predpokla-
dat, ze G’ vySe uvedené podminky splituje. Z toho plyne, Ze pro kazdé pravidlo
A — a v gramatice G’ plati, Ze bud « je jeden termindl nebo || > 2 a a obsahuje
pouze neterminaly.

Kazdé pravidlo GG', které nespliiuje podminky Chomského normélni formy, je
tvaru A — BBy ... By, kde B; jsou neterminaly a k > 3. Ke kazdému takovému
pravidlu doplnime skupinu pravidel

A — BlDl
D1 — BQDQ (7)

Dy_9y — DBy_1By,

kde Di,D,,...,D;_1 jsou nové pridané neterminaly. Vzniklou gramatiku
ozna¢me G”. Z¥ejmé plati L(G') C L(G"). Jestlize se v deriva¢nim stromu podle
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G" vyskytuje nékteré z pravidel nékteré skupiny pridanych pravidel (7), pak na
toto pravidlo ve stromu bezprostiedné navazuji zbyvajici pravidla této skupiny,
protoze kazdy z neterminald D; je v levé strané pravé jednoho pravidla a také
v pravé strané pravé jednoho pravidla. Tuto skupinu pravidel jako celek nahra-
dime pravidlem A — BB, ... B. Opakovanim tohoto postupu ziskdme z libo-
volného deriva¢niho stromu v gramatice G” derivaéni strom v gramatice G'. Je
tedy L(G") D L(G"), a tedy L(G") = L(G").

V dal$im kroku vypustime z G” pravidla tvaru A — B1By... By pro k > 3
a vzniklou gramatiku oznac¢me Gy. Zejmé plati L(G”) O L(G2). Protoze kazdé
pouziti pravidla A — B1Bs... By, k > 3 lze nahradit pouzitim pravidel (7), je
L(G") C L(G3), a tedy L(G") = L(G5).

Tim je véta dokdzana, protoze plati L(Gs) = L(G") = L(G') = L(G1) \ {¢} a
gramatika G5 je v.Chomského normélni formé. QED.

6.4 Véta o nahrazeni

Véta 6.11 Pro kazZdy bezkontextovy jazyk L existuje prirozené cislo p tak, Ze pro
kazde slovo z € L délky alespon p existugi slova u,v,w,x,y tak, Ze plati

(i) z = wowzy

(ii) délka vwzx je nejuyse p
(#ii) alespori jedno ze slov v,z je neprdzdné
(iv) pro kazdé i > 0 je uwv'wx'y € L.

Dikaz. Necht G je gramatika pro L\ {¢} v Chomského normalni formé a necht
k je pocet jejich neterminalt. Zvolme p = 2*.

Necht z € L a |z| > p. Zvolme libovolny derivaéni strom pro z. Kdyby kazda
cesta v tomto stromu od kotene do nékterého listu obsahovala nejvyse k neter-
minald, pak by strom obsahoval nejvyse 25! listf, protoze posledni neterminél
v kazdé cesté méa pouze jednoho naslednika. To by byl spor s predpokladem,
ze délka z je alespon p. Tedy existuje cesta s vice nez k netermindaly. Vyberme
nejdelsi takovou cestu a uvazme na ni poslednich k+ 1 neterminali. Alespon dva
z nich jsou stejné. Necht to jsou vyskyty netermindlu A a odliSme je indexy. Blize
ke koreni bude vyskyt A;, dale vyskyt As. Pro vhodna slova u, v, w, x,y plati

Al :*> ’UAQ.CL’ (8)
=

Z¥ejmé plati z = uvvwzy. Plati také A; = vwz. Protoze zadna cesta z A; do listu
neobsahuje vice nez k + 1 netermindlfi, je délka vwx nejvyse p = 2F.
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Predpokladejmé, ze neterminél A; je ve stromu rozvinut pravidlem A — BC.
Pak uvazovany strom obsahuje odvozeni

A, = BC = vAsx

Jestlize neterminal A, je v podstromu rozvijejicim C, obsahuje slovo v vSechny
symboly odvozené z neterminalu B a je tedy neprazdné. Analogicky, pokud je A
v podstromu rozvijejicim B, je slovo x neprazdné.

Pro diikaz toho, Ze uwv'wz'y € L pro i = 0, vyjdeme z odvozeni S = uAy
v (8). Neterminal A v pravé strané bude déle rozvinut podle odvozeni A = w,
kterym bylo ptivodné rozvijeno A,. Celkem ziskame odvozeni

S = uAdy = uwy

Pro dtikaz toho, ze uv'waz'y € L pro i > 1, vyjdeme opét z odvozeni (8). Pokud
je 1 = 1, neni tfeba toto odvozeni upravovat. Pro ¢ > 1 rozsitime odvozeni tak, ze
odvozeni A = vAz je pouzito nékolikrat po sobé. Naptiklad, pro i = 2 vznikne
odvozeni

S = uAy = wAry = wvAzrry = wowrry

Tim je pozadované tvrzeni dokazano. QED.

Dusledek 6.12 Jazyk {a'b'c’ | i > 1} neni bezkontextovy.

Duikaz. Sporem. Predpokladejme, 7e L = {a'b'c’ | i > 1} je bezkontextovy a
necht p je ¢islo splitujici podminky véty o nahrazeni. Vezméme slovo z = aPbPcP.
Protoze délka z je alespon p, vime z véty o nahrazeni, zZe existuji slova u, v, w, x, ¥,
ktera spliiuji podminky véty. Z podminky (ii) plyne, Ze slova v a x mohou ob-
sahovat nejvyse dva ze t¥i symboli a, b, c. Z podminky (iv) pro i = 0 plyne, Ze
uwy € L. To je spor, protoze alespon jeden ze symboli a,b, ¢ ma v uwy méné
vyskyttl nez v z a alespon jeden z téchto symbolti méa stejny pocet vyskyti jako
v z. QED.

Disledek 6.13 Jazyk {ww | w € {a,b}*} neni bezkontextovy.

Diikaz. Sporem. Kdyby jazyk z tvrzeni véty byl bezkontextovy, je podle Véty 6.6
bezkontextovy i jazyk L = {ww | w € {a,b}*} N (a*b*a*b*). Necht p je ¢islo spl-
nujici podminky véty o nahrazeni pro jazyk L. Uvazme slovo z = aPb’aPb? € L.
ProtozZe |z| > p, existuje rozklad z = uvwzy podle véty o nahrazeni. Protoze pro
kazdé i > 1 je ww'wa'y € L, je kazdé ze slov v a x obsaZeno v nékterém ze ¢tyi
useki slova aPbPaPb? tvaru a? nebo bP. Protoze plati |vwz| < p, jsou slova v a x
obsazena bud ve stejném tiseku nebo v sousednich tisecich. Slovo uv?wz?y je pak
nékterého z tvarit a’bPaPb?, aPb aPbP, aPbPa’bP, aPbPaPb’ kde j > p nebo a/'b2aPbP,
aPbra?2bP | aPbPa’ b2, kde jy, jo > p. Protoze slova zadného z téchto tvart nepatii
do L, je tento zavér ve sporu s podminkou (iv) véty o nahrazeni. QED.



