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1 Postuv korespondenéni problém

Postuv korespondenc¢ni problém (PKP) je tloha, jejimz vstupem jsou seznamy
slov 71, ...,7n & S1, ..., S, Pro néjaké prirozené &slo n > 1. Ulohou je zjistit, zda
existuje neprazdné posloupnost indexi t1, ..., ¢ € {1,...,n} takova, ze zfetézeni
prislusnych slov spliuji

Tgg oo Tty = Stq -+ - St

k k

Pokud takova posloupnost indexii existuje, budeme ji nazyvat feSenim prislusné
instance PKP. Pro analyzu instanci PKP budeme uvazovat také ¢astecna feseni,

coz je libovolna posloupnost indext tq,...,%;, kterd je feSenim, nebo kratsi ze
slov 7y, ...714, a sy, ... 5, je prefixem druhého. Pokud je ty,...,t; feSenim PKP,
pak pro kazdé 1 <[ < k je posloupnost 1, ..., ¢, ¢astecnym FeSenim.
Instance PKP urcena tabulkou
t |1 2 |3
re | a ab | bba
S¢ | baa | aa | bb

ma Teseni 3,2, 3, 1, protoze
bba - ab - bba - a = bb - aa - bb - baa

kde - oznacuje zretézeni slov. Existuji také castecna feseni, ktera nejsou prefixem
zaddného feseni, napriklad 3,2,1,1. V tomto pripadé je slovo

raroriry = bba -ab-a-a

prefixem slova
83828181 = bb - aa - baa - baa

Priklad nefesitelné instance PKP je

t |1 2
re | ba | bab
s¢ | bab | abb

Pro tuto instanci jsou cCastecna feSeni tvofena pravé vSemi pocatecnimi tuseky
posloupnosti 1,2, 2,2,..., ale zddné z nich neni feSenim.

Budeme uvazovat také variantu PKP, kterou budeme nazyvat inicializovany
Posttuv korespondenc¢ni problém (IPKP). Vstup je stejny jako pro PKP a tlohou
je zjistit, zda existuje Teseni, které zac¢ind indexem 1 a vSechny dalsi indexy v
posloupnosti jsou rtzné od 1.
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Véta 1 Inicializovany Postuv korespondencni problém je algoritmicky nerozhod-
nutelnd uloha.

Diikaz. Ukéazeme redukci problému zastaveni na inicializovany PKP. Budeme
uvazovat konfigurace TS popsané v sekci Automaty predchoziho textu, tedy slova
tvaru uqu# € I'"QI#, kde u,v € T'" a ¢ € Q). Pocatecni konfigurace ma tvar
> qow#, kde w je vstupni slovo a ¢q je poc¢atecni stav T'S. Pro konstrukci pre-
pisovacich pravidel, ktera simuluji vypocet TS, budeme symbol # povazovat za
zapis nekonecné posloupnosti OO0 . . ., tedy nekonecné posloupnosti symbold pro
prazdné pole pasky. Béhem vlastni simulace TS se tento symbol bude pro jedno-
duchost posouvat pouze vpravo. Pokud TS zapise na pasku prazdné pole, bude
toto pole reprezentovano symbolem O i v piipadé, Ze na nim nasleduji pouze dalsi
symboly O a symbol #. Vypocet TS je popsan prepisovacimi pravidly, ktera jsou
odvozena z prechodové funkce § : Q@ x I' — @ x I' x {—1,0, 1} nésledovné. Pro
libovolné ¢,q" € Q, z,y, 2’ € T'a s € {—1,0,1} takové, ze §(q,z) = (¢, 2/, s),
zatadime pravidla a — 3 podle nasledujici tabulky

Q@ — 0 pokud plati

g — 2 s =

g# — J2'# s=0,x=

ygr  — qyr’  s=-1 (1)
ya# — qyr'# s=-lx=0

qgr  — /¢ s=1

@ — 2d# s=lLr=0

Vipocet TS nikdy nepiejde vlevo z nejlevéjsiho pole pasky. Zadné z uvedenych
pravidel proto neprodluzuje zapis konfigurace doleva. Prodluzovani vpravo na-
stava tehdy, kdyz je prepsan symbol O, ktery neni v konfiguraci explicitné, ale je
reprezentovan symbolem #.

Kromé pravidel, které reprezentuji vypocet, pridame jesté pravidla, kterda v
pripadé, ze vypocet skonéi v pfijimajicim stavu ¢, umozni zkratit zapis konfigu-
race az na slovo ¢, #. Pro tento tucel zafadime nésledujici pravidla pro vsechna
rel

e —
q+x — 4+ (2)
T A — 4 H#

Lemma 2 FExristuje jednoznacné urcend posloupnost konfiguraci mazimdalni délky,
ktera muze byt nekonecnd, kterd zacind pocatecni konfiguraci a jejiz cleny vznik-
nou postupnou aplikaci pravidel (1) a (2). Navic plati, Ze tato posloupnost je
konecnd a posledni konfigurace md tvar q.# pravé tehdy, kdyZz vypocet T'S skonci
v prijimagicim stavu q. .

Diikaz. Lze ovétit, ze pravidla (1) a (2) zachovavaji tvar zapisu konfigurace
[*QI*#. Specialné, v kazdém slové odvozeném témito pravidly je pravé jeden
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vyskyt symbolu pro stav fidici jednotky z @), ktery oznacme ¢. Za nim nésleduje
symbol z € T'U {#}. Pokud x € T, pak jednozna¢nost nasledujiciho kroku pou-
ziti pravidel plyne z toho, ze ke kazdé dvojici symboli g € Q@ \ {¢_,q .} az €T
existuje pravé jedna kombinace symbolt ¢/, 2, s spliujici d(¢,x) = (¢, 2, s) a
existuje pravé jedno pravidlo (1), které lze pouzit. Toto pravidlo provede odpovi-
dajici zménu konfigurace. Pokud x = #, jsou symboly ¢, 2, s uréeny podminkou
d(q,0) = (¢, 2',s) a opét existuje pravé jedno pravidlo, které lze pouzit. Toto
pravidlo provede odpovidajici zménu konfigurace, coz v tomto pripadé zahrnuje
posun symbolu # o jednu pozici vpravo. Pokud ¢ = ¢, a konfigurace neni rovna
¢+, pak existuje pravé jedno pravidlo (2), kterym lze zapis zkratit. O

K libovolné instanci problému zastaveni, ktera je vyjadrena pocatecni konfi-
guraci TS, sestrojme instanci IPKP z dvojic slov 7, s; podle néasledujici tabulky.
Pro prvni dvé dvojice slov je uvedena hodnota indexu ¢, pro ostatni dvojice hod-
noty indexu ¢ > 3 nejsou uvedeny a tyto dvojice jsou pouze rozliSeny do typi
oznacenych I, II, II1. Polozky v tabulce, které obsahuji x, a nebo 3, jsou minény
pro kazdy symbol x € I' a pro vSechna pravidla « — 3 popsana v (1) a (2).

t |1 2 I |II|III
e | # QG HHF || | F# (3)
St | #Qw# | # Glo | #

Reseni t; = 1,ts,...,1; instance IPKP nazveme minimalni, pokud zadny jeho

prefix neni feSenim. Pokud existuje feseni IPKP, existuje i minimalni feseni.
Néasledujici tvrzeni popisuje strukturu minimalnich feseni, ktera pro neminiméalni
feSeni obecné neplati.

Lemma 3 KaZdé minimdlni reSeni t; = 1,1y, ...t instance IPKP (3) spliuge,
Ze slovo 1 Ty, .. Ty, = 51 84y ... S, md tvar
#UﬂLg NN um#

kde uy,...,u, je posloupnost konfiguraci TS, u; € T*QI*#, uy je pocatecni
konfigurace, u,, = q+# a prechody mezi jednotlivymi konfiguracemi jsou urcené
pravidly (1) a (2),

Diikaz. Kazdé feseni musi pouzit dvojici ro, so, protoze r; obsahuje méné znaku
# nez s; a dvojice 19, S je jedina dvojice r;, s;, ve které je vice znakl # v r; nez
v s;. Necht [ je nejmensi index takovy, ze t; = 2.

Dvojici 74, s¢; pro 1 < j < [ nazveme uzavirajici, pokud ry;, a tedy také s;,
obsahuje symbol #. Necht U C {1,...,(} je mnozina indext uzavirajicich dvojic.
Specialné, 1 € U, protoze dvojice (ry,sy) = (r1,$1) je uzavirajici, a [ € U,
protoze dvojice (14, sy,) = (72, S2) je uzavirajici.

Necht m = |U| — 1. Zfetézeni dvojic 74,, s;; pro 1 < j <[ rozdélime na m + 1
useki tak, ze i-ty usek, kde 1 < ¢ < m + 1, konéi i-tou uzavirajici dvojici. Necht
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R; je zfetézeni slov ry, v i-tém useku a S, je zretézeni slov s¢; v i-tém tseku. Pro
zietézeni vSech tsek plati

Rl---Rm+1 = Ty - Ty
Sl...Sm+1 = Stl...stl
Indukci dokazme, Ze pro ¢ = 1,..., m plati
RIRZ = #ul...ui_l (4)
Sl Ce SZ = #ul U1 Uy (5)
pro néjakou posloupnost konfiguraci wuy, ..., u;. Pro ¢ = 1 tvrzeni plati, protoze
slova Ry, S7 zahrnuji pouze pocatecni dvojici r1, s1, a tedy plati
Ry = #
S1 = #uy

kde u; = gow# je pocatecni konfigurace. Dokazme (4) a (5) pro i = 2, tedy, ze
plati

RiRy = Hu; (6)
S$18y = FHuqus (7)

Posledni z dvojic ry, s;, které tvoii Rs, Ss, je uzavirajici, a tedy ptislusné r; obsa-
huje jeden symbol # jako posledni znak a tento znak je tedy poslednim znakem
R,. Protoze R; je kratsi nez S; a S7 konéi symbolem #, musi symbol # na konci
Ry odpovidat symbolu #, ktery ukoncuje S;. To znamend, ze Ry = u; a tedy
plati (6).

Slova R, a Sy jsou tvorena zietézenim slov 7, a s; pro t > 3, kterd jsou v
tabulce (3) oznacena jako typ I, IT a III. Konfiguraci u; 1ze vyjadfit jako zfetézeni
slov r; z téchto dvojic nejvyse jednim zptisobem, protoze jedno z téchto slov musi
obsahovat stav fidici jednotky v ui, tedy musi byt typu I, a rtzna slova r; z
dvojic typu I obsahuji dany stav ¢ s rtznymi kontexty, které se vylucuji, a lze
tedy pouzit nejvyse jedno z téchto slov. Ostatni slova 7, kterd jsou obsazena
ve zietézeni, které tvori Ry = w;, musi byt typu II nebo III a jsou jednoznacné
urcena. Protoze predpokladame, ze vyjadieni Ry, = uq, pomoci r; z dvojic typu I,
IT a IIT existuje, je slovo Sy jednoznac¢né urceno jako konfigurace, ktera vznikne
z uy pomoci pravidel (1) a (2). KdyZ tuto konfiguraci oznac¢ime us, plati (7).

Analogicky se dokaze pozadované tvrzeni i pro ¢ = 3,..., m. Ve vSech téchto
pripadech konc¢i odpovidajici R; jednim symbolem #, ktery odpovida symbolu
# na konci 5;_1 a slovo S; = wu; je konfigurace odvozena z R; = u;_1 pomoci
pravidel (1) a (2).
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Dokazali jsme tedy, ze plati

RlRm = #ul...um_l

Sl...Sm = #ul...um_lum

kde ui, ..., u, je posloupnost konfiguraci odvozenych pravidly (1) a (2). Slovo
R,,1+1 kondi slovem r5. Posledni dva symboly R,,.; tedy jsou symboly # a prvni
z nich musi odpovidat symbolu # na konci S,, = u,,. Tedy S,,,1 musi zacinat
symbolem #, ktery odpovida druhému # na konci R,,;+1. Kdyby m + 1-ni Gsek
feSeni, ze kterého jsou vytvorena slova R,,11,Sy11, obsahoval pfed dvojici r, s9
jinou dvojici, neni tato dvojice uzavirajici, a tedy by S,,.+1 nezac¢inalo symbolem
#. Plati tedy R,,01 = 7o = qu##, Sme1 = So = #. Protoze slova Ry ... Ry
a S1...S,41 tvoli Casteéné FeSeni, musi byt slova ¢ ## a wu,,# bud shodna
nebo jedno je prefixem druhého. Obé tato slova konci slovem ## a jiné vyskyty
symbolu # neobsahuji. Musi tedy platit ¢, ## = u,,#. Z toho plyne u,, = ¢, #
a navic plati Ry ... R,,41 = S1...Sme1. Protoze uvazujeme miniméalni feseni, je
I = k a plati tedy soucasné

R1~~~Rm+1 = Tt ... Ty,
Sl---Sm-l—l = St -S4

Rl N Rm—i—l = #ul c. um_lum#
Sl e Sm+1 == #Ul e um_lum#

coz implikuje dokazované tvrzeni. O

Lemma 4 JestliZe se vypocet uwvazZovaneho TS zastavi v prijimajicim stavu, pak
existuje teseni t1 = 1,to, ...ty instance IPKP popsané v (3).

Diikaz. Postup, ktery je v diikazu predchoziho lemmatu pouzit k nalezeni vypo-
¢tu TS z feSeni IPKP, 1ze pouzit v obraceném poradi k nalezeni feseni IPKP na
zékladé vypoctu TS. O

Lemma 3 implikuje, Ze z existence feSeni instance IPKP pro danou pocatecni
konfiguraci TS plyne, Ze se vypocet TS pro tuto pocatec¢ni konfiguraci zastavi
ve stavu ¢, . Opacna implikace plyne z Lemmatu 4. Popsana konstrukce instance
IPKP je tedy redukci problému zastaveni na problém existence feseni IPKP, coz
implikuje Vétu 1. O
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Véta 5 Postiv korespondencni problem je algoritmicky nerozhodnutelnd tloha.

Diikaz. Ukazeme redukci IPKP na PKP. Necht r{,...,7, a sq,..., s, je instance
IPKP v abecedé ¥, ktera neobsahuje symboly 0, 1. Definujme pomocné funkce
Lip: ¥ — (X2U{0,1})* které vkladaji symbol 1 vlevo nebo vpravo od kazdého
symbolu vstupniho slova, tedy pro slovo zix5 ... 2, € X je

l(l’ll’g e ZL’k) = 1:13’11113'2 e 1l’k

p(l’lllfg NN l’k) = 1'111'21 N l’kl

Uvazme instanci PKP ve tvaru

1 |1 2 ... ln n+1
ri | 1(r) l(ry) | ... | l(ry) | 10
si | Ip(s1) | p(s2) | ... | p(sn) | O

Z kazdého TeSeni vychozi instance IPKP lze sestrojit feseni vysledné instance
PKP a také naopak. Z toho plyne, ze problém IPKP lze efektivné redukovat na
problém PKP, coz dokazuje tvrzeni véty. O

2 Neprazdnost pruniku bezkontextovych jazyku

Véta 6 Uloha rozhodnout pro libovolné zadané bezkontextové gramatiky G a G,
zda jazyk L(G1) N L(G3) je neprdzdny, je algoritmicky nerozhodnutelnd.

Diikaz. Uvazme instanci PKP ve tvaru rq,...,r, a s1,...,s,, kde slova r;, s;
jsou v abecedé X. Zvolme symboly ¢y, ..., c,, které nejsou v ¥ a budou kédovat
indexy 1,...,n. Sestrojme gramatiky G; a G tak, ze gramatika G; obsahuje pro
t=1,...,n pravidla

S1 — 1516

S1 — T8¢

a gramatika GG obsahuje pravidla

SQ — StSQCt

Sy — 804 .

Pokud L(G1)NL(G2) je neprazdny, obsahuje slovo tvaru ucy, . ..cy,ce,, kde k > 1,
u € X* a plati soucasné

U =TTy - Ty,

U = S¢Sty - - - Sy,

tedy existuje feseni vychozi instance PKP. Na druhé strané, z kazdého feseni
vychozi instance PKP lze obracenym postupem sestrojit slovo v jazyce L(G1) N
L(Gg) (I



