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Kapitola 1

Simplexova metoda

1.1 Znadeni

Transponovanou matici znac¢ime A”. Vektory povazujeme vzdy za sloupcové vektory,
tj. matice o jednom sloupci; fadkovy vektor piseme jako transponovany sloupcovy
vektor. Plati (Az)T = 2T AT a 2Ty = Zj x;y; je skalarni soucin vektora z a y; zfejmé
2Ty = yTx. Jsou-li z,y € R, definujeme x > y jestlize z; > y; pro kazdé j, a podobné
x >y jestlize x; > y; pro kazdé j. Vektor z spliujici z > 0 se nazyva nezaporny. Je-li
r>yaz>0, potom 2Tz > 2Ty. A; znadi j-ty sloupec matice A, takze pro maticovy
soucin plati (AC); = AC;. I je jednotkova matice.

1.2 Uloha lineArniho programovani

Zakladni problém:
min{c’z; Ax = b, x > 0} (P)

(historie, motivac¢ni ptiklady atd. - na cviceni). Jde tedy o tlohu minimalizace linedrni
funkce Tz = ; ¢ na mnoziné nezapornych reseni soustavy linearnich rovnic Ax =
b. Predpokladdme A € R™ " kde m < n (neni na ijmu obecnosti)!, potom b €
R™ c,x € R". Funkce c'x se nazyva tcelovd funkce, podminky Az = b,z > 0
nazyvame omezujici podminky (omezeni) tlohy (P).

Vektor x, ktery spliiuje omezujici podminky Ax = b, z > 0, se nazyva pfipustné
feSeni tlohy (P). Piipustné feSeni z* se nazyva optimalnim fesenim (P), jestlize plati
cTz* < cTx pro kazdé pripustné feseni (P); hodnotu ¢’z* nazjvame optimalni hod-
notou. Optimalni hodnota je urcena jednoznacné, kdezto optimélnich feseni muze byt
vice: je-li * optimalni feseni a plati ¢’ x* = ¢’'& pro jisté piipustné feseni Z, potom &

Ipozdéji ukdzeme, Ze na zaGatku algoritmu se k matici A pfidéva jednotkova matice m x m, tim
se pocet fadku stane mensim neZ pocet sloupcu



je rovnéz optimalnim fesenim.

1.3 Elementarni operace

Ptipomenme pojem elementarnich operaci:
1) nasobeni i-tého fadku ¢islem « # 0,

2) nasobeni i-tého Fadku ¢islem « a pficteni k fadku j # i.

Tvrzeni 1 Matice A, kterd je vysledkem provedeni posloupnosti elementdrnich operact
s matici A, je tvaru

A= PA,

kde P je jistd ctvercovd matice.

Diikaz Pro 7,5 € {1,...,m}, « € R' definujme P;;(a) jako matici, kterd vznikne
z jednotkové matice / nahrazenim ji-tého prvku? ¢islem a. Snadno nahlédneme, Ze
elementarni operace 1) je ekvivalentni vynasobeni zleva matici P;(«), a elementarni
operace 2) je ekvivalentni vynasobeni zleva matici Pj;(). Tedy vysledek A posloup-
nosti elementarnich operaci s matici A lze psat ve tvaru

121 = Pz‘eje(af) et Pi1j1 (al)A’
a polozime-li P = P,,;, (o) - ... Py (a1), je

A= PA.

([
Tteti elementarni operaci s matici A (vymeénu radku ¢ a j, i # j) lze v uvedeném
znaceni psat jako P, (—1)F;;(1)P;i(—1)P;;(1)A a tedy tvrzeni plati i pro ni.

1.4 Tabulka

Necht A je matice m x n, m < n, a necht B = (B, ..., B,,) je usporddand m-tice
vzdjemné ruznych ¢isel z {1,...,n}. Potom symbolem Ag znac¢ime ¢tvercovou matici
o sloupcich Ag,,..., Ag,,, tj.

(Ap); = A,
pro j = 1,...,m. Podobné definujeme x5 = (zp,,...,25,)", tj. (x5); = xp, pro

7 =1,...,m; analogicky cp.

2povsimnéte si prehozenych indext



Véta 1 Necht matice
A b
0
je elementdrnimi operacemi s pivoty jen v ¢dsti A prevedena na tvar
A b
¢ h )’

kde Ap = I ach = 07 pro jisté B (tj. v Bj-tém sloupci vanikne j-ty sloupec jednotkove

matice (j = 1,...,m)). Potom pro vyslednou matici plati
A = AGA,
b = A-lb

Diikaz Podle tvrzeni 1 je

A b - (A b
(25)-+(2 )

kde P = P, ,(ay) - ... Pyj (1) je matice (m + 1) x (m + 1). JelikoZ pivot se nikdy
nevybira v poslednim fadku, je i, < m + 1 pro k = 1,...,¢, tj. v poslednim sloupci

kazdé matice P, j, (ax) stoji posledni sloupec jednotkové matice I, a totéz tedy plati

(indukei) i pro matici P. To znamend, Ze P je tvaru

~ P 0
P_(yT 1)

pro jistou m x m matici P a jisty vektor y. Tedy upravena matice ma tvar

A b\ (PO A b\ PA  Pb
(o 7)=(r D) (5 0) = (it )
To znamend, ze A = PA a podle piedpokladu je I; = (Ag); = Ap, = (PA)p, =
PAp, = P(AB)j = (PAg); pro kazdé j, tedy PAg = I a P = Aj'. Podobné ¢! =
y" A+ ¢" a podle pfedpokladu 0 = (cg); = ¢5, = (y'A+")p, = yTAB + cp, =
(y Ag)j + (c B) (y" Ap + ck); pro kazdé j, coz znamena, Ze yTAB +ck =07, tedy
yT = —cL AL, takze visledna matice méa tvar

A _ AGA AZ'
2 T\ —cEAGA AL )

5

SIS

Ql



Poznamenejme, Ze lze rovnéZ psat ¢ = ¢! — cLA, h = —cLb.

(1)

Misto s matici

QY
|

budeme dale pracovat s tabulkou

B A b (T)

e h

ktera navic obsahuje prvni sloupec s indexovou mnozinou B, kterou budeme nazyvat
bazi. Je zfejmé, Ze tohoto sloupce se eliminace netyka. Dalsi tii véty vysvétluji vyznam
jednotlivych bloku tabulky (T).

1.5 Bazicka reseni

Véta 2 Jestlize v tabulce (T) je b >0, potom vektor P definovany predpisem

(@), = b (G=1,....m)
(@7); = 0 (J ¢ B)
je pripustngm vesenim tilohy (P) a plati h = —c'aB.

Diikaz Z definice 27 plyne, 7ze % > 0 a podle véty 1 je 25 := (28)p = b = A",
tedy Apx® = b, coz znamena, 7e

m

AxP =" A;(aP); =Y Ai(aP); =) Ap (2P, = Az =b.
J JjeB Jj=1
Tedy x je ptipustnym fesenim (P) a h = —c5Az'b = —chal = —cT2PB. O

Jestlize v tabulce (T) je b > 0, nazyvame ji simplexovou tabulkou. Véta 2 iikd, ze
ze simplexové tabulky je mozno vyéist pripustné feseni z7, které nazyvame bazickym
pripustnym fesenim s bazi B.

1.6 Kritérium optimality

Véta 3 Jestlize v simplexové tabulce (T) plati

c >0,



potom B je optimdlni veseni tlohy (P).

Dukaz Necht x je libovolné pfipustné feseni tlohy (P). Potom z ¢ > 0 podle véty 1

plyne
ch' > cLAGA

a prenasobenim nezapornym vektorem x
T T A-1A. _ T p-13 _ T B _ T, B
cx>cgAyAr = cgAgb=cgrg=c 27,

tedy 2 je optimalni. 0

1.7 Kritérium neomezenosti

Vé&ta 4 Necht v simplezové tabulce (T) existuje s tak, e ¢, <0 a Ay <0 (. @5 <0
pro kaZdé j)*. Potom
inf{c"x; Az = b, > 0} = —o0,

tj. hodnota ucelové funkce neni na mnoziné pripustnych reseni zdola omezend.

Dukaz Protoze ¢; < 0, je s ¢ B. Definujme z € R" predpisem zp = —A, (tj.
zp, = —Gjs pro j = 1,...,m), z, = 1, z; = 0 jinak. Potom z > 0 a podle véty 1 je

Az = Apzp+ Ay = —Ap(A'A)y + Ay = — A, + A, = 0

a dale
'z =chzg +cozs + Z Cjzj = Cs — chglAs =c, < 0.
JEB,j#s
Z toho plyne, 7e kazdy bod tvaru 2% + az, a € R, a > 0 je piipustnym fesenim (P)
(nebot 28 + az > 0 a A(2® + az) = Az® =) a plati

lim (2% + az) = lim ("2 + ag,) = —oo0,

a—00 a—00

COZ zZnamena, ze
inf{c"z; Az = b,z > 0} = —o0.

O

Povsimnéte si, ze v tomto piipadé obsahuje mnozina pripustnych feseni polopiimku
{2P + az; a > 0} podél niz éelova funkce klesd do —oo.

3nikoliv Zi< 0 (casta chyba u zkousek, snad zptisobena analogii s pfedchozim ¢, < 0); potom by
v pripadé ze Ay <0 a Ay £ 0 doslo k selhédni algoritmu, viz véta 5 déle



1.8 Bézny krok algoritmu

Véta 5 Necht v simplexové tabulce (T) neni splnéno kritérium optimality ani krité-
rium neomezenosti. Potom uréime-li indexy s,r ze vzorcu

s = min{j; ¢; < 0}, (1.1)
, by . [ b _
B, =min{ By; — =minq —; @js > 0, a3 >0 (1.2)
ks Qjs

(tzv. Blandovo pravidlo)*, provedeme-li eliminaci s pivotem @, a poloZime-li B, := s,
dostavame opét simplexovou tabulku

B A

—T 7
c h

(t]. b > 0) a nové bdzické pripustné reseni x® spliuje

!
B < B,

Je-li navic b, > 0, potom

/
CT.TB < chB.

Dukaz Jelikoz v tabulce (T) neni splnéno kritérium optimality, je ¢; < 0 pro jisté
J, takZe s je vzorcem (1.1) dobie definovéano. Rovnéz, jelikoz neni splnéno kritérium

neomezenosti, existuje j pro které a;, > 0, takZe mnozina {ab—’, Ujs > 0} je neprazdna
Js

a tedy i r je vzorcem (1.2) dobfe definovano. Navic @,; > 0, takZe @,s lze vybrat za

pivota.

V tabulce (T) byl v Bj-tém sloupci j-ty sloupec jednotkové matice, j = 1,...,m
(véta 1). Pfi eliminaci s pivotem @, se vytvoii r-ty sloupec jednotkové matice v s-
tém sloupci tabulky, pficemz zadny z ostatnich sloupct jednotkové matice se nezméni
(ty maji v r-tém Fadku nuly, takZe eliminace se jich nedotkne). To znamen4, Ze nova
tabulka odpovida indexové mnoziné

B, = (Bl, ceey Br—la S, BT+1, ce ,Bm).

Eliminaci v puvodni tabulce

4chybné formulace pravidla (1.1), (1.2) je nejéastéjsi chybou u zkousek z linedrniho programovéni



5 ajs 5
: 7
s pivotem @,; dostaneme tabulku
s ! "
L;j 0 bj — :ajsa:s
0 h -,

tj.B;— bT ab —b ; —proy # r. Dokazeme, ze ed > 0. Protoze b, > 0 a @,5 > 0,
je l;; > 0. Je—h Jj #raa;; <0, potom bj =b; — > b; > 0. Nakonec, je-li j # 7 a
a;s > 0, potom ze vzorce (1.2) vyplyva

b, b
— = min jajs >0p < —,
CL a]s a]s

- >0, ¢ili b > 0. Tim jsme dokazali, ze b > 0. Tedy tabulka
, pro které podle

a]S, -

z ¢ehoz plyne b
po provedeni ehmmace odpov1da baz1ckemu pfipustnému feseni x?

véty 2 plati B
b
= — L < -—h=c"2x

~
%
|

|
=~



1.9 Simplexovy algoritmus

Shrneme-li dosavadni poznatky, muzeme formulovat tento algoritmus:

Algoritmus (simplexova metoda; Dantzig 1947)

sestav vychozi simplexovou tabulku;
opt: = false; neom: = false;

repeat
if ¢ > 0 then opt: = true else
begin
s := min{yj; ¢; < 0};
if A, <0 then neom:= true else
begin
urci r, pro které B, = min {Bk; a% = min {abjs; Ujs > O} , Qs > 0};
proved eliminaci s pivotem @,.;
B, =s
end
end

until (opt or neom);
if opt then {z? je optimélni feseni} else {loha je neomezena}.

1.10 Konecnost algoritmu

Cyklem rozumime konecnou posloupnost kroku simplexového algoritmu, ktera zacina
i kond¢i stejnou bazi B (a tedy i stejnou simplexovou tabulkou).

Tvrzeni 2 V prabéhu cyklu:

(i) zustdvd posledni sloupec beze zmény,

(i4) v kazdém kroku pro vddek r obsahugici pivota plati b, = 0.

Diikaz Jestlize algoritmus konstruuje cyklus B, B?, ..., B* = B!, potom podle véty 5
plati
chBl > cTa:Bz > ... > chBZ = cTasBl

- Y

z ¢ehoz plyne
1 2 13
P =P = =T

Potom podle véty 5 v kazdé tabulce cyklu s pivotem @,, musi byt b, =0 (jinak by
ucelova funkce klesla). Z toho pak plyne, Ze pfi eliminaci se sloupec b neméni (viz

10



vzorce pro l_);- v ditkazu véty 5), stejné tak jako hodnota tucelové funkce h. a

Ukazeme, Ze v uvedené verzi simplexového algoritmu s Blandovym pravidlem pro vybér
pivota cyklus nemuze nastat (muze vSak nastat pfi modifikaci tohoto pravidla, jak
bude ukazano pozdéji). To znamend, Ze algoritmus se nemuze vratit do béaze, kterou
uz jednou prosel, a protoze bazi je konecné mnoho, bude z toho plynout konecnost
algoritmu.

Véta 6 Simplexovy algoritmus je konecny.

Diikaz Predpokladejme, ze algoritmus se pro jistou tlohu zacykli. Ozna¢me T' mnozinu
vSech indexu s, vstupujicich do baze béhem cyklu, a nechf ¢ = max 7. Necht ¢ vstupuje
do baze v tabulce

By
Yq <0
a vystupuje v tabulce
q e ETS . ET
¢s <0
s bazi B. Definujme z piedpisem zp = A, (tj. zg, = Qjs Pro j = 1,...,m), zg = —1,

zj = 0 jinak, tedy 25 = AR'A,, Az = Agzp + (—1)A, = 0, coz dava

T T T 4-1 T T T 4-1
E Yz = Y 2= (c —cpApA)z =c 2 =cpzp+cozs = cpAp As — ¢
k

= —(cF' =LA A), = —¢, >0,

to znamena, ze existuje k takové, ze yrzr > 0. Protoze yr # 0, je k &€ By; zx # 0
implikuje bud k& € B, nebo k = s, tj. bud je v bazi, nebo do ni pravé vstupuje, tedy
k € T. Déle y,2, = y,a,s < 0 (nebot pivot je kladny), tedy k # ¢. Dokazeme, ze ¢ < k,
to bude spor s volbou ¢ jako maximalniho prvku 7.

Protoze yrzx > 0, je bud a) y, < 0, 2, < 0, nebo b) y > 0, z > 0.

a) Je-li yx < 0, potom k pfipadalo v tvahu pro vstup do baze By, ale nebylo vybréno,
takze podle pravidla (1.1) je ¢ < k.

11



b) Je-li yp, > 0, 2, > 0, potom z, = zp, = Gps > 0 pro jisté p. Protoze y, > 0,
k nebylo v bazi By, ale je v B, tedy muselo vstoupit, coz podle pfedchoziho tvrzeni

znamena ze b, = 0, tj. -
. [ b
= mln{_—J; ajs > 0p.
ps Ajs

Tedy B, bylo vhodné pro vybér, ale nebylo vybrano, takze podle pravidla (1.2) muselo
byt B, < By, tj. ¢ < k.

V obou pripadech je ¢ < k, tedy jsme nalezli k£ € T, k > ¢, kde ¢ = maxT', a to je
spor. Proto cyklus nemuze nastat. O

I o
’UI

0=

Q

1.11 Dvoufazova simplexova metoda

Simplexovy algoritmus popsany v ¢asti 1.9 nefesi otazku sestaveni vychozi simplexové
tabulky (kde b > 0). Ta se sestavuje v ramci faze I tzv. dvoufazové simplexové metody,
pricemz - na prvni pohled paradoxné - se k jejimu sestaveni opét pouziva simplexového
algoritmu.

Pfi feseni tlohy (P) muZzeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze b > 0, jinak v
soustavé omezeni nahradime kazdou rovnici (Az); = b;, kde b; < 0, rovnici —(Az); =
—b;. Pro tlohu v tomto tvaru sestavime vychozi tabulku

B A I b
° (To)

—el'A 0’ —el'h

kde I je jednotkova matice m x m, e = (1,..., )T € R™" a By = (n+1,...,n+m).
Z véty 1 plyne, ze (Ty) je simplexova tabulka pro tlohu

min{07z + e’'2’; Ax 4+ Iz = b, x >0, 2’ > 0} (1.3)

s bazi By (kde ' = (Zpi1,-- -, Tnem)? je vektor tzv. umélych proménnych), nebot
A, = I, cg, = e a b > 0. Aplikujeme-li na tlohu (1.3) s vychozi tabulkou (Tj)
simplexovy algoritmus (tzv. faze I), dojdeme po koneéném poctu kroku (véta 6) k
tabulce

¢’ > 0" d >07 —h

@)

12



kterd dava optimalni Feseni tlohy (1.3) s optimalni hodnotou h* (t¢elova funkce (1.3)
je omezend zdola nulou, takze kritérium neomezenosti nemuze byt nikdy splnéno a
h* > 0). Nyni mohou nastat dvé moznosti. Je-li h* > 0, neni tloha (P) pfipustna a
jeji feSeni muzeme ukonéit (kdyby totiz (P) méla pfipustné feseni x, potom pro 2’ = 0
bychom dostali ptipustné feSeni tlohy (1.3) s hodnotou tucelové funkce 0, coz je ve
sporu s h* > 0). Je-li h* = 0, je v optimalnim Feseni (1.3) eT2’ = 0, tedy 2/ = 0
(nebot 2’ > 0), takze z-ova ¢ast optimalniho feSeni tlohy (1.3) je piipustnym FeSenim
(P). Z tabulky (T;) miizeme nyni vyskrtnout bloky I a ET, které dohraly svou roli,
a nahradit posledni fadek hodnotami, které odpovidaji ucelové funkci puvodni tlohy
(P) (pfi¢emz bloky B, A, b se neméni), ¢im#z dostaneme tabulku

b A ’ (Ty)

T _ T A 7
¢ —cgA —cpb

kterou muzeme pouzit jako vychozi tabulku simplexového algoritmu pro feseni puvodni
tlohy (P), jenz po kone¢né mnoha krocich (véta 6) nalezne optimalni feseni tlohy (P)
nebo ovéti jeji neomezenost (faze II).

Poznamka 1. Jestlize v tabulce (T1) je B; > n pro jisté j, potom v bazi zustala
uméld proménnd z; _,, a pied prechodem k redukované tabulce (T5) je treba se ji
zbavit. K tomu tcelu nalezneme libovolny prvek @;s; # 0 a provedeme s nim jako s
pivotem obvyklou eliminaci, ¢imz dostaneme B; := s < n. Protoze Ej = (0 vzhledem k
2’ = 0, muze byt v tomto pripadé pivot i zaporny, nebot nenarusi nezdpornost pravé
strany. Je-li @;; = 0 pro vSechna s, obsahuje cely j-ty fadek tabulky (T;) nuly, je tedy
linedrné zavisly a lze jej vyskrtnout.

Poznamka 2. Pfi pfechodu k tabulce (T3) neni ve skutecnosti nutno pocitat posledni
fadek podle uvedenych vzorcu. Staci vyjit od tabulky

B A b

cl 0

a eliminaci vynulovat prvky kriteridlniho fadku pod sloupci jednotkové matice, kteréa
je jiz v A obsazena. Tim dostaneme tabulku tvaru (Ts).

1.12 T¥i mozZnosti ukondéeni

Véta 7 Pro kazdou tdlohu (P) nastdvd prdvé jedna ze tri moznosti:
(i) tloha nemd pripustné resent,

13



(i1) uloha ma optimdlni TeSen,

(11i) ucelovd funkce je na mnoZiné pripustnijch teSeni neomezend zdola.

Dukaz Faze I i II jsou podle véty 6 konecné a proto po koneéném poctu kroku dojde
k jednomu ze tii moznych zastaveni. O

V ptipadech (i), (iii) se ¢asto pro zjednoduseni tik4, Ze loha (P) je nepfipustna resp.
neomezena. Tuto terminologii pouzijeme v kapitole 2

1.13 Mnozina optimalnich reseni

Véta 8 Necht v simplexové tabulce (T) je nalezeno optimdini fesend (tj. € > 0). Potom
mnozina vSech optimdlnich TeSeni je popsand soustavou

Ar* = b
et = 0
> 0.

Dikaz Je-li * optimalni feSeni, potom je pifpustné, tedy z Az* = b plyne Az* =

AG'Ar* = AG'b = b, acla* = (" — cpAp "A)z* = cla* — cAG = Ta* — chall =
cl'er — T B = 0. Naopak, z Az* = b plyne Az* = b, tedy z* je pFipustné, a
0= ETas* = Tz — cLaB = o~ cTa:B, takze cTa* = cTaP, kde 2P je optimélni
feSeni, a proto i x* je optimalni feseni. O

Véta 9 Je-li v posledni simplexové tabulce
¢; >0 prokazdé j ¢ B,

potom B je jedingm optimdlnim vesenim 1ilohy (P).
Diikaz Podle véty 8 kazdé optimalni feseni 2* spliiuje ¢l 2% = > ;G2 =0,kdec; >0
a x; > 0 pro kazdé j, tedy ¢;z; = 0 pro vSechna j. Z predpokladu potom plyne, Ze

x; = 0 pro kazdé j ¢ B. To znamend, Ze Az* = ABxB = b, tedy 2% = Az'b=b a
x; = 0 pro kazdé j ¢ B, takze podle véty 2 je z* = ¥ a optimdlni feseni je Jedlne a
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1.14 Ukazka vypoctu a zacykleni

P1i pocatecni simplexové tabulce

1 1.000 0.000 0.000 0.000  0.600 —6.400 4.800 | 0.000
2 10.000 1.000 0.000 0.000  0.200 -1.800 0.600 | 0.000
3 10.000 0.000 1.000 0.000  0.400 —1.600 0.200 | 0.000
41 0.000 0.000 0.000 1.000  0.000 1.000 0.000 | 1.000

0.000 0.000 0.000 0.000 —-0.400 —0.400 1.800 | 0.000

postupuje simplexovy algoritmus v nasledujicich krocich (véta 5):

= W N Ot

1.667
—0.333
—0.667

0.000

0.000
1.000
0.000
0.000

0.000
0.000
1.000
0.000

0.000
0.000
0.000
1.000

1.000
0.000
0.000
0.000

—10.667
0.333
2.667
1.000

8.000 | 0.000
—1.000 | 0.000
—3.000 | 0.000

0.000 | 1.000

0.667

0.000

0.000

0.000

0.000

—4.667

5.000 | 0.000

= W O Ot

—9.000
—1.000
2.000
1.000

32.000
3.000
—8.000
—3.000

0.000
0.000
1.000
0.000

0.000
0.000
0.000
1.000

1.000
0.000
0.000
0.000

0.000
1.000
0.000
0.000

—24.000 | 0.000
—3.000 | 0.000
5.000 | 0.000
3.000 | 1.000

—4.000

14.000

0.000

0.000

0.000

0.000

—9.000 | 0.000

=~ = O Ot

0.000
0.000
1.000
0.000

—4.000
—1.000
—4.000

1.000

4.500
0.500
0.500
—0.500

0.000
0.000
0.000
1.000

1.000
0.000
0.000
0.000

0.000
1.000
0.000
0.000

—1.500 | 0.000
—0.500 | 0.000
2.500 | 0.000
0.500 | 1.000

0.000

—2.000

2.000

0.000

0.000

0.000

1.000 | 0.000

N = O Ot

0.000
0.000
1.000
0.000

0.000
0.000

2.500
0.000

0.000 —1.500
1.000 —0.500

4.000
1.000
4.000
1.000

1.000
0.000
0.000
0.000

0.000
1.000
0.000
0.000

0.500
0.000
4.500
0.500

4.000
1.000
4.000
1.000

0.000

0.000

1.000

2.000

0.000

0.000

2.000

2.000
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Vysledna tabulka (véta 3) dava optimalni FeSeni (véta 2)
r* = (4,1,0,0,4,1,0)".

UvaZzujme nyni tentyz algoritmus s touto modifikaci Blandova pravidla (1.1), (1.2)

pro vybér s, r:
s = min{k; ¢; = min¢,},
j

b b;
r= min{k; _k = min{_—]; s > 0} , Qs > O} .
Qs Qjs

Pii této modifikaci ziistavaji hlavni vlastnosti b&zného kroku (udrZeni nezapornosti b
a klesani ucelové funkee, viz véta 5) zachovany. Nicméné modifikovany algoritmus se u
stejného prikladu po 6 krocich vrati k puvodni tabulce a vzhledem k deterministi¢nosti
modifikovaného pravidla bude donekoneéna obihat ve stejném cyklu (nejlépe je jeho
mechanismus patrny ze sloupce B):

1| 1.000 0.000 0.000 0.000 0.600 —6.400 4.800 | 0.000
21 0.000 1.000 0.000 0.000 0.200 —1.800 0.600 | 0.000
3| 0.000 0.000 1.000 0.000 0.400 -—1.600 0.200 | 0.000
4| 0.000 0.000 0.000 1.000  0.000 1.000  0.000 | 1.000
0.000 0.000 0.000 0.000 -—-0.400 -0.400 1.800 | 0.000
) 1.667 0.000 0.000 0.000 1.000 -—10.667  8.000 | 0.000
2|1-0.333 1.000 0.000 0.000 0.000 0.333 —1.000 | 0.000
3| —0.667 0.000 1.000 0.000 0.000 2.667 —3.000 | 0.000
4| 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000 | 1.000
0.667 0.000 0.000 0.000 0.000 —4.667  5.000 | 0.000
9 1 —9.000 32.000 0.000 0.000 1.000 0.000 —24.000 |0.000
6 | —1.000  3.000 0.000 0.000 0.000 1.000 —3.000 | 0.000
3 2.000 —8.000 1.000 0.000 0.000 0.000 5.000 | 0.000
4 1.000 —3.000 0.000 1.000 0.000 0.000 3.000 | 1.000
—4.000 14.000 0.000 0.000 0.000 0.000 —9.000 | 0.000
) 0.600 —6.400  4.800 0.000 1.000 0.000 0.000 | 0.000
6 0.200 —1.800 0.600 0.000 0.000 1.000 0.000 | 0.000
71 0.400 —1.600 0.200 0.000 0.000 0.000 1.000 | 0.000
4 | —0.200 1.800 —0.600 1.000 0.000 0.000 0.000 | 1.000
—0.400 —0.400 1.800 0.000 0.000 0.000 0.000 | 0.000
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1.000 -10.667  8.000 0.000 1.667 0.000 0.000 | 0.000
0.000 0.333 —1.000 0.000 -—0.333 1.000 0.000 | 0.000
0.000 2.667 —3.000 0.000 -0.667 0.000 1.000 | 0.000
0.000 —0.333 1.000 1.000  0.333 0.000 0.000 | 1.000
0.000 —4.667  5.000 0.000  0.667 0.000 0.000 | 0.000

B~ =~ O

1.000 0.000 —24.000 0.000 -9.000 32.000 0.000 | 0.000
0.000 1.000 —3.000 0.000 -1.000  3.000 0.000 | 0.000
0.000 0.000 5.000 0.000 2.000 —8.000 1.000 | 0.000
0.000 0.000 0.000 1.000  0.000 1.000 0.000 | 1.000
0.000 0.000 —9.000 0.000 —4.000 14.000 0.000 | 0.000

N I N

1.000 0.000 0.000 0.000  0.600 —6.400 4.800 | 0.000
0.000 1.000 0.000 0.000  0.200 —1.800 0.600 | 0.000
0.000 0.000 1.000 0.000  0.400 —1.600 0.200 | 0.000
0.000 0.000 0.000 1.000  0.000 1.000 0.000 | 1.000
0.000 0.000 0.000 0.000 -—0.400 —0.400 1.800 | 0.000

=W DN =

Tento ptiklad ukazuje vyznam Blandova pravidla (1.1), (1.2) pro zaruceni konec¢nosti
simplexového algoritmu.

1.15 Dodatek: Vlastnosti bazickych reseni

Véta 10 Necht rdadky matice A jsou linedrné nezdvislé. Potom pro dané pripustné
reseni x jsou nasledugici tvrzent ekvivalentni:

(i) x je bazické (tj. x = xP pro jisté B),
(i) mnoZina {A;; x; > 0} je linedrné nezdvisld,
(11i) x je vrcholem mnoZiny pripustnijch resent.
Poznamka Bod z € X se nazyva vrcholem mnoziny X jestlize neexistuji z*, 2% € X,

at # 2? tak, ze x = (2! + 2?) (tj. = neni stiedem Z4dné tsecky s koncovymi body
v X).

Dukaz Dokéazeme (i)=(ii)=-(iii)=(ii)=>(i). Polozme J = {j; x; > 0}.

(i)=-(ii): Pro piipustné feseni = tvaru 2% je podle véty 2 {A;; j € J} C{Ag,,..., 4B, },
pricemz {Ag,, ..., Ap,, }, jakozto mnozina sloupcu reguldrni matice Ap, je line-
arné nezavisla, tedy i {A;; j € J} je linedrné nezavisla.
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(i) = (iid):

(iii) = (ii):

Predpokladejme sporem, Ze existuji pfipustna feseni z!, 2%, z' # 2%, pro ktera
1

T = §(x1 + 2?%). Potom pro kazdé j takové, Ze x; > 0 nebo x? >0, je z; > 0, tj.

J € J, takze
Zij} = Az =b= A2’ = Zij?,
j€J jed
coz implikuje
> Az —a3) =0
jeJ

kde zj # 27 pro jisté j € J, tedy mnozina {A;; j € J} je linedrné zévisld, coz je
Spor.

Sporem: predpokladejme, ze mnozina {A;; j € J} je linearné zavisla, takze exis-
tuji 2, j € J tak, ze Z]EJ Ajz; = 0, pricemz z; # 0 pro jisté j € J. Protoze
x; > 0 pro kazdé j € J, existuje dostatecné malé « s vlastnosti z; — az; > 0,
x; + az; > 0 pro kazdé j € J. Dodefinujme z; = 0 pro j ¢ J, potom Az = 0
az # 0, a polozme 2! = x — az, 22 = x + az. Potom je 2! > 0, 22 > 0,
Azt = Ax? = b, takze z' a 2? jsou piipustnd feseni takovd, Ze z' # 2% a
x = (2" + z%), tj. = neni vrcholem mnoZiny pripustnych Feseni, coz je spor.

i): Jelikoz A ma radkovou hodnost m, ma i sloupcovou hodnost m, proto existuje

m-prvkova mnozina B takova, ze J C B a {A;; j € B} je linearné nezavisla.
Potom Ap je reguldrni a pro x; > 0 je j € B, tedy x spliuje Agxp = 0, tj.
rg = Aglb >0ax; =0proj ¢ B, takze tabulka s bazi B je simplexova a podle
véty 2 plati x = 2B,

O

Vlastnost (ii) je v mnohych ucebnicich alternativné pouzivéana k definici bazického
feSeni. Tvrzeni (iii) fikd, Ze bazickd FeSeni jsou pravé vSechny vrcholy mnoziny pii-
pustnych FeSeni (ve smyslu vrcholu konvexniho polyedru). Simplexovy algoritmus lze
tedy geometricky interpretovat tak, ze postupuje po vrcholech mnoziny pfipustnych e-
Seni a v kazdém kroku prechéazi k jednomu ze sousednich vrcholt s mensi nebo stejnou
hodnotou ucelové funkce.
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Kapitola 2

Teorie duality

2.1 Primarni a dualni uloha

K tloze
min{c’z; Ax = b,z > 0}, (P)

kterou v této kapitole budeme nazyvat primarni, uvazujme tzv. dualni alohu
max{b’y; ATy < cl}. (D)
Vektor y spliiujici ATy < ¢ se nazyvéa pripustnym fesenim (D); optimalni Feseni se
definuje analogicky jako u priméarni tilohy. Pro tlohu (D) opét nastava praveé jedna ze t¥i
moznosti ukonceni uvedenych ve vété 7 (nepfipustnost, existence optimalniho FeSeni,

neomezenost). V této kapitole ukazeme, ze mezi obéma tlohami existuje tizky vztah,
ackoliv jejich pfipustna feseni patii obecné do ruznych prostoru (xr € R™, y € R™).

2.2 Slaba véta o dualité
Véta 11 Jsou-li z, y pripustnd teseni (P), (D), potom plati
e > bTy.
Navic, plati-li pro jistou dvojict pripustnych reseni
g
potom x* je optimdlni Teseni (P) a y* je optimdini feseni (D).
Dikaz Vzhledem k nezapornosti vektoru x plati
o =alc>a" ATy = (Ax)Ty = bTy.
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Je-li ¢cTa* = bTy*, potom pro kazdé piipustné feseni z je podle pravé dokézané ne-
rovnosti clz > bTy* = cT'z*, tedy z* je optimalni feseni (P), a analogicky pro kazdé
pifpustné feseni y je b'y* = cTa* > by, tedy y* je optimélni feseni (D). O

2.3 Vypocet dualniho optimalniho reseni

Véta 12 Je-li 28 bdzické optimdlni veseni ulohy (P) nalezené v poslednim kroku sim-
plexového algoritmu, potom vektor

vy = (AB)en
je optimdlnim teSenim dlohy (D), plati
e =ty (2.1)
a mnozina optimdlnich teseni ulohy (D) je popsand soustavou

ATy ¢, (2.2)
vy = bly*

!\3
w
~—

Je-li navic 28 > 0, potom y* je jedinym optimdlnim vesenim (D).

Diikaz V posledni tabulce je 7 := ¢ — cLAZ'A > 07 tedy T — ((AL) lep)TA =
' —y*TA> 0T, tj. ATy* < ¢, takZe y* je pFipustné feSeni (D). Dale c’2? = cLzB =
cEAG'D = ((AR)"tep)Tb = y*Th = bTy* a podle druhé &asti véty 11 je y* optimdlni
feseni (D). Je-li y feSenim soustavy (2.2), (2.3), potom je to pfipustné feseni (D), ve
kterém se nabyva optimalni hodnota, je to tedy optimalni feseni (D), a naopak zfejmé
kaZzdé optimdalni feseni y tilohy (D) splituje (2.2), (2.3). Jestlize 25 > 0 a y je libovolné
optimalni feseni (D), potom z (2.1) plyne

(:EB)TC — CTJ}B — bTy* — bTy — (AJIB)Ty — (ZL’B)TATy,
coz implikuje

n

Z 2P (c— ATy); = Z 2P(c— ATy); = (%) (c — ATy) = 0.

jeB =1
Jelikoz 27 > 0 a (¢ — ATy); > 0 pro kazdé j € B, znamend to, ze (¢ — ATy); = 0 pro
kazdé j € B, tedy ALy = cp a odtud y = (AL)"lcp = y*, takZe optimélni TeSeni je
jediné. a

Jak je vidét, y* je feSenim soustavy ALy* = cp.
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2.4 Véta o dualité

vvvvvv

vysledek linearniho programovani.

Véta 13 Pro dvojici uloh (P), (D) jsou ndsledujici turzeni ekvivalentni:

(i)
(it)

(P) ma optimdlni vesent,

(D) md optimdini Tesent,

(11i) obé ulohy (P), (D) jsou pFipustné.

Plati-li libovolné z téchto turzend, potom obé tlohy maji stejnou optimdlni hodnotu'.

Dukaz Dokazeme (i)=(ii)=-(iii)=(i).

(1) = (id):

(if) = (iii):

Ma-li (P) optimdlni feSeni, potom podle véty 6 simplexovd metoda po konetné
mnoha krocich najde tabulku s optimalnim feSenim (P), z ni lze podle véty 12
zkonstruovat optimalni feseni (D) a podle téZe véty se optimalni hodnoty rovnaj.

Necht (D) mé optimélni feseni y*. UvaZzujme pomocnou tlohu linedrniho progra-
movéani?

T

—b U1 Y1 U1
min b yo |5 (AT AT =) | o | =—c. | 5 | 20p. (24)
0 Y3 Y3 Y3

Ukazeme, Ze tato tloha ma optimdlni feSeni. Zvolme ¢ > 0, y, > 0 tak, aby
y* =1y, — vy (to lze) a polozme y4 = ¢ — ATy*. Potom y4 > 0 a plati

—Alyy + Ay, —yy = ATy —yy = —,

coZ znamena, Ze tloha (2.4) je ptipustnd. Déle, je-li y1, yo, y3 libovolné pFipustné
feSeni (2.4), potom z
— ATy + ATy, —ys = —c
plyne
AT(yl - y2> S ¢,
(D

tedy y1 — yo je pfipustné feSeni (D) a proto plati b7 (y; — yo) < bLy*, takze

—b"yy + 0" ys + 0T ys = —b" (y1 — ya) > —b"y".

Inikoliv stejné optimalni Feseni
2jde o piepis dudlni tlohy v primarnim tvaru, na ktery miZeme pouzit uz dokédzanou implikaci
. ey

»(1)=(ii)
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(iii) = (i):

Tedy tloha (2.4), ktera je v primarnim tvaru, je pfipustné a jeji icelova funkce
je omezena zdola, takze podle véty 7 ma optimalni Feseni, proto podle dukazu
¢asti ,,(1)=-(ii)“ ma optimalni FeSeni i k ni duélni tloha

—A —b
max { —c’x; A lx< b ,
—1I 0

kterou lze psat ve tvaru
max {—ch;Ax =bx > O} ,
a tedy ma optimdlni (tj. pfipustné) feseni i tloha
min {ch; Ax =b,x > 0} ,
coz je (P).

Je-li (P) pfipustnd a ma-li (D) piipustné feSeni yo, potom podle véty 11 pro
libovolné pfipustné feseni x tlohy (P) plati

e > bTyo,

takze jeji u¢elova funkce je zdola omezena a podle véty 7 mé (P) optimalni feseni.

O

V nékterych udebnicich se za vétu o dualité oznacuje pouze ekvivalence (i) (i),
ptipadné implikace ,,(iii)=-(1)A(ii)“.

2.5 Podminky optimality

Véta 14 Necht x, y jsou pripustnd teSeni uloh (P), (D). Potom ndsledugici turzeni
jsou ekvivalentni:

(i) &, y jsou optimdini Feseni (P), (D),
(i) z¥(c — ATy) =0,
(iii) (Vj)(z; > 0= (ATy); = ¢;),
(i) (V5)((ATy); < ¢; = x; =0).

Dukaz Dokéazeme (i)=-(ii)=-(iii)=(iv)=(i).
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(i)=(ii):

(if) = (iii):

(ill)=(iv):

(iv)=(i):

Jsou-li z, y optimalni feseni, potom podle véty o dualité ¢’z = by a podle slabé
véty o dualité (véta 11) je cfx > (Az)Ty = bTy = T, tedy 27c = 27 ATy a
2l (c— ATy) = 0.

Protoze 2" (c — ATy) = 3, wj(c — ATy); = 0, piicemz z; > 0 a (c — ATy); > 0
pro vSechna j, znamend to, Ze pro kazdé j je z;(c — ATy); = 0 a tedy z; > 0

implikuje (ATy); = ¢;.

Tvrzeni (iv) vznikne obrdcenim implikace (iii) s pfihlédnutim k tomu, Ze x, y
spliuji z > 0, ATy < c.

Plati-li (iv), potom 2”(c — ATy) = 3 7;(c; — (ATy);) = 0 a odtud 'z =
2T ATy = (Az)Ty = by, takZe podle slabé véty o dualité jsou z, y optimalni
feseni (P), (D).

O
2.6 Farkasova véta
Véta 15 (Farkasova véta®) Necht A € R™ ™ b € R™. Potom soustava
Az = b, (2.5)
r > 2
ma resent praveé kdyz plati
(Vy)(ATy > 0= b"y > 0). (2.7)
Dikaz Uvazujme tlohu
min {07 z; Az = b,z > 0} (Po)
a k ni duélni tlohu
max {bTy; ATy < O} : (Do)

Jestlize soustava (2.5), (2.6) mé feSeni z, potom pro kazdé y spliujici ATy > 0
je AT(—y) < 0, tedy —y je ptipustné feseni (Dy) a podle slabé véty o dualité je
0 =0Tz > bT(—y) = —bly, takze bTy > 0. Naopak, necht plati (2.7). Potom (D)
je pripustné, protoze y = 0 je piipustné. Dale, jeji ticelova funkce je omezena: je-li
ATy <0, potom AT(—y) > 0, z éehoz podle (2.7) plyne b7 (—y) > 0 a bTy < 0, tedy
(Do) méa podle véty 7 optimalni feSeni, a podle véty o dualité ma i (Py) optimélni

3n&kdy téz Farkasovo lemma (vysl. ,,Farkasovo®)
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feSeni, které splnuje Ax = b, x > 0. O

Diisledek Az = b, x > 0 nemd Teseni pravé kdyZ existuje y takové, Ze ATy > 0,
bly < 0.

Farkasova véta je vyznamnym teoretickym vysledkem; v praxi vSak pro ovéreni fesi-
telnosti soustavy (2.5), (2.6) pouzijeme fazi I simplexového algoritmu.

2.7 Charakteristika neomezenosti

Véta 16 Necht (P) je pripustnd. Potom nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) (P) je neomezend,

(ii) (D) je nepripustnd,

(iii) existuje vektor z pro ktery plati Az =0,z >0 ac’'z <0.

Dukaz Dokazeme (i)=(ii)=-(iii)=(i).

(1)=(ii):

(if) = (iii):

(iii) = (i):

Jestlize (P) je neomezenda, potom (D) nemuze byt pfipustna (kdyby byla pii-
pustna, potom podle véty o dualité, implikace ,,(iii)=-(i)“ by (P) méla optimalni
feSeni, coz je spor).

Je-li (D) je nepfipustnda, potom soustava
Alyy — Alys +y3 = ¢,

y1207?/2207y320

nemé fefeni (jinak by platilo AT (y; — 12) < ¢ a y; — y» by bylo pifpustnym
fesenim (D)), coz podle dusledku Farkasovy véty implikuje existenci vektoru z
takového, 7e Az >0, —A2>0,2>0ac’2<0,tj. Az=0,2>0ac'z<0.

Je-li x libovolné pfipustné feseni (P), potom pro kazdé o > 0 je x + az > 0 a
Az + az) = Az + aAz = Az = b, tedy x + az je pfipustné feseni (P) a plati

lim ¢’ (z +az) = lim ("2 + ac’'z) = —oo,

a—00 a—00

tj. (P) je neomezena.

Vektor z s vlastnosti (iii) lze vy¢ist ze simplexové tabulky, viz dukaz véty 4.
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2.8 Ulohy s nerovnostmi

Uvazujme nyni tlohu v primarnim tvaru s omezenim ve tvaru nerovnosti:
min{c’z; Az > b,z > 0}. (P")
Tuto ulohu lze prevést na primarni tlohu s omezenim ve tvaru rovnosti
min{c’z + 072'; Av — 2’ = b,x > 0,2" > 0}, (2.8)
ktera je zfejmé nepfipustnd (neomezend, ma optimélni feSeni) pravé kdyz (P’) méa
stejnou vlastnost; navic v poslednim ptfipadé maji tlohy (P’), (2.8) stejnou optimélni
hodnotu. Na tlohu (2.8), kterd je v primérnim tvaru (P), muZeme tedy aplikovat

piedchozi teorii. Dualni tiloha k (2.8), a tedy i k (P’), je!

max{b"y; ATy <,y >0} (D)

Véta 17 Slabd véta o dualité (véta 11) a véta o dualité (véta 13) plati ve stejném
znéni i pro ulohy (P’), (D’).

Dukaz plyne z vét 11 a 13, aplikovanych na dvojici (2.8), (D’), a z vySeuvedené kore-
spondence mezi tlohami (P’) a (2.8). O

Podminky optimality jsou vSak odliné (srv. s vétou 14):

Véta 18 Pripustnd reseni x, y uloh (P’), (D’) jsou jejich optimdlni veseni pravé kdyz

v (c— ATy) = 0, (2.9)
y'(Az —b) = 0. (2.10)

Dukaz z, y jsou optimalni feseni (P’), (D’) pravé kdyz =, 2’ = Ax — b a y jsou
optimalni Feseni (2.8), (D’), coz je podle véty 14 ekvivalentni podmince

() ()
@ y

xT<C - ATy) = 07
2Ty =y"(Az — b) = 0.

resp.

4povsimnéte si omezeni y > 0, které v tiloze (D) chybi
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O

Protoze z > 0, y > 0, c— ATy > 0a Az—b > 0, lze podminky (2.9), (2.10) ekvivalentné
prepsat ve slozkovém tvaru

(Vi) (z; >0 = (ATy); =),

Analogickym postupem muzeme dokazat, ze Farkasova podminka pro soustavu

Ax

T

AVARAVS

ma tvar
(Vy <0)(A"y > 0= b"y > 0)

a Ze charakteristika neomezenosti (véta 16) plati i pro tlohy (P’), (D’) jestlize v tvrzeni
(iii) zaménime , Az = 0“ na ,Az > 0“.
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Kapitola 3

Aplikace linearniho programovani:
teorie her

3.1 Teorie her: zakladni pojmy

V konecné maticové hie hraji proti sobé hraci 1 a 2, ktefi maji k dispozici m resp.
n tzv. Cistych strategii. Voli-li hrac¢ 1 ¢istou strategii ¢ € {1,...,m} a hra¢ 2 cistou
strategii j € {1,...,n}, je vysledek jednoznacné urcen a hrac¢ 2 vyplaci hraci 1 ¢astku
a;; (v piipadé€ a;; < 0 to znamena, ze hra¢ 1 vyplaci hraci 2 ¢astku |a;;|). Hra je tedy
Uplné urcena tzv. vyplatni matici A = (a;;) € R™".

Necht x; je pravdépodobnost pouziti ¢isté strategie ¢ hra¢em 1 (i = 1,...,m).
Potom vektor z = (z;) € R™ splituje e’z =1, 2 > 0 (kde e = (1,...,1)T) a nazyva
se smiSenou strategii hrace 1, podobné vektor y = (y;) € R" spliiyjici* efy =1,y >0
se nazyva smisenou strategii hrace 2 a slozku y; interpretujeme jako pravdépodobnost
pouziti Cisté strategie j hracem 2.

Necht se hraje NV her, kde IV je velké ¢islo, a oba hraci se pridrzuji smiSenych strategii
x, y. Potom pravdépodobnost stietu i-té Cisté strategie hrace 1 a j-té cisté strategie
hrace 2 je z;y;, oCekavany zisk hrace 1 je a;;z;y; N, v sumé pfes vSechny mozné dvojice
smiSenych strategif >, ; a;jvy; N = (2T Ay)N, primérny ocekavany zisk hrace 1 na
jednu hru je tedy 27 Ay. Z toho vyplyva snaha hrace 1 maximalizovat 7 Ay, kdezto
snahou hrace 2 je tuto hodnotu minimalizovat. To vede k této tvaze: predpokladejme,
7e existujl smiSené strategie x*, y* hracu 1, 2 s vlastnosti

oT Ayt < 2T Ayt < T Ay (3.1)

pro libovolné smisené strategie x, y. Z levé nerovnosti je zfejmé, ze pouzije-li hrac
2 smisenou strategii y*, potom hra¢ 1 nemize dosdhnout vétsiho zisku nez x*7 Ay*,

Lpro prehlednost zapisu nevyznacujeme dimenzi vektoru e; ve vyrazu e’z je e € R™, kdeito ve
virazu e’y je e € R
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naopak z pravé nerovnosti plyne, ze pfi volbé smisené strategie z* hracem 1 nemuze
hra¢ 2 zadnou smisenou strategii snizit jeho zisk pod hodnotu z*7 Ay*. Piedpoklada-li
kazdy z obou hracu, ze jeho souper hraje jak nejlépe je mozné, je vysledna hodnota
2*T Ay* ptijatelné pro obé strany, protoze kazdy z hracu vi, ze pfi spravné hie soupeie
nemuze ziskat vice. Proto se x*, y* (pakliZe existuji) nazyvaji optimalnimi smiSenymi
strategiemi a ¢islo 2*7 Ay* se nazjva cenou hry. Predeviim ukéZeme, Ze cena hry
nezavisi na volbé optiméalnich smisenych strategii:

Tvrzeni 3 Jsou-li %, y* a Z, §j optimdini smiSené strategie, potom z*T Ay* = 71 Aj.

Dukaz Z definice plyne, Ze plati (3.1) a

tTAg < 3TAj < 37 Ay (3.2)
pro kazdé smiSené strategie z, y. Dosazenim x := z*, y :=y* do (3.2) az :=Z,y:=7
do (3.1) dostavame

2 TAG < i AG < #TAy* < 2T Ay* < *T A,
z éehoz plyne Ze viude plati rovnost a tedy z*7 Ay* = 77 Ag. O

V dalsi ¢asti dokdzeme prekvapujici fakt, ze kazda koneéna maticova hra skutecné ma
optimalni smiSené strategie obou hracu.

3.2 Existence optimalnich smisenych strategii

Ozna¢me
1 1 . 1
11 ... 1
E={(. . . . |eR™"
11 1

Véta 19 Pro danou hru zadanou vyplatni matici A, nechft A = A + oF, kde o =

1 — mina;;. Potom dvojice dudlnich tloh linedrniho programovdnt
v

min{e’ z; Ay >e, x>0} (P)
max{e’y; Ay < e,y >0} (D)

ma optimdlni tesend. Jsou-li xq, yo libovolnd optimdlni teseni (P’), (D’), potom
o= 20 W (3.3)

= )
elTxy’ ey

2povsimnéte si, Ze na rozdil od obvyklé formulace je zde transponovani matice v priméarni tloze
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jsou optimalni smisené€ strategie obou hracu,
W= ZE*TAy*
je cena hry a pro mnoZiny optimdlnich smisenych strategii obou hrdacu plati

XOPt = {J], AT'I' Z w676T$ = 1al‘ Z 0}7
Yo = {y; Ay <we, e’y =1,y >0}.

_Dﬁkaz Z o = 1 — min;j a;; plyne a;; + a > min;;a;; + o = 1 pro kazdé 1, j, tedy
A = A+ aF > 0. Uloha (D) je pfipustné (y = 0 je pifpustné) a pro kazdé jeji
piipustné feseni y a pro kazdé j plati a@1;y; < (Ay); < 1, tedy 0 < y; < %, z ¢ehoz
J
plyne, ze mnozina p¥ipustnych feSeni (D’) je omezend, proto (D’) mé podle véty 7
optimalni feSeni a podle véty 17 ma i (P’) optimalni feseni.
Necht xg, 1o jsou optimélni feseni (P’), (D’). Potom podle véty o dualité je elzy =
elyyaz ZTxO > e plyne x¢ # 0, tedy e’ zy > 0, tudiz vektory z*, y* definované vztahy
T
(3.3) jsou nezaporné a plati e’ z* = % =1 = eTy*, tedy jsou to smisené strategie.
Necht z, y jsou libovolné smiSené strategie. Potom z Ay, < e plyne 27 Ay, < e’z =
1, tedy 27 Ay* < ﬁ a analogicky z Ay >e plyne yTzT:cg >eTy=1,tj. 2l Ay > 1
a T Ay > ﬁ, celkem
1 1

TA, % *T ™ f
Ay < — < 2T Ay. 3.4
R i (3.4)

Aviak 2T Ay* = 2T(A + aB)y* = 2" Ay* + a(z"e) = 2T Ay* + a, analogicky =T Ay =
2*T Ay + «, diky ¢emuZ mizeme od matice A piejit k piivodni matici A a z (3.4) tak
dostavame

ol Ay < 2t Ay
pro kazdou dvojici smiSenych strategii x,y. Nyni, dosazenim za prvé y := y*, za druhé
x := z* dostavame odtud

QS'TAy* S ZE*TAy* S ZL'*TAy,

tedy podle definice jsou z*, y* optimalni smisené strategie obou hrac¢t a w = 2*7 Ay*
je cena hry.

Je-li 7 libovolna optimélni smiSend strategie hrace 2, potom z 27 A < w plyne pro
r=1(0,...,1,...,0)T = I, 7e (A); < w pro kazdé i, tedy Aj < we, a oviem eIy =1,
g > 0, tedy § € Y. Naopak, necht § € Y. Potom z Ay < we plyne pro kazdou
smigenou strategii z, ze 27 Ay < w(z’e) = w, tedy

2T A < w < 2*T Ay,
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a pro x := x*, y := 7 dostavame odsud w = z*Ajj, coz znamena, ze plati
2T Ay < T Ay < T Ay
pro kazdé smisené strategie obou hracu a podle definice jsou z*, § optimalni smisené

strategie, tedy ¢ je optimalni smiSend strategie hrace 2. Tim jsme dokazali, Ze Y,y je
mnozina vSech optimalnich smisenych strategii hrace 2, podobné X, pro hrace 1. O

Vé&ta 20 (von Neumann®) KaZdd konecnd maticovd hra md optimdlni smiSené stra-
tegie obou hrdci.

Diikaz Plyne ptimo z predchozi véty. a

3toto je pivodni von Neumanntv vysledek dokizany nekonstruktivné v dobé, kdy jesté neexisto-
valo linedrni programovani
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