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Abstrakt:

Tento report obsahuje ptehled vybranych dileZitych vét z teorie matic. Je psidn formou
»definice—véta—dikaz" a predpoklada predbézné znalosti p¥iblizné na drovni 1. semestru
linedrni algebry. Cilem bylo provést diikazy ,,aZ do posledniho " u ¥ady vét, jejichZ dikazy
se v literatufe vétinou obchazeji nebo jsou prezentovany zjednodu¥enou formou (jako nap¥.
vlastnosti pseudoinverzni matice, Grevillliv algoritmus, redlnd forma Schurovy triangular-
izalni véty, Courant-Fischerova véta, odmocnina z matice atp.). Autor byl inspirovan kni-
hami [1]-[9], ale v&echny dilkazy jsou pFepracované jednak kvili jednotnosti vykladu, jednak
v disledku vySe uvedené snahy o jeho maximalni jasnost. Vybér vét je subjektivni a jako
takovy nutné neuplny; je mozné, Ze bude pozdéji rozsiten. V kaZzdém pt¥ipadé autor doufd,
Ze tento text vyplni jistou mezeru v &esky psané matematické literature.
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1 Fundamentalni podprostory

Definice Pro matici A € R™*" definujeme sloupcovy prostor
R(A) = {Az; x e R"},

jadro
N(A) = {x; Az =0}

a hodnost
rank(A) = dimR(A).

Véta 1 (ortogonélnl' rozklad) Pro kazdou matici A € R™*" plati:
1) R(A)" =N (A7),
2) N(A)" =R(A"),
3) R™ = ( ) &N (AT),
4) R* =R(A") e N(4).

Diikaz 1) Protoie R(A) = [Auy, ..., Aw), je € R(A)" pravée kdyz z7 A,; = 0 pro
j=1,...,n, tj. 27 A =07, coz plati pravé kdyz ATz =0, tj. z € N (A”).
2) Aplikacf 1) na matici AT dostdvame R(AT)" = N(A) a tedy N (A" =R(AT).
3) Podle véty o direktnim souctu je R™ = R(A) & R(A)" = R(A) & N (AT).
4) Podobné R" = N'(A) @ N (A)" = N(4) @ R(AT) = ’R(AT) @ N(A). O

Véta 2 Pro kazdou matici A € R™ "™ plati:
1) AT A je ctvercovd symetrickd,
2) N(ATA) = N(A),
3) R(ATA) = R(AT),
4) AT A je requldrni prave kdyz sloupce A jsou linedrné nezdvislé,
5) rank(AT A) = rank(A),
6) ATA =0 implikuje A = 0.

Dikaz 1) Protoze A € R™*" a AT € R™™™ je ATA € R ctvercova; je symetricka
protoze (ATA)T = AT(AT)T = AT A.

2) Je-li z € N(A), potom Az = 0, takze ATAx = 0 a z € N (AT A). Naopak, je-li
€ N(ATA), potom AT Az = 0, tedy 2T AT Az = ||Az||> = 0, z ¢ehoz plyne Ax =0 a
r € N(A).

3) Podle véty 1 a tvrzeni 2) je R(ATA) = N((ATA)")E = N(ATA)L = N(A)' =
R(AT).

4) Je-li AT A reguldrni, potom N(ATA) = {0} a podle 2) je N'(A) = {0}, takze
sloupce A jsou linedrné nezavislé; naopak, jsou-li sloupce A linedrné nezavislé, potom
N(ATA) = N(A) = {0} a AT A je regulédrni.

5) Z tvrzeni 3) plyne rank(ATA) = dimR(ATA) = dimR(A") = rank(AT) =
rank(A).

6) Je-li ATA = 0, potom pro kazdé j =1,...,n je (ATA);; = 37, A% = 0, takze cely
j-ty sloupec matice A je nulovy. O



Véta 3 (hodnostni rozklad) Pro kaZdou matici A € R™*™ hodnosti r > 1 existuji
matice B € R™*" C € R™*" takové, Ze plati

A = BC,
pricemZ rank(B) = rank(C) = r.

Diukaz Necht by, ..., b, je libovolnd béze R(A), potom kazdy sloupec A,;, j =1,...,n,
lze psét pravé jednim zpusobem ve tvaru A,; = Y., ¢;ib;. Necht B je matice o
sloupcich by,...,b, a C = (¢;j). Potom B € R™", C' € R*", A= BC, rank(B) =r a
rank(C') < r. Pfitom je

r = rank(A) < min{rank(B), rank(C)} = rank(C) <,

tedy rank(C') = r a véta je dokdzana. O

2 RREF tvar matice

Definice Matice A € R"™"™ se nazyva regularni jestlize jeji sloupce jsou linedrné
nezavislé (jinymi slovy, jestlize soustava Az = 0 m4 jediné teseni 2 = 0); v opa¢ném
piipadé se nazyva singularni.

Véta 4 Jsou-li A, B € R™™" reguldrni, potom i AB je reguldrni.

Dikaz Je-li ABx = 0, potom z regularity A plyne Bx = 0 a z regularity B plyne
x =0. O

Definice Matice A € R™*" je v RREF? (odstupniovaném) tvaru jestlize existuji 0 <
r<mal <k <ky<...<k, <n tak, ze plati:

1. Aﬂ:...:Ai,ki_1:OaA.ki:ei proizl,...,r,
2. Aj=0"proi=r+1,...,m.

Véta 5 (RREF rozklad) Pro kaZdou matici A € R™" existuje requldrni matice
P € R™™ g matice A® € R™" v RREF tvaru tak, Ze plati

A= PAR (1)

Matice AR je timto rozkladem urcena jednoznacné, stejné tak jako pronich r sloupci
matice P, kde r je pocet nenulovyjch vddki A®.

Diikaz (a) Ezistence. Je-li A =0, je A v RREF tvarus r = 0, takze staci volit A =0
a P =1. Necht tedy A # 0. Pro j =1,...,n polozme

Sj = [A.l,...,A.j], (2)

2z angl. “reduced row-echelon form”



potom S, = R(A), takze dim S,, = dimR(A) = rank(4A) =r > 1. Proi =1,...,r
definujme
k; = min{j; dim S; = i}. (3)

Potom 1 < k; < ... < k. < n. Ukazeme, 7e sloupce A, ,..., Aek, jsou linedrné
nezavislé. Predpoklddejme sporem, ze plati > ., f;Ae;, = 0, kde asponi jedno j3; je
nenulové. Polozme p = max{i; 3; # 0}, potom A, € [Aepy,---, Aer, ] € Sk, .y
Je-li k,—1 < j < ky, plyne z (3) Ze A,; € Si,_,, celkem tedy Sy, C Sk, _,, takze
p=dim S, <dim Sy, , = p—1, coz je spor. Tedy Ae,, ..., Aek, jsou linedrné nezdvislé
a jelikoz dim Sy, = 1, tvori Aek,, ..., Aer, bazi S, proi =1,...,7 anavic Au,, ..., Ae,
tvoif bazi R(A), nebot A,; € Sk, pro j > k, podle (3). Proto pro kazdé j = 1,...,n
lze A.; jednoznacné vyjadrit ve tvaru

=1

Polozme (AR);; = ajjproi=1,...,r a (A®);; =0proi=r+1,...,m. Potom AF
je v RREF tvaru. Pro kazdé i = 1,...,r a1 < j < k; je totiz A,; € Sk, , podle (3),
takze A.; je linedrni kombinaci Aeg,, . .., Ae,_, a tedy (A%);; = 0. Dale A, lze jakozto
prvek baze vyjadrit jednozna¢né ve tvaru A, = ZE# 0- A, +1-Aay,, z cehoz plyne
ze (AR)e, = e;. Nakonec, (AR);; =0proi=r+1,...,maj=1,...,n Tedy A% je
v RREF tvaru. Polozime-li nyni P,; = Au; pro i =1,...,7, jsou sloupce Py, ..., Ps,
linedrné nezdvislé a lze je doplnit na reguldrni matici P. Potom z (4) plyne

r m

Ay =Y (AP =) (A%); Py = (PA"),;

i—=1 i=1

pro kazdé j =1,...,n, tedy A = PAR.

(b) Jednoznacnost. Necht A = PAR kde P je regularni a A® je v RREF tvaru
s parametry 7, ki, ..., k.. Je-li A = 0, potom za predpokladu r > 1 by bylo A, =
P(AR) o, = Pe; = Py # 0, spor; tedy r = 0, z ¢ehoz plyne A% = 0 a A% je urcena
jednoznaéné. Necht tedy A # 0, takze r > 1. Potom pro kazdé i = 1,...,7 je Ae, =
(PAR) o, = P(AR)er, = Pe; = P, takie Au,, ..., Aa,, jakozto sloupce reguldrni
matice P, jsou linedrné nezavislé a z RREF tvaru matice A% ((A%);, = 07 pro i =
r+1,...,m) plyne, ze pro kazdé j =1,...,n je podle (1)

m r r
Auj = (AMyPy = (A" Py = (A");Au,, (5)
i=1 i=1 i=1
tedy Aeg,, ..., Aer, generuji R(A) a protoze jsou linedrné nezavislé, tvoii bazi tohoto
prostoru. Z toho plyne, ze r = dimR(A) = rank(A), takze r je ur¢eno matici A
jednoznacné. Dokézeme déle indukci, ze pro ¢ = 1,...,r plati
ki = min{j; dim S; = i}, (6)

kde S; jsou podprostory definované v (2). To je ziejmé pro i = 1, nebot A.x, je prvni
nenulovy sloupec matice A (pro 1 < j < k; je totiz A, = P(AR)y; = P-0=0a
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A., = Pey = Py #0). Necht tedy tvrzeni (6) plati pro jisté 1 <i—1 < r, takze
dim Sy, =i — 1. (7)

Pro ki_; < j < k; jsou nenulové prvky v j-tém sloupci matice A® pouze v fadcich
1 az i — 1, takze podle (5) je A.j € Si, , a tedy dimS; = 7 — 1 pro kazdé takové
j. Protoze sloupce Ae,, ..., Aer, jsou linedrné nezavislé, Aeg,,..., Aer, , € Sk,_, a
dim Skkl =17— 1, tvori A.kl, Ce ,A.kFl bazi SkFl a tedy Aoki ¢ Ski717 takze dim Sk:i =
14+ dimSk,_, = 1+ (i —1) = i podle indukéniho predpokladu (7), ¢imz je tvrzeni
(6) indukei dokdzéno. Z rovnosti (6) vzhledem k (2) nyni plyne, ze indexy ki, ..., k., a
tedy isloupce Aok, = Pty ..., Aek, = Par, jsou jednoznacné urceny matici A. Ze vztahu
(5) potom dostdvdme, ze pro kazdé j = 1,...,n jsou koeficienty (Af);;, i =1,...,r,
urceny jednoznacné jakozto soufadnice vektoru A,.; v bazi Ay, , ..., Aek,, a z definice
RREF tvaru plyne, ze (A%);; =0 proi =r+1,...,m. To znamend, ze matice A% je
urcena jednoznac¢né, stejné tak jako prvnich r sloupcu matice P. O

Definice Matici A 7z véty 5, kterd je matici A jednoznaéné uréena, nazyvame RREF
tvarem matice A.

Véta 6 Necht AR je RREF tvar matice A € R™™. Potom plati:
1) r =rank(A),
2) ki = min{j; dim[A.y, ..., Ayl =i} proi=1,...,r,
3) Aekys- s Ak, Je baze [Aer, Awa, .. Aag) proi =1,...,r,
4) Aekys -, Aag, je bdze R(A),
5) Aej =1 ((A®);jAer, proj =1,...,n.

Dukaz Vsechny tyto vlastnosti byly dokazany v dukazu véty 5. O

Véta 7 Pro matici (A B) rozdélenou na bloky plati
(A B) = (A" X)
pro jistou matici X.

Diikaz Nechf (A B)? = (C X), kde C, X jsou stejnych typi jako A, B. Potom podle
véty 5 je (A B) = P(C X) = (PC PX) pro jistou reguldrni matici P, z ¢ehoz plyne
A = PC, kde P je reguldrni a C' je v RREF tvaru, takze podle véty 5 je O = AR, O

Véta 8 Matice A € R™™" je requldrni prdvé kdyz A% = 1.

Diikaz Je-li A® = I, potom A = PA® = P, takie A je reguldrni. Naopak, nechf
AR £ T, takze k; # i pro jisté i. Necht p = min{é; k; # i}. Potom prvnich p — 1
sloupcu A% tvoii sloupce jednotkové matice a k, > p, takze (A%),, = 0. Definujme

vektor z € R" predpisem z; = —(A®);,, proi =1,...,p—1, 2, = 1 ax; = 0 pro
j=p+1,...,n Potom ARz = 0, takie Az = PARz = 0, pficemz z # 0 (nebot
z, = 1), tedy A je singuldrni. O



Véta 9 Ke kazdé requldrni matici A € R™™" existuje pravé jedna matice X € R™™" s
vlastnosti
AX =XA=1 (8)

Naopak, existuje-li k A € R™™ matice X s vlastnosti (8), potom A je requldrni.
Dikaz Protoze A je regularni, plati podle vét 7, 8
(A= (A" X) = (I X)
pro jistou matici X € R"*". Ptitom je
(AI)=PAID% =P X)= (P PX),

z ¢ehoz plyne P = A a AX = I. Potom X7 AT = I a z toho plyne ze i AT je reguldrni,
nebot ATz = 0 implikuje x = Iz = X7 ATz = 0. Na matici AT mizeme tedy aplikovat
predchozi vysledek, podle kterého existuje matice X s vlastnosti A”X = I. Potom je
XTA =T az toho vzhledem k asociativnosti souéinu matic dostdvame

XT = XTT = XT(AX) = (XTA)X =X =X,

takze X7 = X a tedy XA = I. Tim je existence matice X s vlastnosti (8) dokézana.
Pro dikaz jednoznacnosti predpoklidejme, ze jistd matice X € R™*" spliuje AX =
XA = I. Potom 7z rovnosti AX = I plyne (A I) = A(I X), kde A je reguldrni a (I X)
je v RREF tvaru, takze podle véty 5 je (I X) = (A I)? = (I X) a tedy X = X, coz
dokazuje jednoznacnost. Nakonec, existuje-li k dané A € R™™ matice X s vlastnosti
(8), potom z Ax = 0 plyne x = X Az = 0, takze A je reguldrni. O

Definice Matici X spliujici (8) nazyvdme inverzni matici k matici A a znacime ji A~1.
Véta 10 Jestlize pro A, X € R™" plati AX =1, potom X = A",

Dukaz Toto tvrzeni bylo dokdzano v dikazu véty 9. O

Véta 11 Pro danou matici A € R™" nechf (A I)® = (C X). Potom plati:

1) je-liC =1, je X = A1,
2) je-li C # I, potom A je singuldrni a nemd inverzni matici.

Dukaz 1) Je-li C = I, potom stejnym postupem jako na zacatku dukazu véty 9
dostavame AX = XA =1 atedy X = AL 2) Je-li C # I, potom AR = C # I, takze
A je podle véty 8 singuldrni a podle véty 9 nema inverzni matici. O

Véta 12 Necht A, B € R™" jsou requldrni matice. Potom plati:

1) (A7) =4,
2) (A7)t = (AT,



3) (aA)~t =LAt pro o #0,

Dikaz V dukazu vSech tvrzeni pouzijeme vétu 10, podle které z AX = T plyne
X = A7'. 1) Podle definice inverzni matice je A~'A = I, a z toho podle véty 10
plyne A = (A 1)1 2) Z A 'A = I transpozici dostdvdme AT (A 1)T = I a z toho
(A HT = (AT) L. 3) Platf aA- LA™ = AA™ =1, a tedy 1A = (aA) L. 4) Protoze
ABBT'A7! = AAT =T, davd véta 10, 7e B™'A~ 1 (AB) O

Véta 13 (Sherman-Morrison) Necht A € R™™ je requldrni a necht b,c € R".
Potom plati:

1) je-li c"A7'b # —1, je
(A+bc")' =A"" — mA_lbcTA_l, (9)

2) je-li c"A7'b = —1, je A+ bc” singuldrni.

Dukaz 1) Vynasobenim dostavame

(A + bCT)(A_l - mA_leTA_l)
= [ — Tre TA lbbCTA + bCTA - m TAilb)CTAil

b(
= I+ (—r + 1 — toip)be AT = 1

nebot vyraz v posledni zavorce je roven nule. Z toho podle véty 10 plyne (9).
2) Je-li c'A7'b = —1, potom (A + bcT)A™b = b+ b(cTA71b) = b — b = 0, piicemz
A7 # 0 vzhledem k tomu ze ¢T A='b = —1, ¢ili A + be” je singuldrni. O

3 Algoritmus pro vypolet RREF tvaru

Definice Nasledujici tfi operace nazyvame elementarnimi operacemi s matici A:

1. vynésobeni i-tého fadku cislem o # 0 (tj. Aje := @ Aja),

2. vyndsobeni i-tého fadku ¢islem a a pricteni k j-tému fadku, j # i (tj. Aje
Aj. + OtAi.),

3. vymeéna i-tého a j-tého tadku, ¢ # j (znacime A;q <> Aj).

Véta 14 Pro matici A vzniklou z matice A € R™ " provedenim

1) elementdrni operace A = aA;y plati A = (I + (o = 1ese] ) A,
2) elementdrni operace Aje := Aje + adjs plati A= (I + aejel ) A,
3) elementdrni operace Aje <> Aje plati A = (I + (e; —€;)(e; — €;)T) A.



Diikaz 1) Matice A = (I + (o — 1)e;el)A = A + (o — 1)e; Ao vznikd z A pFictenim
matice jejiz vSechny radky kromé i-tého jsou nulové a i-ty je roven (o — 1)A,,, takze
A se ve viech fadeich kromé i-tého shoduje s matici A a jeji i-ty fadek je roven aAja,
tedy A je vysledkem elementdrn{ operace 1.

2) Podobné z A = (I + ae;el)A = A + aejA;. plyne, ze viechny fadky matice A
kromé j-tého jsou shodné s prislusnymi radky matice A a j-ty fadek se nahradi radkem
Aje + aA;,, takze je to vysledek elementdrni operace 2.

3) Nakonec z A = (I + (e;—e;)(e; — €))7 )A = A+ei(Aje— Aia) + (A — Ajl) plyne,
ze v A je i-ty tddek matice A nahrazen j-tym Fddkem a j-ty Fddek je nahrazen i-tym
fadkem, pricemz ostatni radky se neméni, je to tedy vysledek elementdrni operace 3.
(I

Véta 15 Matice A vznikld z matice A € R™™ provedenim konecné posloupnosti ele-
mentdrnich operaci je tvaru

A=Q4,

kde @ je jista ctvercovd reguldrni matice.

Dikaz Podle véty 14 je provedeni kterékoliv ze tii elementarnich operaci ekvivalentni
vynasobeni matice A zleva jistou matici tvaru

I +bc’,

a tato matice je podle véty 13 reguldrni pravé kdyz ¢’'b # —1. V piipadé elementdrni
operace 1 mame ¢’b = (a — 1)el'e; = a — 1 # —1 (nebot a # 0 podle definice), v
pifpadé elementdrni operace 2 je ¢'b = ael'e; = 0 # —1 (nebot i # j), a v piipadé
elementarni operace 3 je ¢Tb = (e;—e;)T (e;—e;) = —2 # —1, takze viechny tyto matice
jsou regularni. Vysledna matice A vznikld z A provedenim posloupnosti elementarnich
operaci je tedy tvaru

A= (T +bye]) ..o (I+bic])A,

kde vSechny matice I + b;c], j =1,...,p, jsou reguldrni, tedy i
Q=T +byc)) ...-(I+bci)
je reguldrni (véta 4) a plati A = QA. O

Algoritmus pro nalezeni RREF tvaru matice A.

0. Poloz i := 1.

Je-li ay; = 0 pro kazdé ¢ > i a1 < j <n, poloz A% := A a ukondi.

Jinak urci k := min{j; as; # 0 pro jisté £ > i}.

Nalezni ag, # 0, £ > ¢ a vymén tadky A;e a Ays.

Poloz Aio = ﬁAio-

Pro kazdé ¢ # i poloz o := apy, a Ape := Ape — aAjs.

Je-li i < m, poloz i := i + 1 a jdi na krok 1. Jinak poloz A% := A a ukonéi.

A



Véta 16 Pro libovolnou vijchozi matici A € R™™ ddvd algoritmus jeji RREF tvar AR.

Duikaz Dokézeme nejprve, ze matice A vypoétend algoritmem je v RREF tvaru. Je-li
A =0, je matice v RREF tvaru (s r = 0) a algoritmus konéi v kroku 1. Necht tedy
A # 0. Oznac¢me r posledni hodnotu indexu 4, se kterou se provadi eliminace v kroku
5 algoritmu, a nechf pro kazdé 1 < i < r je k; rovno hodnoté k vypoctené v kroku 2.
Dokazeme indukci podle i, ze pro kazdé 1 < ¢ < r po provedeni eliminace s pivotem
a;r; v kroku 5 je podmatice sestavajici z prvnich k; sloupci matice v RREF tvaru,
piicemz jeji fadky pocinaje (i + 1)-nim jsou nulové. To je zfejmé pro ¢ = 1, nebot
k1 je index prvniho nenulového sloupce puvodni matice, takze po provedeni eliminace
je podmatice sestavajici z prvnich k; sloupcu evidentné v RREF tvaru a vSechny jeji
radky pocinaje druhym jsou nulové.

Necht tedy tvrzeni plati pro 1 < i —1 < r, takZe po provedeni eliminace s pivotem
a1k, , je podmatice sestavajici z prvnich k;_; sloupci v RREF tvaru a vSechny jeji
radky pocinaje ¢-tym jsou nulové. To znamend, ze pro index k; vypocteny v kroku 2
plati k;_; < k; a pfi eliminaci s pivotem a;x, se prvnich k;_; sloupci neméni a navic
se vytvori i-ty tadek a k;i-ty sloupec v RREF tvaru . To ukazuje, ze v podmatici
sestavajici z prvnich k; sloupcu je prvnich ¢ fadku v RREF tvaru a jeji zbyvajici radky
jsou vzhledem k vybéru k; v kroku 2 a k eliminaci nulové, takze celd podmatice je
v  RREF tvaru. Tim je tvrzeni indukci dokdzano. Po provedeni posledni eliminace s
hodnotou i = r je bud i = m, nebo vsechny fadky pocinaje (i + 1)-nim jsou nulové,
takze vyslednd matice A je v RREF tvaru.

Protoze matice se v prubéhu algoritmu upravuje pouze elementarnimi operacemi 1,
2, 3 (v krocich 4, 5, 3), plati pro vyslednou matici A podle véty 15 A = QA, kde Q
je jista reguldrni matice. To znamend, ze pro P = Q~! dostdvame A = PA, kde P je
reguldrni a A je v RREF tvaru, takze z jednoznaénosti tohoto rozkladu dokédzané ve
véte 5 plyne A = AR, O

4 Pozitivni (semi)definitnost

Definice Symetrickd matice A € R"™" se nazyva pozitivné semidefinitni jestlize
2T Az > 0 pro kazdé x € R", a pozitivné definitni jestlize 7 Az > 0 pro kazdé
0#zeR".

Véta 17 Pro kazdou matici A € R™" je AT A pozitivné semidefinitni. Jsou-li sloupce
A linedrné nezdvislé, je AT A pozitivné definitni.

Diikaz AT A je symetrickd podle véty 2. Pro kazdé x € R" je 2T AT Az = (Ax)T (Az) =
|Az]|3 > 0, tedy A je pozitivné semidefinitni. Jsou-li sloupce A linedrné nezdvislé, po-
tom z 27 AT Az = 0 plyne [|Az||s = 0 a tedy Az = 0, co7 znamend, 7e v = 0, tj. ATA
je pozitivné definitni. O
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Véta 18 Necht A je pozitivné semidefinitni a necht
iT AT =0

pro jisté T. Potom
Az =0.

Dikaz Vzhledem k pozitivni semidefinitnosti matice A plati pro kazdé A € R

0 < A+ A7)TAONT + Az) = N7 Az + 2)\||Az|)2 + 37 A%%
= 2)\[|Az|3 + 3" A%%,

coz je mozné jediné kdyz ||AZ||; =0, tj. Az = 0. O

(2%)

je pozitivné definitni prdvé kdyz o >0 a A — iaaT je pozitivné definitni.

Véta 19 Matice

Dikaz Je-li A pozitivné definitni, potom o = el Ae; > 0 a pro kazdé 0 # z € R*~!

plati
1T T T 1T
~ l _ T X 1/..T 2 _ —aal' (6 CLN —aal'
" (A—Ltaa" )z =2" Az — L(a" 1) < . > (a A>< . >>0,

takze A — Laa™ je pozitivné definitni. Naopak, je-li @ > 0 a A - Laa® je pozitivné

definitni, potom pro kazdé x € R, piseme-li ho ve tvaru x = (£, 27)T, kde 2’ € R* !,

plati
tTAx = (5,) ( . fi ) ( :f, ) = a? 4+ 2¢a"2’ + 2'T Az
(

_ (\/—5 + 1 )2 x/T
takze A je pozitivné semidefinitni a 27 Az = 0 implikuje 2’ = 0 a £ = 0, tedy A je

pozitivné definitni. O

Véta 20 (Choleského rozklad) Symetrickd matice A je pozitivné definitni pravé
kdyz existuje dolni trojuhelnikovd matice L s kladnymi diagondlnimi proky takovd, Ze

A=LL".
Tato matice je urcena jednoznacné.
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Diukaz Je-li A = LL”, potom pro kazdé z je 27 Az = 2" LLTz = (L"2)"(L"x) =
|IL"x||2 > 0, pticemz " Az = 0 implikuje L"z = 0 a tedy vzhledem ke kladnosti
diagondlnich koeficientu x = 0, takze A je pozitivné definitni. Dukaz opacné implikace
provedeme indukei podle fddu matice n. Pron =1 je ay; > 0, takze L = (\/a1y). Necht
tedy tvrzeni plati az do fdadu n — 1 > 1 a necht

A:<a A)ER

je pozitivné definitni. Potom podle véty 19 je o > 0 a matice A— Laa™ € R=Dx(=1) je

pozitivné definitni, proto podle induké¢niho predpokladu existuje dolni trojihelnikova
matice L € R®=Dx(=1) g kladnymi diagondlnimi prvky takové, 7e A — iaaT = LLT.

Polozme nyni
Va of
L= Lo L )
Va
potom L je dolni trojihelnikova s kladnymi diagondlnimi prvky a plati

1T \l/& ONT \/& \/LQCET _ o af _ 4
ﬁa L 0 LT a A ’

coz je hledany rozklad. Pro diitkaz jednoznacnosti predpokladejme, ze A = L; LT pro
jistou dolni trojihelnikovou matici

A 07
Ll:(z z)

s kladnymi diagonalnimi prvky. Potom z rovnosti

a a” T A2 AT
A_(a A>_L1L1_<Az MT—l—ﬁﬁT)

plyne A = /@, { = J-a a LI =A- 0" =A- Lad" = LL", takze podle indukéniho
predpokladu je L=La tedy L; = L. Tim je dukaz indukci proveden. O

Algoritmus
0. Poloz L ::kO la k:=1.
1. Je-li agg — > ézj < 0, ukonéi: A neni pozitivné definitni.
j=1
2. Jinak vypocti

k-1
ékk = Al — ZE%J
=1
1 k-1
Ci, = —(aix — D lijlij)
Lk =1

(i=k+1,...,n).
3. Poloz k :=k+1. Je-li £ < n, jdi na krok 1. Jinak ukonci: A je pozitivné definitni
aplati A=LL".
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5 Ortogonalni matice

Definice Matice () € R™*" se nazyva ortogonalni jestlize QTQ = I.

Véta 21 Nadsledujici tvrzeni pro matici Q € R*™™ jsou ekvivalentni:
(i) Q je ortogondlnd,
(ii) Q je requldrni a Q' = QT,
fiii) QQT =1,
(iv) QT je ortogondini,
(v) fadky Q tvori ortonormdlni bazi R™,
(vi) sloupce Q tvori ortonormdlni bazi R™.

Dukaz Dokézeme (i)=(ii)=(iii)=(iv)=(i), (i)&(vi), (iv)<(v).

(i)=(ii): Z Q"Q = I plyne Q="' = Q" a tedy Q je reguldrni.

(ii)=(iii): Protoze Q@ ' = Q7T, je QQT = QQ ' = I.

(iii)=(iv): Protoze (QT)TQT = QQT = I, je QT ortogondlni.

(iv)=(1): 2 QT =T plyne QT = Q ' atedy QTQ =Q 'Q =1I.

()& (vi): @ je ortogondlni pravé kdyz (Q7Q)i; = Qui- Qej = I;j pro vSechna i, j, coz
je ekvivalentni tomu, ze sloupce ) tvoii ortonormalni systém; protoze je jich n, tvori
ortonormalni bazi R".

(iv)<(v) je prepisem ekvivalence (i)<(vi) pro matici Q7. O

Veéta 22 Je-li (Q € R"™™ ortogondlni, potom.:

1) ||on||2 = ||Qoz||2 = ]_ pro k(lZvdé i,
2) 1Qij| <1 a (Q 1)ij| <1 pro kazdé i, j,
3) |Qx||l2 = ||z||2 pro kazdé x € R™.

Dikaz Z Q"Q = I plyne, Ze pro kazdé z € R” je ||Qz||2 = 2" Q" Qx = 2"z = ||z[|3,
coz dokazuje tvrzeni 3). Pro 7,7 = 1,...,n odsud plyne |Q;;| < [|Qeill2 = ||Qeill2 =
llesll2 = 1, a aplikaci tohoto vysledku na QT = Q! dostavame zbyvajici tvrzeni. O

Veéta 23 Jsou-li Q1,Qs € R™™™ ortogondlni, je © Q1Q2 ortogondlni.
Ditkaz Plati (Q1Q2)" (Q1Q2) = Q7 QTQ1Q2 = QT Q2 = 1. O

Véta 24 (Householderova transformace) Pro kaZdy vektor x € R takovy, Ze ||x]|s = 1,
je matice
H(z) =1 —2z2”

symetrickd a ortogondlnt.
Dukaz H(z) je symetrickd protoze H(z)" = I — 2zx” = H(z). Déle je
H(x)'H(z) = (I — 2227 (I —222") = (I — 222")? = I — daa” + da(2"2)2” =1,

takze H(x) je ortogonalni. O
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Véta 25 Pro kazdé dva vektory y,z € R* takové Ze y # z a ||y||2 = ||2||2, plati

y=H(p=5)%

lly—zl|2

gingmi slovy kazdé dva rizné vektory o stejné normé lze prevést jeden na druhy House-
holderovou transformact.

Dikaz Plati

Y=z — o y—z W=\, _  _ 2wTellzl3)
Hpmgp)r = (-5, pop)? =4~ " g W %)

+zll3—2y" 2

2 22
oy i — (y—2) =2+ M(y —2)=uy.

lly—=I13

Véta 26 Pro kaZdou matici A € R™ " existuje ortogondlni matice X € R™*™ takovd,
ze
(XA)ar = [[Aa]l2€1.

Dukaz Je-li Ay; = ||Aet||2€1, potom tvrzeni plati s X = I. Necht tedy Ae; # ||Aer||2€1-
Potom polozime-li z = A4, y = [|Aa]l2e1, je ¥ # 2 a ||ylla = [|[Aell2 = ||2]|2, takze

podle véty 25 pro matici
X = H(+5)

ly—=zll2

plati (XA).l = XA.l =Xz= Y = ||A.1||261. O

Véta 27 Pro kazdé x # ey, ||z|]2 = 1, je

H(p2=ar)

lz—e1ll2

ortogondlni matice, jejiz pronim sloupcem je x.

Dikaz Protoze ||z||s = 1 = ||e1]|2, je podle véty 25

z = H(7%=4-)ey,

llz—e1ll2
7 ¢ehoz plyne
z = (H(p=5))e1

lz—e1l2

coz je tvrzeni véty. O
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6 QR rozklad

Véta 28 (QR rozklad) Pro kazdou matici A € R™ " existuje ortogondlni matice
Q € R™ a horni trojihelnikovd matice R € R™ ™ s nezapornymi diagondlnimi proky
tak, Ze plati

A=QR. (10)

Dukaz Dikaz provedeme indukci podle n. Je-li n = 1, potom podle véty 26 existuje
ortogonalni matice X takovd, ze XA = X A,; = pe;, 0 > 0. Potom A = X7 pe;, takze
sta¢i polozit @ = X7, R = pe;. Necht tedy tvrzeni plati az do n — 1 > 1 a necht
A € R™™. Podle téze véty 26 existuje ortogondlni matice X takovd, ze X A je tvaru

T
Y A
XA_<0A>,

kde A S Rm=Dx(=1) 3 o > 0. Podle indukéniho predpokladu existuje ortogonalni
matice () € R("j’l)xfmjl) a horni trojihelnikovad matice R s nezapornymi diagonalnimi
prvky tak, ze A = QR. Potom

1 0T B 1 0of ng B 0 rT B rT
(o @T)XA—<0 @T)(o A>—(o @fo)—( R)’

takze matice

o

je ortogonalni,

je horni trojiuhelnikova matice s nezdpornymi diagondlnimi prvky a plati A = QR,
¢imz je tvrzeni indukei dokazéano. O

Véta 29 Jsou-li sloupce matice A € R™™ linedrné nezdvislé, potom v rozkladu (10)
jsou matice R a prunich n sloupcu matice (Q urceny jednoznacéné, pricemz vSechny
diagondlni prvky R jsou kladné.

Dukaz Protoze sloupce A jsou linedrné nezavislé, je m > n. Vzhledem k tomu, ze R je
horni trojihelnikova, musi byt jeji fadky pocinaje (n+1)-nim nulové, takze oznacime-li
R ¢tvercovou matici sestavajici z prvnich n fadki R a Q matici sestdvajici z prvnich
n sloupcu @, plati opét

A=QR. (11)

Piitom () obecné neni étvercovd, ale stale splituje QTQ = I, takze z (11) plyne
ATA=R"QTQR = R"R.

Jelikoz A md linedrné nezavislé sloupce, je AT A pozitivné definitni (véta 17) a tedy
reguldrni, z ¢ehoz plyne ze R je regularni, takze jeji diagondlni prvky jsou kladné.
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Polozime-li nyni L = RT, potom L je dolni trojihelnikova s kladnymi diagondlnimi
prvky a splnuje
ATA=1LIT,

coz je Choleského rozklad matice AT A, takze podle véty 20 je matice L urcena jed-
noznacné, tedy i R je uréena jednozna¢né stejné tak jako Q = R 'A. O

7 Redukce na Hessenbergiiv tvar

Definice Rikdme, 7e matice A € R™*" je v hornfm Hessenbergové tvaru jestlize plati
Aij=0proj<i—1(i,j=1,...,n).

Veéta 30 Pro kazdou matici A € R™*™, n > 2, existuje ortogondlni matice X € R**"
takovd, ze Xo1 = €1, X1o = €l a

(XAXT), = Ajer + ||Aal — Arey]|oes.

Diitkaz Nechf A je matice vznikld z A vyskrtnutim prvniho fddku. Podle véty 26
existuje ortogonalni matice X € R"=Dx(=1) takovd, ze (X A)e; = || Aai||261, kde & =

([nfl).l. Polozme
1 o7
(0 %),

potom X, = e, X1, = el a plati
0"\ (107 [ A
xr )97 o X A )9

s = (1) ()

1
0
_ (1 0?)(411>:< An >:A er + | Au — Apres e
0 X A.1 ||A.1||2é1 11¢1 ol 11€11|2€2-

O

Véta 31 (redukce na Hessenberguv tvar) Ke kaZdé ctvercové matici A ezistuje
ortogondlni matice ) a matice H v hornim Hessenbergové tvaru tak, Ze plati

A=QHQT.

Dukaz Dukaz provedeme indukei podle tadu n matice A, pricemz navic dokdzeme, ze
Q lze volit tak, aby @QTe; = e;. Pro n = 1 tvrzeni plati pro H = (A1), Q@ = (1). Nechf
tedy tvrzeni plati az do ftddu n — 1 > 1 vcetné. Podle véty 30 existuje ortogonalni
matice X takova, 7ze Xe; = e; a (XAXT),, = ae; + Bey pro jistd o, 8 € R, takze

XAXT je tvaru
T

T o a
XAX —</3é1 A),
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kde &1 = (In_1)e1- Podle indukéniho predpokladu existuje ortogonalni matice Q €
R(=1Dxm=1) takovd, 7e QT AQ = H je v hornim Hessenbergové tvaru a Q7é; = é;.

Potom
0" a al 1 0"
QT ) ( pe, A ) < 0 Q )

1 0T 1 of
(o0 ar)¥a (%) = (
(o o) (o %)
Q" pé;  AQ

_( « ~aT@~>_<a a{@)
B BQTe QTAQ ) \ pa H )’

B a aTQ
H_<ﬂ51 ﬁf)

je v hornim Hessenbergové tvaru a plati

A=QHQ,

1 of
e=x"(; 3 )

jakozto soucin ortogonalnich matic je ortogonalni a nakonec
1 of 1 o7
QT61: ( 0 QT >X€1: <0 QT )61:61-

Definice Rikdme, 7e matice A € R™" je tifdiagonalni jestlize plati A;j; = 0 pro
li—j]>1(,j=1,...,n).

O = O =

takze vyslednd matice

kde

|

Veéta 32 Ke kazdé symetrické matici A existuje ortogondlni matice () a symetrickd
tridiagondlni matice H tak, Ze plati

A=QHQT.

Diikaz Podle véty 31 existuje ortogonalni matice Q tak, ze H = QT AQ je v hornim
Hessenbergové tvaru. Vzhledem k symetrii A pak plati HT = QTATQ = QTAQ = H,
takze H je symetrickd a tedy nutné tiidiagondlni. O

8 SVD rozklad |

Véta 33 Necht A € R™*". Potom ezistuje j € R", ||g]la = 1 pro které
A7l = max{[|Aylla; [lyll> = 1}

a pro kazdé y s touto vlastnosti plati

AT A = || Ag|)55.
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Dukaz Protoze funkce || Ay||2 je spojitd na kompaktni jednotkové sféte {y € R”; ||y|l. = 1},
existuje podle Weierstrassovy véty vektor 7, ||7||2 = 1, pro ktery

[A7[l2 = max{[|Ayllz; [lyl]2 = 1}

Pro kazdé x € R", x # 0 je potom

< max{||Aylls; |lyll2 = 1} = [|Ag]l2,
2

lacks |z

[E P (a[E

takze
wT AT Ax < ||Ag|)32"x

o' (|AglIT — AT A)z > 0
pro kazdé x, tedy matice ||Ag||2] — AT A je pozitivné semidefinitni a plati
g (1AgI3T — ATA)g = ||Agll; — [ Agll3 = 0,

takze podle véty 18 je
AT Ay = || Agl35.

Véta 34 (SVD rozklad) Nechf A € R™*" a ¢ = min{m,n}. Potom existuje matice
Y = (045) € R™" splnujici o, =0 proi # j a 011 > 029 > ... > 049 > 0 a ortogondini
matice X € R™*™ Y € R™*" takové, Ze plati

A=XY2YT,

Dukaz Dukaz provedeme indukci podle n, pricemz navic dokdzeme, ze X 1ze volit tak,
aby
o1 = max{[|Ay[s; [[y[l2 =1, y € R"}.

Pro n =1 sestava A z jediného sloupce a. Je-li a = 0, potom tvrzeni plati pro ¥ = 0,
X =1I,, Y = (1) (matice 1 x 1); je-li a # 0, polozme ¥ = ||a||ze1, T = Tal;» Potom

|Z]|2 = 1, takze & lze doplnit na ortogonalni matici X = (Z X) a zvolime-li Y = (1),
plati A = XXY7 a 01y = ||a]ls = max{||ay]|2; ||yl =1, y € R'}.
Necht tedy tvrzeni plati az do n — 1 > 1 véetné, a necht A € R™*", Je-li A = 0,
potom tvrzeni plati pro ¥ =0, X = I,,, Y = I,,. Necht tedy A # 0; polozme
o = [|Aflls = max{||Ay|l; [[yll. = 1, y € R"},
kde ||7||2 = 1, potom o > 0 a podle véty 33 je
AT A = o?y.
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Polozme & = X Aj. Potom ||Z[|s = [|g]| = 1, takze & lze doplnit na ortogondlni matici

z
X, = (& X) a podobné § Ize doplnit na ortogonalni matici ¥; = (4 ). Potom plati
=T ST A~ =T AV
T [z o [ Ay 2T AY
pricemz
A = 2 Agl; = Jo* =0
a z ortogonality Xy, Y] plyne
FTAY = (AT3)"Y = L(ATAp)TY = oy"Y =07,

XTAj=0X"T7 =0,

T
X{FAY1:<U 0 )

takze
0 XTAY
Protoze matice X7 AY je typu (m — 1) x (n — 1), plati podle indukéniho piedpokladu
XTAY = X277,

kde X € Rm=Dx(m=1) 3 " € R®=D*("=1 jsou ortogonalni a &' = (of;) € Rm=Dx(n=1

spliuje o; = 0 pro i # j, 0y, > ... > 04, 1 > 0, pricemz

oy = max{||)2'TAS~/z||2; Izl =1, z € R"’l}.

1 0of 1 of
X2_<0 X) Y2_<0 f/)’

potom X5 i Y5 jsou ortogondlni a plati

1 of o 0T 1 of
X XjAny, = (0 XT><0 XTAY><0 Y)

_ o or _ o 0T )
- 0 XTXTAyy ) \o ¥ ) =

Polozime-li nyni

Odtud dostavame

A=X3YT,
kde X = X1 X5 aY = YY; jsou ortogondlni, ¥ ma nulové nediagonalni prvky a plati
Oy 2> ... > 04y 41 K dokonceni dikazu je proto potieba dokazat, ze o > o7;.

Protoze X; = (7 X) a V1 = (§ Y) jsou ortogondlni, je YTV = I, | a X, X] =
2" + XXT = I, takze XX = I,, — #27. K danému z € R" ', ||z, = 1, vezméme
y =Yz € R". Potom |[y|2=2TYTY2=2T2=|2]|2 =1, takze ||y||» = 1 a plati

IXTAY2(5 = [|[XTAy|)5 = yTATXXT Ay =y AT (I — 337) Ay
= [lAyll; — (@"Ay)* < [ Ayll5,
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7 ¢ehoz plyne
oty = max{[|XTAY 2[ls; [lzllo = 1, 2 € R} < max{[|Ayll5; lylla =1,y € R} =0,

¢imz je indukéni krok proveden. O

Véta 35 Je-li
A=Xx2yT (12)
libovolny SVD rozklad matice A € R™*", potom.:
1) rank(A) = r, kde r je pocet kladnijch prvku na diagondle 3,
2) Xat,..., Xep tvori ortonormdlni bdzi sloupcového prostoru R(A),
3) Yerit, -, You tvofi ortonormdind bdzi prostoru N(A).

Dikaz Matice ¥ mé v prvnich r fadcich kladné diagondlni prvky a poslednich m — r
fadku nulovych. Z (12) plyne, ze pro kazdé 1 < j <r je

X,; = s AY,; € R(A)

r

Ay =) (BY )X,
k=1

takze Xo1, ..., X, generuji R(A) a protoze jsou linedrné nezavislé, tvoii jeho ortonormalni
bazi. Z toho ihned dostdvdme, 7ze rank(A) = dimR(A) = r. Protoze AT = YT X7,
tvoii podle pravé dokdzaného tvrzeni vektory Yii,...,Y,, ortonormdlni bazi R(AT),

takze vektory Yo, i1, ..., Yo, tvoii ortonormalni bazi jeho ortogonalniho doplitku R(AT)L
N(A) (véta 1). O

Véta 36 (polarni rozklad) Ke kazdé matici A € R™™ existuji pozitivné semidefinitni
matice P, S a ortogondlni matice Q) tak, Ze plati

A=PQ=QS. (13)

Pritom matice P, S jsou urcéeny jednoznacné. Je-li A regquldrni, potom P, S jsou poz-
itoné definitni a 1 Q) je urcena jednoznacné.

Diikaz Nechtf A = XYY 7 je SVD rozklad matice A. Polozme P = XXX, S =YXYT,
Q = XYT. Potom vzhledem k ortogonalité X, Y je

PQ=XSXTXYT = X2YT = 4,

QS =XYTysy?T = Xxxy7T = 4,

coz dokazuje (13). Déle Q = XY je ortogonalni a pro kazdé x € R* je ' Px =
Sor Yu(XTz)? > 0, takze P je pozitivné semidefinitni, a stejnym zpusobem se totéz
dokéaze pro S. Pritom plati

P? = XSXTXEXT = X¥2XT = XSVTYSXT = AAT,
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S2=VvYTySy?l = v22YT = vy XTXYYT = AT A,

Pro diukaz jednoznacnosti P, S se zde musime odvolat na vétu 70, kterou dokazeme
pozdéji, podle které ke kazdé pozitivné semidefinitni matici C' existuje praveé jedna poz-
itivné semidefinitni matice B s vlastnosti B> = C. Aplikujeme-li tuto vétu na rovnosti
P? = AAT  S? = AT A, dostdvame jednoznacnost P a S. Je-li A regularni, potom z (13)
plyne, 7Ze i P, S jsou reguldrni, tedy pozitivné definitni, a v tom piipadé jei Q@ = P 1A
urcena jednoznacne. O

9 Moore-Penroseova inverze

Véta 37 (Moore-Penrose) Pro kaZdou matici A € R™*" existuje prdvé jedna matice
AT € R™™ s témito vlastnostmi:

1) AATA=A,

2) ATAAT = AT,

3) (AAT)T = AAT,

4) (ATA)T = AT A,

Diikaz Je-li A =0 € R™" potom AT = 0 € R*™*™ spliuje 1)-4). Necht tedy A # 0,
takze r = rank(A) > 1. Necht A = BC je hodnostni rozklad matice A (véta 3), potom
B e R C € R arank(B) = rank(C) = r, tedy B m4 linedrné nezdvislé sloupce a
C' m4 linedrné nezdvislé tadky, takze matice BT B a CCT jsou reguldrni a jejich inverze
existuji. Polozme nyni

At =cT(cc™y"Y(B"B)"'B”.
Ukézeme, ze A spliuje 1)-4).

1) AATA = BoCT(CCOT) Y (BTB) 'BTBC = BC = A,

2) AtAAY =CcT(ccty " Y(BTB) 'BTBCCT(CCT) Y(BTB) ‘BT
=CT(CCT)y"Y(BT"B)™'BT = AT,

3) AA* = BCCT(CCT)-Y(BTB)~'BT = B(B'B)"'BT = (B(B'B)"'BT)" =
(AAT)T,

4) ATA = cT(cot)y Y (BTB) 'BTBC = cT(cct) ¢ = (CcT(cch)y o)y =
(ATA)T.

Pro diikaz jednoznacnosti predpokladejme, 7e jista matice A# splituje 1)-4). Polozme
D =A"— A#. 7 AATA = A plyne ATAAT = AT, podobné A#AAT = AT, odectenim
DAA" =0, tudiz DA(DA)" = DAAT D™ = 0 a odtud podle véty 2, tvrzeni 6), je DA =
0. Ddle z ATAAT = A* plyne AAT(AT)T = (AT)T a podobné AA#(A#)T = (A#)T,
tedy DDT = D((AT)T — (A")T) = D(AAT(AT)T — AA#(A#)T) = DA(AT(AT)T —
A#(A#)T) = 0 a odtud opét podle véty 2 je D =0, tj. AT = A, O

Soucasné jsme dokazali tuto vétu:

Véta 38 Necht A = BC je libovolny hodnostni rozklad matice A. Potom plati

AT =cT(cc™y " (BTB) 'BT = cT(BTACT)'B".
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Definice Matice A™ spliujici vlastnosti 1)-4) z véty 37 se nazyvé pseudoinverzni mat-
ice (resp. Moore-Penroseova inverze).

A:X<S 0>YT

Véta 39 Je-li

0 0
libovolny SVD rozklad matice A # 0, potom

S0
+ T
o (5 0)x

Diikaz Dokdzeme, 7e AT spliiuje 1)-4). Pfitom pouzijeme castéji faktu, 7e X7 X = I,
Y'YV =1 a

n) (o )= ) (Ea)-(an)

Plati
S 0 St 0 S 0 S 0
+ - T T T __ T _
AAA—X(O 0>YY( 0 O>XX<0 0>Y —X<O 0>Y = A,
S0 S 0 St 0 S0
oAt T T T _ T _ g+
ATAA —Y< 0 0>XX<O 0>YY< 0 0>X —Y< 0 0>X =A",

¢ili A* splauje 1) a 2), dile

S 0 S0 I 0
+ T T _ T
AA _X<00>YY<O O)X _X<00>X,

tedy AAT je symetrickd a proto
(AAT)T = AAT,

a nakonec

S~ 0 S 0 I 0
+A— T T _ T
AA-Y(O 0>XX<OO>Y _Y<OO>Y’

tedy AT A je rovnéz symetrickd a proto
(ATA)T = AT A,

takze AT spliuje 1)-4). O

Véta 40 Moore-Penroseova inverze AT matice A € R™™ md tyto vlastnosti:

1) At = A7 je-li A ¢tvercovd reguldrns,
2) At = (ATA)LAT je-li rank(A) = n,
8) AT = AT(AAT)! je-li rank(A) = m,
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4 (A=,
5) (A7) = (A)T,
6) AT = ATAAT = ATAAT,
7) A+ = (ATA)FAT = AT(AAT)Y,
8) (ATA)T = AF(AT)T, (AAT)* = (AT)T AT,
9) (ATA)TATA = ATA, (AAT)TAAT = AAT,
10) R(A') = R(AT) = R(ATA),
11) N(A%) = N(AT) = N(AAT),
12) rank(AT) = rank(A) = rank(AT A) = rank(AA™T).

Diukaz Vlastnosti 1) a 2) dokdzeme spolecné. Je-li rank(A) = n, potom AT A je
regularni a pro matici AT = (ATA)7'AT plati ATA = (ATA)T'ATA = T; odtud
dostavame AAYA = Al = A, ATAAT = JATY = At (ATA)T = 1T = ATA a
(AAT)T = (A(ATA) TAT)T = A(ATA) 1AT = AAT ¢imz jsme ovérili, ze AT ma vlast-
nosti 1)-4) z definice pseudoinverzni matice a proto plati 2). Je-li A ¢tvercovd reguldrni,
je rank(A) = n a pravé dokazany vysledek dédva AT = (ATA)~1AT = A=1(AT)TAT =
A7 coz je 1).

3) Je-li rank(A) = m, potom AA” je reguldrni a pro matici AT = AT(AAT)™! plati
AAT = I, odtud AATA = JA = A, AYAAT = AT] = AT, (AAD)T =T = AA* a
(ATA)T = (AT(AAT) 1A)T = AT(AAT) 1A = At A, ¢imz jsme opét ovérili vlastnosti
1)-4) z definice.

Ptred dikazem dalsich tvrzeni 4)-12) si povSimnéme, ze vSechna jsou splnéna pro
A=0a A" = 0. Muzeme proto v dalsim predpoklddat, ze A # 0. V tom piipadé ma
A podle véty 34 SVD rozklad tvaru

A:X(ﬁ 8>YT, (14)

kde S € R™™", r > 1, je diagonalni matice s kladnymi diagondlnimi prvky a podle

vety 39 plati
n S~ 0 T
AT =Y 0 0 X', (15)

Tohoto explicitniho tvaru pseudoinverzni matice pouzijeme k dukazu dalsich tvrzeni.
4) Podle (14), (15) a véty 39 je

(A+)+:X<‘g 8>YT:A.

5) Podle (14) je
AT:Y(§O>XT (16)

a opét podle véty 39 je



6) Plati ATAAY = AT(AANT = (AAYA)T = AT, AVAAT — (AYA)TAT =
(AATA)T = AT,
7) Podle (14), (16) je

S20
T A _ T
AA—Y<0 0>Y (17)
a tedy
S=2 0 S 0 S=t 0
T AN+ AT _ T T _ T _ A+
(AA)A-Y(O 0>YY<00>X —Y<0 0>X =A".

Aplikaci tohoto vysledku na transponovanou matici dostavame s pouzitim tvrzeni 5)
At = (AT = ((AAT)TA)" = AT((AAT) )T = AT((AAT))T = AT(A4T)"

8) S pouzitim (15), (16), (17) dostavame

-1 -1 -2
A+(AT)+:Y< ) 8>XTX<SO 8>YT:Y< s 8>YT:(ATA)+’

z ¢ehoz dosazenim A := AT plyne druh4 ¢ast tvrzeni (AT)TAT = (AAT)*,
9) Podle (17), (15) je

—2 2
(ATA)+ATA:Y<S 0>YTY<S 0>YT:Y<IO>YT,

0 O 0 0 0 0
S=to S 0 I 0
+A— T T _ T
AA_Y< 0 0>XX<00>Y _Y<00>Y, (18)

z ¢ehoz plyne rovnost (A7 A)T AT A = AT A. Druh4 rovnost se dostane opét dosazenim
A= AT,

10) Je-li y € R(A*), potom pro jisté x je y = Atw = AT((AAT) z) € R(AT);
je-li ' € R(AT), potom y = ATz’ = ATAATZ € R(ATA); je-li ¢y € R(ATA),
potom 3" = AtAx" € R(A') (pouzili jsme tvrzeni 7) a 6)). Dokdzali jsme tedy, ze
R(AT) C R(AT) C R(ATA) C R(AT), takze vSude plati rovnost.

11) Je-li x € N(AT), potom Atz = 0 a podle 6) je ATz = 0, coz ddva N'(AT) C
N (AT), podobné 7) davd N (AT) C N(AAT), dale opét podle 6) je N(AAT) C N (AT)
a podle 7) N(AT) C N(AT). Tim jsme dokdzali N'(AT) C N(AT) C N(AAT) C
N(AT) C N (A1), takze vsude plati rovnost.

12) Jelikoz hodnost matice se pfi ndsobeni ortogondalni (tj. reguldrni) matici nement,
plyne z (14), (15), ze rank(A) = r = rank(A™) a podobné z (18) plyne r = rank(A* A)
a aplikaci této rovnosti na A := AT dostdvdme nakonec r = rank((AT)TAT) =
rank((AAT)T) = rank(AA™). O

Pozndmka Na rozdil od inverzni matice obecné neplati AA* = AT A, (AB)" = BT A™.

Véta 41 (Greville) Nechi A € R™", a € R™. Potom je

(Aa)+:<A+b—Tde>,
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kde

d = A'a,
= a— Ad,
oo T;+ je—lic#0,
Lis je—lie=0.
Dikaz Nejprve dokdzeme nékteré pomocné vztahy. Predevsim je
c"A=(a—AATa)"A=a" (I - AAT)A=a"(A - AATA) =0" (19)
podle vlastnosti 1) pseudoinverzni matice, a dile
cl'(c—a)=c"'(~Ad) = —(c"A)d =0 (20)
podle (19). Nyni dokdzeme, 7e
07 je—li 0
bTA:{ ) ez 0, (21)
11 dTd je — lic= 0,

1 je — i 0
bTa:{ je—1lic#0,

dTd . .
Trarq Je—lic=0.

Skutecné, je-li ¢ # 0, potom

T
pTA=A=0"
podle (19), a pro ¢ =0 je
bTA _ dT A+ A _ aT(ANT A+ A _ aT (At AADT _ aT(ANT _ dT
14+d"d 14+d"d 1+dTd 14+d"d 1+dTd>?

¢imz je (21) dokdzdno. Déle pro ¢ # 0 je

bla=9=59=1

c-c cTc

podle (20), a pro ¢ =0 je

Wla = dTAta _ _dTd

T 14+dTd T 1+dTd’
At —db”

BT > maji vlastnosti

coz dokazuje (22). Nyni dokdzeme, ze matice (A a) a (

1)-4) 7 vety 37. Dukaz rozdélime do dvou ¢asti.
(a) Necht ¢ # 0, tj. a # Ad = AATa. Potom

AT —ap” (A a) = ATA—db"A Ata—dbTa\ [ AYA 0
b" @)= T A v a —\ o7 1

podle (21), (22), takze matice je symetrickd, coz dokazuje vlastnost 4) z véty 37. Odtud
dostavame

At — db” AT — dbT ATA 0 AT — dbT
pT (A a) pT = o 1 pT
AT — AT AATabT AT — dbT
- »T = pT >
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coz dokazuje vlastnost 2). Déle

(4 a) ( A ) (Aa)=(Aa) < A ) — (AA"A a) = (Aa),

coz je vlastnost 1), a nakonec
+ _ T
(A a) ( e ) — AAT b = AAT 1

tedy matice je symetrickd, coz dokazuje vlastnost 3).
(b) Necht ¢ =0, tj. a = Ad = AA"a. Potom

+ _ T
(A a) A Tdb = AAT — Adb" + ab” = AAT,
b
takze matice je symetrickd, coz dokazuje vlastnost 3). Odtud
At —dp” "
(A a) 5T (Aa)=AA"(Aa)= (A Ad) = (A a),

coz je vlastnost 1), dale

At — dbT de de 4 At —dpT AAT
(e e (T )= (e )= ()
I e e W A S e i WA Sy )
dT At AA+ dT A+ T ’
1+dTd 1+dTd

coz je vlastnost 2), a nakonec

At — dpT (Aa) = ATA —dbTA Ata — dbTa
bT “ = bT A v a

+A_ dd¥  _d
_ A A l-l-de 1+dTd
df'd

1+de 1+dTd

podle (21), (22), tedy matice je symetricka, coz dokazuje vlastnost 4).
£ _ T
V obou piipadech (a), (b) jsme ukdzali, ze matice (A a) a ( A deb ) spliuji

vlastnosti 1)-4), ¢imz je tvrzeni véty dokazéano. 0

Veéta 42 Je-li a € R™, potom

S 4 je—lia#0,
1l 07 je—lia=0.
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Dukaz Tvrzeni véty plyne pifimym ovérenim vlastnosti 1)-4) z véty 37. O
Grevillav algoritmus pro vypocet AT v MATLABu:

function [X]=greville(A)
% computes the pseudoinverse X of A by Greville’s algorithm
[m,n]=size(A); tol=1.0e-10;
d=A(:,1);
if all(abs(d)<tol*ones(m,1)), X=zeros(l,m); else X=d’/(d’*d); end
for j=2:n
d=X*A(:,j); c=A(:,j)-AC:,1:(j-1))*d;
if all(abs(c)<tol*ones(m,1)), bt=d’*X/(1+d’*d); else bt=c’/(c’*c); end
X=[X-d*bt; btl;
end

10 Ortogonalni projekce

Véta 43 Necht je ddna matice A € R™*™. Potom pro libovolné x € R™, y € R* plati:
1) a:R(A> = AA+37,
2) l‘N(AT) = ([ - AA+):E,
3) yrary = AT Ay,
4) ynay = I — AT Ay.

Ditkaz 7 ortogondlniho rozkladu R™ = R(A) & N(A”) (véta 1, tvrzeni 3)) plyne,
ze kazdy vektor x € R™ lze psat pravé jednim zpusobem ve tvaru z = ' + x”, kde
' € R(A) a 2" € N(AT); potom je &' = zg(a), 2" = pary. Polozme 2’ = AATz
az’ = (I — AA")z, potom 2/ = A(A*z) € R(A), ATa" = (AT — ATAAT)z = 0
(véta 40, tvrzeni 6)), tedy 2" € N(AT), a soucasné 2’ + 2" = =, takze 2/ a 2"
tvori ortogonalni rozklad z a proto o' = wra), 2" = Tpar), coz dokazuje tvrzeni
1) a 2). Tvrzeni 3), 4) se dokdz{ aplikaci 1), 2) na matici A7 s vyuzitim faktu, ze
AT(ATYT = AT(AT)T = (AT A)T = AT A (podle tvrzeni 5) véty 40 a definice AT). O

Veéta 44 Pro kaZdou matici A € R™*™ plati
1) R(A) =N(I— AAT),
2) N(A)=R(I — ATA).

Dikaz 1) Je-li z € R(A), potom x = Ay pro jisté y € R" a plati AA Tz = AATAy =
Ay =z, tedy (I — AAT)z = 0, takze © € N (I — AA™). Naopak, je-liz € N (I — AA™),
potom (I — AAT)x =0 atedy z = AA e = A(ATz) € R(A).

2) Je-liz € N(A), potom x se ortogonélni projekci na N'(A) zobrazuje na sebe, proto
podle véty 43, tvrzeni 4), je £ = xp(a) = (I — AYA)x € R(I — AT A). Naopak, je-li
r € R(I—ATA), potomx = (I—ATA)y pro jisté y € R* aplati Az = (A-—AATA)y =0
(definice A1), tedy z € N(A). O
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Véta 45 Je-li A = XXY7T libovolniy SVD rozklad matice 0 # A € R™ ", potom

AAT = XXT,
IT—AtA = YYT

kde X je matice sestavajici z pronich r sloupcu matice X, Y matice sestavagjici z
poslednich n —r sloupci matice Y a r = rank(A) je pocet kladnijch proki na diagondle

3.
Dikaz Protoze A # 0, ma ¥ tvar
S 0
(i)
kde S € R™™" je regularni a podle véty 39 plati

S0
+ T
o (5 0)x

Potom

,1 .
AA+:X<‘§ 0>YTY<S 0>XT:X<I 0>XT:XXT

0 0 0 0 0
a podobné
S0 S 0 0 0 NS
_AtA=T— T T _ T _ T
I—ATA=1 Y(O O)XX<OO>Y _Y<OI>Y =YY"
O
11 Soustavy linearnich rovnic
Véta 46 Necht A € R™", b € R™. Potom soustava
Ax =1b (23)
ma resent prave kdyz plati
AATH =b. (24)

Je-li tato podminka splnéna, potom mnozina teseni X (A,b) soustavy (23) je popsdna
vztahy
X(A,b) = AT+ N(A) ={ATb+ (I — AT A)y; y e R}, (25)
pricemz
[ATD]ls = min{[[z]|2; 2 € X(4,)} (26)

a ATb je jediné Tesend, ve kterém se tohoto minima nabyvd.
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Dukaz Ma-li soustava (23) feSeni g, potom s vyuzitim definiéniho vztahu AATA = A
dostavame AATH = AATAxy = Axy = b, coz je (24). Naopak, plati-li (24), potom
x = ATb je feSenim soustavy (23).

Necht tedy plati (24). Potom AT € X (A, b) a pro kazdé z € X (A,b) je A(x—ATb) =
b—b=0,tedy 2 — Atb € N(A) a z € ATb + N(A). Naopak, je-li z € ATb+ N(A),
potom z = ATb+ y pro jisté y € N(A) a tedy Az = AATH = b, takze ©x € X (A, D).
Tim jsme dokazali rovnost

X (A,b) = ATb+ N(A).
Z popisu mnoziny N (A) v tvrzeni 2) véty 44 nyni plyne
X(Ab)=ATD+RUI —ATA) ={A"b+ (I — ATA)y; y € R"},

coz je (25). Pro dukaz (26) zvolme libovolné = € X (A,b); to lze podle (25) psat ve
tvaru x = ATb+y, kde y € N(A). Pritom podle tvrzeni 10) véty 40 a tvrzeni 2) véty 1
je Ath e R(AY) = R(AT) = N'(A)", z éehoz plyne, 7e (ATD)Ty = 0 a tedy

)13 = (A%0 + )" (Ao +y) = [[ATDIZ + [lyll2 = [|ATD]13 + lo — A¥DI3 > [[ATD]I3,

coz dokazuje (26), a rovnost se nabyva pravé kdyz ||z — ATb||s =0, tj. z = ATh. O

Véta 47 Soustava (23) md jediné FeSent pravé kdyz plati

AATh=0b, ATA=1. (27)
V tom pripadé je jedinym fesenim soustavy (23) vektor A*b.
Dikaz M3a-li soustava (23) jediné teseni, potom podle véty 46 plati (24) a z popisu

(25) plyne, ze musi byt I — AT A = 0. Naopak, plati-li (27), potom A™b je feSenim (23)
a 7z (25) plyne, ze je jediné. O

12 Metoda nejmensich &tverci
Véta 48 Necht A € R™™ a b€ R™. Pro soustavu
Ax =1b (28)
a 71 odpovidajici soustavu normdlnich rovnic
AT Az = ATh (29)

plati:
1) soustava (29) md vidy resend,
2) md-li soustava (28) fesent, potom obé soustavy maji stejnou mnoZinu fesent.
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Ditkaz 1) S pouzitim vlastnosti 7), 6) 7z véty 40 dostdvame (AT A)(ATA)TATH =
(ATA)(ATA)TAT)b = ATAATD = ATb, coz je rovnost (24) z véty 46 pro soustavu
(29). To znamen4, Ze soustava (29) m4 feSeni.

2) Ma-li soustava (28) feseni, potom podle véty 46 je mnozina jejich feSeni X (A, b)
popsana vztahem

X(Ab)={AT0+ (I - ATA)y; y e R} (30)
a podle téze véty s ohledem na jiz dokdzanou existenci feseni soustavy (29) plati
X (ATA, ATb) = {(ATA)T AT + (T — (ATA) T AT A)y; y € R"}. (31)

Avsak podle vlastnosti 7), 9) z véty 40 je
(ATA)TATH = AT,
(ATA)TATA = ATA
a dosazenim do (31) dostavame z (30)
X(ATA ATH) = {ATh+ (I — ATA)y; y € R} = X (A, D),

tj. soustavy (28) a (29) maji stejnou mnozinu feseni. O

Véta 49 Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
1) z je resenim soustavy (29),
2) Az = br(ay, kde br(ay je ortogondini projekce b na sloupcovy prostor R(A),
3) ||Ax — b||s = min{|| Ay — b|s; v € R }.

Dukaz Dokdzeme 1)=2)=-3)=2)=1).

1)=2): Je-li ATAx = A"b, potom ATy = 0 pro y = b — Az, takze b = Azx + v,
kde Ar € R(A) ay € N(AT). Podle véty 1, tvrzeni 3) to znamend, ze b = Az + y je
ortogonalni rozklad vektoru b, a tedy Az = bg(a).

2)=3): Protoze bg(4) jakozto ortogondlni projekce vektoru b na prostor R(A) ma ze
vSech bodi R(A) nejmensi vzdélenost od b, je ||Az — bl|2 = ||breay — b|]2 = min{||z —
bll2; 2 € R(A)} = min{||Ay — b||o; y € R"}.

3)=-2): Plati-li 3), potom vektor Az € R(A) ma ze viech vektoru v R(A) minimaln{
vzdalenost od b, a takovy bod je jak zndmo jednoznacné urcen a roven bg(a).

2)=1): Je-li Az = bg(a), potom podle véty 1, tvrzeni 3) lze b psdt ve tvaru b = Azx+y,
kde y € N(AT). Potom ATh = AT Az + ATy = AT Az, takze x je feSenim (29). O

13 Farkasova véta

Véta 50 (Farkas) Necht A € R™™, b e R™. Potom soustava
Az =b (32)

md nezdporné veseni prdavé kdyz pro kazdy vektor y € R™ takovy, ze ATy > 0, plati
bTy > 0.
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Dikaz a) M4-li soustava (32) feseni x > 0 a plati-li ATy > 0 pro jisty vektor y € R™,
potom b7y = (Ax)"y = 2" (ATy) > 0.

b) Pro dikaz opa¢né implikace predpoklddejme, Ze soustava (32) nemd nezdporné
feSeni. DokdZeme, 7e potom existuje vektor y € R™ takovy, ze ATy > 0 a by < 0,
coz je pro nase ucely vhodnéjsi psdt ve sloupcovém tvaru y’A.; > 0 (j = 1,...,n),
yTb < 0. Toto tvrzeni dokdzeme indukci podle n.

bl) Je-li n = 1, potom A sestdvd z jediného sloupce a. Necht W = {aa; a € R} je
podprostor generovany vektorem a. Podle véty 1 existuje ortogonalni rozklad vektoru b

b= by + by,

kde by € W a by, € W, Rozlisime dva piipady. Je-li by. = 0, potom b € W, takze
b = aa pro jisté a € R. Jelikoz podle predpokladu Ax = b nema nezaporné feseni,
musf byt o < 0 a a # 0, takze polozime-liy = a, je y"a = ||al|3 > 0 a y"b = allal|3 < 0
a tedy y je hledany vektor. Je-li by, # 0, polozme y = —by1, potom y'a = 0 a
yTh = —||byL]|3 < 0, takze y je opét hledany vektor.

b2) Necht tedy tvrzeni plati pro n — 1 > 1 a necht (32) nemd nezdporné feseni,
pricemz A € R™*". Potom ho nemd ani soustava

n—1
> Az =b
7=1
(jinak bychom pro z, = 0 dostali nezdporné feseni (32)), proto podle indukéniho

predpokladu existuje 7 € R™ takové, ze

gTAOj > 0 (jzla---an_l)a (33)
7'b < 0. (34)

Je-li 77A,,, > 0, je 7 hledany vektor a jsme hotovi. Pfedpoklddejme tedy, 7e

T Ae, < 0. (35)
Polozme
Oéj = gTA.j (j:]_,...,n),
B =7,
potom a; > 0,...,a, 1 >0, a, <0, § <0, a uvazujme soustavu
n—1
(apAej — jAen)Tj = apb — fAep. (36)
j=1
Kdyby tato soustava méla nezaporné teseni xy,...,T,_1, potom bychom jeji ipravou
dostali
n—1
Z A.jfL’j + Aonl‘n = b, (37)
7=1
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kde -
_ B2

Tn >0
an
vzhledem k (33), (34), (35), takze soustava (37), a tedy i (32), by méla nezdporné feseni
x1,..., 2, ve sporu s predpokladem. Proto soustava (36) nema nezéporné feseni a tedy

podle indukéniho predpokladu existuje vektor y takovy, ze

(G=1,...,n—1), (38)

gT(OtnA.j—OéjA.n) Z 0
< 0. (39)

gT(anb - ﬂAon)
Polozime nyni
Y= ang - (gTAon)g
a ukdzeme, ze y je hledany vektor. Pro j =1,...,n — 1 mdme podle (38)
yTAOj = angTAOj - (gTAon)gTAOj Z angAon - (QTAOH)ZTAOJ'
= ;i Aen — (§7Awn)a; = 0, (40)
pro j = n dostavame
Y Aen = T Aen — (77 AT Aep = a7 Ay — (17 Aen)an = 0, (41)
a nakonec podle (39)
yTb = O[nngb - (gTAon)gTb < BgTAon - (QTAon)gTb - BgTAon - (QTAon)B - 07 (42)

takze z (40), (41), (42) plyne ATy > 0 a bT'y < 0, ¢ili y je hledany vektor a dikaz
indukeci je tim dokoncen. O

14 Metoda sdruZenych gradienti

Algoritmus (feSeni Az = b s pozitivneé definitni matici A).
0. Zvol xg, poloz gy := Axq — b, dy := —go, © := 0.
1. Je-li g; = 0, ukonci: z; je feSenim Ax = b.
2. Jinak vypocti

dzTgi
YT T A
Tipn = X+ agd;,
giv1 = Azip — 0,
B = gﬁ;gﬂrl,
g; 9i
dit1 = —gip1 + Bid;.

3. Polozi:=1i+1 a jdi na 1.
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Véta 51 Necht A je pozitivné definitni. Potom pro kazdé i > 0 takové, Ze g; # 0, je
krok 2 proveditelny a plati

gid; = 0, (43)
gz?:rl(diJrl + git1) 0, (44)
ging = 0 (0<j<i+l), (45)
dl,Ad; = 0 (0<j<i+]1). (46)

Dikaz Vyuzijeme ¢astéji faktu, ze z kroku 2 algoritmu vyplyva g; .1 —¢; = A(z;01— x;) =
O[Z'Adi, tedy
giv1 = gi + ;Ad; (47)
pro kazdé ¢ > 0.
Diikaz se provadi indukci podle i. Pro ¢ = 0 mame dokazat

gldy = 0, (48)
gi (i +g1) = 0, (49)
919 = 0, (50)
dF Ady = 0. (51)

Je-li gy # 0, potom dy = —go # 0, takze d} Ady > 0, ¢ili ve vztazich pro ap, fy je
jmenovatel ruzny od nuly a krok 2 je proveditelny.

1. Z oy = dTojdo plyne ap > 0 a 0 = dj (g0 + apAdy) = d} g1 = gl dy podle (47),
coz je (48).

2. Vztah (49) plyne z toho, ze g (di + g1) = g1 Bodo = 0 podle definice d; a (48).

Dale je g go = g7 (—dy) = 0 podle (48), coz je (50).

4. df Ady = (—g1+Podo)" 3= (91—90) = 2= (=91 91—Podj 90) = 2= (=91 91+Bogs 90) = O
podle definice dy, (47), (48), (50) a definice f3y, coz je (51).

©w

Necht tedy vzorce (43)—(46) plati pro i — 1 > 0, tj.

gidin = 0, (52)
g (di+g) = 0, (53)
gig; = 0 (0<j<i), (54)
dfAd; = 0 (0< 7<), (55)

a necht g; # 0. Potom pro d; = 0 by z d; = —g; + Bi_1d;_1 (definice d;) plynulo
gi = Bi—1di—1 a giTgi = 5i—19dei—1 = 0 podle (52), tedy g; = 0, spor. Proto d; # 0,
takze krok 2 je proveditelny.

1. Zoy = dTl:; plyne opét a; > 0 (nebof —d! g; = g g; > 0 podle (53) a d! Ad; > 0
7 pozitivn{ definitnosti) a pfendsobenim 0 = dI g; + a;d} Ad; = d¥ (g; + a; Ad;) =
d} giv1 = gi.1d; podle (47), coz je (43).

2. Dale gL\ (div1 + git1) = g1 8id;i = 0 podle definice d;1 a (43), coz ddva (44).

3. Dokazeme (45) rozborem tii piipadu:
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a) Je-li j = 0, potom z (47) plyne g/, g0 = (g; + ; Ad;)" g0 = g7 go+ cuid] Ago =
g5 g0 — a;d! Ady = 0 podle (54), (55).

b) Je-li 0 < j < i, je ghy9; = (9 + 0 Ad;) gy = auyd] Agy = audl A(—d; +
ﬁj—ldj—l) = —Otld;rAd] + aiﬁj—ld;Adj—l =0 podle (47), (54), definice dj a
(55).

¢) Nakonec pro j = i je gL = (¢ + wAd) g, = ¢l g + cwd] A(—d; +
Bi—idi—1) = —d;frgi - Otid;‘-FAdi + O‘z’ﬁi—ldzTAdi—l = Oéiﬁz’—ldzTAdz‘—l = 0 podle
(47), definice d;, (53), definice a; a (55), ¢imz jsme indukei dokdzali (45).

4. Dokazeme (46) rozborem dvou moznych piipadu:

a) PI'O 0 S j < ZJe dg;-lAdj = (—gl+1+ﬂzdz)TAd9 = —gzj;lAdJ = _95-10%(9]'4-1_
g;) = 0 podle definice d;;1, (55), (47) a (45).

b) Proj =ije dl,  Ad; = (=gip1+Bidi)" - (901 — 9i) = o (—g}19i01 + 919+
Bid! giv1 — Bid] g;) = i(—gﬁﬂiﬂ + Big] 9;) = 0 podle definice d;;q, (47),
(45), (43), (53) a definice f;, coz dava (46).

Véta 52 Necht A je pozitivné definitni. Potom existuje m < n tak, Ze ¢, = 0, tj. 1.,
je resenim Ax =b.

Dikaz Jestlize g, = 0 pro jisté 0 < m < n — 1, je tvrzeni dokdzdno. Predpoklddejme
tedy, ze gy # 0,...,9,_1 # 0. Dokdzeme, ze potom g, = 0. Vektory gy, ..., g,_1 jsou
nenulové ortogondlni a tedy jsou linearné nezavislé, takze tvori bazi a g, lze psat ve

tvaru g, = Z;:Ol v;9; a odtud podle (45) je g!'g, = Z?:_& vi(grg;) =0, tedy g, = 0. O

15 Vlastni &isla a vektory
Definice Necht A € C**". Plati-li
Ar = \x

pro jisté A € C a 0 # = € C*, potom A se nazyva vlastnim ¢islem matice A a vektor x
vlastnim vektorem ptislusnym k tomuto vlastnimu éislu.

Definice Matice A € C**" je podobnd matici B € C**" jestlize plati A = SBS~! pro
jistou reguldarni matici S € C**™.

Véta 53 Podobné matice maji stejna vlastni ¢isla.
Diikaz Nechf A = SBS~! a necht )\ je vlastni ¢islo matice A, tj. Az = Az, 2 # 0.
Potom z rovnosti SBS™'z = Az dostdvdme B(S™'z) = A\(S™'z), kde S~™'x # 0 nebot

S je regularni a x # 0, takze A\ je vlastni ¢islo B. Dokazali jsme, ze kazdé vlastni ¢islo
A je vlastnim éislem B. Pouzijeme-li vztahu B = S71AS = S71A(S™1) !, dostdvdme
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aplikaci predchoziho vysledku, ze kazdé vlastni ¢islo B je vlastnim cislem A, takze obé
matice maji stejna vlastni cisla. O

Definice Matice A € C"*" se nazyva diagonalizovatelnd jestlize je podobna diagonalni
matici.

Veéta 54 Matice A € C"™" je diagonalizovatelnd prdvé kdyZ md n linedrné nezdavislijch
vlastnich vektorii.

Diikaz Je-li A diagonalizovatelnd, potom A = SAS~! pro jistou reguldrni matici S a
diagondlni matici A. Podle véty 53 sestava diagonala matice A pravé ze vSech vlastnich
¢isel matice A. Ze vztahu AS = SA dostavame potom

ASej = NjjSej,

takze S.; je vlastni vektor piislusejici vlastnimu ¢islu Aj; (7 = 1,...,n). Protoze S
je reguldrni, jsou jeji sloupce linedrné nezavislé, takze A ma n lineadrné nezavislych
vlastnich vektoru.

Naopak, necht A m4 n linedrné nezdvislych vlastnich vektoru x4, . .., z,, ptislusejicich
vlastnim ¢éislum A, ..., A,. Polozime-li A = diag(\y, ..., A,) aje-li S matice sestavajici
ze sloupcu x4, ..., T,, potom S je reguliarni protoze jeji sloupce jsou podle predpokladu
linedrné nezavislé, a pro j = 1,...,n plati

(AS).]' = AS.]‘ = Al‘j = )\jfL’j = (SA).j,

tedy AS = SA a A= SAS™!, takze A je diagonalizovatelna. O

Véta 55 Jsou-li vsechna vlastni ¢isla matice A € C**" navzdjem ruznd, potom A je
diagonalizovatelnd.

Dikaz Necht A m4 n navzdjem ruznych vlastnich éisel \j,..., A\, a necht zy,..., 7,
jsou k nim piislusné vlastni vektory. Dokazeme, ze xy,...,x, jsou linearné nezavislé.

Ptredpokladejme sporem, ze jsou linearné zavislé. Potom mezi vSemi jejich netrivialnimi
linedrnimi kombinacemi, které se rovnaji nule, existuje takova, kterd ma nejmensi pocet
nenulovych koeficientti. Necht je to linedarni kombinace

QG Ty +...+ QG Tg = 0, (56)

kde jsme vzali pouze cleny s nenulovymi koeficienty, takze oy, # 0 pro j =1,...,m a
m > 2, nebot vSechny vektory z; jsou nenulové. Prendsobenim (56) matici A dostdvame

A(ailxil + ...+ aimxim) = Oy, )\ilxil + ...+ aim)\imxim = 0. (57)
Vyndsobime-li nyni rovnici (56) ¢islem )\;, a odecteme ji od rovnice (57), dostavame
iy (A — A )miy + A o, (N — A )T, = 0,
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kde vSechny koeficienty jsou podle predpokladu ruznosti vlastnich ¢isel nenulové, ¢imz
jsme dostali netrivialni linedrni kombinaci s m — 1 nenulovymi koeficienty, coz je v roz-
poru s definici m jakozto nejmensiho poc¢tu nenulovych koeficientu v netrivialni linedrni
kombinaci. Tim jsme dokazali sporem, ze vlastni vektory x4, ..., z, jsou linedrné nezavislé
a tedy podle véty 54 je matice A diagonalizovatelna. O

Véta 56 Necht A € C™*" g B € C*™, m < n. Potom vlastnimi ¢isly matice BA jsou
pravé vsechna vlastni ¢isla matice AB (poéitand v obou pripadech s jejich ndsobnostmi),
plus dodateéngch n — m vlastnich c¢isel matice BA rovniych nule. Je-li m = n, potom
AB a BA maji stejnd vlastni éisla; je-li navic jedna z matic A, B requldrni, potom AB
a BA jsou podobné.

Dukaz Plati
AB 0 I A\ ( AB ABA
B 0 o I ) B BA ’
I A 0 O _ ( AB ABA
0 I B BA | B BA ’

kde vechny matice jsou z C™)*(m+n) Protoze matice

I A
0 I
je regularni, dostavame
I A\ '(AB o\ (I A\ (0 0
0 I B 0 0 I ) \\B BA )’
AB 0 0 0
B o) * \B B4

jsou podobné a proto maji stejnd vlastni ¢isla. Vlastni ¢isla prvni z nich jsou vlastni
¢isla AB plus n nul, vlastni ¢isla druhé z nich jsou vlastni ¢isla BA plus m nul. Z toho

plyne prvni tvrzeni véty. Druhé z néj plyne piimo, a v pripadé ze napt. A je reguldrni
plati AB = A(BA)A™!, takze AB a BA jsou podobné. O

takze matice

Véta 57 Necht pro matice A, B € C**" plati AB = BA. Potom ke kazdému vlastnimu
cislu A erxistuje vlastni vektor, ktery je rovnéz vlastnim vektorem B (prisluSejicim
obecné k jinému vlastnimu ¢islu).

Diikaz Nechf Az = Az, A € C, 0 # o € C". Uvazujme posloupnost vektort z, Bz, B%x, . ..
. Jelikoz prostor C* je n-rozmérny, musi existovat k < n takové, ze B*z je linearni
kombinaci vektoru z, Bz, B%x, ..., B¥ 'z, tj.

k—1
BFg = Z Bijx.
§=0
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Potom plati

BX = XC, (58)
kde X je matice o sloupcich z, Bz, ..., B* 'z a
0 00 0 B
1 0 ... 0 p;
000 ... 1 B

tj. X € R™* a ¢ € C**. Nechf p € C je libovolné vlastni ¢islo matice C a y € C*
jemu odpovidajici vlastni vektor. Z (58) potom plyne

BXy=XCy=Xpy = pXy,

takze z = Xy je vlastni vektor B (sloupce X jsou podle konstrukce k linedrné nezavislé
ay # 0, takze Xy # 0) a plati pro néj

k—1
z = E Yj1 Bl .
=0

Nyni, z AB = BA plyne AB’ = BJA pro kazdé j > 1. Pro j = 1 je to piedpoklad véty,
a déle indukef: z AB’~! = B/='A plyne AB’ = AB'"'B = B/~'AB = BI"'BA = B/ A.
Tedy

k—1 k—1 k—1 k—1
Az=) ypnABr =) yinBAr=) yuBlr=2) yiuBr=)
=0 =0 =0 =0

takze z je vlastnim vektorem jak A, tak B. O

16 Schurova triangularizaéni véta

Definice Matice U € C"*" se nazyva unitarni jestlize U*U = I.

Véta 58 (Schurova triangularizacéni véta) Ke kaZdé matici A € C"" ezistuje
unitarni matice U € C**™ a horni trojuhelnikovd matice T € C**™ tak, Ze

A=UTU",

pricemz diagondlu matice T tvori prdve vSechna vlastni cisla matice A v libovolném
predem daném poradi. Je-li A € R"™"™ a jsou-li vsechna vlastni ¢isla matice A redlnd,
potom U lze zvolit redalnou ortogondlni a T redlnou.
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Dukaz Dikaz provedeme indukei podle n. Pro n = 1 staci polozit U = (1), T' = (Ay).
Necht tedy tvrzeni plati az do n — 1 > 1 a necht A € C"*". Necht \,..., )\, jsou
vlastni ¢isla matice A ve zvoleném potadi a necht z je vlastni vektor pifslusny k A,
|z]|2 = 1. Dopliime  na unitdrni matici U; = (v X), kde X € C**(»~)_ Potom

. B x* [ x*Ax  x*AX
UrAt, = < X+ )A(x X) = < X*Az X*AX )
. )\1 T*AX . )\1 T*AX
N MX*r X*AX )\ 0 X*AX -

Protoze U; je unitarni, je vysledna matice podobna A, takze ma stejna vlastni cisla,

proto matice X*AX musi mit zbyld vlastni ¢isla Ag, ..., Ay K této matici podle in-
dukéniho predpokladu existuje unitdrni matice U takova ze U X*AXU =T, kde T
je horni trojuhelnikova matice s diagonalnimi prvky Ao, ..., A,. Potom

1 o7\ 1 o7 1 o7 N r*AX 1 o7
(0 U)UlAU1<0 U) - <0 U*)(o X*AX><0 U)

0 U*X*AXU )\ 0 T ’

1 oF
UZUI(O&)’

je U, jakozto soucin unitarnich matic, unitarni a plati

takze polozime-li

A=UTU",
kde -
)\1 IL’*AXU
T = =
(377"
je horni trojihelnikovd matice s diagondlnimi prvky Ay, ..., A,. Je-li A redlnd a m4-li
realnd vlastni ¢isla, potom matice U; i U lze zvolit realné ortogondlni a tedy i vysledna
matice U je redlna ortogondlni a T = UT AU je realn4. O

Véta 59 (Schurova triangularizaéni véta, redlnd forma) Ke kaZdé matici A €
R™*™ existuje ortogondlni matice ) € R"*™ takovd, Ze

A=QrQ",

kde T € R™™ je blokové diagondlni horni trojuhelnikovd matice, na jejiz diagondle
stoji bud bloky 1 x 1 sestdvagici z redlngch vlastnich céisel A, nebo bloky 2 x 2 jejichz
vlastni ¢isla jsou dvojice komplexné sdruzenych vlastnich ¢isel A. Pritom Q) je mozno
volit tak, Ze diagondlni bloky mohou byt serazeny v libovolném predem daném poradi.
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Dikaz Dukaz provedeme indukci podle n. Pro n = 1 ma matice pravé jedno redlné
vlastn{ ¢islo Ay; a stacl volit @ = (1), T = (Ay1). Necht tedy tvrzeni plati az do
n—1>1 anechf A € R*™". Jestlize prvni blok ve zvoleném poiadi je matice 1 x 1
sestavajici z realného vlastniho ¢isla A{, postupujeme jako v dukazu véty 58. Jestlize
prvni blok odpovida dvojici komplexné sdruzenych vlastnich ¢isel A\; £ X\oi, A, A € R,
A9 # 0, zvolme vlastni vektor x = x1+x91 # 0 odpovidajici vlastnimu éislu A = A; 4+ \oi
(x1,22 € R"), potom 7z Ax = Az plyne

AZEl = )\11‘1 - )\21‘2, (59)
ALL‘Q = )\21‘1 + )\11’2. (60)
Pritom plati
71 = 3(z +7), (61)
Ty =5 (2 — 7). (62)

Vektory z, T jsou linedrné nezavislé: kdyby byly linearné zdvislé, existovalo by « # 0
tak, ze T = ax, z é¢ehoz by plynulo adz = aAr = A(az) = AT = AT = alr a odtud
A = X ve sporu s Ay # 0. Podle (61), (62) jsou tedy i 2, x5 linedrné nezavislé. Polozme
X = (21 ) € R™?2, potom podle véty 29 existuje matice Q € R"*2 s ortonormalnimi
sloupci a reguldrni matice R € R**? tak, ze X = QR. Z (59), (60) plyne

_ At A
wwex( %),

tedy
Ao A Al Ay
AQR-QR(_)\2 )\1>
a odtud
AT 4 A Al A 1
Q AQ =R N R . (63)

A

Doplnime-li nyni matici Q € R**2 na ortogonaln{ matici Q = (Q @), potom
QTAQ=Qror( M )R =0
-2 A\

(nebot QTQ = 0) a tedy
raa- (& )agan- (&0 A0y (ara ¢a)
vaa= (G )a@en=(Grid o, 0 QraQ, )

pFicemz levy horni blok QT AQ je vzhledem k (63) podobny matici

A A
X A )

jejiz vlastni éisla jsou A; £ Agi. Na pravou dolni matici QT AQ; nyni aplikujeme in-
dukéni predpoklad tak jako v dikazu véty 58, ¢imz je tvrzeni dokdzéno. O
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Véta 60 Necht pro A, B € C*" plati AB = BA. Potom ezistuje unitdrni matice U
a horni trojuhelnikové matice Ty, Ty tak, Ze plati

A=UTU*, (64)

B=UTU". (65)

Jsou-li A, B redlné a jsou-li vSechna jejich vlastni c¢isla redlnd, potom U lze zvolit
redlnou ortogondlni o T, Ty redlné.

Diikaz Diikaz provedeme indukei podle n. Pro n = 1 je tvrzeni zfejmé, nebot staci
polozit U = I, Ty = A, T, = B. Necht tedy tvrzeni plati az do n — 1 > 1 véetné
a necht A, B € C"", AB = BA. Podle véty 57 maji A a B spolecny vlastni vektor
x € C, tj. plati Ax = \x, Bx = px, ||z||; = 1. Pouzijeme nyni tento spolecnyj vlastni
vektor tak, jak jsme to uéinili v dukazu Schurovy triangulariza¢ni véty 58: doplime z
na unitarni matici U; = (z X)), potom, jak je ukdzano v dukazu véty 58, plati

N A xFAX
UlAUl:(o X*AX)’
. _(p 2*BX
UlBUl_(o X*BX)’

pricemz (X*AX)(X*BX) = X*ABX = X*BAX = (X*BX)(X*AX), takze matice
X*AX, X*BX komutuji a podle indukéniho predpokladu existuje unitarni matice U
takova, ze . . 5

U X*"AXU =Ty,

U*X*BXU = To,

kde T}, Ty jsou horni trojihelnikové matice. Potom dostdvame

1 07\, 1 o7 A *AXU
<0 U)UlAU1<0 U)‘(o T )

1 0"\ ., 1 07 p z*BXU
(0 U)UIBU1<0 0)—(0 7 )

takze (64), (65) plati pro

1 o N *AXU pn t*BXU
U_U1<o U)’ T1_<0 T ) T2_<0 7, )

Zbyvajici tvrzeni pro redlné matice s realnymi vlastnimi ¢isly je zfejmé, protoze celou
konstrukci 1ze potom provést v redlnych cislech. O

Véta 61 Ke kazdé matici A € C*" a ke kaZdému £ > 0 existuje diagonalizovatelnd
matice A" € C**" takovd, Ze
||A — A,“F < €.
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Dikaz Podle Schurovy triangularizacni véty 58 lze A rozlozit ve tvaru A = UTU™,
kde U je unitarni a T" je horni trojihelnikova. Polozme

min(e, K)
2n?

5=
kde K =1 jsou-li vSechny diagonalni prvky matice T stejné, a

K = min{|T; — Tjsl; T # Tj5}
jinak. Necht A je diagonalni matice s diagondlnimi prvky Ay; = i (1 = 1,...,n).

Ukézeme, ze matice

A= U(T + 6A)U* (66)

ma pozadovanou vlastnost. Predevsim vSechny diagondalni prvky horni trojihelnikové
matice T + dA jsou navzajem ruzné. Kdyby totiz platilo Ty, + 0k = Ty + 6¢ pro jista
k # £, potom

0 # [Thx — Toe| = [k — L]0 <nd < K =min{[Ty; — Ty;|; Ty # Tj;},
ij

coz je spor. Proto A’, kterd je podle (66) podobnd matici T 4+ dA, mé vSechna vlastni
¢isla vzajemné ruzna a je tedy podle véty 55 diagonalizovatelna. Nakonec

|A = Ay = [USAU*||p = 0]|Allp = VT2 + ... + 02 < dn? <&,

¢imz je dukaz dokoncen. O

17 Unitarni diagonalizovatelnost

Definice Matice A € C"*" se nazyva unitdrné diagonalizovatelna jestlize existuje
unitarni matice U € C"*" takova, ze U* AU je diagonalni matice.

Definice Matice A € C"*" se nazyva normalni jestlize A*A = AA*.
Véta 62 Normdalni horni trojuhelnikovd matice je diagondlni.

Dikaz Dikaz provedeme indukei podle fadu n matice. Je-li n = 1, je tvrzeni ziejmé.
Necht tedy tvrzeni plati pro n—1 > 1 anecht T € C"*" je normalni horni trojihelnikova
matice. Potom T lze psat ve tvaru

T:<g;>, (67)

kde 7 € C, t € C*(=1D o T € C»=D*(=1) je horni trojihelnikové. Z (67) dostavame

e [ TF O Tt _ (|7 Tt
TT_(t* T*)(o T>_<Tt* tt+ 1T )°
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= (7 8) (7 8= Y,

0 T tr T Tt TT*

a vzhledem k tomu, Ze obé matice se rovnaji, plati |7|*> = |7]* + ||t||3, z ¢ehoz plyne
t = 07, a rovnéz T*T = TT*, tedy horni trojihelnikovd matice T € C~Dx(-1) je
normalni a podle indukéiho predpokladu je proto diagondlni. Z toho plyne, ze i matice
T ve tvaru (67) je diagondlni, ¢imz je tvrzeni indukei dokdzéno. O

Véta 63 Matice A € C™" je unitdrné diagonalizovatelnd prdvé kdyz je normdlni.

Dikaz a) Je-li A unitdrné diagonalizovatelnd, potom A = UAU* pro jistou unitarni
matici U a diagonalni matici A. Protoze diagondlni matice A je evidentné normdlni,
plati

A*A = UNU*UAU* = UNAU* = UAAU* = (UAU*)(UANU*) = AA,

takze A je normalni.
b) Naopak, necht A je norméalni. Podle Schurovy triangulariza¢ni véty 58 md A
rozklad

A=UTU", (68)

kde U je unitarni a T je horni trojihelnikova matice, takze T'= U* AU a z normality
A plyne
T°T =U"A"AU = U AAU =TT",

proto T je normélni a tedy podle véty 62 je diagondlni. V rozkladu (68) je tedy U
unitarni a T diagondlni, takze A je unitarné diagonalizovatelna. O

18 Hermitovské matice

Definice Matice A € C"*" se nazyva hermitovska jestlize A* = A.
Véta 64 Hermitovskd matice md vsechna vlastni ¢isla redlnd.

Dikaz Necht A € C je libovolné vlastni ¢islo hermitovské matice A € C* " a necht
x € C" je k nému prislusny vlastni vektor. Potom z rovnice Az = Ax prendsobenim
vektorem z* dostavame

' Ar = \r*zx,

kde (v*Az)* = * A*r = z* Ax, takze ¢islo x* Az je redlné stejné tak jako r*z = ||z||3 >
0, z ¢ehoz plyne ze A je realné. O

Znaceni Vlastni ¢isla hermitovské matice zna¢ime A (A),..., \,(A) a ¢islujeme je v
poradi A\ (A) > ... > X\, (A).
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Véta 65 (spektrilni véta pro hermitovské matice) Ke kaZdé hermitovské matici
A € C™ emistuje unitarni matice U € C"*" takovd, Ze plati

A =UAU", (69)

kde

A =diag(A\(A), ..., \(A4)).
Pritom j-ty sloupec matice U je vlastni vektor piislusejici k vlastnimu ¢islu \;(A) (j =
1,...,n). Je-li A € R*™™ potom U lze volit redlnou ortogonalni.

Ditkaz Hermitovskd matice A spliiuje A*A = A% = AA*, je tedy normdlni a podle
véty 63 ma rozklad tvaru (69), kde U je unitdrni a A diagondlni. Z dikazu téze véty
plyne, 7e (69) je Schuruv rozklad matice A, ve kterém podle Schurovy triangularizacéni
véty 58 lze dosahnout setazeni vlastnich ¢isel matice A na diagonale A v libovolném
predepsaném poradi, tedy i v poradi A;(A),..., A\, (A4), a v piipadé ze A je redlna lze
U volit redlnou ortogonalni. Z (69) plyne AU = UA, tedy AU.; = \;(A)U.;, takze U,;
je vlastni vektor prislusejici k \;(A) (j =1,...,n). O

Véta 66 Pro kaZdou matici A € R™"™ je matice A*A hermitovskd a vSechna jeji
vlastni ¢isla jsou nezdpornd.

Diikaz A*A je hermitovska nebof (A*A)* = A*A. Je-li X libovolné jeji vlastni éislo a
x k nému prislusny vlastni vektor, potom z A*Ax = Ax plyne z*A*Ax = Azx*z, kde
r*A* Az = (Az)*(Az) = ||Az]]3 > 0 a z*z = ||z||3 > 0, takze A > 0. 0

19 SVD rozklad Il

Véta 67 (SVD rozklad pro komplexni matice) Nechf A € C™" q g = min{m,n}.
Potom ezistuje matice ¥ = (0;;) € R™" splnujici o;j = 0 pro i # j a 011 > 099 >
... 2> 0gg > 0 a unitarni matice U € C™*™, V € C**" takové, Ze plati

A=UXV".
Je-li A € R™ ™, potom U, V lze volit redlné ortogondlnd.

Dikaz Matice A*A je podle véty 66 hermitovska s nezapornymi vlastnimi ¢isly a mé
podle véty 65 spektralni rozklad

A*A =VAV* (70)

kde V je unitarni a A je diagondlni s diagonalnimi prvky A (A*A) > ... > \.(A*A) >
0 = Ny(A*A) = ... = N\ (A*A), kde jsme r oznacili index posledniho kladného
vlastniho éisla. Je-li r = 0, potom podle (70) je A*A =0 a tedy A = 0 a staci polozit
Y =0,U=1,V =1I. Necht tedy r > 1. Polozme

S = diag(v/ A (A*A), ..., /A (A*A)),
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potom S € R™" je regularni a
S2 0
A= ( 0 ) .
Piseme-li V ve tvaru V = (V; V3), kde V; € C**" a V, € C*(™=") | potom 7z (70) plyne

VAR AV = ( 1y ViATAV VP ATAY, ) A= < 5% 0 ) .

Porovnanim bloku na mistech (2,2) dostavame
(AVL)* AV, = VAT AV, = 0,

7 ¢ehoz plyne
AV, =0, (71)

a porovnanim bloku (1,1) dostavame
a odsud
(AVIS™H*(AV,S™Y) = ST AT AVIST! = 1. (72)

Tedy matice
U =AV,S e ™

mé ortonormalni sloupce. Doplnime-li ji na ortogonélni matici U = (U; Uy) € C™*™,
potom
Us AV =U3US =0 (73)

a podle (71), (72), (73) plati

v (UIAV: UsAV,\ (S 0 _
UAV_(U;‘AVI UsAV, ) = =

tedy
A=U%XV",

coz je hledany rozklad. Je-li A redlnd, potom podle véty 65 lze matici V' v rozkladu (70)
volit redlnou ortogonalni, potom i U; je redlna a lze ji doplnit na redlnou ortogonalni
matici U. O

20 Vlastni &isla symetrickych matic

Véta 68 (spektrilni véta pro symetrické matice) Ke kazdé symetrické matici A €
R™ ™ existuje ortogondlni matice QQ € R*™™ takovd, Ze plati

A=QAQ",
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kde
A =diag(A(A),..., \(A)).

Pritom j-ty sloupec matice Q) je vlastni vektor prislusejici k vlastnimu ¢islu X;(A)
(j=1,...,n).

Dukaz Symetrickd matice je hermitovska, takze pro ni plati véta 65 v jeji realné
forme. O

Véta 69 (Courant-Fischer) Pro kazdou symetrickou matici A € R*™™ plati

) = g, i T = i A (74)
(k=1,...,n), kde mazimum se bere pies vSechny podprostory R™ dimenze k.
Dikaz Podle vety 68 ma A spektralni rozklad
A= QAQT, (75)
kde @ je ortogondlni a A = diag(Ai(A),..., \u(A)) . Z (75) plyne
AQ.; = ) (A)Qu; (76)

pro kazdé j. Uvazujme nyni libovolné & € {1,...,n}, a necht W je podprostor gen-
erovany sloupci Qe1, ..., Qex. Potom dim W = k a kazdy vektor 0 # x € W lze psat ve

tvaru x = Z?Zl @;Q.j, takze s vyuzitim ortogonality () a vztahu (76) dostdvame

k

T Ar = (Z anoj)A(Z a;jQej) = (Z %Q-y‘)(z ;A (A) Q) (77)

= ZQQA ) > ( mln A; (A))ZO@Q' = M\(A4) (z"2),

]‘9 9k .
7=1
coz dava T
x' Ax
> M\ (A
Ty — ¢(4)
pro kazdé 0 # z € W a tedy
TA
min ? - ’ > Me(A),
0#£zeW T T
z ¢ehoz plyne
TA
max min > Ae(A). (78)

dim W=k 0£zeW xlx

Pro dikaz opacné nerovnosti zvolme libovolny podprostor W' prostoru R" dimenze k.
Protoze podprostor W generovany sloupci Qag, - - - , Qen, ma dimenzi n —k+1, je soucet
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dimenz{ obou podprostorti roven n + 1 > n, z ¢ehoz plyne dim (W N W) > 1 a existuje
tedy vektor 0 = x € WNW pro ktery, pisSeme-li ho ve tvaru x = Z;’:k a;(Q.j, podobné
jako v (77) dostdvame

T Ar = (Z @onj)A(Z Qi) = (Z %Q-g‘)(z ajA;(A)Qq)

= Zaf)\j(A) < ( max )\j(A))Za? = \e(A) (2" ),

j=k,...,n

j=k
tedy .
a proto ”

o;gier%ﬁf xxT:cx < Ae(4).

Jelikoz W byl libovolny podprostor dimenze k, dostavame odsud

o 2T Ax
max min —
dim W=k 0£zeW 11

< Ae(A), (79)

coz je opacnd nerovnost, takze z (78) a (79) plyne (74). Druhou rovnost v (74) dostaneme
z toho, ze pro kazdé x # 0 lze psat

T A T
x E T _ < x ) 4 < x > .
T ]2 ]2

Véta 70 Ke kazdé pozitivné semidefinitni matict A € R™"™ a ke kaZdému prirozenému
cislu k > 2 existuje prdve jedna pozitive semidefinitni matice B takovd, Ze

B* = A. (80)
Dikaz Podle véety 68 ma matice A spektralni rozklad

A=QAQ",

kde @ je ortogonalni a A = diag(A;(A), ..., A\u(A)), kde \(A),..., A\ (A) jsou vlastni
¢isla matice A, ktera jsou vzhledem k jeji pozitivni semidefinitnosti nezaporna. Polozme
AVE = diag( ..., /3,)

B = QAl/kQT
Potom B je pozitivné semidefinitni a plati B¥ = QAV*QT... .QAY*QT = Q(AY*)kQT =
QAQT = A, takie B je feSenim maticové rovnice (80).
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Pro dikaz jednoznacnosti predpokladejme, ze pozitivné semidefinitni matice C' spliuje
C* = A. Sestrojme Lagrangeiv interpola¢ni polynom s uzly ); a hodnotami /)\;, pro
ktery tedy plati p(\;) = v/A; proi =1,...,n, potom

p(A) = p(QAQT) = Qp(A)QT = Qdiag(¥/\, ..., ¥/A.)QT = B,

tedy B = p(A) = p(C*) a odtud BC = p(C*)C = Cp(C*) = CB. Tedy matice B,C
komutuji a obé maji nezépornéN(tj. realnd) vlastni ¢isla, proto podle redlné ¢ésti véty
60 existuje ortogondlni matice () takovd, ze matice

Tl — QTBQ7
T, =Q"CQ

jsou horni trojihelnikové. Pfitom ze symetrie B plyne 77 = QTBTQ = Q"BQ =T; a
podobné T = T, takze obé matice T}, T jsou diagondlni a plati

T =Q"B"Q = Q"AQ = Q" C*Q = T¥, (81)

pricemz diagonalni prvky matic 77, T5 jsou tvoreny nezapornymi vlastnimi ¢isly pozi-
tivné semidefinitnich matic B a C, takze (81) implikuje T3 = T, a odtud

B=QnhQ" =QTQ" =C.

Tim jsme dokdzali, Ze pozitivné semidefinitni matice B s vlastnosti (80) je urcena jed-
noznacne. O
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