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Tato práce je věnována problenatico existenoe ''globálnÍ'
implicitní funkce v Err. Věty o lokální exÍstenci jsou všo-

obecně známy. Pro eukloídovské prostory jsou. uvedeny nap .

v [+], [sJ' [s], [sJ, zobocnění pro Banachovy prostory nap .
Y [rJ, [zJ, fral, t'rg], [r*J. Pokud je ni znáno' neaí aLázka

existenco "globální" inplicitní funkce dostrd uspokojivě vy c-
šena. V slodky, uvedené v literatu e (viz nap . [a], [rsJ )

jsou většinou rnálo obecné a mají těžko verifÍkovatelné p ed-
poklady. X m círo{brro dokázat "globální" existoneí za p ed-

l] poklad , jež by so co nejnéně tišily od p edpokladri lokátní
věty o oxistenci inplicitní funkcg. V gxistenční větě 2.5.l.
(str. 26), která jo hlavnín v1isledkeo této prácer sB kroně
obvykl ch p edpokladrl o funkci F (spojitost, regularÍta) po_

Žaduje pouzo splnění jisto hraniění podnínky. Množina G, na

níž je definována funkco .F' ná dosti obean tvar' spoc" to
nrižo byt konvexní množina.

Práoo je rozdělona 'na t i kapit,oly. První kapitola, ktorá
zabírá polovinu celé práoe, je věnována jist n topologick n
vIastnosten prostorrl Err. Zavádí se zd,e pojen silně lokáIně
souvislé nnoŽÍny a na konci této kapÍtoly je dokázána ,,Yěta

o.pokr vání" l.4o1.r na níŽ je založgn drlkaz existenění věty
v kapitole 2. Pro pot oby dťrkazu věty o pokr 'vání zavádírnE
v odst. l.3r pojen iredundantního pokrytÍ. Drlkaz vě6y 1*;3.1.
nevyuŽívá žádn ch spectfick ch vlastngstí gukleídovsk ch Pťos-
tor , takžo tato věta ptatí v libovoln n topoJ.ogi.ckén pros_
toru.
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Implicitní.nni funkceni se zab vá teprve druhá kapitolal
v odst. 2'.2. je uvodena definÍce ínplicitní .ťunkee . odst.
2.3. a 2"4. 'jsou věnovány tinítě a pohraěování inpticitní funkcor' ;

v odst. 2.s. jo dokázána exÍstenění věta' hterá.so Y 2.6. pou í- 
,

vá pro d kaz věty o invorzním zobrazení.
Krátká 3. kapítola je věnována p ibližn notodě v počtu 

,'

inplicitní funkce pro p ípad jedné reálné funhee F r+l proněn-
.n; ch.

rí, s v _

jimkou vět o jednoznačnosti a loká}ní ,gxÍs eaoí Í"cplicÍtní
funkce, oitovan ch v odst. 2o2. a lemqatu 2.3.lo, jobož drlkaz :

je p idán pro riplnost. Věta, analogÍoká větě 2.3.l.1 se vysky-
tuje v kni'ze [ro] , avšak za nrrobop néně ouecnycn pi"apoxr.ou.
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1.l. Pomocné věty

Nech E. je euk1eÍdgvsk prostor. Je-li T Eo, 1áÍ<n,
pak x- znamená i tou sou adnici vektoru x. Synbolen llx!'1
rozu.níne v prvních dvou kapitolách vždy eukleidgvskeu nornu

voktoru x, t j . llxt = 'm . sn.ra""r sgučin vektor x,

e&,ačíme (x, y}:

Je-li MC,E*, pak hr&&icí

a En, r > 0, pak sttY s&B.eu

číwg K{e'r}' sj.

v

e$'@ž,1"ey M e3g&síme &{M} ' Js-li
keuliostedu&ap&IeměruruB@*

K{esr) E 
{

tlsečku krajmích bE

.16' = t. +

Uvedoeis rryaí dvě

kapi teIy.
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u&ečíwo -16 , tj.
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Yě&y'

a
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které YyužÍ j ow* Y prt}b&hx"E psYeÍ

Věta 1.1.1o Nech jo dána koule ( = K(arr) a bod 
"*K. Pro

x K nochi o1(x) jo prrlsočÍk ťrsoěky il3's branicí koulg K. Po-

].ožpe p(x) = }t* * P'(x)}. Poton p jc spojíté zobrazonÍ K do

K (a,r )n K(s, ||a s|l ) e pro keždé'x leží p{x) uvnit rieoěky ffi'.
D\ikaz. l ) o1(x ) loží uvnit ;;E', p (x ) 1oží uvnÍt il]Tm,

*mdy p {x ) 1eĚ':{' uY&á& s,.
*3 pse x K -jw ptxl K:

t'*dy p{x} s &q" * FE{x) }

;!e 3{sK' F1 {g},eť{$i}
K.

é{ keffiY&Ke*. 
'
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3) pro x K je p(x) K(9,11?

""e 
ixffi"házející uoay *, ;, ; 09{r), a položme r (x) =

= $tn1(x) + R2(x)). Potom ie.(r(x) a,r(x) - s) - 0r tedy

lla - s[2 = lF(x) - u{2 + lb{x)" - sllz>llr(x) *112, ti.
llr{x) - sllália - Sll . Protože p{x) LeŽ!:'uvnit rlsaěky riT;;', Jo

E{ p{x) '.t sll < lÍ r{x} * s{é é jía '' 9jť ' sbdn

4} p je spsjít.&: je P1 {"} t{s
r)

* r$.&j. rE ffF3{*l - uJ{ 
2 3 ffs É *čé 

2tt

*3[x * u{t 
E. Kvadra&j.cká ro*nico

l{s - *ll2t2 + á{x O &s s x}g * }!x *

má pr ávě j e d en kIedn ' ko en

#--tt-

I
- &*s _' x)- + lís _ X 2tr? - ltx .Ú aij 

2} i- {x.- a s s X3

rÍ x}, t}s, $í pr{x} . e$

+ A{K &rs !,- x}& t

,q?E.ttsa - f = U

l{s -- :rff

*

ogEBs,

tL x 'r'

= 1, 2, a' ť *e. Po}.

Kt/KZ = l"EKrvKgI
vě ta I. J..3 . Nechč

dále je p(x) = }t* * P'(x)) = x ""}t" - x), a odtud spolu a vyjá-

d oním t vypl vá , Že p je spojité.

seťínáce l*3.*I* Nechí j sott dány dvě koule Kt Ě K, { ai o ť j. } , j' g'

9ť)
=" ť c EG,2ir { "1 '-

* Io&u *I ý

r ) Kt/K?c Kr

g l K} -, IKL/KA ) C Kr Kg

s } K../Ke je o&sv sEIá

é } K'/Kf; ;! e koffive}rx!í"

5 ) (K:. /KE} ť\ {Kg/Kr } ;E #

&g4,ge.g Položrglg s{x} íl N - ulí3 
E

Á } B?**kr{ x f; K:' /Y,B. Kďyby by3.* g
a*t{x}{-? |r ,3, rs" -3 |_ Jl K.- utť

+* '-2 $l** ) .- x.:r.! -gL;. La - ii-=< _ *2!i-i0, čiIi rT I ji x

url& 
3 ,t

KÍ a K(e1r

o
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EiŤ, H F i{r*

, *w&sk x &ff o
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čí :(

í}'

2r
"eJ
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Ůr. lÍ x a *géé 
fr.

Kx 'n Ká, pffik K
A rr !e?,r' _ jí:i O e.,;
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Prst'o {Ke/x'e}í1 {Ke Ka} 3

s {KÁ/e* } ft {Krv {Ke Ď $r } }

E {K}/Kg }ť1 K:'c K}$ cbd.

g) igrli x K:. -. {KI/|*,

}'? * 
"fr, -Í r Í$ x ir *p,rye>

#, teďy K'/Kg iE {Ke/Kg } ť\ {Ktu K* } E

* { {KelWeJ nKE} u { {Ka /Kg,} n {Ke * Kr } }s

, p.*k x , KI, jí x t- a-ít' 
2 - ljx * a.rj =*

f)9

"í 
l_ Il x ít} arli2, $, &j" N Kf;- Fr**

t.o K:. - {KL/K' }c Ktn K g,

3 } je K'/Ke = {xIU Kg } ď\ { " iÍp{x] {
spojitáu je Bn,ož'gna i"; frr} <"! - '33
ná, tedy K\/K2 je o&ev ená"

n) nechť x KrlK2, Yrr,KrlKn. Položmo }r{t) ; ?k I tty - x} },

t (0r1) . Je (tl = L(*- + t(y- x.) urr)Z É.,', +

+ t(ri *i) IrrÝ =fi= P,,ur',r'- "ri,te*.'l ,,,r|1 -',
uli uai)n tody y je lineární funkcí t' proto V (tl 4

4! nax( y (o), y (r) ) E rnax( (x), f!l) * "? - ,f,, proto

x + t(y _ x) KrlK' pro Yaz,ae t <o,1> r to znamoná, Ee YL/K,

je konvexní

g) je K./KL = {*a Krv Kr; {* - u2I2 _ llx utrtz< r| - "íJ =
= [x ' KtuK2; (x) >"? - ,il . Protožo KL/K, =t* rrv lin;

f(x)a "Í - "3} , jo $L/K,,) n(KnlKr) É. fl, cbrl.

"? 
!! r$3 ,, Fr*ts*,ep ie

otsv erlá, KtU s* je otev &*

"v
sly a

l.2. Sílně lokáIně souvíslé množi'ny

tomto odstavcÍ zavádínne pojen sÍlně lokálně souvisl množi-
uvádíme některé základní vlastnosti.

W.*..$,,q.&.tgq . .'}-- ?,u" 4'- gtkáme, ž,e

scxg"&vá s3" á v bo *ě e m* j es&}" í&,e

*k*á Í, {J bodlg & íekgv{* * #,g {íC. v

IffiaeŽ' *"g?a Ed * &*, j e

ke keĚ'ďt$mtg *km"ši

& ffiX}*á-ágp* {3frM

sá Áxe# Ámkágn&

v bmď{.x, & *&j-stuje

je sfi&.s,visÁá.
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Věta- }lF.}. Množina M jo silně lokátně souvislá v bodě a

tu") tprávě když oxÍstujo.norostgucí ťundamentální syst,érn

oholÍ bo{u a takov , ž? pro k1ždé n je množina Unnu souvislá.

Drl}raz. Nechí existuje fundamentáIní syst n uvodené vlastaosti.
.rffi

Je-li V o'kolí a, pak oxÍstuje.ol ž9 uoc,V; p ít,on Uof\M jo souvis

lá, LakŽe u je sil'ně 19kátně'souvislá v bodě 4. Naopak, nech

eÍ je silně lokál'ně souvíslá, v bodě ,a. Ftlndamentální systén sostro

jíneindukcí'rlk.okolíV'=K(a'.l")oxistuJeokol.íÚ'ž,euGY
a UAM je 9ouvislá; položn" Ul = U.2) jsou-lí už so.strojena

okolí U1l...r Uo, pak k okolí V = Ur,A r("';fu) exístuje okolí

Un*l , Že Un+Icv a Urr*lftM je souvislá. P itom pro každé n je

Un*'CUn. UoCr{ar|), takže t'J;; jo fundanentální systérn ÚY8-

dené vlastnosti.

Poznámka. P i drlkazu věty I.2.I. jsme využili axi nu v běru

v jeho "slabé' formě, která je v anal ze poměrně běžná (viz nap .

d kaz Heineho podnínky pro exígtonci linity). Všechny datšÍ, věty,

v nichž se vyskytuje pojonn silné lokální souvislosti, bychom všaI

mohlí dokázat i tehdy, kdybychom za definící siln lokální So[-

vislostí p ijali ekvivalontní vyjád oní ponocí ťundamentáln{bo

syst mun jak je uvedgno vo větě I.2.l.' ěínž bychom obešlí i tuto

ťoruu axí nu v běru. P íklonÍIi jsne se však raděJi k uvedgné dg-

finíci 1.2.I.1 která odpovídá p ijat m zvyklostem. Poznamenejoo

ještě, že v p ípadě, že a M, Lze větu l.2.I. dokázat i bgz axi -
rnu v běru: staěí položit U,, = -!J-w, kde n ={b{aUaxt.r}t; W je okoll W,p 

! ,tF,l

rí a' tYA)d je souvísIá} . Potom pro Laždé 1í P nnožina wnu

obsabuje a. tedy množina Un^u = 
n?a(wnu) 

ju souvislá

Iěta 1.318. t{ech unoŽina }í E , je silně loká]'ně souvisiá
II

v bodě a M - u a funkoe f: u_PEn jé spojitá. Položme



(L = ty{,iln;
Pak

,;.7

existují xo M, n = Lrlr... ' xr,'žar f (xo1*v} .

r) L = fi právě když ** 
uf(x)ll =ťoo

2, L = [u} právě když 
l* 

f (x) = b

s) obsahuje-li L uspori-á a rrlzné body, pak žádn bod

množiny L není izolovan

Drikaz. l) je z ejné, Že je-li lin llf (x)l! =*"" , pak L = g.

Naopak, kdyby bylo L = fi a neplat|lo by liT llť(xX =*oo , Pak
x+a

by existovalo ěíslo K > o a posloupnost t"r,} , xo }ír xnž a,

llr(xr,)[ér. Pak by existovala vybraná posloupnost ["rr*} , Írru u,

*rr,'-., 
'1xnk)"+y. 

llylláx, tJ. ye,L spor.

Pro pot eby dťrkazu 2), 3) dokážene nejprve toto tvrzeníi
jo-lí bql a není rin }.{r,) =,bt pak existuje ěísloto}0 !ak, 

''

x-ta
že pro každé L ro<g< o., exístuje zQL, llz : bll ={ . t{echí

|uo}lu nerostoucí fundamentální sysÚéu okolí bodu a takov , žo

pro každ n je množína Un^ M souvislá. Protožo neplatí
tiur f (x) = b' oxistuje o>o tak, že pro každé okolí U bodu a
x-ra
oxistuje x Uf\M, že l|r(x) - bl,> o. Nocbí O<e< n . Zvolmo

p irozon n. Podle p edchozího existuje x{Uoí\Mr llt(x) - bil}q.
ProtoŽe b L' existujo y Q Ur,o M, Že llt (y) - bll (i oPro LoŽe &rro-

žl:na [llrt*l - ull ; x Uon }Á} je souvislá, existuje zr, UrrÓM'

l[r{zrr) - b[ =t . Z posloupnosti {rt"o{ vroerene }'onvergentní
posloupnost {r,'rr* rJ . Pak zrr* M, znž ?o 

','rro 
l+z, tj . z QL,t.

il * .D bl{ I , cbd.
g} je*Ií Lj.m f{x}

X,.S&

s b, pek L s {-} .Kdyby byle t
platilo lín ť(x} = b, pak podlo p odchozíbo by bylo L

xŤa
3) "u"n l obsahuje aspo dva r zné body. Pak podIe

ž,ádné c L neuí J"íla f {x} .' c' takŽe z v še doházaného
pl'yno, že bod . xš' ínolovan .

{-3 &

# {-J
I

s} s
&wr&s

SIS*

* Sp&S *

r*

Vt 'st*t
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fieťíníce 1.go** nikám*p *'g mrrsž,ina b{ c.Er, j e si }ně lokálně

souvislá (zkr. sl.s), jestltže je silně lokáIné souvislá v kaž-

dém bodě a Í.

Yěta 1.2'3* ${e*hg &* je š*lmě l*kálně ffistrY*.glá ffiťIožine Y ffin,

Po togn í$n&f;'in}ť H * b n oL *s ;! s tr eÍlně 1gk&Í'*nBcht b En, ď,< ff1.

ně souvÍslé.
&*kětl 1} gtssbfi e< *_T$l. Proto*,e #*E=s *MŤb, &Nístr:jw

zéÍ, g 8 * g + b. ttectr[ V jg okolí bodu a. Potop Y * [
J* akotí bodu z. Protože mngžina l{ Jt sí}ně lokálně couvi*lá
Y bodě zÚ *xÍ.etuje okolí U bodu z, že UCT - b a rrnožina BrlX
je *ouvislá. Pak U + b je gkolí bodu a' U + bCY. tll + u)n
n(} + u) = (unx) + b a protoá,o nrroži.na UAs ja gonviel , J'
i unožina (U + b)r'\ (H + u) opuríatá" tedy N + b Js gtlná tokál'n6

souvislá v bodě 8. Protože a byl llbovoln bga nnoá,tny ť?-E.
je nnožina l{ + b silně loBáln rouvíslá.

g} nectrí o0; 0. l{echi a t]fr *ď'fi. Pab exístujo l E, a

a = o(' w. Necrrí V je okolí bodu a, ou* }' je okolí bodu r,
a vzbledem k tomu, jlo !il Je silně lokálně eouviglá v bodě r,
existujo okot'{ U bodu r, že Ucfu, {I H eouvielá. Potoa o0T}

je okolí bodu a , olUcv, (oLU}n (oau) = oL (UnN), což, Jo sou-

vielá množina, tabáe o(,s je silně lokálně gouví.tlá.

s) nechi od * 0. Pak "cu = { 0} , a každá j*dnobodov& nnoálna
je silně lokálně souvislá.
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Dofinice l.2o$. Bod xo .}í naz várG gt edcr nno 'íny l{C3"r

jostltž,e pro ka dé x( E je ff' - t-J C!t. l{nožinu, kterÓ u

st ed. ngzYGBc bvězdicoyitou {z a6gl. star-líBc).

Poznárl'a. 1) hvěpdíeovit nnožtna Je EouvÍslái

2, ie-li xo st oden t{n x(-I' p'L xotxcldi

3) je-1í 1tr konvexní graožina s noprázdn n vaít kor, PrL lí Jc

bvězdioovitá e Eažd bod JaJÍho vn1t ku jo Jojír st odcll

4} jsou-li l{, !{ hvÓzdtcovit ruroŽíny aG st edol xo, psk

nno ine Ínil Jg hvězdicovítá go st edcn xor

" Yě,ta 1o2r4g Nechí G je E:ooBeZBná gtov ená hvězdicovitá sil-

ně lolrálně souvislá nnoŽina.v Eor necbí xo Je jejÍn st oden.

Potom eristují omezené otev 9né bvězdicovité silně tolráIně sotl-

vislé nnoŽiny Gn, n Ě L121... n. takové , Že pro Y'aŽd'é n je *o
q!

st edeu Go, Gr,=Gn*r a G =n!noo.

Poznánk+o Povšínněne si 
? ,ž" 

G je uoonezená, kdeŽto každá Gn

jg omezená. Tato věta je pod9tatná pro druhou část d kazu věty

o pokr vání (viz odst. l.4.).
Drlkaz' Položme Go = Gr\K(xoon), n = L122.... Pak G. je oinezei

otev ená hv edicovítá trnožina, Xo je st odon Grr, GrrCGn*l. Zb vá

tedy dokázat, že G,, je SLS (sil'ně lokálně souvislá). Necbi

u {. Protože {a6, rozlíšíne dva p ípady.

r) nech a ,G; nech v je okolí dc Zvolme r) 0, ab K{a.r)c
C vnG. Poton K(arr)nCo =.K{arr}ncnK(xo,n) = K{arr)nx{xo"n}

a tato nnožina jo konvoxní. tedy souv1slá. Proto Gr, je silně 1o-

káIně souvj.slá v bodě do

2') nechi a ée {o)i nechí v je okolí a. Zvolne r' O(r{íJa -:
K {arr )cv. Existuje okolí U bodu a, že Uc K (arr ), Unc souvislá.
Položalg }f = u'*Hno{Í1 lAK{arr}). Potom Ucw(K(aor}cY,
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tedy W je okolí bo$u u, Yau. ouru je }YÍl\G = (unc)r.l

LJ (TEnG n K{arr) ); vztrteden k tomu" Ža pro x G

x UnG
C G, ti. x"xo AG = xrxo' JO

t1)

je :{*Kc {-"

-"%ftK{aur} s*}áYág3&*

s013vá slá.
Množ,ína UnG je soY:islá &.pro x UnG je

{u n c} n {x"% nK {arr } ) #, takže }v nG je

NynÍ ukážong l Ž" platí: je_li z , }YnG, y6 zrnnK{arť}, pak

y(WnG. Skute něr 2' 11; ptyno WAG = Yna'fi{ftK{a,r)); 
proto,

je-li z(lTnG, ,u;ffiF#,&ž"*1"r"3u *ž ono, že z6x'{nK(a,r);
to znamenáo Že yqffinKíalrl,tedy y(TírrG"

Nechí nyní p je funkco, defínov1ná Pro kouli K{arr) a bod

s = *o tak, jak je uvedeno ve vět9 I.Io1o Ukážeme, Ee p(snc)c

C tYncn. Pro z HnG je ph) K{arr)nx{xo,lla xoll )cK{arr)n
n K(xo,n). Speciálně p( z) (r(a,r). podle v ty 1.1.l. P( z\eí ,
takže z p edchozího plyno, že p(z) lTnGí\K(xo'n) ' tYfiGrr.

Proto p(tťfic)ctí Gtr.. 
=

ltnož,intr s 
^6n 

nttržene nyní peát v tonto tvaru:

{e} 
^6n 

o p(ťnc)v \J ^ 
T;p{;j

z fia6*

Protožo pro Lrždé zéřAG' je l<7f,'íí Jn jg inLluze r^Gnc

C p(sn o)v, V - f,'ffiÍ z ejrá. I{eopel, podlc p edchozího Jc- ?.<toG-
p( 

^G} 
c1'.,G;'ioaEr". Je-li z t^6nc 11G' pak p(z} í16'r

tedy |ffi|Cs n Go. Tín je (2 ) dok z no. Protožc p (Í 
^8) 

Jo EoE-

vísll a pro každ g tnGn j6 p(ínc}nm'T;T * g, Jo nnožina

YAGn sotilvig}á. Tody Gx, je sÍlně lokllně sotlvig}Ó' obdo

Odbočíno nyní na clrvíli od problearatiky silně lokálně souvÍg_

J. ch množin a věnujome dalšÍ odstavec ponoonéuu pojnu iredundant-
ního pokrytí, kter Je drlložít pťo dalŠí větu o silně lokálně
souvisl ch nnoŽináglr, totiŽ větu o pokr vání, která je z našeho

h-1'cdiska nejdriležirější větou prr'ní kapitoly.
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1"3. Iredundantní pokrvtí

Pefiníce 1..9o1. ítráne , Že pokrytí 1L množiny McEn je

iredundantní, Jestliže pro kaŽd,é U1rU2 .Q/ je bud Urn U, = g

nebo Utn UZ nM 9.

Pozg}ámk*. 1} ekvíva}s$t,ní ťormuJ'ass je t,a&o ' 
j sotlO 1í tJ' * $** gdJ

urn U2 * fi, pak Ur^U2nM l í.
2') je-ri ll irodundantní pokrytí mnoŽiny U' uett 3 a fi,

pak UnM I 9.

Yěta. 1.3.,1. Nechi tl j" otev en6 pokrytí nnožiny

exístuje otev ená grrožina !{, McÍ, taková, že ao {l
Mc fi r P**CImn

lse vspseg

otev ené íredundantní pokrytí nnožíny N.

4rlkazr P ípad M = fl je z ejn . Nech! tedy w , paktl g.

Položmg íll = [ue 
(ll ; Unu p} . Pak ť je pokrytí množiny }í, YB-

psané doíll o Označm"g nnoŽinu všech funkcÍ, definovan cb na

ť, s těnÍto vlastnostnil
(a) pro každ U ť je f (U) otev ená množina, f (U)c U

(b) jo-li U1,U2 Ť n pak bu 
'|u'.)nf 

(U2) ' í ngbo f (Ur}6

nr(ur)nu I fl.
Poton F l g, zvolme Uo ť a položno fo(tlo) = Uor fo(u} = fi

pro U l Uos pak ro fr. Na.F 'avečne relaci lt Áltz t4g právě

kdyŽ pro každ u ť je f (U)c s(u)o Potom "<'l je relacÍ částečné-
ho uspo ádání na P . Další postup dtlkazu bude tonto:

ffi&s

vu
r3,

3*ž, Í'me

k'áá's&s

*sht #

spsd

N x Uh{$} & dgkáág
Uťv

,e ď h {tJ} ; $ t} 6vgt

ls*Fss&íneárně
j.g*& g{$} * Uť{$}ť $

e McS

iredtxťlď ael&m$" p*krye á N *

{nsps, ásegx;á * ffig-ť j'ngasm* EI& ť
pť0 kg*,ď# u€Ť & P*&,*m prs keŘ"

r ) dokážene pomocí Zornova lerrmatu. žeF má maxinální prvolr h

ff) ps

*} ďg

i) n

"ťt-exxk* j*



w.*

,i
NA
&á

{e}.

*xÍstnj$.

árně

EO

ť\

až,d

1eí*Iffia f u

a*rba

e MGH*

B Spo-

xY.
t

;

sk -tr.
ipí*
)n
n k{t}Ě}

ť\ h {$* } $

íJ* at

Ye v&ss

k h<h

&su h,

ďoť
h {ss }*

!&, s($)ct3, tedy s *ptrnl}it

rí s{tí' }ng{t}*} 8* Pak {

l) #- Protoť n '?le e 
je iánei

f*tťr; nsgh{ nep * ťldť:
} n ťzlo' r' &*dy # ťg {$1 }

Proto g g, ť r p ičemž prs ki

tívní, tak Že podIe Zarnova

N je otsv ená. Uk ,ž,eme$ ž.

P ndpsk}.ád e jm

ak "$ tr a g!íis&uj* Y fIr } :

ffi

bodu x, }YC.Y BYftff s 8, tj
ťinujne ťunke í k p edpí ss&l

o u Ť , tÍ vs t}kááeÍ$sg #,

} n k {UB } ť #. Ho zLišíme e

pak k {tt} }n k {Sg }n Ps E h {$l

i3 v' {IŤ Y; pak # k{tII}

h ise } }; {Y{nh {se } ) š b {sr }

tlr }n k {t}a }ft &É*. {us } nBch{

k {Y}n b{ ř {h {Y) vW} n hí Ž

tYnM # # {totj'ž, x }YÍl M}*

)nm #, tedy k $r . .&.vša

)o a to je spor s maximali

Mc,F.

U v} mn ažíny ${ j e Vepsaná

,e je Íredundan&ní. Hg*h{

{Sr }n h {s* }n &{* Je xS }-{fr K

k** h {ř1 }n et {ilĚ }n }{ ffo

A mn ot ina, S {$

b}. Nechí s{tí'
}nť2{U2) fi*
ť3 nsbo fatťl
c.ťa{Ur}n*'1o

á }f,1 Mo Proto g

s induktívní '
'Ů

$), pak N je o

f'!.

dS $Sry je S {$ } otev Blri

Uk áŽeme ' Že spl uj e i {

ftr,f* s tako že ťl{Ur

txsps ádaná, je buá ťré
Poton gf ťt {Ur }n ťE{u* }'

n ťa {se }n Mcs {U' }n g {U

n $ j* ťtg. Tedy g j
má *F maximáIní prvek h

e} psložme N Ě Uh{
*-sl.t.štj 1

.n L2 .-

že exístujo ; x M'"i-*ffr.P

exístuje otev ené okolí }Y

{{J) = fi pro kaŽdé U .$ "Ds
s h{v}U}ť* k(U} a h{u} pr

je zťejxé. {b}! nocní k(ur

: {bl) nechi t}t # Y Up,

tlg }n M fi. {ne ) necrrí Ut

{$:,}vw)n h {ue } s {h (ur )n
s # # h{t}r}nh{$s}nu E k{

E Y, pek k {ul )n k {ug }n aa

{Y}nM)v {wn}'{} #, neuo{

h p ípadech je k {1}r }^ k {Ue

o h (YlC, k{Y), h{v} k{Y}

omusíbytM-F= fi, tj.
} oí&Y ené pokrytÍ { h {tJ ) ;

dy i dotl' Ó Zb vá dokázat,,

ffg) #, Pak sx*s*.ujo x br

}ť\ h {sg } je ekgní x f; ff* ta

v
ť sIIt9

Pak

}ťn h

k{Y}

{a}

pady

f\b{
s{h

*sk ,

x tlg

a{h

t eB

{neb

pro f
$

&&s

ť\h{

h {{íá

Ť
T Í,m J g *l1k*a p sYsden e
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Tuto větu jsmo uvodIí jen pro zajímavost, nobot ji v dalšín

nepoužijeme' protožo nozaručujo existenci vopsaného iredundant_

ního pokrytí colé množiny M. Tuto existenci vŠak nůžeme zaručit,

je_li M hompaklníl

Y-Řta 1.3,o?. Do každého ot,evřenébo pokrytí kornpaktní nnožiny

$CE* 1ze vopsat koneóné otevřené konvexní iredundantní pokrytí

mnoŽíny M.

Důkgá. Případ M = 0 jg jasný. Neahř tedy Mje neprázdná a ť

je její otevřené pokrytí. PoloŽme

f$r * 
{ x(a.r); K{anr )^v ř fi 3 eXo veŤ . K{arr}C v}

Potoo íltř je pokrytí nnožíny !{ otevřenýni kouloni, vepsané do4|
/t\n

Z poxrytí ílD lze vybrat f;onoěné podpokrytín neobč je 
'o t 

*3}3=,

Pro ka dé i 1uB* '+*ŮIl položnne

Ť-l' *
I"

fi

{. i; Ki*KjnM Es S)

U.L

j
Fo *om prs ka*'ds í ,

Kí pre It ÍE #

É/\n
I.{Ki/Kj} 

pro li # {vig, deť* 1*}*}*}

íkítn' je tIÍ psdle věty 1*lo*. otsY ená

konvexní množÍna' uicKi.
Nejprvo ukážgne n že pio každé Í' 14i:*n, je U'AM É Kins.

To je jasn pro Il - 9. t{gcb tody t, # f,. Inkluze UínMc
(Krn}Í je z ojmá. Dále je (KiÍ\M) - (uí^u} = {*, Ur)fitrl =

= l*i -Qr{*'z*r))nu = tptx, - (KÍlKj)))nuc}ín|./{KinK.) 
=

= "iEí'(KínKjnul 
* fi. Proto KtAMcuinu, tj. Ki X = U''rrX.

To znanená, že tuJri, je pokrytÍ M, neboí u ,o Mf\(LJx. } =

= LJ (Kin M) = LJ (urnu) = MA V urc U ui. . t I
i ' i,'. n i Á i
Dokážono, ze {uil i=1 jo iredundantní. $ochÍ r{ irk{ rt. Jsou

dvě nožnosti l 1} Kin Kknu il, pak ÚrÍl U*ft M * {I'in M} d1 {tÍun x)

= (KinU) n (Kkt.til) = KrnKkn l{ fi. 2) Kif, KknH - g. poton je
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tr € Ii, i 6i I*r takže UrC Ki/Kk, UxC Kk,/Kí' Ui^ Uk

n(Kk/Kí} = fi, t,edy lli^uk o fi. Proto pokrytí {U

irodundantní. JLŽ dřívg jsme dokázalin 1" je kon

a konvexní. Protože je vepsanó do t*J rl, a to j
n

Ť , je [ur} ,.=, vepsanó do Ť , cbd.

l.4. Věta o pokrÝvání

Yěta o pokrývání (věta 1.4.1. ) je htavním výsledkem první ka-

pitoly. Jak so ukáže v kapítolo 2, je v důkazu věty o poErývání

vlastně obsažona nyšlenka 'pokraěování' inplioitní funkce {rosp.

její topologický prÍncip), unožňuJící přechod od lokální oxistgnČ

ní věty k její ''globální'' forně.

Nejprve uvodeme po'o"oé lemmac

Lemma I.4.lo Nechř uc(o'r) a platír
(a) M I g

(b ) je-Ii oL€ lí, Pak (orot> c u

(c)' je-ri (o,ď )cu, pak eL € M

{o) ke každómu o(.€ }í, ol-4 t, oxistu ja ťeu, o{<ř

PotomM=(Orf).
s Eaa" Položne s E sup M. Je_li 0{ p 1 s r pek s:{j.g&r"aj* s{"€Ms

8<ď.* srtj. podlo {b} je Fr} . Tody (Ors}cM| podJ.o {c) je
(Ons)C, M. Kdyby bylo s(t, oxiotovalo by podlo lO) u, A1id
spor, proto s = l, (0r1>C, MC{Orf} , tody M = (Orf) . cbd.

Pro riěely náslodujícího d kazu zaveáne toto označení:
jo_Ii LcEn, položme d:L) =*]iťr{x - yll

c, {Ki/Xo I n
tíltt,

5.

il i=i- Je

ečNat*, st*Yť*ffis

6 Y&psen3& s*
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Věta 1o4.l. Nechč GcE_ je otevřená hvězdicovitá silně 1o-

káLně souvis].á nroŽin* a necbi S je systón jejích otevřených

souvislých podnnožin. najícÍ tyto vlastnoetit
1) s ř ý

2) existuje střed xo množiny G takový, ž.e *oa 
#ru 

a je_li
LI otgvřená souvislá nnožina, Xo€ Uc,v€ S, pak UQ S

3) jB-Ii fi ř nes a je_li pro },aždá VtrYz€ R množir,u VrnVz
souvislár Pak LJ ve s

v€R
4', je_li mnoŽiga v€ s silně tokálně souvislá v bodě aG á&(Y}6

Í\G, pak exÍstuje okolí U bodu a takovó, ža Yuu€ s.
Potom c€ sc

s Eaa * Ro z3'íší.me dva p ípady l

^l) G je omezená

B) G jo neomezená.

.l,) Položne d = a(c)(e . Pro cL , (o'r) položne

G* =*o+ ď(G-*o)
(xae G - 'o = { s - Xo; se c} ). Poton pro každé aa (CIrl) je 

'

Got' otev ená hvězdioovítá {tedy souvisiá) silně loBálně souyislá
anožina sQ st edem Xo . pro oŮ,' 44, jg **.a %^ . Dále jo

{ * ffi = *o + d-{ryro *o * n{.(C' - *o),
d{G* ) = supllx yll= eí, supllx - [c q!d{c} ' olo.xoy G.r xry G
PoIožno

!{ * {*; t s} .
Ukáženne, že & splriuje (a) {d) lennatu l.d.Io

(g) zvolme v i, taEžo xo V a existujo'r) 0, že K(xorr)6,V.
ilechč o<*{ Ť . Jg-li x Gog , pak ||x *o0 =ďllz - xoll(ď.d4r'(

tedy x K(xorr). Proto *o %C 6(xorr)CV , s, G4 otov ená souvis-
lá, takže podle 2) je G.. s, tj. a M. Tedy ,[ g.

(b) nech ď , l{' o <f <ď . Ukážome, Že oÉa s, tj. /4 M.
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t{echč "€ % u &o zrtamená, Že exístuje x€ Go z E *"

F'oložge y = *" o é i* xo). FrotoŽg #r', jo y€

' = *o + f {x *o) = *o + ď {y - *o}€% o Proto

&akže opět, pod3'e 2\ je of € s' tj" É€bí.
(c) nechč {orac }cM, ukóžeme, že adé'}Á. K tomu nejprve dokáŽenl

že '* =p}/,*lcp ' Fro p** je'Ra%. n tedy,upo,*pc%. !{aopak,

ngchř *€t u tjn x = *o +&{z _ *o)u z€Gn proioŽe G je otevřeni

exist.uje w€Gn ž.e z ].eří uvlritř úseÓky ry. Po].oĚ,no p =
1 -f-

. ť;1 ? Er q{P 
i;&

| ť'* 6# áá 'J

= 
f'''i .*ffi-,*rá_* 

*g t=r - Tr B,)
&d Eť J-5 qq$c ŮÉs

+ c{ {a - K }
Ů

n$EnW_-l Ě L"/ s',(& 
seco,*+3 ť

0 {$., ťr<d- jo on^ %- = Gnígi(É.,A), tedy je t'o souvislá
mnoŽina" Proto podlo 3) j- 

n.V*rcs 
!r % s, tJ. d,6 M.,

' {o) nech't ď. }í, 4< t.'Pax-bo so {a*, Go silně lokálně
souvíslá; p*ili;o podJ-e 4) ke každ gu e ať!*o l oxístuje okoLí
Yu bod'u a te;,:r'}V , ža Ga' v" s. Neehť pro každé aq éť {co1, l
je Uu otev ené souvislé okolí a, UuaV". Poton Go,' A 'rlu frl
takŽe unoŽina G.L v Uu "io otev ená souvi.s].á' xo , Ga'' UuC 

%, u Yu

So proto podIo 2} je G.lu Ue so Do otev e& ho pokrytÍ

1ti,r; lr (38(t;o )} korrlpaktní ltlrrož.iny 3?k;* ) lrr, 5lorí!*l vť:Ly l.3.2.
t'epsat kongčné otov en konvexnÍ íredundanťní Bokrytí í u-}.]'I J.,J=l

, Pak F<é a w = xo "$t, - xo). F iton x = *o +

= *o + p {w * *o) 
,nÉ 

oTedy L.*V**Íu , proto

. Nyní položne R = [ cÉ ; a1É.*} -'_" 
Pak Rc$ a pro

+É ix
Í
I

''tátě; ťk ŤĚB\J š.á' t.,iÍ [.".

í\ ,* f,!o,4 q* *,
íY {E'

€ť\r' oŮ, *

#tr
. *tE

@t

ffiiťB

PE

&

ťt
iI,..' .

#

\s

\lp

;}a};' i?g {*} 
',,' j š { #* u* s, } m { ť6L \J\.ě \{-

-; -l "ktr{]"#u;}t3 lira"L;:í p*l;r}';Í #J {G-"
#.

jru#t-š ffi*#*ffi,* d'rffi pr;ipm'.*3'l

;"} Ut&Uj = s, rak lŤrťtlY, - &,, &edy 1íun1"ť, je souvisJ.á.2}
l'**Urft63(GE( ) fr, p3k UlnUjnL p. Pnotože ntožiny Goť. ,
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Ui.ňUj jsou souvísléo je pak G*w (UrnUr) souvíslá";u' i Y tom

to případě jo }YrA}í, souvislá. Proto podIe 3) je B,li LJ W{ =

m j=lJ
= G, \J Ú u. €$. Přiton lY je otevřená nnožina, $ialí'é iEr J
takŽe nriožina 6 'a od uzavřené nnožíny E, - lT kladnou vzdále-

nost f . Zvolne p r abý a.<{<atfr , {1t. Ukážorng, že to

je h1edaa6 3 c Skut,ečněu nechí "G 
ca r Pak exiotuJe xtG, ž,s

z - xo + f, (x - xo). Položme Y'*o +at 
lx - *o), pak ytEL

a lly _ z|| g lť,-cL}|| x - *o[ <|ť -ď}d<á. Kdyby byto 7Q

€ Eo - lY, pal by bylo lly - z||>ď . Proto zGř, óili Gac. lY'

*o€ Gac Tť€ s,- tedy podte 2) 3a. *a € :,-q* 
u' 4<tr . Tín je

(d} dokázóno o?roto H=(4Ď:l+9d/ q ={n€S.

B) ngchi G je noouozená. Pak podlo věty lr8.4. existují otso_

,MoicoviténnožinyGorvšecbnysestřodenxoasi1ně
Iokólně souvísló, ža GoCGn+I a G = hlroo. 

Důbaz rozděIíne Da

dvě ěásti:
B.1} pro každó n Jo Gn€ s

B.2) G€s
B.1) nechí je dáno přirozenó ěíslo 'n. Položne

'sn = {ves; vccn} .

Pak S' Je syst,én otevřoných souvlel"ýcb podnnožÍn

že S' ná vlastnosti I)-4):
G- . Uk &ž,effie 'n

r) zvolge v s. Pak xo vnGn a tody existuJe r} 0, že

E{xnrr}cYnGo. Potom K{xorr) Je otov ená souvÍslá množína,

xo K(xorr)c,v s, tj. K(xorr)6s. Kroně toho je K(xorr)c'Gr'r

takžg K(xorr)( Srr. DokázalÍ joue, že Sn g.

2} je *o d}ov, p ičenž xo Je at edem Go. Jg-Ii U otev ená

gouvislá nnožina, Xo UC,Y $n, pak V( $' tj. I' s, U YC0o,
tedy U $n.

3) ,,u"u Rcsncs a pro lÍbovoIná V'v2 R je vln Y2 sou_



]-B rŮ

YÍs}.á. Pek L{V s; p ííom pro v Rc $* je
vfr

C, G* a tedy -l-{V $rr.
vR rr

4 ) ns ch lllnsž ina v s* j e sÍ}ně lokálně

a &{Y}n Grr. Pak Y $, a áť {v ) n G , tak e

bodu a, á,e Yv}vs $* Prato e aQGn, *xístuje

bgdu & ' že UctYnGrr. Poton Yn$ #, tedy

souvislá' *o Yc,VwUcVwlT( S, tj. YvU $' YcGo, UcGor
proto VwUCGo; to znamená, že Yvue sn, cbd.

PodIe,:,A) ie proto Gn Srr, tedy i Gn S.

8.2) nech R = {Go; n ., Lrlr..o} . Potom podlo B.t) je Rc,S

a pro libovolná p írozená n.m je Gr'hG* = Gn1n(n,m), je t,o tedy
souvislá mnoŽina, takže podle 3) je Ú.ao ' G S.

n=l
Tín je drlkaz věty o pokr vání ukoněeno

Yc#nuu ti. UYry
v&

sonvÍsIá Y bgd$

sxis&l.rje *k*ÁÍ.
rSol"!ví-s1{*,otevrffit

w

ff

YuU je Éí€Yssná



s' 3. s é$e

Kgff& '$.ff'Ás.-.ff*-

v bét,o kapit'olo podáváne po nozbytné vodní části v odsto

2.2. definici Ínplícitní funkce a uvádsme znárlé věty o lokát-

ní existencÍ a jednoznačnostio Y odst. 2o3o a 2.4. jsou uvodeny

některé věty o línÍtě a pokraěoviání implicÍíní funkce. Exis-

tenční větu, dokázanou v odst. 2.5., použijene v 2.6. k d kazu

věty o inverzním zobrazení.

2 *.3' n tív*ď

0d toi,:to místa až do konce této práco nech tr. s znaěí p i-
rozená ěí*--la" r} 1, s) 1. Prostor E.** ztotož ujene s proštoren

E"X Euo pít:so zápis {xry) , Er+s je ekvivalentní zápisr.l x E"r
y ,ss. Ns*}}ť GCEr+s; po}ožme

y) clr(
G * íy ,E*; exÍstuJo x ,E"u (x"y}e c}.st

Dáleu js*:'*1i a Er' b Es' položne

G",b ={x E-; {xob) G}l r' .-.- :c&*' = [r E" ; (asy) c](-
Nech ťu*kce F je definová$a na množÍ-ně GCE'**. Árgwment

ťunkce F l;*dene ve shodě s tínr, co jsme ekli na začátku to-
}roto odstavceo psát ve -ťormě (x"y). Nech F : G-+Eu.'Potoun

-íunkee F endukujc s.ťilnkcí FÍ , G-lE1 ' í = tr"á, rreps1 takov cb,
-i* pro k'aŽdé (x,y) c jo

F{xry) = {Fr(r.oy)r o..D F"{xry)).
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Soum $-- ne h4. eď{iĚ-*.,s.q"' {.}

De_ť":-i:ice 2.2ol" Neeh G je noprázdná ot,ev oná množina v
Eo**, F : GŤĚs. Iieknone" Že ťunkco f l }t*E* je ínplicitní
funkde k funkci F na urnožÍně M, jestliže McGr, f je sB9jité

I

Y M, pro každé x(M je {xnf(x)) G a F(x"r(x)) = 0.
0 lokáIní existonci inpticitní funkce platí znáglá věta

Yq,í*:2.e.}' Nechí F : G-žE*o GGE'*š* je reguJ.áraí podlo y
Yb**&{xo,}o)'jespo$Ítávjist,énoko3'Íbodu.{xo,Ío}a
i'i'l.'.,"_ ) = 0. Potom existujo okolí U bodu xo " G'r tra něnž

oxist*j* právě jedna inoplÍcítní funkce ť k ťunkci s.r pro n1ž
platí -. ixo) = Yo.

Fg&:néry4,a- FodLe naší de.ťinicc je inp}icÍtní fuakce g- .gjj'!é.
Pro*o z naší -ťor;**Lace věty o lolq'á}.ní exÍstgnci rrevypl}rvá, že
;:a r"tvgdg* g okp]'í $ nea Ěe exísťova& navÍc ještě nějak nespo.itta
-lunkce $l sptriující veťah F{xog(x}} = 0 pro každ xeU. auycucn,
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1-!l
l|E J | .y1$+

M h1"

* ea & * & & &a}íag vy; e sffiá 3- j- s

sr j á* $ ťcťJ,;ě 
"

vě&,ag ffi š*káLn$' ff&Ěg&*m*$- $*#etr
::

E,&_-ť ..'. ''1 #ffis

xx'řta ff*aot*

b'c*ffi {**oy*} &

ptr wv& j **tepo y

He p#s{$'pasšr] 'sE"}

o k'e;l j" í. ff }- * t"*l; *o

&ak'ffisflóe Ěe {:t*y}

?sfÁ*--,JB*.r8dÍreÁ

Ě v & F{xa*Y}

&Xj-s&tx,jw *Eq,ešg. w

keĚ s *&gffi}.ě K q {'í #K á s'&-ex;$ m

= S"

vě Ě,y

Jednognačnosť impJ.icítpí funkce je dána následující větou:

^ 
ffi#Lt\ ísš# 'pÚij-e y v G" šťecfuč h"'ffiffie

& á &má. .ť&sak&ff g s o ffig'j-s&w$e*3-*-

-ť = s v }Í'n

ffin"x,it &3* e FeL wá,me s = [*e*; f {x) = g{x)}. Pak N ť #, neboí xo N.

N je uzav ená v M: je-li. xn-}N' x" X, x(},írpak ?.6 spojit'osti f'8
p1yne o že f (xo')+r(x), g(*rr)+g{x), avšak f (xrr) = g(xrr) pro

všechna n, tedy t{x) = g(x), x( N. N je otev elrá v M: nechi
xr N, tj. f(xr) = g(xa), F{xrrf(xr)) = o a nechč U resp. Y

jsou okolÍ bodti xa !'esp. (*1,t{*') ), zaruěená větou 2.2.2.
PlotoŽe fr8 jsou spojít v bodě *l a f (xa) = g(xr), Lze U zvolít
ť;lk, alry pro * 6 ffiro {xrť(x) )a i, (*rgirr) ) e v.'ooro* F'{xoť{x} } *

jr(x"Í'i .,) " 0o Llrkž.rr 1lrlri[o vt;tlly lIrV j,, l.(x) = g{*} í)ro xe UAilí,
u"j- tjí''. " N. Tedy N jo otev *..á v M. Spolu s d ívg dokázenou ne-
prázd***;*í N a uzav ggrostí v i:- plyne odtud vzhledeg k souvistosti
]j' že N

D kazy : 2.2o1., 2o2nTr . ..fio neuváťlěii, nebo ;sou uyeceny
ve většinč -bnic di-ťererrci;*.;Ího počt'nr nebo fuakcÍonáinÍ ané-
Lyr.y. }i*kaay těch*o věí pro eukleidovsk prest'or3r j* moŽno najít
;':r . v ["iJ, isJ " pro Bana*rrovy prostory v [:"], [zJ, f:.g],
l; sl , I r.:,] *

Y*.&P-se#.e"s.e ffie*fuč F í #-e&s9 GcE*+sn j8 sp#.$a't3 & regulerI: Í.

&{*, G* @K*. s &ua j :É. k ťt"affik * á s' ámp3.á*
tr

*o }$, ž,e ť{xn} = g{xo) ? palt
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Necbč implÍcitní funkce'f je dg_ťinována rra množině }íc,Gr

{.viz deť. 2o2o].o). v togto odstavci se budome zab vat otázkou'

za Jakjrch podmínek existuje v bodě a M - M linj.ta lip f(x} ? b'

a p it,om (arb ) G. 
*tu

Pro snazší forgulaei věty 2e3"lo zavedege pomocn pojenl

9eťiqicg 2g3r1o, ehnene, .Ža funkco F : N+E", Nc: E8, je lokál-
, rrě prostá v bodě b t{, jestlíŽe eNi.stujo okolí U bodu b takové,

že pro každé x(UÍ\N, x l b, je F(x) / F(b).

Vět,? 2o3..]". $ech funkoe F: G*E" jo spojitá na otev ené

nnoŽině GCEou" a má na nanoŽině Me'G' innpl'icitní funkci ť.
Nech M je silně lokálně souvislá v bodě aE (fr - t{)frG' a ťunkoe

*r'l = F{ary) je lokálně prostá v každ m bodě nrnožiny G ".
Potoa linita
(r) lÍn f(x) = } , tarb)ec

x-ea
exÍstuje právě kdyŽ exístu,je posloupnošt t-"}' xo M, xn.ta'
ť(x,r)-b,:o 

' 
(a,c) c. v takoviínr p ípari jo pnt " F b.

J:*:x$}ie*. Srovnámo-J"i uvedonou v tu s t{eineho po<lmínkou oxis-
tence _linityn vi.díne u že v darrr ro p ípadě stačÍ k existencj. J.irnÍty
(i) kc$,"črgencs pouze jedné poslor:'pnosti {rt*o} ; nu$í ovšem

byt (au l+r f (xr.) ) 6 c.ff'+e' rr

E't:"[$**" ri existreje_li ].ígg f {x} É b, pak pro každou pos}oupnost

{*,r} , x* M' xn-Ťa' je ť{*;i-ryb.
2i nectrr existuje posloupnost xrr( }íe Xn_Ž ar f {xrr)_*c' (aoc ) G.

li,;-l"*Ž::lg i. = ív( E*; c:;ásťují z* Ho ?.;žat ť{z*}_Ť y} o Fak e$ L.
.', j;rve dokáŽeinc: je-lí dq LftGá,"o pak ir(aod) = 0. Je-1i ťotíž
',j'fi Lo FsB exÍstuje pcslotlpnost. zo }Í ' z;ža, f (z*}+e" tj.
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(zr'.f (zrr))--}(ard}r tj. 0 = P{zrrr1{zn) )-*r(and), takže F{a'd} š

= 0. Je c L, (arc) ,Gn takže furrkoe f je lokálně prostá v bo-

dě ca tjo oxistuje okolí U bodu c, UcGa"' že je_li I , U,

y l c' pak $trl # f {c), tj. F(ary) # F(a'c) = 0. P edpoklá-

dejmen Že L f t"} . Fak existuje d ,L, d c' a podlo věty l.a.8
3), bod c není izolovany v Lrtakže exist.uje y .uí\L, y Go

Ovšem Y L, takže F(ary) = o' a to je spor. Proto L = t.} a podl

věty L.2.2o1 2) je lin .ť (x) = Cc cbdo
x?a

Lenma 2.3olc t{ecb funkce r ; G{E*o GaE"*", je regulárnÍ
podle y v bodě (arb) G. Poto.n funkee {t'l = F(ary) je lokálně
prostá v bodě b.

Drikazo Položme A * Bí{arb}. Protože det(Á) l 0, existuje }í} o
žeprokaŽdéyEsjo$iv-Abl!>ully-b[ŤDefinujEl8-Iinap
funkoi tI p edpisem H(xry) a F{x"y) _ Ay, pak H má v bodě {arb)
spojité parciálnÍ derivaco aH' ÓH' 'tr1 , ff:(a,b) = 0, i,i s le ..., s

bakže existuje okolí U bodu (ujul, žuJp"o každé (ary) , U je

Brt(ary) - H{a"b),J< $'r' - bll. Nechť (a,y) U, P{a"y} = F(a.b).
Pak |/ H(ary) - H(arb)lj = ltÁy - Abll> ully - bli . Souěasně je však

l| tl(ary) - l{{aotr)ll* f il' * bll , proto musÍ byt y E b, cbde

Dofinico 2"3o2. ekneno , že funkce F : G+Es, GcE1a.e
ťsplnuje v bodě a G' podmínku l'or, jostJ.iže
(a) ke Eaždénu {aez) 0 {c) existuje okolí U bodu {arz} tako-

vé, že pro vŠechna (xry) unG je F(xry) l or

ib) existuje okoií V bodu a a číslo K> o tak" že pro 'všechna
(xry) c" x Vr llyll)x, je F{xoy) # o.

gkngng u že Íunkcg F sptriuje v G podnínku {Ho ) n jestližo spl u

je podmínku (Ho) v kaŽdén bodě a Gro 
'

rÉ' &''nÍtne norau matice, indukovanou eukleÍdovs}tou normou vektoru
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7-enA o

{ n } j e vŽ dy spl"něna, j akmá 3. g

,
tr

l

Věta 2o3o2o Noohí funkce F : G-+E' jo spojité na otev ené

nnožině.G=E'*= u ,a na množině Mc.G" impticítní funkci f.
Nochí }í je silně lokáIně souvislá v bodě a ' {fr - u)nG" a neclri
F spltiujo podnínku (Ho) Y bodě a a je regulární podlo y Y kaŽd

bodě nrrožiny G8' ' o Poton existujo
Iin f (x) = b, (arb) e G.
xŤa

D kaz. Podle lennatu 2.3.l. je funkce f{v) * F(ary) toratné
prostá v každém bodě nnoŽiny Gu"; to znamená , že jsou splněny
p edpoklady věty 2.3.}. Zvolme posloupnost {-*}, Xn M, xd.-'e.
Podle podnínky (Ho)' (b), existuje okoIí Y bocu a a ěíslo K)0,
tak, že pro x vl"\M je tlt(x)llé xo Proio 2 posloupnosti 

{ rr*o{
Lze vybrat konvorgentní podposloupnost 

{'!-"*rJ ' ',=r,u)-+6,
|l nllá r. Protc,:" ,*on.'1xnk))-+(arb), a,*nontTxo*)) Ě pro
každé n*onenrlže podle podnínky '(Ho) , (a) iastat*p ípad (a.b)(

v

e&íG)o Proto (aob) Gctakže podle věty 2o3.I. je lim f(x) = b.
xža

l G*&** sc,E**ss IEá n& &nlž,j-m&

. 3ť {e{ } f,! G* o *gkxgeffi* $ *e j.ffi*

v tomto odstavci zavedeme pojon pokraěování inplicítní ťunkce
a uvedeme některé postačující podnínky jeho exÍstence.

&{ eG* írcp3 íc j. &ní' ťwnkg i ť* Nech &r
plicitní funkce f nná pokračování v bodě a" jesttíže oxÍstuje nxor
U bodu a takové, ža F gá na pnožině MvU inpticitní ťunkci s,
která je rozší onínn f, tj" glu = f.
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V_ěta,3r4.'}' Nechř funEce F : G+Es je spo.jitá na otevřené

rrnožině GcEp+5 a Bá na otgvřené nnožině Mc'G" inplicitní
funkci ťo Nechí M je sílně lokálně s'ouvislá v bodě a € áe(il)n c"

aF3e regulární podle y v každóm bodě mrroŽiny G&"o Potom f
"má v bodě a pokraěování právě k'd,yž existuje lÍn f (x) 3 b, (arb)

Důkazo ].) necbť f nná v bodě a pokračovaoiT't;. existuje oko-

1Í U bodu a a inplicitní funkce g-na MuU, gl* * f. Funkco g je
spojitá v bodě a, Lakžo g(a} = li*.5(x), tím spíše g{a) = *# *

Protože glu = f' je g(a) = rm ř?il, přiton (urg(a))€ G, cbd.

il nechř existujo liu f (Ií"= b' {arb)€G. ťechč xo€Mr xn-.ža
xža

pak f (xo)*b, {xorf(xo))-a(arb), 0 = F{xorf(x*)}-*F(arb)o tedy
F(arb) E o. Potom podle věty 2o2.Lo eXistuje na jístéx oko].Í

v bodu u€G' inplÍcitní funkce ht taková" že h'{a) = b" Zvolne
okolÍ U bodu a o abý Uc,V, UnM souvislá. PoložrcE h = u_ l-_--ll u'
Dodefinujno dále funkci f v bodě a předpisen f{a) = b, pak ť
je irnplicítní funkce na Mu tu}. Přiton je (uw{a}) n u = {unu)v

.r(t4 n U) = (unu)v {aJ. Protože Mí.\U je souvisláe a€ 00{unu}n
je množína {unu)v{a} souvislá. Přiton f{a) = h{a) = b' tedy
podle věty 2.2o3o je f (x) = b{x) pro x( Ufr}Í. lrlech{ W je otevřer
okolí bodu a ' wgu. Bofinujne nyní funkci g na nnožině }ívll'taii
to:

ť{x} ptrs X M

e{x} 3

b{g} prs xQIv ' {wgreí}

{**á, 9o &*&6Ěs ju$Y 
's{x}

Ps&*m g je spsjx"e& w 3gát*9w

B _ť{x} ptrs xsMs s{x} F šg{o,} pro xs $ry} *

*$,t:,

&j. g je ámrpáíŮ}" ,gaá Éff'ffik'ge
""/

-ť ma v bw*# & p*h'ra *vtáná *

& pr@ kgĚds xs&áqd$Y je F'{x*g{x}} s

k s" g&& Mt,JW* PĚj.&gm $B &$:X # go &ek*s
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funkce F ' G'žEs je spojitá na otev ené

na otev ené množině McGr Ínplicitní funkcÍ

lokáIně souvÍslá v bodě a ě (M)nG" a nechí
Í&ns*,íně G*.&**s & ffi

ť " $ecb{ M je si}'ně

F spl uje v bodě a podmÍnku (Ho) a je regulární podlo y v každén

bodě množiny Gá". Poton f ná pokračováaí v bodě 8l

D kaz. Podle věty 2,3n2. oXiStuje riry r(x) = b, {arb) G.
a.. &

Pak podle věty 2n4.L. má f v bodě a pokraěování.

* *$. &xj"stemč'}ť v&&,e

v tomto odstavci je uvedena "globáIaí'' věta o gristenci im-

plieitnífunkce.Vd.kazusopoužívajtvátyl.4.l.19.2ll.1
2o2u3.r 2.4.2

věgg ar5.1. Nechí funkce F ; Q{t* jo spojitá a rogulární
podle y v otev en nnožÍně G-E'** a sptriuje v 6 podnrínku (tto 

'.Ngch G" je hvězdicovÍtá sitně lokálně souvislá pnožina a exls-
tujebod{xo,Yo)G,F{xo,Yo)=s.axojestedennrrožinyG".
Poton na množíně G" oxistuje k funkei'''F právě Jodna ínpticitní
funkco f, pro kterou f{xo) = yo.

DrlEaz. Položmo

v otev ená souvislá mnoŽÍna, xo vc,Gr a na množině

v existuje Ínplícitní funkce fu',kpunkci F' pro x'te-

trou platí fu(xo1 = ro} .

Ukážene, že systém S splriuje p edpoklady 1)-4) věty 3".4*1*

r} podÁe v&ey 2*E*}* je s # #.

?,t psdl'e de_ťj.gpáoe 'r i8 *o 
ffi*t

ss*ŘYig&&* #eku pffiÁ*#.íffis-.3.í ť{J H ť
k $t $^e {Ju ťq.:{x*} š ťv{x*} s Yg* É,

$ E {ut

je*lá ** $ryvffi $* tJ s**v sr}&
B

v ď u' j e ťtrr á&ep3" ''* *" effií ťx,xmk* g

e'gkĚ,e U $ *
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3) nechi g l RCs a pro každé VlrYzÉR je Y'n v2 souvisláo

PaklY=LJvjeotevřenásouvis1ámnožína*Xo€.*.;sw
v€R

k tomu" žJ množina Vrnvp je souvislá a'obsahuje bod xor Plo

kt,erý fur(xn) .'or(*o' = Yo, je podle věty 2a2o3. for(x) =

= f"- {x) pro každé x€Ytnveo Proto lze na nrroŽině s korektně
y6 - r -z 

un;4lu nřerlni semdeťinovat fun u: 
^fn(x) = f'(x) , x(V(&

Palr fn je inplicítní funko€',k F na Yí, f*(xo) = ýo. g($.

4}nechí crrgžina Y€s je sílně tokáIně sguvislá v bodě

a€&(v)nc"c Pak inplicitní funkce fu ná podlo věty 2.4.2o pokfa-

ěování v bodě a' tjo existuje okolí !í bodu a takovó, že na YwW

existujo inplicitní funkco h k Fo Zvolmg otevřelré souvisló oLolí
Ubodua,uc,}Yapo1ožn"fvÚu''r=.blVvU.PotomYvUjeotevřená
souvislá mnoŽina, fu,,U je inp}icitní funkco k F na UvV,

fv.ru{*o) - h{xo) = Yo, tody YvI}€ S, cbd.

Podle 'l'' le4olo je G"€ Sr tedy na nnožině G' eristuje
k funkci F inplicitní funkce'a" = f' pro kterou f(xo) = ýo.
Jeánoznačnost této .ťunkco vyprývá z věty 2o2r3'.o ngboí bvězdi-
covitá rnnožina G' je .souvisláo

Fe grgág*}{.a * Jak jsne podotkli v šoo jo xub*sffi"gxní nrrožina

hvězdicovit,á a silně lokálně souvislá. Yěta 2.5.1. platí tedy

speciálně v p ípadě, že nrroŽina G je konvexní. V tonto specíál-
nínr prípadě by byl' d kaz existonění věty poněkud jodnodušŠí, PÍo-

l

tože pro d kaz věty o pokr vání pro konvexní nrrožiny není Z1po-

t gbí věty o iredundantnín pokrytí.
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* *& * Xggv*trg&á n#bg"&'a*ffií

&gá'agácq. t "s" ňekns&s 9 ž,e -ťeEmkcs G *oE*." sp3#$j e xl&s

..! x, , &j" *{X{x}} x Bs

p0,ď].e deťígx*.** spwjá&a*
'!

&:
I&EloĚ' ámě

{e} k

& *ko3-{

{u} k

tak* ,e

P*zš&a Y deťirgÍcí

psd3.e s o Je*Ií 8" g

budeme :í,k&'&,,* Ěe s'

9"1*1* ;$ sme

Ůs &j. je*3.í

je ,rssul*&rElí o

1i ž.e

G ) sE j"s&tlJ ď oko]"í v bodu x

kež'dé y sgg$ je @t'}É v
$j okolí v bodu }t & éísIg K } *

, je gf r)F v.

g&vedIi po j gm ťttnkos regu j* árffi í
y p íwo &sstaffi&ee&effi ťrnnk*& F,

GC,Eu podwí.nku {H } , jes&

s keĚdému x *{G}* z es{

U bCIdu z, &akováu Že prÚ

8 kaá,drsmu xQ $tcl gxísÉ,

prs vsechsla y Ge ll yll ) K

Yěta 2"6r}-g t{ochť zobrazení * '" 
prosté, spojité, rogr.l,lární

a spl ující podmínku (H) na otev ené, nnožině ccEs. kterou
zobrazuj!e Ra otev enou hvězdicovÍtou silně lokálně souvislou
množinu tcrCE"o Potom inverzní zobrazeni {-o jo spojité.

Drikazo Zvolme st ed xo množ1ny f tcl a nechť yo É Qr{*o).
Funkce F(xny) = strl - x' : sta)xG*Eu splriuje p edpoklady věty
2.íl.l.. tirkž.ri urír nir {tcl iiir1llic i.trrÍ ťrrnkci ť. l,i:i trrur l'ro kal'rld
x .$tcl j* tr s"ix*6{x}} * 

St6{x}}
&akáe g = Ř- 6 Iwp].igÍtná' ťunkce ;í p

t ak že zo br aze*í $1* j e spo j í,t é o
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Drikaz existenoe "globální" inplícítní Íunkco, kter jsn*

uvedli v odst. 2o5.r byt zceLa nekonstruktivní. v L to krátké
kapitole uvedemg motodu konstrukco posloupností funkcí, které
konvergují ke !'globální'' inplicítní funkcí.. P i drlkazu kon-

vorgenco je nutno existenci inp}icitní funkce p erlpokládat,
neprljoe tedy o nové odvození existenění věty. Ncjvětší potí-
Že zprlsobuje okolnost , že jednotlívé itgrace 'mohou vyboč,it nimo

p vodní množínu Go Jak je 'uvodeno Y 3.1.9 Lze tomu snadno Z?-
bránit v p ípadě. Že s = 1o v p ípadě s) r je nutno dodat unnoh

dopl ující p edpokladY, které metodu znaěně konplikují a proto
se zde tímto p ípaden nebudeme zab vat. Vzoreg, ke kter uu do-
spějeno v p ípadě s = l' je dosti analogick vzorcÍ pro New-

tonovu metodue Vyskytuje se v něun funkce H' hterá musí sp}rio-
vat dvě vlastnosti (a)e (b) a jinak ntlže b t líbovolná. Yhodnou

volbou funkce H nrlženg v jednotJ.iv cb konkrétnÍcb p ípadecb
urychlit konvergencie

3.1. .P ípad s = l
Nech GCEr*I je otev ená konvexní množina a funkce F ! c.'Et

má v G. inplicitní funkci f. Pokusíme se zkonstruovat posloup_

h na G" a konvergujících k fo P es-
něji ečeno, budeme hredát funkci D{xry)' definovanou na G, tát,
abY, vybereno-li. libovolně spojítou f,unkci fo s vlastností
(x.fo (x) )( G pro každ'é x Gr a definujeme-li posloupnost ['"}



... $$ .*.

rekurss!.tn& p sdPi.s*&

ťn*, {x ) fi

p}a&Í3o:

{1'}

${x*ťul{x}}, L'!s ar&}.*. ,

(xrfr,(x) ) G, pak (xnD(x'fo (x ) ) ) e c +-:Íe-ri+"

gl*

(2', posloupnost {rrr{*r}iu konvergentní pro každé * G"

(3') linitou posloupn-osti {'J je inplicítní funkce f.
To budg splněno, bude-li nít D tyto vlastnostil

(r) pro kaŽdé (x,y)( c je (xrD(x, ))(c
{2', fuhkce D ná v G parcÍální derivaei oí' * - existuje

funkce q ' G"-+(0,I) tak, že pro každé (x'y)(c je

o-<oi<q(x)( r
(3) pro každé ' G' je ťunkce D{xn.) spojitá a y ' D(xry}

právě když F{xry) = 0

Yěta 3.1.l" Nectr F: G+El je spojítá v otev ené konvexní.

nnožině GC,E"+1 a má v každém bodě G nenulovou parcÍáIní derivaci
nj. Nech F ná na G- inplicitní funkci f. Poton na množině @ exis-yr
tuje funkce D s vlastnostmí (r)-(3) právě když na G existuje funkcc

H s těnÍto vlastnostmi l

(a) H je nonulová v G a pfo každé *éG' je H(xr. ) spojitá
(b) funkce FII ná Ý kaŽdén bodě nrrožiny G derivaci (ffi):. a exís-

v
tuje funkce q : G"-r(Ort) taková, Že pro každé (xry)Éc Je

o < 1 q (x) < (FI{}; 
llr,y) -4 r

Existuje-li funkce H s vlastnostni {a}, (b), pak funkoe
('s) D(xry)*y F(xry)H(x,y)

ná vlastnosti {r )_ (3). l.

Dťr\'az' A) Nechí H spl uje {a}, {b) a D je definována vzorcem (x)

Dokážeme, že D spJ.riuje {3)-(1).
(3) y = D(xry) právě když F(x"y)H(xoy) = 0. Prot,ože H je nenulo-

j e*Ii



vá v G, je y = D{x'y) právě když F{x,y) = o.

e) protožo l q(x) <(FH);<r, je
.,

D; = I {ffi);€(0,q(x))c(0,1).
(r) nechi {x,y)€ Gro Je F(xef (x)) Ť 0, tedy,11*'f (x}) = f lx)'

proto D(xny) - D(xrf(x)) i! !y *'1*l)ur(xlc) , cqý]F(řI.
Tedy D(xry) = f (x) + (y t(x) )oi(xrc)6'}ffTřI, to znamená,

že (x,D(x'y))€ c.
{3}* seťinujwe' fugkc* Hl

t ^, tpro y ť{x}.

E{{$ef{x}} a

Poton H je nenuloyá. Spojitost H{xr.) v každ n bodě y / f(x)
je z ejnáo Dáte jo

tim H(x,y) = lin v - D(x'v) - (t({) ; O(x'f (*) ) ).
y-.tti)--'']' i]It*1 Í-f(x) -
-r-pí(x,rlx)),cbd.-df.,r t. f I

P Ítom pro každé {xry) G je ol*r') . y * F(x.Y}Hl*,'1.

Lá v ote***Hsffi$tiog
GCE"*I a splriuje v G podmínku (Ho). Nech[ F ná v G spojitou
parciá!.ní derivaci ni a je *Eo ri<s{+o " 

.u-o { t<r3f :; ,Ís) 0. t{eohi {lr m jsou rgá}ná ěísla' pro která platí
- ;<t {áu {s

Eo (1n *nffi<l*" prs í{ s.

r-&ffij" ie

* i;; ){ G.

* 33, rr

B} nschí n eá Ytas&nos&í {].}''*

H{xoy} Effi
l :*:s-- {$*{,.{9,*

-y-
F;ixo.ť (x } )

t
t.4.

Á

Nech existuje {xoryo}E C, t.(*oryo) = 0. Nochi fn ; G

spojitá firnkce, fo(xo).! yo a pro každé x(G. je (xrf
Defirrujnne posloupnost 

{rrr} rekurentnÍm vztahem

1)

B}
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eY
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{x)
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n*u{x} 
* ťo{x} 5 ffis"{g*ťrr{x}}Í }L*s3.d;-., l

v s" j,oká}ně s&sjxlseěsNaě kexavsrserp,tgaí k

ímp3ís j-s&í ťunkcí k F' && G a ť {x } š' Po'r
J

lwF{xu'€* {*} }l

Ie t*l ,' f*
1r.q

FtikaŽ. Polgžng D(xry) = y * nF(xoy). Snadn u v počtem zJís_
tÍme , Že v obou p ípadecn r) , 2) je o<ff4q <1 Y G. Protože

is)O' je ri * o a podle věty 2.5.lr má F na G. ínplicitní
funkci f o Potom podle věty 3.l.l. oná D vlastnosti {r )- (3),

speciálně (viz bod il) drlkazu věty 3oI.1.) je D(xry)(ÍFT r'
takže pro každé n je fn+l(x)6 rnTxfir(E.l6Trffin 

'.Podle Banachovy"věty je posloupnost t'"} v každén bodě konver-

gentnín položme g{x' = *!1'o1*}, 1 11'" platí
t*F{x*áo {g} }l n

{x* } tČtq

.ť

s& [t"] i e
ktsrá j e

ťĚ }t fiG\r

ťtxgp&s í
Prs

{x}le T3q*

ls{x} -n f'

s vzta}aw ť**r{x} = ťo{x} *

K}} s s; p *,ťse{ g {**} p3'yx[

ě s ts j&'i&ffieěÁ'E}ě konvsr&*ÍB &.mi *

dÍŽ' vah3.edee k jednsge&&*m#s

Tíg p scháaí neroY$ost {** }

$'ími &,níw p sghsd x!

'to 
k ežddcst,áváwe pšo

že pss}"oupffiÚst, 
6*"}

g je spo;i ísá, g{**}

Í-mp}ícíÉ'ns" ťunkce j

prÓ n+ss Y

*lF {xrS {

j w }oká}ra

tn;Í Yon

s g s "ťo

srrI

&e ďy r]Ě

i,i

eF {xrťu* {m } }

\r {x } .
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