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Abstract:

Tento text pochdzi z r. 1973 a nebyl dosud zvefejnén. Jeho hlavnim vysledkem je véta o existenci
a jednoznalnosti globalni implicitni funkce v R™. Tomuto vysledku p¥edchazi fada pomocnych
tvrzeni.
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Tato préce je vénovana problematice existence "globélni"
implicitni funkce v En’ Véty o lokalni existenci jsou vée-'
obecné znédmy. Pro eukleidovské prostory jsou uvedeny napf.

v (4], (5], [8], [9], zobecnéni pro Banachovy prostory napf.
v (11, (71, [12), (18), ([14). Pokud je mi znamo, neni otazka
existence "globalni" implicitni funkce dosud uspokojivé vyre=
Sena. Vysledky, uvedené v literature (viz naprf. [2], [15])
Jsou vétsSinou médlo obecné a maji téikb verifikovatelné pred-
poklady. Mym cileﬁbylo dokazat "globalni" existenci za pred-
pokladid, Jjez by se co nejméné liéily od bfedpoklad& lokalni
véty o existenci implicitni funkce., V existenéni Qété Sedels
(str. 26), ktera je hlavnim vysledkem této préce, se kromé
obvyklych predpokladd o funkci F (spojitost, regularita) po=
Zaduje pouze splnéni jisté hraniéni podminky. MnoZina G, na
niz je definovana funkce F, md dosti obecny tvar, spec. to
miZze byt konvexni mnoZina.

Prace je rozdélena na tri kapitoly. Prvni kapitola, které
zabira polovinu celé préce, je vénovana jistim topologickym
vliastnostem prostord En' Zavadi se zde pdjem silné lokalné
souvislé mnoZiny a na konci této kapitoly Je dokézéna "véta
o.pokryvani" l.4.,1., na niZz je zaloZen dikaz existenéni véty
v kapitole 2. Pro potreby dikazu véty o pokryvéani zavédime‘
v odst. 1.3. pojem iredundantnihe pokryti., Dikaz véty 1431,
nevyuziva Zadnych specifickych vlastnoesti eukleidovskych pros=
tort, takZe tato véta plati v libovolném topologickém pros-

toru.




Implicitnimi funkcemi se zabyva teprve druhd kapitola.
V odst. 2.2. je uvedena defimnice implicitni funkce, Odst;.
2.3, a 2.4. jsou vénovany limité a pokraéovani implicitni funkce,
v odst. 2.5. je dokédzdna existenéni véta, kterd se v 2.6, pouzi-
véd pro dikaz véty o inverznim zobrazeni,

Kratkd 3. kapitola je vénovéna pribliZné metodé vypoltu
implicitni funkce pro pripad jedné :eélné funkce F r+l1 promén-
nych.

VSechny véty, uvedené v této praci, jsou mé vlastni, s vy=-
Jimkou vét o Jednoznacnosti a lokdlni existenci implicitni
funkce, citovanych v odst. 2,2, a lemmatu 2.3.1., jehoZ dikaz
Je pridén pro uplnost. Véta, énalogické vétéw2.3.l., se vysky-

tuje v knize [10) , avSak za mnohem méné obecﬁiéh predpokladd,



Kapitola l.

Silné lokalné souvislé mnoZiny

1.1, Pomocné véty

Necht Em Jje eu_ko:leidcvskj;y prostor. Je-li xg En, 1<5i=<<n,
pak %, znamend i - tou soufadnici vektoru x, Symbelem x|
rozumime Vv prvnich dvou kapitelach vzdy eukleidovskou normu
vektoru x, tj. |x| Jég;r o Skalédrni soudin vektorl x, y
znalime (x, y). ‘ : |

Je-1i MCE_, pak hranici mneZiny M znadime HK(M). Je-1i
aEEn, r>0, pak otevrenou kouli o stx'*edu. a a poleméru r zma-
¢ime K(a,r), tj.

K(a,r) = {xEEn Hx - af (r}
Useéku o krajnich bodech a, b»zmaclme PTRERE S

a,b = {a+tb-a) 0St<1}
Uvedeme nyni dvé véty, které vyuZijeme v prubéhu prvni
kapitely.

Véta 1.1.1, Nechi je dana koule K = K(a,r) a bed s%{&. Pro

x€ K necht pl(x)bjo prisefik uselky X,s 5 hranici koule K, Po-
loime p(x) = %(x + pl(x)). Potom p je spojité zebrazeni K do
K(a,r)nK(s,lla - sf) a pro kazdé x lezi p(x) uvnitf uselky X,S.
Dikaz. 1) p,(x) leZi uvmitf X,8, p(x) lezi uvnitf EIT§7:§
tedy p(x) lezi uvnitf X,s.
2) pro x€K je p(x)€K: je x€K, pl( x)€ ¢? (».) K Lenvexnl,
tedy p(x) = 2(\ + pl(x))G K.
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3) pro x€K je p(x)€ Ms,ua - sj/): oznalme pz(x) druhy z pri-
seéiﬁéﬂ%?§%hazejlc1 body X, S, 8§ @ﬁ , a poloZme ri(x) =
= l(pl(x) + pg(x)) Potom je (r(x) - a,r{x) - s) = 0, tedy
la - sl = | (x) - aﬁ ix(x) v sﬂ >lr(x) - sﬁ tia
ir({x) - sf{<£ila = su.}Protng p{x) leZi uvnitf tdselky ;TQT:E, je
ip(x) - s|<iir{x) - s{£la - sil » cbde ‘

4) p je spojité: je pl(x) =X + tis ='x), t>0, upl(x) - al =
=T, tje r? = lpy(x) - aﬂz =vhs - xﬁ2t2 + 2(x - a,s - x)t +

+llx - aﬂg. Kvadratickd rovnice

s - xhz 2 4 2(x = a, s - x)t + |x - aﬂz - r2 =0
m& pravé jeden kladny kofem
¢ = MX - a,s - x)2 + s - gﬁz(rz S lx - al®) - Ax < a5 - x}°,

s - x|
dédle je p(x) = Lix + p,(x)) = x + L(s - x), a odtud spolu s vyja-
2° 1 .

drenim t vyplyva, zZe p je SpOJlte.

Definice l.,1.1l, Necht jsou dény dvé koule K = K(ai,ri), i=
s - B a; # ag. Polozme‘ A |
, , : 2 2 2 2
hl/K2 = {xe Klukz; ix - a,li ’- H# - azlﬁ | (rl - r2}.

Véta 1.1.2. Necht K= Rlan), im0 a, # a,. Plati:

16 Kl/KQCKl

2) K (Kl/KZ)CK NK

1
3) Kl/K2 je otevrenda

2

Kl/K2 je konvexni
5) (Kl/Kg)(\(Kg/Kl) = g

Dikaz. Poloime P(x) = lix - aﬁjz - llx - agﬂg.
1) nechi x€K,/K,. Kdyby bylo x&K, - K,, pak x €Ky, xgéxls

; 2 2 o 2 2
k?(x)<r i «.3. ry - ix - 82&’243‘1 - llx - 312}2’ avsak x€K,,
5 2

2 e [ ;
tj. ro - ix - a, >0 cili ri - x - alﬁi e 3t PR 3 DA XEKl - spor.
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Proto (E\’.i/k’.g)(\(K2 o Kl) = @, tedy Kl/K2 = Kl/Kz)f\(KluKQ) &
= (K/E )N (K Uik, - Kp)) = ((X /K )NK DK /KA (K, = Kp))=
= (K;/K,)NK,CK)y cbde | , ;

2) je-li x€K; - (Kl/Kg)" pak x€K,, lIx - al™ - lix - agjl"z
,)r‘i - rgp rg - fix - a,,ﬁz; r? - lix - all|2> 0, tje X€K2- Pro-
to K, - (K,/K,)CK NK e

3) je K /K, = (KlUK )r\{ ?Q(x)( r - rg} o+ ProtozeP je
spojitéd, je mnoZina {‘, ?(x)(r“i - rg_} oteviend, K u K2 je otevre-
né, tedy K /K2 je otevriena, :

4) necht x €X /%5, yeK /Kzo PoloZme Vit) = Plx + tly - x)),

n
t€<0,1> . Jde Y(t) = z'_l(x + t(y - xll) - 311)2
= n
2|

- (x. +
5 1% i=1. 1
) =

ey xi) - a, .)(2);. + 2’(.()'1 - xi) -

1=1
- ay; - aZi)’ tedy V je linedrni funkei t, proto VYV (t) <
2 2

< max( VY (0), Y(1)) = max{ P(x), @ y)) < r] - ry, proto
x + t(y - x)&Kl/K2 pro kazdé t€<0,1> , to znamend, Ze Kl/l_‘:2
je konvexni. | | |

; : i . 2 B

2 "

= {xé KlUKQ; ?}(x))ri - rz} . Protoze KI/KZ ={rxeKlu K2;
) 2 3 3
Pix) L r; - rz} , Jo (Kl/Kﬁ)r\(Kﬁ/kl) = @, cbd,

1.2o Silné lokalné souvislé mnoZiny

V tomto odstavei zavadime pejem silné lokalné souvislé mnoZi-
ny a uvadime nékteré zédkladni vlastnosti.

Definice 1.2.,1. Rikame, Ze mnoZina MCE_ je silnd lokéalné

souvisld v bodé a€ M, jestliZze ke kazdému okoli V bodu a existuje

okoli U bodu a takové, Ze UCV a mnoiina UNM je souvisla.
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Vita 1.2.1. MnoZina M je silné lokalné souvisla v bodé a

pravé kdyz existuje‘nerostouci fundamentélni systém {Un}gzl

okoli bodu a takovy, ie‘pro.kaidé’n Jje mnozina Unr\M souvisla.
Dfikaz. Necht existuje‘fundamgntélni systém uvedené vlastnosii.

Je-1i V okoli a, pak ekistujewn,’ie UanV; pfitom U NI je souvis

14, takZze M je silné lokélné‘souvislé v bodé a. Naopak, necht

M je silné lokalné souvisla v bodé a. Fundamentélni systém sestro

jime indukci: 1) k okoli V = K(a,1) existuje okoli U, ze UV

a UNM je souvisla; poloimevUl = U, 2) jsou-1li uz sqstrojena

okoli Upse.., U, pak k okoli V = U M K(a,zly) existuje okoli

Un+l’ ie_Un+lc:V a.Un+1r\M je souvisla, Pritom pro kazdé n je

Un+lCUn' v, < K(a,;ll-), takZe {Un} ;:l je fundamentdlni systém uve-

dené vlastnostie.

Poznamka, Pri diikazu véty le2.1. jsme vyuzili axiomu vybéru
v jeho "slabé" formé, kterd je v analyze pomérné béinéd (viz napr.
diikaz Heineho podminky pro existenci limity). VSechny dalsi véty,
v nichZ se vyskytuje pojem silné lok&lni souvislosti, bychom vsSak
mohli dokézat i tehdy, kdybychom za definici silné lokdlni sou-
vislosti prijali ekvivalentni vyjédfeni pomoci fundamentalniho
systému, jak je uvedeno ve vété l.2.1l., ¢imZ bychom obesSli i»tuto
formu axiomu vybéru. Priklonili jsme se vSak radéji k uvedené de-
finici l.2.1., ktera odpovidé prijatym zvyklostem. Poznamene jme
jesté, Ze v pripadé, zZe a€M, lze vétu 1.2,1. dokdzat i bez axio-
mu vybéru: staéi polozit U = (JW , kde P =@MC&MK(3,£); W je oko

- m yep R
1i a, WNMU je souvislé} . Potom pro kazdé WEP mnozina WNM
obsahuje a, tedy mmozina U nM = U (WAM) je souvisli.
WeP
Véta 1.2.2, Nechi mnozina MG E_ je silné lokdlné souvisla

v bodé ag¥ - M a funkce £: M-2E_ je spojitd. PoloZme
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{yé E.s existuji x;,e M, n= l.k2,..., X _—»a, f(xn)—?y} .

Pak
1) L = @ pravé kdyz lim Uf(x)]l =+oo
X-»a ‘
2) L = {b} pravé kdyz lim f(x) = b
‘ X-»a

3) obsahuje-1i L aspon dva ridzné body, pak Zé&dny bod
mnoZziny L neni izolovany

Dikaz. 1) je zFfejmé, Ze je-li lim If(x)] =+o , pak L = g.
’ ‘ X-»a
Naopak, kdyby bylo L = § a neplatilo by lim lf(x)ll =+e , pak
' ) X-»a
by existovalo &islo K> 0 a posloupnost {xn} » X €M, x —>a,

lIf(x_)||£€K. Pak by existovala vybrand posloupnost {x }, X_¢eM,
n . . . ) nk nk

x —»a, f{x_ )=y, lyl=k, tj. yeL - spor.

ny By ‘

Pro potreby dikazu 2), 3) dokadZzeme nejprve toto tvrzeni:
je-1li b&L a neni lim ‘;‘3.(;{) = b, pak existuje &éislo,>0 tak,
7Ze pro kazdé £ ,oz&—:’i €, » existuje z&L, llz - bl =¢ . Nechf
{Un}je nerostouci fundamentalni systém okoli bodu a takovy,. Ze
pro kazdé n je mnoZina Unr\M souvisla. ProtoZe neplati
lim f£(x) = b, existuje €,>0 tak, Ze pro kazdé okoli U bodu a
Zﬁstuje xg UnM, ze JIf(x) - bli=¢. Nechi 0<Lg <& . Zvolme
prirozené n. Podle pfedchoziho existuje keUn(\ M, If(x) - blI>é&,,
ProtoZe b&L, existuje yEU nM, Ze he(y) - bll<—§_— oProtoZie mno-
Zina i]}f(x) - bl]; x¢ u_n M} je souvisléd, existuje z_€ U NY,
“f(zn) -bll=¢ . 2 posloupnosti‘{f(zn)} vybereme konvergentni
posloupnostif(znk)} . Pak znke M, znk——>a, f(znk)-az, t3 58 L
lz - bl =¢ , cbd. | ’ :

2) je-1li lim f(x) = b, pak L = {b} .Kdyby bylo L = {b} a ne-

X>a :

platilo lim f(x) = b, pak podle predchoziho by bylo L # {b}- spor.

3) negg% L obsahuje aSpoﬁ dva ruzné body. Pak podle é) pro
24dné c &L neni lim f(x) = ¢, takZze z vySe dokdzaného tvrzeni

X=a
plyne, Ze bod ¢ neni izolovany.
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Definice 1l.2.24 ﬁikéme, Ze mnoZina MCEn je silné lokélne

souvisla (zkr. SLS), jestliZe je silné lokalné souvisld v kaz-

dém bodd a & il.

Véta 1.2.3, Nechf M je silné lokalné souvisla mnoZina v En’

nechf b€ E,» o€ E;. Potom mnoZiny M + b, o& ) jsou siln& lokal-
né souvislé,

Dikaz, 1) necht a€ M + b. Protoze ¥ + b = N + b, existuje
zEM, 2e a = z + b. Necht V je okoli bodu a. Potom V - b
je okoli bodu z. ProtoZe mnoZina M je silné lokalné souvisla
v bodé z, existuje okoli U bodu z, Ze UCV - b a mnoZzina UNM
je souvisla. Pak U + b je okoli bodu a, U + bCV, (U + b)n
A(M + b) = (UNM) + b a protoZze mnoZina UNM je souvisla, je

i mnoZina (U + b)N (M + b) spuvisld, tedy M + b je silné lokélné

souvisla v bodeé a. ProtoZe a byl libovolny bod mnoZiny M + b,
Je mnoZina M + b silné lokalné& souvisla.

2) necht oL # 0. Nechi a€ LM = M. Pak existuje wel, Ze
a =obw. Nechi V je okoli bodu a, pak 3V je okoli bodu w,
a vzhledem k tomu, Ze M je silné lokalné souvisla v bodé w,
existuje okoli U bodu w, Ze UCZY, UnM souvisla. Potom o U
je okoli bodu a , LUCYV, (AU)N (LM) =k (UnM), coZ je sou-
visla mnoZina, takie oCM je silné lokalné souvisla,

3) nechf ol = 0. Pak olM ={0} , a kazda jednobodova mnoZina

Je silné lokalné souvisla,
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Definice l.2.3. Bod xoeu nazyvame stfedem mnoZiny MCEn.
jestlize pro kazdé x€ M je i_;-,_x - {X}C_M. Mnozinu, ktera ma
stfed, nazveme hvézdicovitou (z angl. star-like).

Poznamka., 1) hvézdicovita mnoZina je souvisla;

2) je-li x stfedem M, XCM, pak ':E;‘,'Sfcu;

3) je-1li M konvexni mnozina s neprazdnym vnitrkem, pak M je
hvézdicovita a kazdy bod jejiho vmnitiku je jejim stiedem;

4) jsou-li M, N hvézdicovité mnoziny se stiedem Xx , pak

mnoiina MNN je hvézdicovitd se stiedem X o

Véta 1lo2.4e Necht G je neomezenad oteviena hvézdicovitd sil-

né lokalné souvisld mnoZina v En’ necht X, je jejim stredem.
Potom existuji omezené oteviené hvézdicovité silné lokalné sou-
vislé mnozZiny Gn’ n=1,2,..0 , takové, Ze pro kaidé n je X
& ;
stredem G G <G aG = G
n’ n_ n+l H/‘ g
Poznimka, PovSimnéme si, Ze G je neomezena, kdezto kazda Gn

je omezena., Tato vét;a.jepodstatné pro druhou &ast dikazu véty

o pokryvéni (viz odst. l.4.).

Dikaz, PoloZme G GnK(xo,n), n = 1,2,000 o« Pak G je omeze:

oteviend hvézdicovitéd mnoZina, X je stredem Gn’ GnCGn . Zbyva

+1
tedy dokéazat, Ze G, je SLS (silné lokalné& souvisla). Necht
aé—G:. Protoze '('}';Ca', rozlisime dva pripady.

1) necht a €G; necht V je okoli a. Zvolme r) 0, aby K(a,r)<
CVAG. Potom K(a,r)r\Gn'éK(a,r)(\Gf\K(xo,n) = K(a,r)f\}z{(xo,n)
a tato mnozina je konvexni, tedy souvisléa. Proto Gn je silné lo=-
kX4lné souvisld v bodé a.

2) necht a €32 (G); necht V je okoli a. Zvolme r, O<f<ﬂa -
K{a,r)C V. Existuje okoli U bodu a, Ze UCK(a,r), UNG souvisla,

Poloime W = Uv U

ernG(x’xO NK{a,r)). Potom UCWCK(a,r)CV,
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tedy W je okoli bodu a, WgV. Dile je WAG = (UNG)u

U (x;,xe(\G(\K(a,r)):_vzhledem k tomu, Ze pro x &G je X,x C-
xelUnG ‘ :
< G, tjo xpxor\G = XX, Je .
(1) wne = (tnc)u U G(x,xor\x(a,r)) :

' x&Un E
Mnozina U NG je souvislad a pro xeUnG je x,xor\K(a,r) souvisla,

{(UNnG) f\{x,xo NK{a,r)) # @, takie WNG je souvisla.
Nyni ukéZeme, Ze plati: Je-li ze WNG, yez,‘xor\x(a,r), pak

y €WnG. Skuteéné, z. (1) plyne WNG = ke (x,xo(\K(a,r)); proto,

je-1li zgWnG, y¢ 2»5xo%$istu‘je 3?323, zZe ze;:;;rxl((a,r);
to znamené, Ze ye'i_,,';;r\K(a,.r),tedy y € VNG,

NechE_nyni p je funkce, definované pro kouli K(a,r) a bod
s = X ték, jak je uvedeno ve v&té le.l.l. UkdZeme, Ze p(WnAG)C
< WNG . Pro z¢WnG je p(z)& K(a,r)n K(xo,lla - xoi." ) K{a,r)n
N K(xo,n). Specialné p(z) &¢K(a,r), podle véty l.1l.l. plzle -z—::—::)

takze z pfedchoziho plyne, Ze p(z)€ WhG(\K(xo,n) = VAG_.

Proto p{WNG)CWNG,. \

MnoZzinu WNG miZeme nyni psat v tomto tvaru:

(2) wne = pWnclu U  zZ,p12)
g zeWnGn

Protoze pro kaZzdé zéWf\Gn je z¢ Z,plz), je inkluze WN Gnc

C pWnG)wv U Z,plz) ziejma. Naopak, podle predchoziho je
2eWnG

p(WNG)CWAG .Bdale, je-1i z€WNG C WNG, pak p(z)€WNG,

tedy z,p(z)CWr\Gn. Tim je (2) dokazano. Protoze p(WNG) je sou-

vislé a pro kaidé z&€ WnG_ je p(WAG)NZ;p(z) # §, je mnoZina

WNG souvisla, Tedy Gp, je silné lokalné souvisla, cbd.
n

Odbofime nyni na chvili od problematiky silné lokalné souvise
lych mnoZin a vénujeme dals$i odstavec pomocnému pojmu iredundant-
niho pokryti, ktery je diéleZity pro dals$i vétu o silnd lok&lné
souvislych mnoZindgh, totiZz vétu o pokryvéani, kter& je z naseho

L PP e P aa e Y g > v g ‘v o ¥ PR e
nlediska nejdulezitéjSi vétou prvni kapitoly,
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1,3, Iredundantni pokryti

- & C 5 - . -
Definice le3.l. Rikame, Ze pokryti e mnozZziny MC En Je

oo

iredundantni, jestliZe pro kazdé Ul.U2€.“u Jje bud Uln U2 =
nebo U;NU,NYK # Do

Poznémka., 1) ekvivalentni formulace je tato: jsou-li Ul,Uge,‘?{)
u,nu, # 0, pak U;NU,NM # 0.

2) je-1i WU iredundantni pokryti mnoZiny M, VEU ; U # @,
pak UNnM # g,

Véta 1.3.1. Necht U je oteviené pokryti mnoziny MC E - Potom
existuje oteviend mnoZina N, Mcﬁ, takova, Ze do U 1ze vepsat
otevifené iredundantni pokryti mnoZiny N,

Dikaz. Pripad M = ¥ je zfejmj. Necht tedy M # @, pak U # @.
Polozme V = {UG‘U’ ; UnM # ﬂ} « Pak ’V'vje pokryti mnoZiny M, ve-
psané doU . OZnaémef'lr mnoZzinu vSech funkci, definovanych na
i 8 , S témito vlastnostmi:

(a) pro kazdé UEYT je f£(U) oteviend mnoZina, f(U)C U

(b) je=li U,,U,€%, pak bud £(U,)A£(U,) = § nebo £(U) A
AL(U)NAY # 8. |
Potom F # @: zvolme UOG'Va poloZme fé(Uo) = U fO(U) = f

pro U # U_; pak foeff‘. Na & zavedme relaci "<4": f=<g pravé

of
kdyZ pro kazdé UEYV je f(U)c g(U). Potom "< " je relaci &astelné-
ho usporadani na & . Dal$i postup dﬁkazu‘bude tento:

1) dokéZeme pomoci Zornova lemmatu, e mé maximalni prvek h

2) polozime N = |UJ n(U) a dokaZeme, ze Mc N
UEV
3) dokazeme, Ze { h(U); UEYV} tvofi iredundantni pokryti N.

1) necht g #&ch & g linedrné uspofadana. Definujme na 7

funkci g predpisem g(U) = fu«f(U) pro kazdé UEV . Potom pro kaz-
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d4é U&V je gl(U) oteviend mnoZina, g(U)CU, tedy g splnuje (a).
Ukazeme, Ze spliuje i (b). Necht g(U,)n g(U,) # f. Pak existuji
260 tak, Ze £ (U )r\f2(U2) # 0. Protozey_ je lineéarné

usporadané je bud f /~f2 nebo f2 fl, necht napre f]_'—é*g

Potom @# fl(Ul)(\fz(Ug)C:fz(Ul)(\fngz), tedy 9 # fz(Ul)f\
f\rz(U2)f\MCg(Ul)r\g(U2)f\M° Proto g€ & , pridemZ pro kaZdé
feg je £<g. Tedyg" je induktivni, takZie podle Zornova lemmatu

s e o
ma J maximalni prvek h.

2) poloime = U hn(u), pak N je oteviena. UkaZeme, Ze MCN.
vev
V—IN~ Jﬂi——N-;—&e-be-t-—-——;}e—pe-k—r—y-t-!:m—M-r Pfedpoklddejme spo-

\'
remy, Ze existuje ° XEM'.'!-'~~N- .Pak X¢N a existuje VEV , x&€V.

Pak existuje otevirené okoli W bodu x, WCV, WAN = g, tj.
WAh(U) = @ pro kazdé UEV .Definujme funkci k predpisem:

k(V) = h{V)UW, k(U) = h(U) pro UEV , U # V, UkaZeme, Ze kEF .
(a) je zfejmé. (b): necht k(Ul)nk(Ug) # #. RozliSime trFi pri-
pady: (bl) mechi U, # V # U,, pak k(U )AK(U,)AX = h(U )N
Ah(U,)NM # . (b2) necht U, 3
= (n(U)DUWAR(U,) = (W(UINKU,)) VU (WAK(D,)) = h(Ul)(\h(Uz).
takze § # h(U )Ah(Uy)AM = k(U )Nk(U,)AM. (b3) nechi U =

=V, U, # V: pak § # k(U )nk(U,) =

= U, =V, pak k(Ul)(\ k(Uz)r\M = k(V)AM = (h(V)uW)AM =
= (h{(V)AM)U (WAM) # @, nebot WAM # @ (totiz xe WAM). Ve viech
tfech pripadech je k(U )Ak(U,)AM # @, tedy ke ¥ . Aviak Bk .
(nebot h(V)C k(V), h(V) # k(V)), a to je spor s maximalitou h,
proto musi byt M - N = g, tj. MCN,

3) otevrené pokryti {h(U); UQ‘V} mnoziny N je vepsané do 7V
a tedy i doU , Zbyva dokazat, Ze je iredundantni. Nechf h(Ul)n
NAn(Uy) # @. Pak existuje x€h(U )AK{U,)N M. Je xgMCT,
h(U;)AN(U,) je okoli xgN, takie h(Ul)nh(Ug)r\N 2

Tim je duikaz proveden,
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Tuto vétu jsme uvedli jen pro zajimavost, nebot ji v dalsim
nepouzijeme, protoZe nezarucuje existenci vepsaného iredundant-
niho pokryti celé mnoZiny M. Tuto existenci viak mUZeme zarulit,

je=li M kompaktni:

Véta 1.3.2. Do kazdého otevieného pokryti kompaktni mnoZiny

MC:Em lze ?epsat koneéné oteviené konvexni iredundantni pokryti
mnozZiny M. e

Dikaz, Pripad M = @§ je jasny. Necht tedy Mje neprazdné a 1
je jeji oteviené pokryti. Poloime |

w ={K(a,r); Kfla,r)AM # § a ex. VET , K(a,r)CV}

Potom W Jje pokrytilmnoiiny M otevfenymi koulemi, vepsané do 7 .
Z pokrytiqv lze vybrat konecné podpokryti, necht je_to~{Kj}jzl .
Pro kazdé i = 1,2, .e.,n poloZme
o}

g

I, = {j; K;AK;NX

i

\ N (K;/K;) pro I, # @ (viz def, l.l.l.)
JEI. J i
Potom pro kazdé i, 1%i<n, je Ui podle véty 1l.1.,2, otevrenad

Ki pro Ii

konvexni mnoZina, UiC:Ki°

Nejprve ukéZeme, Ze pro kazdé i, 1=i<n, je U,AX = K.AN.
To je jasné pro I. = #. Necht tedy I, # f. Inkluze Uv.Nnxc
CK;NN je zfejmid. Dile je (Kir\MJ - (Uif\M) = (Ki - Ui)f\M =

-(I\i(Ki/Kj))r\M = (H(Ki . (Ki/xj))mmcmn}.il(xinxj)‘=
J\GJI (K.nxjnm) = 0. rI:roto K,NMCU, NM, tj. K AN = T AN,
To znamena, Ze {Ul}l =1 Je pokryti M, nebot M Mf\(L)Ki) =
U(KnJ)—U(U ny) =xnVu,cUu, . ]
Do}.aieme, .'.e {U }izl je ir;dundantni. Necht 1< i,ké n. Jsou

4

dvé moZnosti: 1) Kir\ Kk{\M # @, pak UinUan = (Ui(\ M)(\(‘Ukn M)

= (Kinm)n(xknm) = Kinxknm # 8. 2) Kinxkn}s = f. Potom je
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k€I, ieIy, takze Uicxi/Kk. Ukcxk/xi, u,nu,.c (ii/xk)n

N(K /K.) = @, tedy U;NU, = . Proto pokryti {Ui§i=l je

iredundantni. Jiz dfive jsme dokazali, Ze je konedné, otevriené
n

a konvexni. ProtoZe je vepsané do {Ki}i=l a to je vepsané do

n
j 5 do T
Frade {Ui}i=1 vepsané do » cbde

le4d. V8ta o pokryvidni

Véta o pokryvéani (véta lo.4.l.) je hlavnim vysledkem prvni ka=
pitoly. Jak se ukéie.v kapitole 2, je v dikazu véty o pokryvéani
vlastné obsaZena mySlenka "pokraéovani" implicitni funkce (resp.
jeji topologicky princip),'umoiﬁujici ﬁfechod od lokalni existent
ni véty k jeji "globdlni" formé;

Nejprve uvedeme pomocné lemma.

Lemma 1.4.1, Nechf MC{0,1> a plati:
(@) M A8
(b) je-=li &M, pak (0,lDC M
(6) je=1i (0,cL)C U, pak e & U
{d) ke kazdému o&M, L <1, existuje ("M, X<y

Potom M = (0,1) .

Dikaz., Poloime s = sup M. Je-li 0<£ < s, pak existuje A€M,
BLd4 s,tj. podle (b) je ,@eM. Tedy (0,s)CM, podle (c) je
(0,5) C M. Kdyby bylo s<1, existovalo by podle (d) J'&M, <<
spor, proto s = 1, (0,1>C MC(0,1> , tedy M = (0,1> , cbde

Pro udely nasledujiciho dikazu zavedme toto oznadeni:

je-li LQE_, poloZme d(L) = sup Ix - yé
X,ycL



Véta lo.4.1. Necht GC.E je oteviena hvézdicovitad silné lo-

kalné souvisléd mnoZina a necht S je systém jejich otevienych
souvislych podmnoZin, majici tyto vlastnosti:

1) S # ¢

2) existuje stred X mnozZziny G takovy, Ze x o€ QSV a je-li
U oteviend souvisla mnoZina, xoe vecve S, pak UE€S

3) je=li @ # R&S a jewli pro kazda Vl,Vze R mnoZina VA“VQ_
souvislé; pak LU ves -

VeR

4) je=li mnoZina V€ S silné lokalnd souvisld v bodé a€ & (V)n

NG, pak existuje okoli U bodu a takové, Ze VUUES.

Potom GE S,

Dikaz, RozliSime dva pripady:
A) G je omezena
B) G je neomezena.
A) Poloime d = d{G)<o® . Pro ok€(0,1) polozme
G, =x_ + oG - X,)

o o
(kde G = X, ={g e 8 G} )o Potom pro kaidé oL &(0,1) je
G, otevfena hvézdigovita (tedy souvisla) silné lokalné souvisla
oZina tred ‘ = j . Da j
mnozina se stfedem X  a pro oL, « Je G“~C Go(,. Dale je
G = X *+ LG -x_) = x +oL(G-x)=xo+eL‘f}'-xo),
(G, ) = supUx - yll= oL suplix - yl= oLd(G) el d.
X,yeG, X,yeG
Polozme
=3 ; G S
{#: ¢ ¢ s}

UkdZeme, Ze M splauje {a) - (d) lemmatu 1.4.1,

(a) zvolme V& S, takie x,€V a existuje r> 0, Ze K(xo,r)c, V.
Necht O(i(ﬁ- o Je=li x€G, , pak [x - x| =iz - x ligeld<r,
tedy xe K(xo,r). Proto X € G C K(xo,r)cve B G, oteviend souvis-
14, takZe podle 2) je Gd.e S, tj.‘ol.é M. Tedy M # #.

(b) nechi otg M, 0<f <ol . UkdZeme, Ze G,& S, tj. REN.
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Necht zg G, , to zmnamené, Ze existuje x€ G, z = T, ot ﬁ {x xo).
1

s Je YEG a je

¥ cl G _C-j:
{ . Y& 4+
i e D el T S = x + - x JEG roto G, ¢ G ¢ S
z=x + [0 kﬁ) K, Tl ;y o’€C 7 &C_ S »
takZe opét podle 2) je G, & S, tj. ﬁek’o
aU

P

(¢c) necht {0,0f }C M, ukédZeme, Ze o€ M. K tomu nejprve dokdZem

Pro ﬁ<d. Je G, & G , tedy U G, ord G@b « Naopak,

L peley B ° [ (Q,u.) ]
necht xg@G. , tjo x =x_+el (z - x ), 26 Go ProtoZe G je otevien:
2 o o

existuje w&€G, Ze z leii uvnitf dsedky Ty eWe PoloZime ﬁ =
z

{ 54
=clpe—rol, pak B4l aw=x_ +Z(z - x ), PRitom x = x_ +

fw - x i o 8 0 0
+ Ak (z - xo) = x + g (w = XQ)EG,@ oTedy G, C@éL‘éQG/@ , proto
G = U G, . Nyni poloZme R ={@ : 0<K§<&} « Pak R&S a pro
FPreiteg LR
~e(0,el) : ’ . i
0 <(3‘)le Ll Je G ﬁ,, = Gmiﬁ(/z“ 0&), tedy je to souvisla
mnoZina. Proto p@dle 3) je UG, =G, & S, tjoo & Y,
ﬁiﬁ\ow & &

{d) nech? L& M, el< 1. Pak Gd.é_ s, G, cCG, G, silné lokdlné

souvisld; prolo podle 4) ke kaidému ag a‘{?(G ) existuje @’eol

V, bodu a ta:ové, Ze G, vV e s Z*Eech? pro kaZzdé ag a2 (G, )
je Ua otevrené souvislé okoli a, U Cva' Potom C, N U_ # 7,
% - (- a
takZe mnoZina G Y U Jje otevrenéd souvislid, x x,6 G u Uac G UV e

I

S, proto podle 2) je G, u U,¢ S. Do oteviendho pokryti
?\ LA Ed\;,((;d\ )} Kompakini mnoZiny 5}3((20(' ) 1zo podle vity 1.3,2

vepsat koneCné otevrené konvexni iredundantni pokryti {G }.
! 4

JsJ=1
mnoziny ¢C (G, ). Pro j = 1,2, ..., m poloime W. = G U..
e i %Y
ProtoZe ~ el Gc.L ) # 8, je U NG, # g, takze ‘Z“JJ Jje souvislé
el
otevien oZina.a existuje a.g g2(G_, ), x eW.~C U 8
Ge o U H
<L 0 Ji— L aj
& ¢ 4 .
tje W . PoloZme R = %WJ; J = 1,2, esoompe Necht 1%i,j< m,
Pak W TN e ) {«N T = {v o RPN R |
FaKk W, e, LG, U. G . ] (U U.) rotoze ¢ U
L u.ulmd,uj o ™ o *: e~{3
J¢ iredundantni pokryti ¢ (G, ), jsou moZné dva pripady:

%] W V.
- J i J <l L J
U a2 (G 2 3 mal I T L . *
wﬂf"‘.\,,fu% ) # 8, pak U.AU NG, # 5. Proteie mnoZiny G
v} i J [~ G{a Fl
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to pl‘lpadé je W, (\W souvislé. Proto podle 3) je W = UlWJ =
J=
= G J U UJ €S. Prltom W je otevrena mnozina, G =¥,
j=1
takZe mnoZzina

U,(\UJ Jjsou souv1sle, je pak G, v (U nU ) souvisla, tcay i v tom

"; mé od uzaviené mmoZiny E - W kladnou vzddle-
nost £. Zvolme § , aby oL<g’<o(+-§i— " 3"4 1. UkéZeme, Ze to
je hledané & o Skuteéné, necht zg GZ‘ , pak existuje xg G, Ze

z = +3‘(x-—x). PoloZme y = +e(.(x-x).pakyeGd‘
afly -z]=((Q-L)]x-x ué(aﬂ ok)d<£ . Kdyby bylo z ¢

(S En - W, pak by bylo ]y - z|>¢& . Proto zg VW, ¢ili Ga’c_ W,
x, €6 C ¥W¢ S, tedy podle 2) je Ga‘e S, pe M, A<y . Tim je

e L :

(d) dokazano, Foto M=(G47, tedy G =6,€S.

B) nechi G je neomezend. Pak podle véty l.2.4. existuji ome-
otevrene
7916 hvezdicovité mnoziny G o véechny se stredem X, a silné
lokalné souvislé, Ze G CG ., a G = U G o Dikaz rozdélime na

n=1 °

dvé casti:

B.1l) pro kazdé n je Gne S

B.2) GE€S

B.l) necht je dano pfirozené &islo n. PoloZime

={ves; V&G, } .

Pak Sn je systém otevienych souvislych podmnozZin Gn' UkédZeme,
Ze S ma vlastnosti 1)-4):

1) zvolme VE S. Pak X, & VﬁGn a tedy existuje r> 0, Ze
K(xo,r)CVn G o Potom K(x .r) je oteviena souvisla mnoZina,
X eK(x sL)CVES, tj. K (x ,r)e S. Kromé toho je K(x ,r)c:G 5
takze K(x ,r)G S . Dokaza11 jsme, Ze S F R

2) je X € ‘@;nv, priemz X, Jje stredem Gn‘ Je-li U otevrena
souvisla mnoZina, X, € vcve Sn’ pak V&S, tj. UES, UCVCGn,
tedy Uesn.

3) necht RCS S a pro libovolna V,,V, &R je V

lf\ V,2 sSou-



visla. Pak \UWVES; pritom pro VG RCs_je VoG , tj. UVve
VER VER
G a tedy UVGSn.

4) necht mnozéiﬁa Ve Sn je silné lokalné souvisla v bodé
a €RE(V)NG . Pak VES, a €d2(V)NG, takze exist:gsvgﬁgéi W
bodu a, Ze VUVWG S. Protoie ag G, existuje oteviensvokoli U
bodu a , Ze UCW!\Gn. Potom VAU # @, tedy VUU je otevienda
souvisla, X, & VeVulcVuWes, tje VVWUES, VC:Gn, UC‘.Gn,
proto VuUcGn; to znamend, ze VUUE Sn’ cbd.
Podle 'A) je proto G €S , tedy i G €S.

B.2) nechi R = {G ; n = 1,2, «..} . Potom podle B.l) je RCS
a pro libovolna prirozend n,m je Gn(\:m = Gmin(n,m)’ Jje to tedy
souvisla mnoZina, takie podle 3) je G = GE&s.

n=1
Tim je dikaz véty o pokryvani ukonden,
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V této kapitole poddvéme po nezbytné uvodni Casti

o]

é

2.2, definici implicitni funkce a uvadime znamé

v

odstoe

véty o lokél=

ni existenci a jednoznaénosti, V odst. 2.3, a 2.4, jsou uvedeny

nékteré véty o limité a pokradovani 1mpllcz ni funk

tenéni vétu, dokédzanou v odste 2.5., pouiijeme Vv 2.6,

véty o inverznim zobrazeni.

CCoe

Exis-

k dukazu

0d toi to mista aZ do konce této préce necht r, s znali pri-
rozenad ¢isla, r>» 1, s21, Prostor E ztotoZnujeme s prostorem
E.XE_, proto zapis (x,y)é& E.,g Je ekvivalentni zépisu x¢ E.»
2 Tarht z P
yeﬁso Necht GCE L., Ppoloime
’ ) N b
G. é&xé E.; existuje ygE_, (x,7)€ Cf
4 . . Il
G, = {yeE_; existuje x@E_, (x,y)€ G}o
S \ I

Dale, jseu-li agQE_, b’;ES, poloZime

c°*P =+ ¢ E : {3 ) !

& -*'A€.ur, ﬂsb QG§

Y

Bya _ ; Y

G -{y&ES. 9y)GG} .
Necht funkce F je definovidna na mnoZind GCE . Argument

A‘S
funkce F Ludeme ve shodé s tim, co js rekli na zacatku to-
i0to odstavce, psat ve formé& (x,y). Necht F : G=E ., Potom
s
*,?' oo DRI 1yt ien o Com e i ® 4 - i o A g
JIRCE I lndukuje 8§ Ilunse Fg o * G Du.‘z' 1= 13:9 ee0y 3, tuu@"}’(’ihg

‘e pro kazdé (x,y) &G je

Rle w) = (D i1

flRgY) = i‘ §(u5y)‘_} e 06y 4 \~»43‘-">}¢
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Nechi funkce Fiixgy), i - l,e.0S, maji v bodé (x,y) parciéi-
ni derivace podle promén 'ch Yis eees¥ e Oznadme Di(x,y) matici
F QBFi S
Ey(xgy) s ?5§3 i3 =1

a l F\Kg ﬂ jeji determ ite

Y

Definice 2.,1.106 Necht Gc;Er+s je otevfenéd mnoZina. ﬁi'éme,
Ze funkce F : G=2E_ je regulérni podle y v bodé (x,y)&G
jestliZze v bodé (x,y) xistuji spejité parcislni derivace
F;

e 1] = 1o weiy 8, 8 l@ (%, ﬂ # 0. Zikéme, Ze F je

o

Yj’

lérni podle y v G, jestliZ e Je regulérni pedle y v kazdém

mnozZziny G.

202, Jednoznacénost a lokdlni existence implicitni

™ "
el 1Cce

nice 20201, Necht G je neprédzdnid oteviend mnozZina v

Er+s’ F : G-@ES. Rekneme, Ze funkce f : M~9ES Jje implicitni

o~

funkce k funkci F na mnoziné M, jestliZe MC&G

v M, pro kaidé x& M je (x,f(x))&G a F(x,f(x)) = 0,

O lokélni existenci implicitni funkce plati znémd véta:

w gL R, S L e AT AN N oy T ot 2T :
I ¢ 3 form rot v Y ST e - .
OL0 Z nasi L1orm veLy O lozainl existenci nevs ','“ er‘
. k| b IR & { Y
i i O T e SRR © AR L . & z
aad uv ,&nk..v M OoKoll U nenuzZe e¢xis tovat navic

2

I'. DO E ta
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tuto otdzku vyjasnili, uvedeme vétu o lokdlni existenci jest

-

Véta 2.,2.2, Za predpok’ df véty 2.2.1e existuje okoli V

bodu (xggy@) a okoli U bedu x_ tak, Zo ke kazdému x €U existuje
pravé jedno y takové, Ze (x,y)eV a Fix,y) = 0.
Jednoznadénost implicitni funkce je déna nésledujici vétou:
F.3 C:Er+s’ Je spojitéd a regulérni
.\Souvislé ,
podle y v G. Necht navYmnoziné Mc:Gr existuji k fumnkci F impli-

citni funkce f,8o Existujeeli x,& U, Ze f(xo) = g(xo), pak

al

;nglﬁo

Dikaz., Poloime N = § x¢M; f(x) = g(x)}. Pak N # @, nebot % & N
S — N
N Jje uzavrend v M: je-li X =%, % @ N, x€M,pak ze spojitosti f,g

o]

lyne, Ze f(xn)-@f(x)g g(x

n)—%g(x), aviak (xn) = g(xn) pro

vSechna n, tedy f(x) = g{x), X& N. N je oteviena v M: nechf

Xy &N, tje f£ix;) = glx,;), Fix;,£(x;)) = 0 a nechi U resp. V

jsou okoli bodd X, resp. (xi,f(xl)), zarudena véiou 2.2,2,
rotoie f,g jsou sgojité v bodé %, a f(xl) “ gixl), lze U zvolit
tak, aby pro xegﬁg%§}0 (x,£(x))& V, (x,g({x))&V. Potom F(x,f(x))
Fx,p (%) = 0, takZe podle volby U,V je [(x) = g{(x) pro xe UNM,

L. UiiaN. Tedy N je otevic.a v M. Sp@lﬁ s &fi%a dokézanou ne-

prédzdnv.ti N a uzavienosti v . plyne odtud vzhledem k souvislosti

Dikazy © 2e20le, 20252, ume neuvdddli, nebof jsou uvedeny
ve vétsiné :bnic diferenciv.afho poltu nebo fumnkcionadlni anae
lyzy. Dikazy téchto v8t pro cukleidovské proestory je moino najit
apfe v [4), [8], pro Banachovy prostery v [1], [7], [12],
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2.3, Limita implicitni funkce

Necht implicitni funkce-f je definovana na mnoZineé EiC:Gr

-

{viz def. 202.10). V tomio odstavei se budeme zabyval otdzkou,
za jakych podminek existuje v bodé aéZM M limita lim f{x) = b,
a pritom (a,b)& G. |

Pro snazs8i formulaci véty 2.3.1l. zavedeme pomocny pojem:

1

Definice 2.3.1s Rekneme, Ze funkce F : N-E_, Na E, Jje lokal-
a

né prostéd v bodd bg@N, jestliZe existuje okoli U bodu b takové,

7e pro kaidé x&UAN, x # b, je F(x) # F(b).,

Véta 2,3.1, Nechi funkce F : G-%ES Jje spojitéd na otevrené

mnozineé GC:Er+s a méd na mnoziné MC:Gr implicitni funkci f,

Necht M je silné lokalné souvislad v bodé ag (i - M)nG, a funkece

as.

o
o
1

Fla,y) je lokdlné prostad v kazdém bodé& mnoZiny G
Potom limita

(1) lim £{x) = b, (a,b)&G

o
X-sa

existuje pravé kdyZi existuje posloupnost {x?§ xné M, X =2,
ad

f{x J=pc, (a,¢)€& G. V takovém pripadd je pak ¢ = b.

Fd

ozninkas Srovndme-li uvedenou vétu s Heincho podminkou exis~
tence limity, vidime, Ze v daném pripadé staéi k existenci limity
(1) konvergence pouze jedné posloupnosti {f(xn%}; mugi ovsem

byt (a, lim fix_)i&aG.

“-doe
Diktsze 1) existuje-li lim f{x) = b, pak pro kaidou posloupnost
S _ X5
4 % x 2 M =3 : ¥
Snp e & M x o a, je fix s-wb.
oy 15 & At = . :
« ) e h‘v CELST ) SLounn .« M YW ey O {
1€C 'x tuje posioupnost A".“LG fig An > a8, 3‘) —»C, (aﬁc)e
I = ; va R - T AT E] M . o 'm 3
" SN Mg x1istuja ZM'E i, ZM"J’ a, 4 (Zn}""? f;v"} o Pak c& Lo
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(zn,f(zn))-—‘>(a9d), tjs O = F(zn,f(zn))—-}FKa,d), takZie F(a,d) =
= 0. Je ¢ €L, {a,c) &G, takéé funkce ?3 je lokéalné prosté v bo-
dé ¢, tjo existuje okoli U bodu c, UCGa”, ze je-1li yg U,

y # ¢, pak 5?(37) # CP(G), tje Fla,y) # F(a c) = 0. Predpokla-
dejme, Ze L # { } . Pak ex1stu3e del, d ;f c, a podle véty l.2.2
3), bod ¢ neni izolovany v L,takZe existuje ye UNL, y # c.
OvSem yg&L, takie F(a,y) = 0, a to je spor. Proto L = {c} a podl

VEtYy 1o2e2., 2) je lim £({x) = ¢, cbd,
x-»a

Lemma 2.3,1s Necht funkce F : G-bEs, GcEr+s’ Jje regulérni

podle y'v bodd (a,b)C G. Potom funkce ®(y) = Fla,y) je lokalnd
prosta v bodé b, | |

Dikaz, Poloime A = D (agh). Protoze det(A) # 0, existuje M3 0
Ze pro kaidé yg E je HAy - Abl|> My - b“o Definujeme-li na G
funkei H predpisem H(x,y) = Fix,y) - Ay, pak H m& v bodé (a,b)

i = D2H. “9H
spojité parcidlni derivace %—5};3 » ,ayl( a,b) = 0,'i,j = 1, coep S

takZze existuje ckoli U bodu (a b), Ze pro kazdé (a,y)EU je
JH(a,y) = H(a,b)H‘-’-‘ihy - bile Necht (a,y)€ U, Fla,y) = F(a,b),
Pak ||H(a,y) - H(a,b)]] = ||Ay - AbJl> Mlly - bli. Soudasné je v3ak

lH(a,y) - H(a,b)|£ 2y - bll, proto musi byt y = b, cbds

Definice 2.3.2, Rekneme, Ze funkce F : G—'>ES. GCEr+s’
splnuje v bodd aGG;, podminku (Ho), jestlize

(a) ke kaidému (a,z)& %(G)\existuje okoli U bodu (a,z) tako~
vé, Ze pro vSechna (x,¥y)& UNG je Fix,y) # 0, ‘ ;

(b) existuje okoli V bodu a a &¢islo KD O tak, Ze pro vSechna
(x,y)EG, x€V, [yll>DK, je Fix,y) # 0. |

ﬁekneme, Ze funkce F s plnuJe v G podminku (H ), Jestllze splnu

‘je podminku (Ho) v kazdém bode aéG %

3
-

minime normu matice, indukovanou eukleidovskou normou vektort
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Poznédmka. Podminka (b) je vZdy splnéna, jakmile G je ome-
zZena.

Véta 2.3.2, Necht funkce F : G—%ES Jje spojité na otevrené

mnoiiné'GC:Er+S a mé na mnoZziné Mchr implicitni funkei f,

Necht M Jje silné lok&lné souvisla v bodé a € (M - M)r\Gr a necht
F splnuje podminku (Ho) v bodd a a je regulérni podle y v kazZdé
bodé mnoZiny G*°°, Potom existuje

X-a

i

Dikaz, Podle lemmatu 2.3.1l. je funkce <#(y) F(a,y) lokalné

prosta v kazZdém bode mnoziny Ga"; to znamenéd, Ze jsou splnény
predpoklady véty 2,3.1. Zvolme posloupnost {xn}, xneﬁl, X —>a.
Podle podminky (HO), (b), existuje okoli V bodu a a &islo £E30,
tak, Ze pro x€ VA M je lIf(x)I<€ K. Proto z posloupnosti {f(xn)}
lze vybrat konvergentni podposloupnost {f(x k%}’ f(xnk)—»b,

bl £K. Protoze (x_ oLf{x ))->la,b), F(x !,f( )) = 0 pro
kazdé nk,nemﬁze pod?e podginky (H Yo dad nastatkprlpad (agb)e&

€3UG). Proto (a,b)€ G,takze podle véty 2.3.1., je lim f(x) = b,
: X-»a

2.4, Pokradovani implicitni funkce

V tomto odstavci zavedeme pojem pokradovani implicitni funkce

a8 uvedeme nékteré postadujici podminky jeho existence.

Definice 2,4,1, Necht funkce F : G=E: <9 GC:E §? mé& na mnoziné

Me=G, 1mpllcltn1 funkci f. Necht aeiaﬁ(M)r\G . Rekneme, Ze im-
Plicitni funkce f mé& pokradovani v bodé a, jestlize existuje okol
U bodu a takové, Ze F mi na mnoziné MuU implicitni funkeci - g

kterd je rozsifenim f, tj. g|, = f.
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Véta 2.4,1. Necht funkce F : G—%Es je spojita na otevrené

mnoziné GSE a méd na otevrené mnoZiné Mc‘:.Gr implicitni

r+s

funkeci £, Nechft M je silné lokalné souvisla v bodé a € MIAG,

aFje regularni podle y v kazdém bodé mnoZiny Ga"., Potom f

"m& v bodé a pokracovani praveé kdyZ existuje lim f(x) = b, {(a,b)
Dikaz, 1) necht f ma v bodé a pckraéovéni?ﬁz\j. existuje oko-

1i U bodu a a implicitni funkce g na MUTU, g{M = f. Funkce g je

spojitd v bodé a, takie gla) = lim g(x), tim spise gla) = lim g
: X->a Sedl
ProtozZe ng = £, je g(a) = lim f(x), pritom (a,g(a))& G, cbd.
. x%a
2) nechi existuje lim f£(x) = b, (a,b) € Go Necht €M, x —>a

x»a
pak f(xn)—-:ab, (xn,f(xn))—?(a,b), 0 = F(xn,f(xﬁ))—»F(a,b), tedy

F{a,b) = 0. Potom podle véty 2.2.1l. existuje na jistém okoli

V bodu agG_ implicitni funkce h, takovd, Ze hl(a) = ba Zvolme

Dodefinujme déle funkci f v bodé a predpisem fla) = b, pak f

Je implicitni funkce na Mu{a}. Pfitom je (Mu{a})!\_U = (MnTU)e
vi{ad nu) = (MAD)u {a}. Protoie MAU je souvisla, ag e2(MAU),
je mnozina (MAU)y {a} souvisld, Pritom f(a) = h(a) = b, tedy
podle véty 2.2,3, je £(x) = h(x) pro x¢& UAM. Nechi W je otevier
okoli bodu a , WCU, Definujme nyni funkci g na mnéiiné MUY tak
to: ( |

| f(x) pro xgM
gix) =
“h{x) pro x€W - (WNAX)

(coz je totéi, jako \g(x) i.f(x) pro xEM,‘g(x) = h(x) pro xg W).
~Potom' g Je spojita v MOUW a pro kazdé x¢ MUV je Fix,g(x)) = 0,
ti. g Je iﬁplicitni funkce k F na MUV, Pfitom gg = f, takze

§Y

f ma v bodé a pokracdovani,.
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Véta 2.4,2, Necht funkce F : G->ES Jje spojitéd na otevrené

mnoziné GCE a md na otevriené mnoziné Mc:Gr implicitni funkci
r

+8

f. Necht M je silné lokalné souvisléd v bodé aesaé(m)r\Gr a necht
F splnuje v bodé a podminku (HO) a je regularni podle y v kazdém
bodé mnoziny G3°°, Potom f mé pokradovani v bodé a.

Dikaz. Podle véty 2.3.2. existuje iig'f(x) = b, (a,b)€ G.

Pak podle véty 2.4.,1¢ md £ v bodé a pokracdovéani,

2.5. Existenéni véta

V tomto odstaveci je uvedena “globalni" véta o existenci im~
plicitni funkce. V dikazu se pouiivaji véty l.4.l., 2.2.:1.,

20203.’ 2.4020

Véta 2.,5.1., Necht funkce F : G-%ES Je spojité a reguldrni
podle y v oteviené mnoZiné GeE_  a splnuje v G podminku (Ho)o
Necht Gr Je hvézdicovité silné loké&lné séuvislé mnoZina a éiié-
tuje bod (xo,yo)E»G, F(xo,yé) =0 a X, Je stfedem mnoZiny Gr’
Potom na hnoiiné Gr existuje k funkci F préavé jedna implicitni
funkco f, pro kterou f(xo) =Y .

()
Dikaz, PolozZme

S = {V; V otevrenad souvislad mnoZina, x,€ VCZGP a na mnoziaé
V existuje implicitni funkce vKkEunkci F, pro kte-
rou plati fv(xo) = yo} A
' UkéZeme, Ze systém S splnuje pfedpoklady 1)-4) véty l.4.1.
1) podle vty 2.2.1. je s A 9. |

2) podle definice je x & ﬂ‘!; Je-1li x € UCVES, U oteviena
souvisla, pak, poloZime-li fU = fng, je fU implicitai funkce

k F na U, i‘U(xo) = fV_(xo) = Yoo takZze U& S.
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3) nechf @ # R=S a pro kaZzdé V19V2€:R Jje Vlr\V souvislé,

. Necint” V), ,ER
Pak W = (,)V je oteviend souvisléd mnoZina, xoe W<:G£VVtheéem
V&R ,
k tomu, Ze mnoZina Vl(\V2 je souvisla a obsahuje bed X s PTO

kt?ry fvl(xo) = fvg(xo) = ¥,e Je podle véty 2.2,3. fvl(x) =

= £, (x) pro kazdé xg V;NV,o Proto lze na mnoZziné W korektné

\
2 :
definovat funkciiw pfedpisem
fW(X) = f,(x) , x€ VeR.
Pak fy, je implicitni funkce k F na W, fw(xo) S WES.
4)necht mnozina V&S je silné lok&lnd souvisld v bodé
aG&@(V)r\Gru Pak implicitni funkece fy mé podle véty 2.4.2. pokra=-
dovani v bodé a, tjo existuje okoli W bodu a takové, Ze na VLW
existuje implicitni funkce h k Fo Zvolme otevrené souvislé okoli
U bodu a, UCW a polozime fngﬁ=‘h You* Potom VWU je otevienad
souvisléd mnozina, fVuU je implicitni funkce k F na UwV,
i‘va(xo) = h(xo) = Yoo tedy VwUE& S, cbd,.
Podle véty lo.4.le je Gr@ S, tedy na mnoZiné Gr existuje
k funkci F implicitni funkce £; = £, pro kterou f(x ) =y .
r

Jednoznadénost této funkce vyplyvd z véty 2.2.3., nebot hvézdi-

covitéd mnozina Gr Jje souvisla,

.
Poznamka, Jak jsme podotkli vySe, je ka§§§c§§%§exni mnozina
hvézdicovitd a silné lokalné souvisla, Véta 2.5.1. plati tedy
speciédlné v pripadé, Ze mnoZina G je konvexni. V tomto speciél;
nim pripadé by byl dikaz existenéni véty penékud jednodus§si, pro=-
toZe pro dikaz véty o pokryvini pro konvexni mnoZiny neni zapo-

trebi véty 0 iredundantnim pokryti.
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2.6, Inverzni zobrazeni

Definice 2,601, ﬁekneme, ze funkce ¢): G--bES splﬁuje na

mnoziné GCE, podmiﬁkn (H), jestlize

(a) ke kazdému xet#(é), z&3d(G) existuj¢ okoli V bodu x
a okoli U bodu z takova, Ze pro kazdé ye GaU je ¢(y)(§ \s

(b) ke kazdému x& cig(G) existuje okoli V bodu x a &islo X> 0
tak, Ze pro vSechna yeG. Iyll> K, je ¢(y)¢ V.

Pozn, V definici 2.101. jsme zavedli pojem funkce reguiarni
podle yo. Je-li r = 0, tj. je-li y pfimo argumentem funkce F,

budeme rikat, Ze F je reguléarni,

Véta 2.6.1, Necht zobrazeni %) Je prosté, spojité, regularni

a splnujici podminku (H) na oteviené mnoZiné Gc:Es, kterou
zobrazuje na otevienou hvézdicovitou silnd lokalné souvislou
mnoZinu C;S(G)CES. Potom inverzni zobrazeni cb-/‘ Jje spojité.,

Dikaz. Zvolme stred X, mnoZiny <P(G) a necht y_ = ﬁééxo).

i

Funkce F(x,y) ¢(y) - X1 ¢(G)xG-?ES splnuje predpoklady véty
2.5.1., takZze wma na (lb((}) implicitni funkei go Piitom pro kaldé

xeqb(c) je 0

takie g = #}40 Implicitni funkce je podle definice Spajité,

]

Flxog(x)) = @lg(x)) - x, tj. blglx)) = x,

takZe zobrazeni §b4 Jje spojité,
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Kapitola 3.

Priblizna metoda vypoctu implicitni funkce

Dikaz existence "globadlni" implicitni funkce, ktery jsme
uvedli v odst. 2.5., byl zceia nekonstruktivni, V této kratké
kapitole uvedeme metodu konstrukce posloupnosti funkci, které
konverguji ke "globadlni" implicitni funkci. Pfi dikazu kon-
vergence je nutno.existénci implicitni funkce pfedpoklédat,'
nepijde tedy o nové odvozeni existenéni véty. Nejvétsi potie-
Ze zpusobuje okolnost, Ze jednotlivé iterace mokou vybodit mimo
pivodni mnoZinu Ge. Jak je uvedeno v 3.l1., lze tomu snadno za-
branit v pripadé, Ze s = 1, V pfipadé s> 1l je nutno dodat mnohé
doplﬁujici predpoklady, které metodu znaéné komplikuji a proto
se zde timto pfipadem nebudeme zabyvat. Vzorec, ke kterému do-
spéjeme v piipadé s = 1, je dosti analogicky vzorci pro New-
tonovu metodu., Vyskytuje se v ném funkce H, ktera musi splﬁo-
vat dvé vlastnosti (a), (b) a jinak mtZe byt libovolna. Vhodnou
volbou funkce H miZeme v‘jednotlivych konkrétnich pfipadech
urychlit konvergenci,

3.1, Pripad s = 1

Necht GC:Er+l Jje étevfené konvexni mnoZina a funkce F : G—'?El
ma v Gr implicitni funkci fo Pokusime se zkonstruovat posloup-
nost {;n} funkci, spojitych na Gr a konvergujicich k f, Pres~-
néji feéeno, budeme hledat funkei D(x,y), definovanou na G, tak,

aby, vybereme~li libovolné spojitou funkci fo S vlastnosti

(ngo(x))e G pro kazdé x&G. a definujeme-1i posloupnost {fr}
i
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rekurentné. predpisem

fn+l(X) = D(x,fn(x)), n=0,4d)w ,
platilo:
(7)) je-li (x,f_(x))€ G, pak (x,Dix,f (x)))€G-aJe~ti—£
v C et apeditér oo

(2°) posloupnost {fn(x)}je konvergentni pro kazdé xé€ G
(3°) limitou posloupnosti {fn} je implicitni funkce f,.
To bude splnéno, bude-1li mit D tyto vlastnosti:
(1) pro kazdé (x,y)€ G je (x,D(x,y))E€G
- )

(2) funkce D ma v G parciéini derivaci D; =2y a existuje.
funkce q : Gr—b(O,l) tak, Ze pro kazdé (x,y)& G je
0&D € q(x)< 1 g

(3) pro kazdé xg G, je funkce D{(x,.) spojitd a y = D(x,y)

pravé kdyz F(x,y) = 0

Véta 3.1.1. Nechi F : G—E, je spojitd v oteviené konvexni

mnozineé Gc:Er+l a méd v kazdém bodé G nenulovou parcidlni derivaci
F;. Necht F ma na G, implicitni funkci f“. Potom na mnoziné & exis-
tuje funkce D s vlastnostmi (1)-(3) pravé kdyZ na G existuje.funkce
H s témito vlastnostmi: ' |

(a) H je nenulovd v G a pro kazdé xéGr je H(x,.) spojita

(b) funkce FH mé v kaZdém bodé& mnoZiny G derivaci (FH)  a exis-
tuje funkce q : Gr#a(o,l) takova, Ze pro kazdé (x,y)EﬁG je

0<1 - qlx) € (FH) (x,y)€ 1 ‘

Existuje-1i funkce H s vlastnostmi (a), (b), pak funkce

i) D(x,y) =y - Fi(x,y)H(x,y)
md vlastnosti (1)-(3) 73

Dikaz, A) Nechi H splnuje (a), (b) a D je definovéna vzorcem (%)
DokéZeme, Ze D splnuje (3)-(1).

(3) y = D(x,y) préavé kdyz F(x,y)H(x,y) = 0. ProtoZe H je nenulo-



o g

va v G, je y = D(x,y) pravé kdyZz F(x,y) = O.

(2) protoze 1 - q(x)é(m)yﬁl, je
: B; R (m)'e(o,q(x))C<o,1).

(1) necht; X,¥)E G o Je F(x, (x)) = 0, tedy D(x,f(x)) = f(x),
proto D(x,y) - Dix,f(x)) = (y = f(x))D oW HIN cem. |
Tedy D(x,y) = f(x) + (y - f(x))Dy‘x,c)e W, to znamena,
ze (x,D(x,y))€&G.

B) necht D ma vlastnosti (1) =« (3). Definujme funkci H:

Hix,y) = L ;‘(3}::}’3}') g e
H(X f(x)) = : D'(X,f(}:))

e
F {x,f(x))

) S
Potom H je nenulovéd. Spojitost H(x,.) v kaZidém bodé y # f(x)
. Jje zrejmao, Dale je

y - D(xj.,y) - {(f{x) - D(x, f(k))) - f(x)
y-= E{x}) F(x.y) F(x f(x))

lim H(x,y) = lim
y=f(x) y»f(x)

: 1 - Dv(x,i‘(x)) , cbd.

F;(x.f(x))

Pritom pro kazdé (x,y)& G je D(x,y) = y - F(x,y)H(x,y).

- Jonve
Véta 3.1.2. Necht F : G-%El Jje spojita v otevren"dvs_?xrﬁmlne

GCE_,, a splnuje v G podminku (Ho). Necht F m& v G spojitou

parcialni derivaci F): a je sup F}’,ss <+ o0, —oo < i<inf F’

J
G : 4
is> 0. Necht g, m jsou realna ¢isla, pro ktera plati
= 1 ,

1) 1 - gsqa, --.—-‘lsm €< pro i>0
2) 1 - £¢q<l, +gmegd =19 pro ico
1§ gt e ot SRR p )

Necht existuje (xe,yo)e G, F(xo,y ) = 0. Nech‘E £, : G.=E, je

' spojité funkce, fo(z-:o);‘: Y, @ Pro kazdé X€G, je (x £ ())& G.

Definujme posloupnost {fn} rekurentnim vztahem
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fm_l(x) = fn(x) - mF(x,fn(x))7 n=0,4,.. .
Potom {fn}je v Gr lokalné stejnomérné konvergentni k funkeci
f, ktera je implicitni funkci k F na G. a f(xo) DL Pro

kazdé xe(}r Je -

lmF(x,fmix))l i

i~y 1e(x) - fn(x)Ls q .
. 1l - q

Dikaz. Poloime D(x,y) = y = wmF(x,y). Snadnym vypodtem zjis~
time, Ze v obou pripadech 1), 2) je Oﬁ%sq <1l v G. ProtozZe
is >0, je F; # 0 a podle véty 2.,5.1. ma F na Gr implicitni
funkci fo Potom podle véty 3.1.1. mé4 D vlastnosti (1)-(3),

specialné (viz bod (1) dikazu véty 3.1.1l.) je D(x.j)e'y,fof,

takze pro kazdé n je fn+1(X)e fn(x);f(XTC:fo(x);f(xf.
Podle Banachovy véty je posloupnost {fn} v kazidém bodé konver-

gentni, poloZme g(x) = lim f (x), a déle plati
R->ea Il

\mF(x,fo(x))\
(XX) lg(x) - fn‘X)‘é- o q

n

Limitnim prechodem pro w-»ceve vztahu fn+l(x) = fn(x) - mF(x,fn(x))
dostévémé pro kazdé x,F(x,g(x)) = 0; pfitom 2 (**) piyne,

Ze posloupnost {fn}je lokdlné stejnomérné konvérgentni, tedy

g je spojita, g(xo) S Yy tudiZ vzhledem k jednoznaénosti

implicitni funkce je g = f, Tim prechédzi nerovnost ) v,(x).
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