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Kapitola 1

Problém linearni komplementarity

1.1 Formulace

Problémem linedrni komplementarity (LCP)! nazyvame problém

y>0,z2>0, (1.2)
y'z =0, (1.3)

kde M je ¢tvercova matice n x n. Za predpokladu (1.2) lze pséat (1.3) ekvivalentné ve
tvaru
yjz; =0 (j=1,...,n),

takze pro kazdé j md aspoin jedna z proménnych y;, z; nulovou hodnotu. Pro kazdé
J nazyvame proménné y;, z; dopliikové (komplementarni). Odtud je odvozen i nazev
ulohy. LCP neni optimaliza¢ni problém, protoze neobsahuje zadnou ucelovou funkci:
jde ndm pouze o nalezeni feseni soustavy (1.1)-(1.3), ktera vSak vzhledem k podmince
(1.3) je nelinearni.

1.2 Lemkeho algoritmus

Pro feSeni LCP (1.1)-(1.3) existuje fada metod. My zde uvedeme tzv. Lemkeho algorit-
mus, ktery pouziva tabulku simplexového typu. Misto zakladniho problému (1.1)-(1.3)
fesi modifikovany problém

y= Mz+ ze+q, (1.4)
y>0,2>0, 2z >0, (1.5)
yTz =0, (1.6)

1z angl. ,linear complementarity problem*



kde z je pfidana dodateénd proménnd a e = (1,...,1)”. Zavedeni proménné z; ma
za ucel dosazeni nezapornosti sloupce pravych stran v tabulce hned v prvnim kroku
algoritmu. Algoritmus pak v kazdém kroku udrzuje feseni modifikovaného problému
a sméfuje k dosazeni zy = 0, potom FeSeni y, z problému (1.4)-(1.6) se stava FeSenim
puvodniho problému (1.1)-(1.3).

Algoritmus pracuje s tabulkou simplexového typu

B|b A (T)

(bez kriteridlniho fadku), kde B je opét sloupec indexu bazickych proménnych. Z
dﬁvodil které vyplynou z dalsiho, je vSak sloupec pravych stran b zapisovan nalevo od
bloku A. Prevedeme-li v (1.4) vSechny proménné na levou stranu, dostavame rovnici

—e+y—Mz=q,
takze tabulka je inicializovana hodnotami

(—e, I, —M), (1.7)
= q, (1.8)

o
|

které odpovidaji pocateénimu feseni 2y = 0, y = ¢q, z = 0. Jelikoz proménné

20sYty -y Yny 21y .- -5 2n

¢islujeme, tak jak je to obvyklé u simplexového algoritmu, v poradi

L1y ooy Tont1, (19)
pokladame na zacatku, kdy v bazi jsou proménné yy, ..., y,,
B=(2,...,n+1)". (1.10)

Algoritmus postupuje po tzv. téméf komplementarnich bazich: bazické feseni zg,y, 2
se nazyva téméf komplementarni, jestlize existuje k € {1,...,n} tak, ze
(i) pro kazdé j € {1,...,n}, j # k je pravé jedna z proménnych y;, z; v bazi?,
(ii) yx ani z; nejsou v bazi,
(ili) 2o je v bazi.

Tim je zaruceno splnéni podminky (1.6).

Zstriktné vzato jsou v bazi indery béazickych proménnych ve smyslu oéislovani (1.9); pro vétsi
srozumitelnost v8ak fikdme, Ze proménna je v bazi (resp. vstupuje do baze, vystupuje z béze), jestlize
to plati pro jeji index



Algoritmus (Lemke 1965)
0. Sestav tabulku (T) s poc¢ate¢nimi hodnotami (1.7), (1.8), (1.10). Je-li b > 0,
ukonéi: y = ¢, z = 0 je feSenim problému (1.1)-(1.3).
1. Jinak nalezni t = max{k; b, = minb;}, zaved z, do baze s pivotem v fadku ¢ a
j
poloz B; := 1.
2. Necht’_ A, je sloupec proménné doplitkové k té, kterd pravé vystoupila z baze®.
Je-li Ay <0, ukondi: algoritmus selhéava.
3. Jinak uréi r ze vzorce
b, b;
— = min{_—]; Ujs > O} ,  Qps > 0.
Qs Ajs
4. Proved eliminaci s pivotem @, a poloz B, := s.

5. Je-li 29 = 0, ukondi: y = (2o,...,7041), 2 = (Tpyo,.. ., Tons1)? je FeSenim
problému (1.1)-(1.3). Jinak jdi na krok 2.
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Neskoné&i-1i algoritmus v kroku 0, potom v kroku 1 je b, = min; l_aj < 0 a tedy na konci
kroku 1 je b, := —b; > 0 a Bj = 5]- — b, > 0 pro j # t, takze b > 0. Algoritmus udrzuje
témér komplementarni feseni. Po provedeni kroku 1 jsou y;, 7 # t v béazi a z, je v
bézi, pricemz y, vystoupila z baze, takze dvojice v, z; neni v bazi. Déale indukci: je-li
to v jistém kroku splnéno a vy, z; je nebazicka dvojice, potom v dalsim kroku jedna
z téchto proménnych vstupuje do baze a néktera jina (y; nebo z;, j # k) vystupuje
z baze, ¢imZ vznikd nova nebézickd dvojice y;, z;. Ze zndmych vlastnosti simplexové
tabulky plyne tato véta:

Véta 1 V bézném kroku algoritmu (tj. po provedeni kroku 4) ma tabulka (T) tvar

A = (=Azle, A, —AZM),

b= Aplg,

kde Ap je matice jejiz j-ty sloupec je roven Bj-tému sloupci matice (—e, I, —M) (j =
1,...,n), a ddvd pribézné veseni zo = x1, y = (T2, . .. i) T, 2= (Tpyo, oy Tons1) T,
kde xp, =b; proj=1,....,nax; =0 proj ¢ B.

Nevyhodou Lemkeho algoritmu je moznost jeho selhani v kroku 2 z duvodu nenalezeni
kladného prvku v s-tém sloupci, potiebného déle v kroku 3. Na rozdil od simplexového
algoritmu, ktery na tomto misté indikuje neomezenost ticelové funkce, nedava Lemkeho
algoritmus zadnou odpovéd a zastavi se (LCP muZe mit FeSeni, ale algoritmus ho
nenalezne). Vzorec pro vypocet r v kroku 3 je typické ,,podilové pravidlo“ simplexového
algoritmu, které slouzi k udrZeni nezapornosti vektoru b. Kone¢nost Lemkeho algoritmu
v této podobé neni zaruc¢ena (muze dojit k zacykleni) a k jejimu dosazeni je tfeba zesilit
formulaci kroku 3, jak bude uvedeno dale.

3tj. jestlize y; vystoupila z baze, je to sloupec proménné z;; jestlize z; vystoupila z béaze, je to
sloupec proménné y; (j =1,...,n)

4piipomefime, Ze tak jako u simplexové metody je bézické FeSeni x v tabulce s bazi B dano
piedpisem xp; =b; (j=1,...,n)ax;=0proj ¢ B

4



1.3 Lexikografické pravidlo

Pro vektory xz,y € R", v # y, definuyjme = < vy jestlize plati x; < yi, kde k =
min{j; z; # y;}. Toto usporddani se nazyva lexikografické (na principu uspotradani
slov ve slovniku). Je ziejmé, Ze pro kazdé z,y € R" nastava pravé jedna z moznosti
r <y, y < x, x =y, takze kazdd konecnd mnozina X C R" obsahuje v tomto
uspofadani nejmensi prvek, ktery znac¢ime lexmin X.

V tabulce (T) Lemkeho algoritmu

5N

B b

ozna¢me symbolem j3; j-ty fadek jeji casti

t.
Bj:(bj7aj17"‘7aj,2n+1) (j=1,...,n)7

a nahradme krok 3 algoritmu timto tzv. lexikografickym pravidlem:
3*. Jinak urdi r ze vzorce

_B—T = lexmin {_ﬂ—j, Ajs > 0} , Gpg > 0.
Ars ajs

Jak je vidét, vznikne novy vzorec ze starého formalné nahrazenim ¢isel b, I_)j vektory
Br, f; a minima lexikografickym minimem. UkaZeme, Ze pii nahrazeni kroku 3 krokem
3* se Lemkeho algoritmus stane konecnym. K tomu nejprve zformulujeme tii zdkladni
vlastnosti lexikografického pravidla. Dukaz tohoto i dalsich tvrzeni této kapitoly vy-
nechavame.

Véta 2 Pri pouZiti lexikografického pravidla plati:

(i) v kazdém kroku je vybér r jednoznacny,
(1t) v kaZdém kroku plati 0 < f3; pro vSechna j,
(111) jestlize s vstoupi do baze a B, vystoupi z baze, potom zavedeme-li v dalsim kroku
B, do bdze, potom s opét vystoup? z bdze a tabulka se vrdti do puvodniho stavu.



1.4 Konec¢nost Lemkeho algoritmu

Pouziti lexikografického pravidla zarucuje konecnost algoritmu:

Véta 3 Lemkeho algoritmus s pouZitim lexikografického pravidla je konecny (tj. po
konecné mnoha krocich bud ddvd teseni LCP, nebo selhdvd, ackoliv LCP muZe mit
resent).

1.5 Lemkeho algoritmus pro pozitivné semidefinitni
matice

V této c¢asti ukazeme, ze z hlediska Lemkeho algoritmu hraji dilezitou roli pozitivné
semidefinitni matice. Matice M € R"™ " se nazyva pozitivné semidefinitni jestlize
2T Mz > 0 pro kazdé € R". Pro diikaz hlavni véty je potfebné nasledujici pomocné
tvrzeni:

Vé&ta 4 Necht M je pozitivné semidefinitni a necht X Mxzy = 0 pro jisté xo. Potom
(M + M%)y =0.

Véta 5 Necht M je pozitivné semidefinitni a necht soustava
y=Mz+q, (1.11)

y=>0,2=>0 (1.12)
ma Teseni. Potom LCP (1.1)-(1.3) md reSen.

PovSimnéme si, Ze soustava (1.11)-(1.12) vznikne z LCP (1.1)-(1.3) vynechénim neli-
nearni podminky (1.3). Resitelnost soustavy (1.11)-(1.12) je proto mozno ovéfit fazi I
simplexového algoritmu.

Véta 6 Je-li M pozitivné semidefinitni a md-li LCP (1.1)-(1.3) TeSeni, potom Lem-
keho algoritmus nalezne jeho Tesent (tj. nedojde k selhdni).

Pro pozitivné semidefinitni matice M je tedy selhani Lemkeho algoritmu ekvivalentni
neexistenci feSeni problému (1.1)-(1.3). V dalsi kapitole ukazeme, ze Lemkeho algorit-
mus je mozno pouzit k feseni tlohy kvadratického programovéani.



Kapitola 2

Kvadratické programovani

2.1 Uloha kvadratického programovani

Ulohou kvadratického programovani nazjvame problém
min {%xTDx +cla; Ax > b2 > O} (QP)

kde A € R™" b € R", ¢ € R", D € R (pro D = 0 je to uloha linedrniho
programovéni). Jelikoz 2” Dx = 27 (3(D + D)) x pro kazdé z, lze predpokladat ze
D je symetricka (jinak dosadime D := (D + D' a tcelové funkce se nezméni). Navic
budeme predpokladat, ze D je pozitivné semidefinitni. Oznac¢me Q(z) = %xTDx—i-ch.
Potom pro kazdé z, x* plati

Q(z) = Q(z*) + (D" + o) (z — 2*) + L (z — 2*)"D(x — z*) (2.1)

(fakticky jde o Tayloruv rozvoj funkce @Q(x)). Skute¢né, rozndsobenim pravé strany
dostévame fz*" Da* + c'a* + 2’ Da* — 2*" Da* + 'w — "o + 2" Dx — 22" Da* —
12" Da + 2" Da* = 22" Da + "v = Q(z). Mnozinu X = {z; Az > b,z > 0}
nazyvame mnozinou pripustnych feseni tlohy (QP).

2.2 Prevedeni na LCP

Véta 7 Necht D je symetrickd pozitivné semidefinitni. Potom x* je optimdlni TesSeni
(QP) pravé kdyz je optimalnim tesenim tulohy linedrniho programovani

min {(Dz* + ¢)"a; Az > b,z > 0} . (LP)
Poznamka Tato véta ma ¢isté teoreticky vyznam, protoze ucelova funkce tlohy (LP)

obsahuje hledany vektor z*, takze ji bez jeho znalosti nelze sestavit. Nicméné slouzi
jako vychodisko k diukazu dalsi véty, v niz uz je tento nedostatek odstranén.
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Diikaz Ulohy (QP) a (LP) maji stejnou mnoZinu piipustnych feseni. Nechf z* je
optimalni feseni (QP). Potom pro libovolné piipustné feseni x tlohy (QP) a libovolné
A € [0,1] z konvexity mnoziny pfipustnych feSeni plyne, ze =* + A\(z — z*) je opét
pfipustné feseni a podle (2.1)

Qz*) < Q(z* + Nz — 27)) = Q(z*) + M(Dz* + ¢)" (x — 2*) + 2 (x — 2*)" D(z — z%),

tedy
(Dz* +¢)"(z — 2*) + Nz — 2*)"D(z — 2*) > 0

pro kazdé A € (0, 1], z ¢ehoz limitnim pfechodem pro A — 0, dostavame
(Dz* 4+ ¢)''(x — %) > 0, (2.2)

£,
(Dz* 4 ¢)'a* < (Dx* + )", (2.3)

kde z je libovolné pfipustné feseni (LP), coz znamena, ze * je optimélni feseni (LP).
Naopak, necht z* je optimalni feseni (LP). Potom plati (2.3) a tedy i (2.2) pro libovolné
ptipustné feseni = ulohy (QP) a s ohledem na pozitivni semidefinitnost matice D je
podle (2.1)

Q(z) = Q(z") + (Da™ +¢)' (v — a") + 3(z — 2") ' D(w — 2") > Q("),

tedy =* je optimdlni feseni (QP). O

Véta 8 Necht D je symetrickd pozitivné semidefinitni. Potom x* je optimdlnim Tese-
nim (QP) pravé kdyz ezistuje teSent y, z problému linedrni komplementarity

y=Mz+q,

y>0,2z2>0, (LCPqp)
T
y z=0,

D —AT c
u=(1 70 ) = (5)

v némz z je tvaru ( f?* ) pro jisté p* € R™.

kde

Poznamka Je M € Rmx(dm) > g € R*™™ Pro D = 0 dostavame novou
charakteristiku optimélniho feseni tlohy linedrniho programovani.

Dukaz 1) Necht z* je optimélni feSeni (QP), potom je podle véty 7 i optimalnim
feSenim tlohy
min {(Dz* + ¢)"2; Av > b,z >0}

8



a tedy podle véty o dualité existuje optimalni feseni p* k ni dualni alohy
max {b"p; A"p < Dz* +c,p >0},
takze plati Az* > b, 2* > 0, Dax* — ATp* + ¢ > 0, p* > 0, a navic podle podminek
optimality
v*(Da* — ATp* 4 ¢) = 0,
pT(Az* —b) = 0.

_( Dz = ATp* + ¢ [ =
Y= AZE*—b ) = p* )

jey>0,2>0,y"2=0a

o= (5 ) ()

tj. y a z jsou feSenim (LCPqp). Naopak, jsou-li y, z feSenim (LCPqp) a piSeme-li

Oznacime-li

*

vektor z € R"™™ ve tvaru z = ( Z* ), kde z* € R", p* € R™, potom plati

Dz* — ATp* +¢>0, Az* —b>0, z* >0, p* >0,

o (Dx* — ATp* + ¢) + pT (A" — b) = 0,

a vzhledem k tomu, Ze oba s¢itanci jsou nezaporni, plyne odsud
o (Dx* — ATp* 4 ¢) = pT (A" —b) = 0,

coz jsou podminky optimality pro (LP) a tlohu k ni dudlni. Tedy z* je optimalnim
fesenim (LP) a podle véty 7 i optimalnim fesenim (QP). O

2.3 Aplikace Lemkeho algoritmu

Véta 9 Necht D je symetrickd pozitivné semidefinitni. Potom.:

1. Ma-li (QP) optimdlni feSent, potom se nalezne Lemkeho algoritmem aplikovangm
na dlohu (LCPqp) (tj. nedojde k jeho selhdni).

2. Dojde-li pri Teseni (LCPqp) Lemkeho algoritmem k selhdnt, potom (QP) bud
nemd pripustné resent, nebo jeji ucelovd funkce je na mnoziné pripustnych resent
neomezend zdola.



Dukaz 1. Matice )
D —
u=(4 )

v problému (LCPqp) je pozitivné semidefinitni, nebof pro kazdé x € R", p € R™ plati

T AT T AT
T D —-A v\ _ [« Dx — A'p — 2TDz>0.
P A 0 P P Ax
Ma-li (QP) optimalni feSeni, potom podle véty 8 ma (LCPqp) FeSeni a podle véty 6
nedojde pii feseni (LCPqp) Lemkeho algoritmem k selhdni a z nalezeného feSeni v,
z = ( 2* ) podle véty 8 dostavame optiméalni feseni z* problému (QP).
2. Necht tedy Lemkeho algoritmus skon¢i selhdnim a predpokladejme, Ze (QP) je

ptipustna. Dokézeme, ze (QP) je v tom piipadé neomezena. Jelikoz algoritmus kon¢i
selhdnim, nemé (LCPqgp) podle véty 6 feSeni a tedy podle véty 5 nemd FeSeni ani

soustava AT
(D - c Y
= (50 )= (5) (1)

tj. soustava

hn n

I 0 —D AT Y2 - & Y2
(0 I —A 0 ) 21 - —b ’ Z1 20

29 22

To podle Farkasovy véty znamend, ze existuji d, dy tak, ze
dl >0, dg > 0, Ddl + ATd2 <0, Adl > O, Cle — deg < 0.

Dokazeme, ze z toho plyne
Dd; =0, CTd1 < 0.

Predevsim

0> dl(Dd, + ATdy) = dT Dd, + (Ady)"dy > 0
jelikoz df Ddy > 0, Ady > 0 ady >0, tj. df' Dd; = 0 a odtud Dd; = 0 (véta 4) takze
ATd, < 0. Dale z pripustnosti soustavy Az > b, x > 0 plyne opét podle Farkasovy
véty (aplikované na soustavu Ax —a’ = b, z > 0, 2’ > 0), Ze pro kazdé y < 0 takové, ze
ATy >0, je by > 0. Protoze —dy < 0, AT(—dy) > 0, dostavdme odsud b7 (—dy) > 0,
tedy z c'd; — bTdy < 0 vyplyva c¢''dy < bTdy < 0 a nakonec c’'d; < 0.

Nyni, z pfipustnosti (QP) plyne, ze Az > b, x > 0 mé feSeni xq > 0. Potom pro
kazdé A > 0 je A(zo + Ady) = Axg + MNAdy > Azg > b, ptifemz zp + Ad; > 0, tedy
o + Ad; je pripustné feseni pro kazdé A > 0 a pro hodnotu tucelové funkce dostavame
s prihlédnutim k faktu ze Dd; = 0,

Q(zo+ A1) = Q(z0) + A(Dxo + ¢)"dy + 1X*d] Dd,

A—00

= Q(wo) + Ac'd; =5 —o0,

10



tedy Q(z) je na mnoziné piipustnych feseni neomezend zdola. 0

Poznamka Ptipustnost tlohy (QP) 1ze testovat fazi I simplexového algoritmu. Existuji
tedy tfi moznosti ukonceni jako u linearniho programovani.

2.4 Algoritmus

Shrnutim pfedchozich fakti dostdvame tento algoritmus pro feseni (QP) se symetric-
kou pozitivné semidefinitni matici D:

0. Sestav tlohu (LCPqp) a fes$ ji Lemkeho algoritmem.

*

2 . ’ 7/ v v Ve x v . . ’ 7 v v Ve
1. Jestlize algoritmus dava feseni y, z = ( o ), ukonci: z* je optimélni fesSeni

(QP).

2. Skon¢i-li Lemkeho algoritmus selhdnim, ovér neprazdnost mnoziny piipustnych
feSeni X = {z; Ax — 2’ = b,z > 0,2/ > 0} tlohy (QP) fazi I simplexového
algoritmu.

3. Je-li X =0, ukonéi: (QP) je nepfipustna.

4. Je-li X # (), ukonéi: (QP) je neomezena.
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