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PPredmluva

Tato skripta jsou urlena posluchadim 1, roénflku studia bio-

e logickych a chemickych obort nea p¥frodoviddecké fakultd KU jeko
.:‘pomﬁcka ke eviden{ z matematiky a majf slouZit k procvideni lét-

ky, probfrané na pfednéZce. Létka je rozd¥lena do kapitol, odpo-
vidajfcifch jednotlivym typdm p¥{fkladl, V kaZdé kapitole Jje uve-~

den prehled pou¥fvanych vzored a popis postupu vypo&tu, ktery je

" 1lustrovén na v&tEZ.im poftu YeSenych pfikladd. Déle nésleduje sem

nem pffkladd, urdenych k semostatnému vypodtu, Jjejich¥ vysledky
Jsou uvedeny na konci skript. U obt{%ndj¥fch prfkladl, oznalenjch
hvizdifkou, je v samostatné &ésti, umistEné pred seznamem vy-
sledkd, uveden nédvod k relent.

VEty, pouZivané p¥i vypodtu, Jsou uvedeny pouze. ve form&
vzorel, protoZe se predpoklédd, Ze poslucha¥ je s nimi jiZ obe-
znémen z prednéddky, kterou tato skripta v %4dném pr{pad® nemohou
nahradit. Vzhledem k tomu, Ze d¥elem t&chto skript je predeviim
osvojen{ pofetnf techniky, byl poZet slovnfch pfikladl omezen na

minimum.,

Autori
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le Derivace

Derivace elementérnfch funkef jsou shrnuty v nésledujfcd

E tabulce:

| ¢ =0 (sinx) = cosx

f int g x' =1 (cosx) = - sinzx
b (Y = qx®? (tgx) = =1

41 o (a¥) = a*lmga (cotyx) = - -u?’-;

3 | (e*) = e* (arcsinr) = ‘,-7;_-_—1—,-;

[ (log, ) = Tmiy?z" (arceosx) = — /1-—’.:’
| (logx) = ;’ (arctgx)’ = ; +1x1

‘ r_ 1
arceotg x)' = - 75 oF

Poviimnite si, Ze derivace odmgcnin Jjsou zahrnuty ve vzorei pro
(x%". Napt. Wr) = (x2) - gxz_f = 27:;'
Pro derivace soustu, rozd{lu, soufinu, podflu a nésobenf
konstantou plati tyto vity:
(Fle) + g(x)) = f1l0) + g'tx)
(Fx) ~ gl)) = Fix) - ¢'(x)
(fx)- glx)) ={"x)g(x) + f(x)-g'(x)

(.%(_% )' - F)-qlx) — flx)-g'(x)
9lx F2(x)

{kf(x))’ = k-f’(.t), k xonstenta.

Ve vSech tZchto v&tdch se derivace sloZit%j5f funkce prevéadf na

derivace jednodu3¥ich funkef, 7z nich? je sestavena. Priklady:

(stanoven? definiZnfch obord pFenechévéme zde i v dals&fm Xtendril.

Pr{klad 1. (x*+ fgu)'= (x%) + (tge) = 4x3 + Glp.

Priclad 2, (logx - avesinx)’ = (logx) - (arcsine) = .?’ B 7/-—f.z:! '
Prfklad 3. (e¥sinr) = (e¥)siwx + e¥(sinr) = ¢*itng + e¥eoir.
9
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PRfITad 4. (arigx) _ favelgx) Ix! arctge (x)_

 J gl ¥ - arctg x _x— (I+x?)arclgx
x2 B x2(f+ x2)
9

’ 3 =
PrkTed 5. (3VET) = (3x%) = 3(L¥) - 3'5""% 1=4.’VI'

Vyskytuje-1li se ve funkei vice operacf, postupujeme analogic-
ky:
Priklad 6, (x¥ - 2x2 +3x + 1) = ()~ (200 + (3x)"+ (1)'= 3x2—bx+ 3,
Priklad 7. (retlogr) = (x)e¥logx + x (eXlogr)’ - e¥logx +
(e logr + e¥(lagx)) = ¢e¥(logx + xlogr + 1).

Pro derivaci sloZené funkee platf vita:

(Flgx)) = Flg) - ¢'(x)

Slovn& miZeme postup derivovénf sloZené funkce vyjédrit takto:
Nejprve zderivujeme vn%jsf{ funkei jako tabulkovou funkci s Jjedno-
duchym argumentem, a do vysledku dosadime za srgument celou wnit¥-
ni funkci, Takto zfskanou funkei pak znésobfme derivacf vnit¥ni
funkce. Pr{kleady:
P¥fklad 8. Méme vypodftat (logsinx)’ . Zde je vn&js{ funkce g,
wnit¥nf $Tn. Zderivujeme vn¥ji%{ furkci jako furkei s jednoduchym

argumentem Zoqy, t{m dostaneme L a do vysledku dosadime za 174

y »

vnit¥ni funkci Sfnx. Zfskéme tak funkciﬁ%y, kterou vynésobime
derivaei vnit#n? funkce {Jifbx)” Cosx. Visledek:

(log sink) = fin{z - cosx = colgx.

!
PrikIad 9. Méme vypodftat (@rely ). vnitent funkece Jje £5,

mEjEf arctg , vn&js{ funkce s jednoduchym asrgumentem je arclgy
g . 1 5 _ __f_iz
Jejt ;ier1vace,+ 72 po dosazenf X~ za 4 dostévéme 1+ {25
= 7+ x @ 8 tuto funkei vyndsobfme derivacf vnitini funkce

$ri B 5y _ 1 % Sx*
(x ) 2 Op. Vysledek: (QJ‘C&J-Z ) ST+ P dx” = 17+ yf0 -

Pr{klad 10, ((tq x)?). zde Je vn& j8{ furkece druhé mocnina,

vnittnt &, tedy
10




o prexled 11, (2¥F) = ¢ “F (eosx) = — ¢ P giux
Do 1z i
Cprfrlad 12, (Varcsinz ) = ((arcsine)? ) = f’ (arcsinz) -
1

:'-I\“_.'ﬁ':((agx)’*’)’ 2tyx(tgx) = Zzg.z M 4 gx

cos3*x cot*x

4

1 4 7 =

. l'c!?}n-t)!:: — . = .
(a 7 Jarciing V1-2f  2{(1-rDawciinc

© Phfklad 13. Jde-1li o vicendsobnd sloZenou funkeci, postupujeme

obdobné. Mame-1i napf, zderivovet funkei qrcly cof x’, rozloZi-

me ji nejprve na vn3js{ funkci arefy a vnitini funkei cosx®.
/

1+ {cos x*)?

X vypodtu (cosx?)’ pouZijeme opdt wity o derivaci sloZend funk-

Tim dostavame (avely cosr?) = (cosx?) .

ce: je (cosx?) = ~ sinx?- (x2) =~ 2% -sinx?. Vysledek:
2x dinx?
1+ (cosx?)? ~

(arcty cosx2) = —

Vyskytuje-1i se v zaddn{ furkce vice operaeci{ (soudet, rozdil,
soudin, podfl, slo¥ené funkce), neni ndkdy ns prvnf pohled jasné,
derivaci které operace méme zadft. V takovém pFipad® se rfdfme

timto pravidlem : Zaindme vZdy derivaci té operace, kters se

pri_vfpocdtu turnkEn? hodnoty podfts jako poslednf, K tomuto ddelun

miZeme nap¥. dosadit do funkee libovolnou hodnotu 2z jgfho defi-
nidnfho oboru a zjistit, které operace se pfi vypodtu této funk-
End{ hbdnoty provédi{ jako poslednf. PH{klady:

P¥fklad 14, (3ink + x-logx). PFi vipo&tu funk&ni hodnoty (miZeme

dosadit napt. X = 2) se podfta nejprve souclin, potom soudet.
Zad{ndme tedy vzorcem pro deriveci soudtu: (dinzx + x- Zoqx)'==
= (stnx) + (x-logx) = cosx + (x)logx + x(logx)= cotx + logx + 1.
Pr{klad 15. (log T !

nejprve X + 1 a x --1 potom 'ff_f_'—{;, nakonec log ‘x+;. Zat{ndme

« PP1 vypoltu funkdni hodnoty poditdme

x
proto derivacf slofené funkce: (mgf+1 x+f (If;)
x~f (x+0){x-1) ~(xet)x-1)_ x—1 ~Z 2
x+1 (x-1)2 x+1 (x- 4)2 i




P fklad 16. (ﬁ%ﬂ_ ~ Jarcg Y2 2°)"- (e m”)

-3(aw:tg /i-r ) (arcsinz) 1/7—1—! - c;;/'c.fmx VT=x2)" _
—-3 WT+22)" x - T+ (x) .
f+ (E;x}i | v .

1 _(-Zx 1 1 ,
/- aw.ftn.r-é-'ﬁ-:%g-_ 3 1. 7 freZ 2x-x - ./{4-15:
1-~x? 1+ 1—;}— xZ

V1-x2 + x qresime x? (- 1)
(1 x2)%e -3 222+ X2 Ji+ 2 ©

Vi—xZ + X Qresind

3
Sl 2203 NCZPTN, s

), kde f(x) >0, upra-

vime tuto funkei nejprve pouZitim vzorce % = elogz na tvar

i - 9(x)
f? . gt o@lgf) | gy )

; 4 zderivujeme pak obvykIym zpisobem Jjako sloZenou funkei.
Prkled 17, (%), Protore x¥ = ¢ LP9X" _ e‘d”'t,

Pro vfpodet derivace funkce f(x) glx

s (") = (oX9%) . xlogx logr) = e 100y 4 1) -
;\ =x%(loge + 1).




" 25 y- logx - log,x —

Cvid&entdo

Derivujte ndsledujfcf funkce., Je-1i to mofné, upravte

vysledek na jednoduchy tvar a urdete obor, ve kterém plati,

Ly~ 4?2:2

3;y=x+/x—+\77

= (2-0x2)(3~x?%)
5.y (1- x)?

-
7.y~ 2xr-1 X
9. y= "VT-)%(T+2J™

AUNEN =5

. y=cos2r - 2sinx

1. y= sin™x cosnr

17. y - diny — Xcosx
' Codx + x3inx

19. y= sin [cosz(tggr))
21 y- X" e*

23. y = efcosx

26, y= arctgx + arccotqr

(7+x%) arctgr - x

Zog a- Zoga X

/28‘ y = : 7

30, y-= Ae X% yin (ur + o)

32, y= o/9F

2 - J+x —x2
FenE .y I—x+x2

4 y - x
RARZ B L

it

&y = 2V
8 y=% + log2
2y (xiwﬁ"f)—

V. y=(2-x?)cosxr + 2x sinx

16. y = sin(4in(sinx))

18, y- ’r\:’/cotg"x + {cotg®x

- 20. y = e
A
22. y = -52—
2, y=;7+2209x— E;E
(a>0)
27. y = x cotgr
29. y=sin(e 2+ Jx =2,
81, y- 5t/
33, 4 - 35in,r

il -~



'i : l )
| 34, y-29z 88, y=x7
. 1

36, y- 7 87, y=x*
| 8. y-bg,a  (a>0) 89. y - x9c% sin2e
f
p
i
!

- z
40. y = L T arctgx t glogz + ]

@1, y = x-log (251 + Ve + 4eT41)

42, y = o WCtgVI+log(2x +3)

43. y - -21(3*1)m + Zarcsin %—’

-X
Y O

. ' bt y = log cos arcty 7 45, y = arccos m—;zn

+ 1

6. y = eam\tq\/}- (V34_12 +1)% AT y = (x3*2)2 \%1’3‘4- 6)22005%
L
2

8.y - xlog'x 9. y = (ox siny + 1)?

" 3f P~ INa+2)
50. y = log (=7 T

14




2. Prib&h funkece

PFi vyZet¥ovén! prdbihu dané funkce f(x) postupujeme

‘  ;ﬁ§é1e-téchto bodt:

1. urfme defini¥nf obor, obor spojitosti a speciélnt
vlastnosti funkce,

2. vypolteme jednostranné limity v bodech nespojitosti

'a v hreni¥nfch bodech defini¥nfho oboru,

3. zjist{me intervaly monotdnie a nelezneme lok4ln{ maxi-
ma a minima funkee,
| 4. urdfme intervaly, na kterych je funkce konvexnf nebo
konkévn{, a nalezneme inflexnf body,

5. uriime asymptoty funkce (v¥etnX vertikdélnfch a horizon-
télnich),

6. sestrojime graf funkee.

K Jednotlivym boddm, z nich¥ n¥které mohou u konkrétni
funkce odpadnout, lze uvést tyto pokyny:

ad 1) Specidlnf vlastnosti funkce jsou: sudost, lichost,
periodi¢nost, kladnost, nezépornost apod. Je-li funkce sudé, Je
JeJf graf symetricky podle osy Y, Je=1i lichéd, Jje symetricky
rodle po&stku, takZe v obou prfpadech stalf vyZet¥it funkei
Jen na kladné &£sti jejfho definiénfho oboru =& graf potom sy-
metriclky doplnit. Je-li funkce periodickd s periodou T, stalf
J1 vySetfit na libovolném intervalu délky 7.

ad 2) Jednostrenné limity (zprave i zleva) podftdme v bo-
dech nespojitosti a v koncovych bodech Jednotlivych intervald,
na nichZ je funkce definovéna (vEetn& -oo, +00).

ad 3) &) Intervaly monotonie: Je-li funkce spojitéd v in-
tervalu I (jakéhokoliv druhu) = Je=11 f’(x) 2 ) (resp. fi(x) £0)

15
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uvnit¥ I, priZem¥ rovnost nastévé jen v konen& mnoha bodech,
Je funkce f‘(x) v intervalu / rostouct (resp. klesajici).
b) Lokélnt extrémy: Lokélnf extrém mi¥e nestat jen

v takovych bodech, v nich¥ derivace bud neexistuje, nebo Je
rovna nule., Je-1li X, takovy bod, miZeme existenci extrému zjis-
tit bl) podle 1. derivace, b2) podle 2. derivace:

b;) Necht f(x) =0 nevo f'(x,) neexistuje a funkce
je spojité v bod® x,. M3nf-1i derivace #'(x) pfi priichodu bodem
X, (zleva doprava) znsmeni ze zé4porného na kladné, mé funkce
v bod& X lokéln{ minimum; ménf-1i znemen{ z kladného na zépor-
né, mé funkce v bod® X, lokéln{ meximum,

b,) Necht f'(x,) = 0 . Potom, Je-1i f'0%) >0, ms
funkee v bod% x, lokdln{ minimum, je-1i f”(xo) < (0, ma v bods
X, lokélnf maximum,

ad 4) Je-1i £(x) spojité v intervalu [ a je-1i filx) 20
{resp. F¥*(x) £ 0) uvwnit®¥ I, je funkce f(x) konvexn{ (resp. kon-
kdvnf) v/, Je-1i £'(x%,) = O a ménf-1i druhd derivace p¥i pro-
chodu bodem X, znemen? (ze zdporného na kladné nebo z kladného
rna zdporné), pak X je inflexnf bod.

ad 5) Funkce f(x) mé& vertikdlnf asymptotu X =&, jestliZe
n¥které z jednostrannych limit L_z;wzz fle), li’h;a f{x}) je nevlastni.
Funkece mé v +00 horizontdln{ as;mpt;tu y=xb, JestliZe existuje
(xone&n&) limita lim flx) = b, analogicky pro-0e., Existujf-1i

X +a
limity k = lim .ﬁ(x)_ y § = ) (f(x) = kx), mé funkce v + 0
r>+0 X X —+ 4o
asymptotu y = kx + ¢, analogicky pro-oo,
V n¥kterych dlohéch (prevéinZ praktického rézu) se poZadu-
Je nalezen{ absolutnfho maxima nebo minima spojité funkce na

uzavieném intervalu <a, b). V takovgch prfpadech nenf tbheba

e




provédet vy3etfenf celdho pribdhu funkce a staldf se omezii na
bod 3). Je vdak tfeba mft na zifeteli, e absclutn{ maximum

(minimum) miZe leZet v n¥kterém z krajnich bodl q, b.

PSS P S NPT\ RSN

? PFfklad 1. VySetPete priib&h funkee Flx) = ‘e‘tf . o,

1) Funkee je definovand a spojité v celém intervalu (-*OG)+00),
Fix) >0 pro x>0, flx) <0 pro x<0, £(0) = 0.

. _.x.. - ! ] j: "'""‘E" = — Q0
2) lim & = b o= 0, b = .
x x
- o 1
%) F'(x) = £ X2 - L . ProtoZe jmenovatel je sté-

(e*)? e”
le kladny, rozhoduje o znameni derivace znameni &itatele. Je tedy
£llx) >0 pro T-x>0, tj.x <1, f(x) <0 pro x> 1, fix) =20
pro x = 1. Funkce je tedy rostoucf v intervalu {-oo, 7), klesa-

! .
et v intervalu (7, +03) g v bodsd T mg maximum, f(7)= "e—'—' 0, 4.

— 1] ~—
) Fx) = (—]—Z"—E) = i‘;ﬁfg‘ . Tedy f”(x) >0pro x>2
Fc) <0 prox <2, f”/x) = pro X = 2, Funkce je konkévn{
v intervalu (~%, 2), xonvexn{ v intervalu (2, +00) a v bodz 2

mé inflexnf bod, F{2}= 0 3.
k , O i/ B |
?; Funkee nemé vertikdinf saymptoty. Je E% X —xi%er’
b 5 = O, lim (flx) - 0. x) = Im fi./l,’) = takZe primka
K-> 00 ’.L’ . £ 00 ! X ? P
¥ = { je horizont#£in{ asymptotou v+es, V-~ nemé funkce horizon-
t&Inf asymptotu, nebot Zim boset = 00,
]
60 Na zdklad® zjistdnych ddnjd miZeme nadrtnout graf:
Ya

0,41

624

e Y
l\}<.
Ry
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Priklad 2. VySet¥ete pribih funkce f(x)= x ~ Zascigx.
1) Funkee je definované a apojitd v intervalu (-~ co, + ™)

a je lich4.
2) lim flx) = + 0o, lim f(x) = —o.
£ 400 X -2

: 2 ae
N Pl = =i =

stéle ¥ladny, je F{x) >0 pro x?> 7, tj. pro X < 7 nebo
X2 7’ f'{X) <apro x2< 1, tj. pro —f<x<1, f‘{X) = 0

pro X = ¥/, Funkee Je tedy v intervalu ("00, - 1) rostouef,

« ProtoZe jmenovatel je

v (-7, +1) klesajfct a v (1, +x) rostouc!, v bodd -7 mé lokdl-
n{ meximum a v bod¥ 7 lokdln{ minimum, F(/) = 1 - Zf =] - ?x_ £
= -05, f(-1)=~f(1) = 0,5.

" - Iz'—"_ lfx ” ‘
4) f(x) = pravary Il v aner sl Je f'(x) >0 pro x >0,

f"fx) < pro x < 0, f”(x) =0 pro x = 0, takZe funkce je kon-

kévn! v intervalu {-oo, @), konvexn{ v intervalu ( 0, +00) g
v bod% 0 mé inflexnf bod, £(0) =0,
5) Funkce nemd vertikélnt asymptoty. Je (lum %‘:’J =

x—to

lim (1~ 2858%) = 1 fim (f(x) - 1-x) = tim_(-Zavctyx) =

= =25m, Im (Flx) — {-x) = lim (~Pavctgx) = -2(~-%) = .
2 ’ X =~ X % — 00 2
Funkece mé tedy v +®@ agymptotu y=x ~% v -o asymptotu

y-‘—‘x"‘?l..'. y

7/ /

Y, 4

) Graf funkce:




| | _ !
Prfklad 3. VyZetfete pribsh funkce f{x) = 1+ sz=r.

1) Funkce je definovand a spojité pro x #+ 0 a x # 1, tedy
na mno¥ing {—w, 0) v (0, 1) u (1, +w).

2) Vypodteme limity funkce v nevlastnich bodech a jedno-
stranné limity v bodech O, I: Jgth';m‘mf(x) = ], x[i@mf(x) =1,

lim flx) = +eo, lim f(x) =-, lm #(x) = -0, lim £(r) = +o,
X0 x->0+ X~ 7~ L-efy .

3 £x) = (1+ i) = L 2L ge £x) > 0 pro

1~ 2x >0, f’(x)<0 pro 1*-2x<0, fFllx) = 0 pro 1 - 2x =0,

Funkce je rostoucf pro x < g’, klesajfef pro x >§I-, v bods EZ

mé lokélnf maximum, f(:éz) = -3,

n 1—-2x Y 619—'6.1"'2
x = (L=2% ) -
D7 (x? ~ x)’) (x(x - 1))3
¢len v fitateli mé zdporny diskriminant a je tedy stéle kladny,

«Kvadraticky mnoho=

takZe o znamen{ druhé derivace rozhoduje znament Jmenovatele,
Je proto f(x) > 0 pro x(x — 1) >0, tj. vud pro x > 7, nebo pro
x<0, af’(x) < 0Opro x(x -171)<0, tj pro 0 < x <71, Inflexn{
bod funkce nemé.

5) Funkce mé vertikdln{ asymptoty x =0, x = ! a horizont4l-
nf asymptotu y =7 (v +o0 i —o0),

6) Graf: ya l

S
Ty
o
=Y

=f

L,




foa

Prfklad 4, VySet¥ete pridbdh funkce Flx) = e¢* - 1.
1) Funkce Je definovand a spojité na mno%ins (-oo, 0) U
U (0, +9) a pro ka%dé x z této mno¥iny je flx) > -1,
2) tim f(x) =0, lim flx) = O,Jfrl_%’f(x) = -}, xﬁ’& fl) = +o0

I 3) filx) = —3!3. 0'% <0, proto je funkce na ka%dém z inter-
valt (e, 0), (0, + o) klesajici a nemé ¥4dny lokélnf extrém.
4) f”(x) = —'&f:—l ¢t . Funkce je konkédvn{ v intervalu |
(-0, ——) konvexn{ v ka¥dém z intervald {—1 9), (0, +0°),
¥ bodd x ~~§ mé inflexn{ bod, ff——) £-09.
5) Funkce mé vertikdlnf asymptotu x = (, horizontdlnf
asymptotu y =0 v +oo.
6) Graf: ¥

11

Ky

-1

ol -
Priklad 5. Vy3etfete prib&h funkece ¥y = $imx + cosx.

1) Funkce je definovand a spojité pro x € (- 00, +00) a
Je periodickd s periodou 2. Sta¥{ ji proto vy3etFit na libo-
volném intervalu délky 2x, nap¥. na {0, 2z).

2) Limity funkece v +@, ~@ neexistujf.

3 flx) = cosx ~ simx. fx) > 0 pro cosx > sinx, tedy
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pro ta X, pro n&% bud cotx > 0, tgx < 1, nebo cosx <0, tgx > 7,

nebo cosr = 0, sinx <0, Prvn{ p*fpad nastdvé pro x € <0, E) 7,
7, (31, 2z}, aruhy pro x € (%, QE) tfetf pro x = &I. Je tedy |
Filx)> 0 pro x€ L0, *)u (—5 2x). Analogicky zjistime, Ze
flx) <0 pro x e (f, 7)a ze f(x) =0 prox=7, x= ?-
Funkce je na intervelu {0, 2z) rostouef pro xé€ (0, 4_), klesajid
pro X € (7, ,*), rostouct pro x € (3Z, 2%), v bodé,r mé lokaIn{
maximum, v bod¥ 4 loké1nf minimum, f(f)—- V2 = 1%, F( it) =
=—y2 2 ~14, .

8) f¥x) = —simx - co.rx . Fx) >0 pro x¢ (iﬁ ?,
F'x) <0 pro x ¢ (0, )U(?x 2r), fx) =0 pro x = if,
X= E_ Funkce Je konkévn{ v intervalu {0, % 3Z) yonvexnt v inter-
valu (9 ' % ) konkdvn{ v intervalu (,f " 2n) a mé inflexnf body
x...‘—jf,x ,f(“zx)=f(zx)*

5) Funkce nemé %4dné asymptoty.

6) &) Graf funkce na intervalu (0, 27);

b) Graf funkce:

-é'x P d} \/ 2.:1.' X
-
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Priklad 6. Nalezn¥te absolutnf minimum funkce
Fo) = (x+2)2(x-1)°
na intervalu (—-3, 0.
Je flx) = 20x+2)(x- 1%+ 3(x+ 2P~ 1)% =
= (x+ 2)(x - 1%(5c + 4) takze derivace je na intervalu {- 3, 0}
rovna nule v bodech -2, —0#, kladnéd na intervalech (-3, '-2),
(-08, 0>, zéporné na intervalu (-2, -0,8). Vvods x =—-0,8&

mé tedy lokélnf minimum, £(—0,8) = —8&%. Protote f(0) = — 4
Je £(0) > £(-0,8); funkce nabfvé absolutniho minime bud v bod¥
~0& nebo v bodd ~J. Dosazenim se piesvidlime, Ze F(-3)=— 6%

je tedy f{-3) < £(—0,8), takie absolutnfho minima funkce
nabyvé v bods =3,
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.
: ‘59,
6t

.79,

Cvident

VyZettete pribihy nédsledujfcich funkef:

_
Y ’+12
53. y = }’- + hx*
_2x-1
(x—1)?
y = 2
y: Y -+ -ZQLI
X
y= x + ninx
63. y= (x+r-2)°
(x+ 1B
65. Y T -7)2
67. y= I - U+ 1
_ 3 x®
69. y - =57
71. y = arcsin 7_+ pr
73. y= 1"
75‘ y = eJZ'ﬂX
77. y = cosx — log cosx
. !
}' 81*7

- 52,

5.
56,
58.
60.

62.
6.

66
68.
70.

72.

7h.

1 76.
78.

- 80.

y = (x2=1)3

},2124...._

Y S e-2)(x=3)
y = xJdinx

log (x*+ 1)

Y& T 5x+ 6

(x-3)vr

-t
"

~
H

Cos X
cos ZI

~=
"

y = 5 + arccotg x

logx
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3% Integrace per partes a viédta

o substituci

Ze wzorel pro derivace elementdrnfch funkef dostévéme
tuto tabulku integrélt ( C zna¥f integradnf konstantu):

JO0dx = C Soinrde = —cosx +C
flde =x+C [feosxde = sinx +
fxadx=—':i+1:;—+c,a¢-7 fm,:gzdr:—cotgx +C..
/%dr=log|x|+c f;a%;._,—;dr--tg.r+€
Satde = loga: + O fﬁ%dx = aresiny + C
Jefde = ¢* + ¢ f—,—;_f—;p—dx-—-a:rctg.r-f-é‘

Pro integraci soudtu, soufinu = nésobku konstantou platf

tyto véiy:
J(f(x) + ge)) dr = fflx)dxe + [fgl)dr + C
[(flx) = gx))dx = [f(x) dx ~ [olx)dx + C

Shf(X)dx = k[flx)dr, & xonstanta.

1
Prexlad 1. J(3x% = sinx + /') dr = 3fx5dr ~ [sing de +[z%dy=
6
=3-%+co&x+—g—=gx6+cow +§Aj+ C.
)

Pro integraci soudinu plat{ vzorce pro “integraci per

It

partes” (pPipomente si predpoklady!) :
Ju'x) v dx = ulx)vlx) - [fulx) v'(x)dx,

Pof{téme~-11i integrdl ze soudinu dvou funkef metodou per partes,

Je tPeba nejprve rozhodnout, kterou z t3chto funkef zvolfme za
funkei u'(x) a kterou za v{x)., Pri pfechodu od integrélu

[u'x)vlx) dxr ¥ integrélu [ ulx) v'(x)dx prechdzime od funkee




uwlx) « ulx) a 0od funkee f)(x) k u’(x), takfe funkei ¢ '(x)
integrujeme a funkei v(x) derivujeme. Je proto nutné za u'(x)

;5: . zvolit funkei, kterou umime zintegrovet. Neopak za funkei

‘ v(x) volfme tu z obou funkcf, kteréd se pfi derivovéni zjedno-
du¥f. Nap¥. Je-1i jeden z &lend integrovaného soulinu n&kterd
z funkcf lagx, arcsimx , avceof X, avetyx, arccotg x, bereme
ji témd? vidy ze funkei v(x), protofe jeji derivac{ dostévéme
bud racion&ln{ funkci nebo funkei obsahujfef viraz V7 — x%,
jejich¥ integraci lze provést specidlnfmi metodami (viz déle).

| Priklad 2. [x cotxdX, Protoie funkce x se derivovénim zjedno-

)

dusf, volfme v(x) = x, w(x) = cot X , potom v'{x) = 1, wlx)
= [cosxdx = sinx, taxte [xcosxde = zsnx — [1-sinxdx

= réinx + codx + C.

Pr{klad 3. flog.r dx . Integrovanou funkci miZeme psét ve tvaru
sou¥inu 7-logx . Za w'(x) je t¥eba zvolit funkei, kterou umfme
zintegrovat; volfme proto #'(x} =7, v(x) = logx, tedy ulx) =
[lde = 2, v'(x) = _-rl, proto [ 1-logx dx = x logx —-/x-;} de =

= xlogx — [ldx = x logx — x + (.

Pfiklad 4. f.z: arctg x dx. ProtoZe funkce aré¢tgx se derivovénim
pfevede na raciondlnf{ funkei, wvolime vlx) = arctgx, wlx) = x.
Potom fxarctgx dr = —:;f avctgx — fz“'f?—};g
= garctgx - é—,lffi *-;—_;Lp)dx = —famtgx ~ Z{' (x — arctgx) +( =
=;?z(x‘?+ 1)avctgx — 2—7.15 + C, '

Priklad 5.[%ﬁ dx . Integrované funkce mé tvar soudinu f—ng.
Volime plx)= logx, wlx) = 31, pak v'(’x)=x—1, wlx) = /%dz =
= bogx, tedy [LIL gy = (lgx)? - [L22% dr, Dosli jeme sice

% pivodnimu integrélu, aviak jeho pPevedenim na levou stranu

dostévéme ihned vysledek: Zf“zﬁ%zdx = (Zagx)z:f ,zxdx =
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= 2-1(109.1:)2 + (.
PE{klad 6.fex.fzinxdz . Polo¥fme u'(z)= e*, vlx) = sinx, tj.
wlzx) = e v'(x) = cosx, texze feTsimrdr = oF sinx ~
~fef cosx dx . Integral fe” cosx dr vypoiftéme opstngm pouri-
t{m integrace per partes, kde poloifme u'(x) = &% v(x) = cosy,
tak¥e w(x) = e‘f v'(x}) = —ginx. Potom fexco.fx de = excoax -
~ f ¢* (- sinx) dx = eFeosx + f e*sinx dx . Dosazentm do pi-
vodnfho vztahu dostévéme fexdi%x dr = ex.!lim - (e'rwdx +
+fexsz'n.r dx) = e¥*(sinx — cosx) — fe‘xli%x dx, co¥ je sna-
logicky p¥fpad jsko v predchozfm prfkladu. Vysledek:
fez.rmx dx = —21 e* (sinx ~ eosx) + C.
Prekled 7. [x"e% dx , kde n je kladné celé &fslo. PoloZ{me
w(x) = e¥, vlx) = x" tedy ulx) =% v'(x) = nx® ! poton
[z"e%dz = %% ~ fux™Te¥de = x"e" ~ u [v" . 11a
Jeme dostali vztsh

Jx"eFde = x%e* ~ ufx" et dy,
ktery umoZnuje pPevést vypoet pivodnfho integrélu na vipodet
integrélu s ﬁiiéi moeninou (tzv. rekurentnf vzorec). Vicenésob-
nym pouZit{m tohoto vzoree dojdeme nakonec k integrilu fxaexdr=
= fe*dx, xtery u¥ unfme vypo&ftat. NapF. pri vypodtu [x?e*dx
dostévézﬁé z rekurentnftho vzorce pro n =2

[a*e*dx = z%e® — 2fxe% dx
Integrél fxexd.z vypodteme op&t z rekurentniho vzorce pro 7=1:

fze¥dx = ze* - fefdy = zet - o*
takze r

[x?e%dx = 2% - 2xe®- ¢%) + C = (1%- 2z +2)e%+ (.
Priklad 8., Odwodime fekurentn:( vzorec pro vypodet integrélu

I,,L = frx-;:’a—g); dr, %de m je kladné celé ¢1slo, & libovolné
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ol i

!
&fslo rlzné od nuly. PoloZfme ul(x) = 7, vlx) = (2 af)™
_ e h -2nx _ 7 =
. 1 x2 . X +

R af)’“’ i L

2_ 2
+ ana:‘ 12)1?*‘ dx = g aa),n, + 2n /f&:T-l_—-gju- dzr —

i 2 )
2f(xz+ az)nt1 dx ('__——x£+ 2% + 2n (I Inﬁ). Ze vzta:
hu |
2 2
n = lpeqai® *inlly - a’ly,,)
dostéviéme
7 = I . __x Ln-~1 I,
w1 = Znaf (x2+ ad" ' ruaZ

co% je hledany rekurentnf vzoree. K tomu, abychom tento vzorec
mohli pouZft, Je v3ak t¥ebm jedt¥ stanovit hodnotu I, (viz PP{-
klad 11).

Pro integraci daldfch typd funkef pouZivéme vity o substi-
tuci; plat{ vzoree

| Sfx)dx = [flp(t))- ') dt

(pﬁipomeﬁ;te si p¥edpoklady!). PouZfvd se dvo jim zplsobem:

a) Ndme vypodftat integrél ff(r) dx ., Provedeme substituci
X = cp(t). Podle v#ty o substituci je pivodn{ integrél roven in-
tegrélu ff((p(f:))- q?’(t) dt, v ndm# ve vysledku vyjédrime op&t ¢
poroe! X, PovEimndte si, ¥e novy integrél z{skéme z pivodntho
tak, %e ve funkci f(x) nahradfme pr;oménnou X furked _Cf(t) a dx
nahradfme vyirazem ¢'(£)dt.
P¥{klad 9. fcos bkx dr. Zde nemiiZeme prfmo pouzft tabulkového
integrélu, protoﬁé (o nemé& jednoduchy argument., Provedeme proto
substituel 4x=1¢, tedy x = -t = @(t), dr = w'lt) dt = Za’t

Podle vty o substituci [cos "f.x dx —fcost-; = -{;lfcthdf =
= -%.fz'nt#‘- C = %Ja‘u#z + L,

PFfklad 10. [¥ e®*dx. Provedeme substituci Jr = ¢, x = z,




! dr = dt. Potom fxe‘?xcir f% e = ,ftetdt .

! Posledn:( integrél vypo&ftdme integraci per partes: f!:etdt =
| = [tleY dt = te® ~ [eldt = (t- Net teay [x*dx =

} = d(e-net+ ¢ - L (3x-ne™

|

P¥{klad 1. f—;—::—ag dx, @ libovolné nemilové ¢{slo. Kdyby by-

lo @ = 7, jednalo by se o tabulkovy integrél. Plvodni integrél

5 pfevedeme na tento tvar vhodnou substituci: nejprve ve Jjmenova~
!
teli vytkneme a5 f—-—""f‘dr 7/%_,7—)2—;'"1‘6&. Nyn{ provede-
me substituci £ a t, = af, dr = adt : fxz P dr =

agf'tz'_dt f—g———rdt——arctgt+€——arctg—+c
! Vypo&ftali jsme tfim viastnd hodnotu integralu I, z P¥{kladu 8.
]

i 27 7 5)3 dx. Na zéklad® pffkladd 8 s 11

‘ je moZno vypoditat fm dx pro libovolné kladné celé #

Prfklad 12. [7——

a nenulové & N85 intesrél bychom mohli vypolitat timto zpl-
sobem, kdybychom vhodnou substituef v kvadratickém trojélenu
ve jmenovateli odstranili &len, obsahujfef x ¥ prvni mocning,
Protole (x2+ 2x + 5)=(x2+2x + N+ 4 = (x+ 1+ 4, vede
ik tomuto cfli substituce x+ 7 = £, dx = df, Potom

! - 7 .
i f{x2+2x + 5J)3 dr = f(tﬂ N 22)9 df . Jde tedy o integrdl ]:3
i z prfkladu 8, kde a = 2. Podle rekurentniho vzorce je

S A SRR |
s = 78 w52 T 78 %
t

_1_t 77 =1 1.1
Lh=pwsi *5l "5+ T8 gantg £,

tedy

_ 1 _t 3 _t 3 t
I3 = 5 G2 iR s tE4F T 2eE WD,

takZe zp¥tnym dosazentm ¢ = X + [ dostévéme

f dr =J x+1 P x+1 _,. 3
(x2+2x + §5)3 76 (x2+ 2r+56)2 128 xT+2x+5 ~ 256
+(.
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PF{klad 13. Obecnsji, jde-1i o vypolet integrélu

!
/ (x2+ px + )"
polynom ve jmenovateli je nerozloZitelny (tj. mé zéporny diskri-

dr, kde " je Xladné celé &fslo a kvadraticky

minant, pﬂ- ‘fq < 0}, postupu jeme analogicky: doplnénim na dplny
Etverec dostdvime

2+ pxtqg= (x2+ 250+ (g)g)'* q“/-zp)2= ﬁr+129)2+iqi—pg
takZfe substituctf x + ﬁ t, a= —9—2—“?2_ s, Dfevedeme pivodni
integrél na integrél fm dt = I, s déle postupujeme jJako
v pfedchozim piikladu.

b) V¥pofet integrdlu tvaru ff(cp(x)) (p‘(x) dx je moZno sub~
stituef (p(x) = f prfevést na vypoZet integrélu ff(t) dt (xde
ve visledku Je op¥t t¥eba vyjédrit t pomoef x). K tomu je Zapo-
tfebf, aby integrovand funkce m&la tvar flplx)) ¢lx), tj. aby
byla soudinem jisté funkce f » Vv ni{Z je za argument dosazena
funkce ¢(x), a derivace dosazené funkce ¢'(x). Je5t& jinak bychom
mohli #fei, Ze funkce mus! mft tvar souinu funkce, v nfZ se ar-
gument X nevyskxytuje Jjinak, ne? jako soudédst funkce sa(x), a de-
rivace ¢'(x).

Pr{klad 14, fsiujx todx dx . Protole Cpix je derivaci funkee

sin x , provedeme substituci 99(.1:) Jiny = t, cosx dx = dt

takZe podle vét;y o substituci je fﬂ,% X osx ik = ft'gdf =

i
- L sC= 3% 0

Priklad 15, fﬁxﬂf d¥, Integrované funkce mé tvar sou¥inu

(1+ Zogx).il, kde % je derivacf funkce f+ logXx, tekfe substitu-

et [+ loga = t,ild.t=dtdostévéme/—!‘i;—m£dt’ = ftdt =

s
:_§_+C: (7+éogx)2+6.

Pr{klad 16. f—c—;—y_-'f——.—tgx%# dx. V integrované funkci, kterou miZeme
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pfepsat ve tvaru asefgx ,____7__;2_, Je &len e derivacf funk-

7+ 7 + x#
ce aretg ¥, takZe k cfli vede substituce cwcfg.x = £y ‘-—1—{ dr =
. 2
zdt,tedyfa_wﬁ:zd“ftd“z_ J&@_-L+c
7+x2

P¥{klad 17. f—"&*—— dx. Kdyby byl v Sitateli vyraz Sr? pak
by tento &len byl derivaci jmenovatele a bylo by moZno pouZit
véty o substituci. Toho dosdhneme, vynésobime-li &itatel tifemi
a cely integrél-vydélfme stejnym éj‘.slem, ZimZ se Jjeho hodnotae
nezméni f—g—-—-—dx ff i dr. Substituce x°+2= t:
[addr = 11 at --zoglt|+c~ Flog x7+2 +C.

P¥fklad 18. W dx . Rozepifeme-li funkei ve tvaru

5
(1 +:i4)2 z? y vidime, Ze &len .x'g,je - 8% na konstantu -~ deriva-

e{ furkce x". Doplnénim této komstanty tae: jako v pfede¥lém pii-
e _ 1 3
kladu dostévéme f*rm?dx = /(, ,,)2 4x” dr . substitu-
S A - .,_,,L._ -
ce x* Z‘f(7+r,,)zdr dt = ‘/ff'*t“dt

(1+ )
dt ).

elEra

Oba poslednf integrély vypodteme novou substitucf 7+ ¢ =

dt = dz: [rt—dt = [1 dz = toglzl + ¢ = logl1 + £l + €,

f(—f—-—~jﬂ7dt =f“§25 o =———Z g = = j + (. 'J_‘edyf{—i%%jg dy =
= Hioglt+ e+ M_f_)w = Lliog(1+ 2% +f+x,,)+6

-+
Pr{klad 19, f(x"’: +“§x _:"5)3 de , Nejprve upravime furkei tak,

abychom v &itateli dostali derivaci kvadratického tro jélenu
ve jmenovateli, tj. vyraz 2x +2, Je 7x+ %= Z-gx + b =
Z ?x + 4
= -+ —_ -+ = — =
(2): 2) -7 + & 7 (or + 7 -3, takzef( T, 7 E)7 dr

Z(ox+2)~ 3 ? 2x + 2 7
_[2 .7 ~ .
—‘/(.t2+ 2x + 5)39 e = f(.r2+ 2r + 5)3 2 3jt;x2-+21 -hﬂjéﬁ

Prvnf integrél vypo&ftéme substitucf z? + ZJC + 5 = t,
_ Cr+ 2 - ¥
(2x +2)dx = dt’/}x"f + 2r +5)3 = f ‘“E’ T PleEi ok + 58
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Druhy integrél je vypodftén v PPfkladu 12. Vy¥sledek:

7r + & . _ 7 1 x+7
f(x2+2x+5)3 dx ¥ (x2+2x+5) 3(16 (.r£+2,;;;5)2 ”
3 X+ 1 x./-.
+ = Il +256 arcty £2+1) + C.
Priklad 20. Integrdl tveru '/}r;'f ;xBf— f]) dr, kde kvadratic-

k¥ polynom je nerozloZitelny, pod{téme analogickym postupem
Jako v prfedchozim pf{kladu. Upravime Zitatel tak, abychom v n3m

dostall funkei 2x +p, kterd je derivacf trojdlenu ve jmenova-

teli: Az +B=4.2r + B=A(2x +p) - §p+8, poton /- (Az+B)dx

-9+p.r+ D
='/.‘-24(2.v+p)+f3—£2&)d A 2a4p e (B—-J?)f q.
(2 + pr +g)" A 72 PRI 2+W+f1)"
Integrél f(rg f‘rp:f R dx vypotteme substltuci 2+ ,m;’ +q =t
(Cx+pldx = dt, pax f f;;fq)u f °7- n 5 g+ gt 16
Integrdl f{x2 = ;x+q),,, dy se vypodte postupem, popsanym v

P_i‘ﬁ:ladu 13o
Pri vypodtu sloZitéjs8ich prikladl se dasto integrace per

partes kombinuje s v&tou o substituci.
Pr{klad 21, fazrctgx dX. Pou¥ijeme integraci per partes, kde

= - - - =4 -

= 1,0=arctgx : famtgxctr = rarctgx /;Wdr =
=X azfcfgx 1f7 4 22 ax. Posledni integral vypodteme substi-

2 2x - = 2

tuct 1+ 22 st L2, gr - f &)gtfﬁcwlagﬁte:)#‘&
Vjsledek: fazﬂcigx dr = x avetgx ~ £ log (1+x2) + (.

4
PRiklag 22, j "LMC;_V—C;?‘K dr., ProtoZe integrovand funkce mé tvar

.
soudinug ~=—=— QiosinL X je vhodné uzft int aci rte
W Q s Je po egracl per ps B,

kde v = arcsin x, ;(,'-:-_V?_f__}?_. K tomu musime nejprve vypolditat

furkei W: u©= fW dx = ff'/_ﬁgi dx . Substituce 1-x2=f,
-2xdx =dt: u= - f-dt——-{ft th-—’ ted’ =/7-X2, Ted u?
miZeme integrovat per partes.f—“y'/a-—-—ic‘f—;—m dr = —¢]- IZ aQredin x -

PR — 5 o - .
[~VT-x% 777(.&'— Vi—z% avestnx + x + C.
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Pr{klad 273, floq(x + V7T +x%)dx . PouZijeme integrace per par=
tes, kdebu'= 7, v="1loglx+ m) tedy w=2x,

V= g (14 ) = ey, flog[x+|/77?)dr

=z loglx + VT+1%) - fﬁhdr zlog(x+V/1+x%) -3 fyﬁ;f
v poslednim integrélu substituct 7+ x€ = £, 2xdx = dt dosté-
véme W—;Gh‘ 2T+ 2%, vgsledek: flogfx+1/7:x_)dx-

= xlog(x+ VT+x%) - V1+x2 + (,
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Cvidenit

Vypodtite nédsledujfef integrdly za pomoci zékladnfch vzor-
et pro integrovén{ elementdrnfch funkcf. Urete zéroven obor,

ve kterém vysledek platf.

Bl [Vrdr 82. /&
8. /L 8k, [(1-2u)du
, [=
"85 [(+ZE)raz 86. [10%dx
87. f%dx 88. [/ (1-x)(1-2¢)1-3x) dx
©ge. - lrcosix 9. [2snts ar
' 1+ cosx s e
! / 2
91. f(f—?)\/xff dx 92. [ EE o
3.2%-2.3% cos 2x
s/ 2 dx 9./ cos?x - sinx
95. [to2rdy 96. f;jj‘j dx
97. /VT = sm2x dx - 98.  [larcsiny — qrecosx) dx
dx , (/ x)z
9./ cos2x + sincr 100. [
P¥i vypodtu nésledujfcich integrdlt pousijte vidtu o
substituci:
dx - dx
0 S 2 ST
103. fﬁ;;}— 0k, [(2x~23) dx
2
105. [JI7T=3r ar 106. /xe ¥ dr
- 107. sz'ns..r cos x dr 108. /tgxalr
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X

109. /W—-ix_;:— 0. [ dx

M. [sinx cosx dr 112, f—“%_}—dx

S 1 | Ry s e E 8 \/% W, [ cosdx ar
NS M6, [sin (26~ 9) dx
7[5 ne. [ —£— ar

119, /#‘;’ﬁ—%:‘— 120. [ ¢* sine¥ dx

121, [lcosa ~— cos2rx)dx ‘122. ffjinczoifx

123, [0 g, 124 [—L5 12 by 1L ar
125, [_dinz cosx g 126. [ 3

Sin*r + costx sin®r Yeotgx

127, [—5—%_ 128, [ [LeglxsTex?)

sinx + 2 cos?x {+x?
09, [t 4 130, [
131, f—% 192, [ %% — 4 @>0)
133. fj;l:r 134. fcosfrd.r
138. fﬂ%x

Integrovénim per partes vypo&tste integrély:

136. [ xsin2x de 137, [xe¥dx

138. [ x?avccosr dr 139. [z avctge dx

140. [arcty Vx dx 1. [ x*bgx dr (n#~1)
2. [x3%dx 143, [sinx logltgx) dx

3L




BT

450,

: T
- 156.

158,
- 160.

61 [ i (a>0) *M62. [ dE

163.
165.
*167.
169.
171
173.

175.

| 146,

f arc.fln-r dr
fx23m2.r dx
log2x dx

[ log
/[ gin logx dx

/x arctq?x dx

fxz eXsinx dx

L2 fx cosx dx

' 3
14?2_[‘/1;‘__1551;

149, f log x dx

51, [ dx
183. [ x?/a?+ x% dx
155. fe&(smz.r - cs2x)dr
157. [ log(x?+1) dx

159. /%

cof nx dr

PFi vypoltu nésledujfcich integrélll pouZijte v&tu o stbe
stituci:

S ax

dx
f\/1+e’

er

YT %
Jx 2a-x

2
[ x5(2 - 5x3)3 dx

f sinx cosdx
1+ cos?x

dr

f dx
ViaZ+ £2)3

(a>0)

164, f"(}“;;x_—wg- dx

VI+1logx
166. f P s dx

*168. /Vaf+xZ dr  (a>0)
A70. [ x? (1~ 5x2)%dx

172, [— &
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L AYE S K 178. /g (a>0)

¥ - a?
179. /yTEE dx 180. /)/22% 4
* dl‘ ) 5 g
181. f\/(.r—a)(b—z) (b>a) 4182. fcos X Vitnx dr
: Vx_
183. f ax+b i (m>0.a>0) 18k, fm dx
183 f1+\/“

Rizné pfiklady (per partes, substituce nebo obojf):

186. fﬁ-—”ig—ﬁ—«”_?-dx 187. /[ sinVx dx

188, p sactgr 8s. s arctor
190. /'(1+09%)2 03% gy 191, o2 g,

192, [—L 4 198, [ —Lo— d
6. [Vigr —1— s 195, / mz;fw%

196. / /aﬁcfif)” d 197. /11~ tg35)? dr
198, [ x cosx? dr 199. [/2- 34:“&)31 T gy
200. /5 g 201, /L5 4

202. / ;‘g‘;g*;. dx 203. /- [jj ~;

20%. /-(%—- dx 205. f/\/fﬁ?+ cosx )? dx

206. /o™ 5™ dr (a>0,6>0) 207, [ xJaFx dr

dx dx
00 ) 200 T
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210, [l a
212. f Sl cosx dr

{1+ sinr)

214. fe—xz,ﬁ dx
216 f sin lx
o

cos?2x

218. [ e*sin?x dx

X aqrcdin x

222. [ 2% tlogx 4
224. fx finx cosx dx
226. [ 0% x% dx

228. [ arccos

dx

%940, /‘ log (x+1) = logx

x(x+1)

dx

drx
1. f V3 cosx + sinx
vI+ cosx
213, [+ oL e

X
215. [ o¢ ¥ &
7
217. f—(—fjx;;)T dx
219, /AL gy

e
291, /¢ 1

223. [¢ 2113 dx
225. f x? coswr de

227. f\/ex~7 dx

299, [-eUtel) .
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4. Integrace racionélnfich funkei

Integraci raciondlnf funkce (podfIu dvou mnohodlend) prové-
dfme v n¥kolika krocich. Je-1i stupen mnoho&lenu v Sitateli vit3s{
nebo roven stupni mnohc&lenu ve jmenovateli, pak oba mnoho&leny
nejprve vyd&lime. Vysledek je roven soudtu jistého mnoho&lenu,
ktery snadno zintegrujeme, a raciondlnf funkce, v niz.stupeﬁ
mﬁohoélenu v &itateli je mend? ne stupen mnohodlenu ve jmenova-
teli. V daldfm se proto stadf ocmezit na vypoet raciondlnfeh funk-
ef tohoto typu. =~

5, g4 _
Prfklad 1, [E-5F

8 dx ., D3lenfm mnohoXlend dostévéme
x84y

5, o4 2 5, ¢
2T+ -8 4x% + 16x - 8 LA il - 2
pox iy el A T S o g ,fﬁe oy -
- bxl+ 16x - 8 X e
—f(x2+x+lf)ciz +f 2% ~ 40 dr = —§-+—2-+4x+

+ 4 xi;;4f4;‘2(it. Posledni integrél spodftéme nfie (viz Priklad
13).

Integraci raciondln{ funkce, ve které je stupen mnohoZlenu
v %itateli meni{ neZ stupen mnohoXlenu ve Jmenovateli, provéd{ime
ve dvou krocich, Je to |

A) rozklad racionslnf funkce na Eéstednd zlomky,

B integrace #dstednfeh 2lomkd,.

ad A} K tomu, sbychom wmohli provést tento krok, musfme mit
mrohoflen ve Juenovabell rozlofZern na soudin mocenin linedrnfch
virazl tvaru x¥ ~ & & wmoenin nerozlofitelnych kvadratickyich v
razi tvaru zé*p.z’ + @ jmenovatel mus{ mit tedy tvar

@ (x - a,)k'fx agﬁ%’w (& - %?kﬂ{x?*ﬁ,.r%* q,)z"-e (¥t p x+g,

(kde oviem ndkters moeniny mehou byt rulovél). Teoreticky lze

)%

kaZd¥ mnoho¥len zapsat v tomto tvaru, sle jeho nalezenf je velmi

obtfZné. Proto se v pPikladech mnohodlen ve jmenovateli bud pri-
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. omo zadévé ve tvaru soudinu, nebo ve tvaru, z nm¥hoZ jej lze na

- - souldin prevést.

Pr{klad 2, Ptevedte na poZadovany tvar racionélni funkce

‘)x2+‘rx-—2 5 x2 +1 3x- X +2 '
x3 — by ? x3 — 5x2+ f! x2+ 9 I x2 5+ 24P

a) Je x% - 4x= x(x? - 4). Wraz 2{x?~ 4) nent jedt¥ poiadovanym
tvarem, protoZe kvadraf,icky mnohodlen z2- 4 Je rozloZitelny.

Proto poéadovan,y’ tvar jmenovatele je x(x—2Mx + 2) a celého

x?2 + by - 2. 2 2 _
A, b)) xT— bx?+6x = x(x2~ b5x + 6)=
xlx - 2Mx +2) ";2_,_ )

= 2(x~ 2)(.1:‘ 2) . Vysledek: - x - 3" ¢) Tato racionél-

zlomku

' nf funkce Je uZ v poZadovaném tvaru, protoZe kvadraticky trojélen
x8+ 9 je nerozloZitelny. @) x%+ 22+ 2x = x (22 +x +2), pri-
temZ trojélen 2+ x+2 je nerozloZitelny (mé zdporny diskri-

. . x + 2
minant). Vysledek: 22 (32 s s 7% -

Méme-1i jmenovatel rozloZfen na pofadovany tvar, miZeme ra-
ciondlinf funkci zapsat ve tvaru soudtu tzv. S&stednych zlomkl.

Kafdému ¥lenu tvaru (x — a)® ve jmenovateli odpovidd v tomto
Al‘ Az - Ak
r—a’ (x—-a)’ """ (x-al
nu tveru (xf+ px + g)l odpovidd [ zlomkd tvaru

soudtu 2 zlomkt

, & kaZdému &le-
B,x + C,
X% + pr+q’

Bax + C2 . B > @&x + CL n kde A & & & A B - -
(x§+ pr+q)§ H b (x2 +px+ @,)gir §3 $ H 15 LR
Bu C,, evoy Jsou jisté dosud neurdené konstanty, jim¥ se

F{ké neurdité koeficienty.
Priklad 3, Rozlo%te na Zéstedné zlomky raciondln{ funkce:

2x 7
D T 5 D it O ey
a) (xa+21;x+ pLE a) ProtoZe oba linedrn{ &initelé jsou v prv-

n{ mocnin&, odpovidé ka%fdému z nich jen jeden &dstedny zlomek:

A
¢lenu x — ! ocdpovidd zlomek }-—éi? g &lenu X + 7 zlomek }-—_-‘_27-.

. . 1 - Ag Ag 3 _ 2
Vysledek.(x_1)(x+1) == e, b} &lermu {x — 1)
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A, As
=T =77
Ag

odpovfdajf Zdstedné zlomky lenu (xr+ 2)°

Ay A
Eéateldné zlomky 2 » 73 + 357 (x % 2)7° Vysledek:
2x + 3 . A Ay A A As
(x—72(x+2)8 = (x-—?)‘g x+72 (x+27% T g+ 2P -
x ~1 - A A B,x +
¢) x2(x2+x +1) £+#+x2+x+?'

a) 4x s Br+ G . Bx+0G
(¥2 + 2x + 4)°  x2+2x+ & (X2 +2x + 4)%°

Pro vypofet hodnot neurditych koeficientd pievedeme ne jpr-

ve soulet &éstednych zlomkd na spole&ného jjmenovatele. Tento
spolelny jmenovatel je vZdy roven jmenovateli pivodn{f racionél-

nf furkce, Tim dostévéme rovnost dvou mnoho¥lent, kters mé pla-
tit pro vSechna x, coZ je podle znémé v&ty mo%né jen tehdy, jsou-
-11 koeficienty obou mnoho&lend u stejnfch mocnin x stejné., Porov-
nénim t&chto koeficientd dostdvime soustavu linedrnich rovnic,

ze které vypolteme hodnoty neurditych koeficients.

P¥fklad 4, Nalezndte rozklad recionélnf fhnkce-—?érm na dstedné

7
7 _ - /L A,_,
zlomky. Rozklad mé tvar bz il M "« PPevedenfm na spo=-
. 7 - A(x+7}+A(x 7)
lednéh enovatele mé = L
o T (x5 + 1)

(/11"‘/42)1'—' + 644’ “' Az)
x2 7
platit 1= (A, + Ay)x + (A, - A,). levou strenu miZeme psét jako

mnoho&len (-x + 7; potom 2 rovnosti Ouw + ! = (A,, +Ag).z + /A., “/42,}

. FrotoZe jmenovatelé jsou stejnf, musi

porovnénim koeficlentd u stejnych moenin £ dostédvéme soustovo
Jejfm Fedenfm jsou &{sla A, = ;_-,7, Ay = —2—1. Rozklad funkce na dés-

1

tedné zlomky tedy je

1 7
1 - 2 7
-1 x -1 X+ 1
P¥fklad 5. Nelezn¥te rozklad racionélnf funkce i + 1“: Z na

~ by
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' 2 +4x -2 =

‘;(’Séstet‘né zlomky. Rozklad mé tvar (222 22

Ay o _As , Az _ A -2x+2)+ Apxlx+2)+ Asx (x—2) .
¥ -2  x+2 x(x—-2Ux +2)

_ (A, + Ap + A;,-)x2 + 2(/'2 = Ag)x - 4A,

- *

x(x-2Mx+2)
Proto¥fe Jmenovatel u prvnfho a poslednfho 2z t&chto zlomkd je stej-

1

ny, mus! pletit
x2+ l/'.r - 2 = (Aqﬁ'f" Ap_ + Ag)-z2+ 2(A2 "‘/43).17 - 4!44
& porovnénim koeficientd u stejnych mocnin X dostédvime soustavu

1= 1411";424-/43

b= 2(A, - Ay)
-2 = - 4A, .
a odtud plyne A, = 21: Az = 7,5'—, Ag = ‘g. Vj‘sledek!.;:[‘rt g;;fz)=
b, £ L -E 41,5 1 3 1
X r-2 r+2 2 x b x-2 b x+2

Pr{klad 6. RozloZte racionélni'funkci G—e—-i—ﬂ-g- na dédstedné zlomky.

Protoze x%+ 1 je nerozloZitelny kvadraticky polynom, mé rozklad

N 22 Bx+ G, By +Co . (B # G+ T+ Bok + G
T xE s )7 T TxE 4 f (2 + 72 (24 1)2 =
B, x8 + Cx2 + (B8, +Byx + (; +(p
(x2 + 12

Porovnénfm koeficientd v rovaosti x? = B’ + Gx?+ (B, + B)x+

+ (, + Cp dostévéme soustavu

0""‘"81
f=C
ﬁ‘:Bf‘f'Bg
0=’C,+C£

a z n{ ihned plyne 3, =0, =1, 52 = 0, C2 = ~], takZe
x2 - 7 _ 1
(x2+ 1)2  x2+1 (x2+ 1)2 °

Uvedeny zplisob vypoltu neurditych koeficientd vede vZdy

k ¢fli, nékdy viak miZe byt spojen s felenim dosti rozséhlé sou-
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stavy Iineérnich rovnic. Vy¥podet hodnot koeficientd miZeme Cas-
to urychlit timto zplisobem: JelikoZ rovnost mnohollend v Zita-
telfch obou zlomkd mé platit pro v3echna x, musf platit pro ja-
koukoli konkrétni hodnotu x. Zvolfme-li vhodné hodnotu x tak,
aby po jejim dosazeni v3echny ¥leny, obsahujic{ neurlité koefi-
cienty, krom® jediného, byly rovny nule, vypolteme ihned hodno-
tu jednoho neurZitého koeficientu. Timto zpisobem miZeme vypoli-
tat nskolik koeficientd (n3kdy dokonce vdechny) pFfmo & zbylé
pek nalezneme obvyklym porovnénfm, Blf%e bude cely postup zfej-
mf z deldfch prikladd.

2x*-8x + 1%
Pf{fklad 7. RozloZte funkci (22~ TNz + 3) na &dstedné zlomky.

222 -8k stk A, As . _Aa_
Rozilad o ik 3) -1 k41 | T+ g Vveders

rovnost itateld Z? -~ 8x + .04 = A, (x + Nx+3) +
+ Ay (x-Nx+3) + /43 (x-1)(x + 1) . Dve z &lend napravo obsa-

hujf wyraz £ — f, takfe dosazenim hodnoty £ = 7 se vynulujf. Do-
sazenim této hodnoty do celé rovnosti dostévéme 2 72"" 81+ 1%=
=A,+2+ 4%, taxte A, = 1. Déle prvnf a t¥et{f &len napravo obsahu-
je vyraz x " 1, proto dosazenim x = — 7 méme 2-12 - BC-1) + 14 =
= 142'{"2)“2 5 Tije /12 = ~6, Nakonec, protoZe prvni dva ¢leny obsa-

hujf vyrez ¥+ 3, dosadime x=-3 a dostévéme tim A, = 7.

2x? ~8x + 1t _ 1 6 ., _ 7
(2~ thx+3) x-1 X+ f X+ 3

V¥ sledek:

X
Pr . 1k gdstelné :
fklad 8, RozloZte funkei Pryen Y e f) na &éstedné zlomky
: X A A A Ay
Z ! = L1 10 g 3 ey
rovnosti Zlrs 1)(.1:—%) 5 + pr- Ty -+ o g

plyne z = Ax(x+1x-2)+ Ap(e+ M -32) + Ag 2~ 3) + A, 2%+,

Postupnym dosazenim x =0, r = -/, ¥ = 2‘2 dostévéme A, =0, Az= 33.,

ﬂ‘r = f_g o Ti{m pfechdz{ pivodni rovnost na rovnost

2= Ao z- Dx + x2le-3)+ Flxr)s
42 |




Porovnénim koeficientd u mocniny x? dostévéme 0 = A, + F 2,41

5
tedy A, = - g . Vysledek:

x __21 2_ 1 4

_I,Pf-iklad 9. RozloZte funkei F{ﬂ-_f_ na Céstedné zlomky. ProtoZe
23+1=(x+Nx?-x + 1) f = -4 s Br+C

» 3@ 31T x+ 1 22 —x + 1
2
_ Al —(x+f))(+ £x+ f)(B;t)+ 7 /= Alx? - x + 1)+
X+ 1) (xf—-x+

: + (x+1)(Bx + C) dosadfme x = - 7 a vypolteme A = 3. Z4dnou

z hodnot B a € u¥ timto zpisobem nemiZeme vypo&itat, protoZe
mnoho&len x?-x + / nenf pro 24dné redlné ¥ roven nule (mé
zéporny diskriminant). VypoXteme je proto porovnénim koeficien-
td: z rovnosti 7 = 1(.15 -x + 1) +(x-+1)(Bx + C) plyne
0=4+8, 0= B+c——1, 1=2+C, teay B=-4,C=%

Visledek:
1 __ 1 _1_ . l.T..__...._Z"r
x3+1 3 x+1 3 x5-x+1 °

V nZkterych zvlé3tnich ptipadech je moZno rozklad najit spe-
ciflnfm obratem. Vysledek musi byt pfitom stejny, Jjako kdybychom
pou?ili pPede31ého postupu, protoZe rozklad na ddstedné zlomky
je urden jednoznaln?,

Prfklad 10, RozloZte funkci——z;%—;)“na Géatelné zlomky. Protoie

! _l+1)-x __Z 7
rlr+1)  xlx-+1) r+1"

=f(x+1-x, je coi je

hledany rozklad.
Pz
P¥{klad 11, RozloZte funkc1?.-2——-———-2- ng ddstedné zlomky. Je

2  _x*2+)-1_ 1 1
(x2+ 1)2 (x2+1)2 2+ 2+ 1%

2= (x2+1) -1, tskie

(srov. PFiklad 6.).

Prfklad 12. RozloZte funkei Ff—— na téstedné zlomky. Je

A
(x-2) v (x+2) = 2x, vase oy = J 2Ll -
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1 /7 1
- 1.1 .1 )
(.z + 2 ) ‘X+2 2 =2
ad B) Méme-1i racionsélnf funkeci rozloZenou na soulet Xds-
tednych zlomkd, pak integrdl této raciondlnf funkce je roven

soudtu integréld jednotlivyeh Zdsteinych zlomkd. Cdste¥né zlom-

: A Bx + C
ky majf bud tver T a)F nebo tvar(xe T+ g% kde

z?+ px +¢ Jje nerozlotitelny polynom. Substituct x - @ = ¢
A
&= Algle-al +C o JrZpmdn-

4 y Bx + C
Tk GoaT * 0 prok>1. Itegrély typuf"ﬂfpm-?)”

se po¢itajf zpisobem, ktery Jjsme uvedli v pFfikladech 19, 20

spadno zjist{ime, Ze

pfedeilého oddflu.Timto postupem miZeme zintegrovat kafdou

raciondlni{ funkei.

2 ‘--
P¥fklad 13. [-=— /"r#xz

11,5 1 3 1 takéf'z+1'x 2&_

x  §Fx-2 Fx+7? 3 4x

f:xl +£f___f__ —-—f—j-a!v -
= Lloglx] + ﬂogl,e -2} - 2iogle+ 2] « C.

dr . Podle P¥fkladu 9 je f dx

£
. X+t 4x~2 -
dz. Podle P¥fkladu 5 je Z3 ~ Lx

PF{kled 14. fx o

1 1 1
=f(:?“x+i"‘:3;é2—x%)°’”" log |z + 11 - f—z—;T
e = 2 = 2x~z-lfzx n+f-2=Ln- f)-g”, _—

) 2(2.1: -1) - 3 _ 1 2 3
fxz .z:+1 f -.r+1 loq(.r SEFS fﬂ~x+1'
Upravime kvadratic!q? tro jdlen ve J'menovateli: z¥-x+ 1=
2
=r2- 2 X + (2 —-(21)2"" ( ) + '9',_3". Substituef x~2—1=t

ot _2 2t
méme ““"—mdx-f (ﬂ)zdx-ﬁarctq + (=

arctgl‘/r-fc Vysledek: fT——-dr loglx-f- 11 -
—éz{zlog{x‘e-.r+7)* /—arcég%i)+ C=

Lely




= ibglx-f-ll —llogle?-x+1) + %mtg—%—f+c.
dr =

PF{klad 15, Podle PP{ikladu 11 je f 7t

!)2
’f(x2+f -(x2+1)g)dx=amth fx2+l e .

Posledn{ integrél vypo&teme podle rekurentnfho vzorce (viz
' L S
Pr{klad B v pfedchozim 0ddflu). Podle n¥ho je I, =5 =775 * 5

| =21$+1 +£'arctg.r, takzef 5 dx = avctgx -
(’1"5-—,-4“ —arctg.r)+C ’arcmz-g-ﬁr+€.
P¥iklad 16, 'T!'de‘ Rozklad jmenovatele na soulin: X ¥ x?=
= x%(x2-1) = 12(.2.’ 1){x + 1), Rozklad na &dstedné zlomky:

/ A A A A
= —= Lk 3 %
o S N B | TR

Do rovnosti = A xle- Nr+f) + Ale-INe+1) + Agx™{x+1)+ A xl-1)

dosadfme postupnd x =0, = e r=-1 a dostévéme /42 =“1,

A3 =§f 5 AQ =-1 a srovnénim koeficientd u tfetich moenin x

2
! 4
0=A1 +A3+Al;: tedyAf =0. H0t01¢1x2=“_?+§';_1;—g';_,%,

1 1 ,1 T I =
fwdr=-—+-—ba|x f\ zlaql-r”l*'f

=_!. q
+ log J:+1 ik

Prfklad 17. f i ;_'x2’+ - dr . Protoje mnohodleny v &itateli i
ve Jjmenovateli majf stejny stupen, je tifeba je nejprve vydsliti:
, 3+ 1 =,+5.r2—6.r+1 Déle je Sx2 - 6x+1  _

xd - bx? + bx x3 5r? i bx I - 57+ ar
52 -br+ 1 _ A, A, Az -

x(z-2)x-3) b 4 x-2 x~3d
A (x=20x - 3) + Agx(x-3) +Agx(x-2)

x(x-2)(x-3)
A(x-2)(x-38) + Ap x(x-3) +A3x(x—2) . Postupnym dosaze-

nimx=0,x=2,x=3 mémeA,=3t,A2= , Ag = 38. Celkovy
23+ 1 _,+I_1 2‘7 +28 1

, tedy 5x?-6x +1=

[}

T_ 522+ 6x 6 x 2x-27 3 x-3°

rozklad je
X
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V¥sledek:

3
fxafgilé,, dr =z + }logle - Flogle—2l + %-gloqlx-sha

8 3

x+ 1 o x¥+1 _ 4 A,
Pr{klad 18, j{—-—--x_7 —dx + Rozklad: g _x:f +(r 2y +
+ AS Ay = A,(I-I)"-I-A_{(x-f)z ‘I'As(.ﬂ f)"‘Ag
(x-1)3 (.r 1)% (x— 1)*

tedy x"::- 1= A, (x- 173+ Ay (x ~ 1) + Ag (x-71) + A, . Dosaze-
nfm ¥ = / dostévéme A, = 2 ; roznésobentm £3+ 1= A, 27 +
+ (=34, + A ) x? + (3A, — 24, + Ag)x+ (~Ay+ A - Ay + 2);
srovnénim koeficientd '

/= A,

0=~-3A, +A,

0 =3A, - 24, + Aq
odsud A, = 1, Az-ﬁ Ag = 3. Tedyf( 27+ 1 gy =

- 1 3 .
f('r / {x 7)2 T -1 (.z f)")dr
g -3 -2

} I"’_"“’ .r—f 2i=-1? 3 Cr-f)y + L.

o)




Cvildend

Integrujte nédsledujfe{ raciondlnf funkce:

a) Jmenovatel mé pouze jednaduche’ redlne kxo¥eny .

2r+ 3 x
2. [ 292. [T &

2x?+ 4lx — 91 .rs—f
29, [ 4 ¥ ey

y e
235. / ,,ﬂﬁ“é dx 236./1,,_&“2 dx

237 /' xb - I4+31"?"‘912+4‘ dx

B2 o~ Gl &

B+ x%-8

- 170
208, [~ & 239, [ dx

X
240, [T

b) Jmenovatel mé vedimé kofeny, n¥které z nich ndsobné,

x2

dx
244, fw 2"2'/‘.X3+5x2+8r+4 dx

ox b o
243. f(x+f)(x+2}2(x+3)3 24k f(x+2)2(x+4)2 ax

245. [ 1 (E=L)tax a6, [X Lt gy
27, [ XL ar o8, /Ll 4

x? Jx +2
249, f(xz 3x + 2 ) e R30: f,r(12+21+7) s

¢) Jmenovatel mé jednoduché imagindrni koFeny.

251, f(x+f)(rz+7) 252 f T+x3

251, X x4+ 1
fﬂ—l dx 25‘*-[ P v

% dx ax

255. f 1+ x4 256. f x(i+x)(7+x+127



d) Jmenovatel md ndeobué itmagindrni ko¥eny.-

x5+ x -1 (r + 1)*
257. [ oy dx 258, f(x“g“?)g dr
Y dx
ZSQ. f—(?"__—i-)—;_, dx 260- ‘/(X2 4"9'_“)3
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5« Integrace specidlnfeh typu

funked

Integrdly ndkterych funkef 1lze pfevést vhodnyml substitu-
cemi na integrély raciondlmich funkci.

Pro usnadnin{ formulacf zavedeme tento pojem: racionélnf
funkce vice promdmnych R(y,, -..,» %) Je vyraz, ktery je utvo-
¥fen 2 tZchto promdnnych a konstant pouze pomoci operac{ sel{té-

3
nf, od¥fténf, ndsobeni{ a d&leni (napf'.z L s g',
3 2w Y2~ Ys Ya
Ys+ Yo Yy - % Y, +_yf'"”)
’ .
Y, [y22+ ya) 93' - U *+ Y
A) Integrély tvaruf’?fx, ""x, ...,%)dx , kde

}Q(y,, Ypy oevy Yssy ) je racionéln{ funkce, po&{téme substituct

£ = ¢”, kde me volfme tak, aby kafdé z odmocnin ’\"V; = t% byla
vyjédrena celou mocninou %, tj. aby s bylo d%litelné kaZdym

z ¢fisel n,,“,.., ng . Touto substituc! prevedeme plivodni integrél
na integrél z raciondin{ funkce (Jjedné promdnné), ktery vypol-
teme postupem, uvedenym v predchozfim oddflu.

e "
, 4 " "
Pr{klad 1. : i r=t, X =

klad 1 Y ) dr . Substituce Potom V. t=,

W = tgf Efsla § % mus{ byt celd, proto w mus{ byt d&litelne
dvéme a tremi; nejmendf takovs &islo je # =6, Substituct x = £
‘s ¥ 2 5
dr = 6t°dt je de = 6t dt =
s S 7 © = S o)

Y BN 7E (t+1) -t _ A -
'6/t(t+1)dt Z L(t+1) at = 6/(7 - g77)dt

= -— = _t_ 6+ = X
-6(109’1" logft-fﬂ)*'C Ioglt+1! A Zogzm * (.
BJIR(I, i?—cgfﬁ)dr, kde R(y,, yg) je raciondln{ funk-

war + b
c;i. +Vbtomtou integrélu provedeme substituci ol = f, pak
wrad = £ a z této rovnice vypolteme  jako racionélni funkci

prom3nné £, Substituc{ do pivodnfho integrélu je] prevedeme na

G




integrél raciondlnit fimkele preménné t,
Pr{klad 2, l/ d.r . Provedeme substituci

potom i+1 t I—7=t(.r+1) ’(1-t2)_g=t2.,.f’
2
X = -————-—;* :2. Méme tedy substituci x ;L._t._f_é., vypolteme jestd

2t (1-t8) - (1 + t2)(-2¢) . 7+
dy = 2L T dt = Gz dt

2
Substituef x = fj L2 dr = —f{-—g-—z- dt do pivodniho integré-

lu dostévéme [ /L= :f x, dx jt{f/.;. 2:)2 422)2 dt =

= lrfh—:%g- dt . Posledni integr4l ,je vypodftén v P¥{kladu

15 p*edchozfho oddflu: f(—,—Tz)f dt = arctgt - gizt— + C,

(X7
takéefl/x; xz de = Zarctgl/ +,i +’ . + (=
.r+1 *
:Zarctgl/‘r“i - x:;l /f;: +C.

PF{klad 3, fr:_—“/;’:l_dr . Substituce Vx+ 1 =¢, v+ 1= t%

dy = tht_fu'/"'_'__Tdr [755 2tat - 2/‘,
nzf«-——ﬂ—:ldt 2/t~ 1+—I-—)dt—2(—2-~t+10gl7+t|)+c
mx+7-2a/_7'+2[ag(f+/__f)+c-

€¢) Integrély typu fl?(x, Vaxr® + bx +c ) dx , kde P(_(/” %)

i

Je racionsdln{ funkce, poditdme tzv, Eulerovymi substitucemi.

a) Je-11 @ >(, pouZijeme 1., Eulerovy substituce:

Jax? + bx + ¢ = Jax +t. Umocndnfm tohoto vztahu se druhé
moenina prom&nné x vyruéi a zlstane &v +c¢ = 2Vaxt + tz, odkud
t2- ¢ t2-¢

b-2vat’ b-2/at

racionéln{ funkce prom&nné f. Dosazenim do pdvodnfho integré-

X = tedy Ma.r:‘*-wbz:ﬂfw:=|/~ + E, co¥ je
Ju jej pfevedeme na integrél racionélni funkce.

P¥{klad 4, f‘?zj%-?— dx . Substituce VxZ+ 1 = x + t (nebot

a=1), umoenintm x2 + = x%+2¢xt + t2, 1= 2xt + t%,
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- - 2.,
g2 1o tf g 22¢ - (1 92 4p -~ 21

2t ' 4t , 7
Vit+1 =x+ ¢ = —ﬂlg—ttg-f-“t: 1;;. Proto /‘/————ﬂ ’+ dv =
= ———L—z L Bt t2+1 ot - -Z = - =

s e f1+ 2 ( Tk ) dt /t dt loglt] + C

= lg(/FFT-x)+ (.

b Je-11 @ < 0, pak funkce Jax?+ bx + ¢ mé smysl jen teh-

dy, mé-1i rovnice ax? + bx + ¢ = (0 dva redlné rtzné kofeny X,

Xy, X < X, a je-1i x € {X,, B). Potom ze znéméno vztahu

ax? + bx + ¢ = alx-x,)(x-x,) plyne JaxZ+ bx +¢ =

- - X - X _ 2 _ _ Y - X ‘ . _
vou prevedeme pivodnf integrél/R (x, JaxZ + bx + ¢ )dx na in-

tegrél typu uvedeného pod B), ktery poZftéme substituct

vi-a) ——--‘—‘x:xi = £, co¥ je tzv. 2. Eulerova substituce.
T-X
z — 22 = = -
preklad 5. [T — 2% dx . Protoze /T x7 = /(1 all+x) 7= =

= (1-x) |/1L'_+—j- , poloZime ?—f—}{= t, ;rf = tz, odtud
_ 21 o 26(f2+ 1) - 2¢(t2-1) L. _ __4t
t2+1’ . & (t2+ 1)2 de tZ+ 12 dt, dédle

e 1 s e [ e 10 [

N - BV % - - 2 _ S PP
1 !
"fm dt). Integrdly ‘72 =‘f(t'q—+-_f)2_- at , .75, =

=f(m dt vypodteme podle rekurentnfho vzorce. Je

1 . 1 £ 14, _ 1 _¢t 1

2" 2 ((28+ 1) *t3h=g@g tractgt,

V55 @+02 % 27 4 (t2+ 1)F T 8 241
+ 2 aretgt,

8 .
tedyf\/?-xz dr = 8(.7,_" jg)"' 3("117,_‘5,«/)2 +§,tﬂf—1 *
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+§ arcgt) +C - - tfif)f + gy * arcigt + L -

= 2._12:1/7.-..;2 + Q?/'Ctg ’_+f +C.

D} Integrél fR(sinx, cosx) dx , kde B/y,, yg) Je opét
raciondln{ funkce dvou prom&nnych, lze pfevést na integrél
raciondin{ funkce univerzdlni trigonometrickou substituc{

h}%* £. Snadno zjist{ime, Ze potom

2
TrE T er o Gx=glmdr.

Pr{klad 6, -’ dr. Poufitim univerzdln{ trigonometrické

fink )
substituce tgg— = ¢ dostévére f’ s dt =

f
smx
=f{czt = loglt!+( = loglfq [+C

f+ dink
PX{klad 7. f;i%x(f+w!x)dx fg: 74 ,,E y [

f+e2+2¢6 f+t? 1+¢2 f+t£+2t ! rt
7+ 22 2 2 7+t2dt / @ =5 [Fdt+

21
+gffdt +[1dt= ] logltg £ + *‘7;1 # tgz- + C.

Univerzdlnf trigonometrické substituce tgg- = f vede vidy

2t
/+t2 2 dt =

k ¢fli, miZie viak vést ke znalnd obt{Znym vypoltim. V ndkte-
rych zvlé3tnich pfipadech Jje moZno pouZft vyhodndj&fch substi-
tucd.

a) Nechi R{stmx, -cosx) = - R(sinx, cosx), tj. funkce

je liché vzhledem ke 4r. Pffeme-1i R($iux, eotx) =

R{sinx, t0dx) o4z , pak funkee R{sinz, cosx) je sudé vzhle-
codx o8 x

dem ke ¢of4x, takZe funkce ¢24X se v ni vyskytuje vesm&s v sudé

moenin&. Tosazenim cos?t = f— gin’k pdevedeme tuto funkei na

raciondln{ funkei argumentu 12, Rfizﬁj,xCOJx) = R, (JZ'I/&_Z).

Integrél [R{sinx, csx)dr= [R (sinx) cosz dxr  prevedeme
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gubstitucl simx = t¢t, cofx dr = dt ihned na integrél racionél-

n{ funkce.
- cos®z
Pr{xlad 8. f Tt dr, Integrované funkee je liché vzhledem

o8 x cos8?x {— tin’x
ke codx, tedyfﬂ%ﬁz =y = fsmx eosx dx = [T e cosx d,

: 3 — 42
substituef sinr = t, cosx de = dt : o8 L oy =f—f—;§— dt =

11 S O | /
- 3t3+t+c' 3Jinaz+5in,z _Z

b) Je-1i funkece R liché vzhledem k fimx, tj.

R(-sinx, cosx) = —z?[.fiux, cosX) , pfieme anmlogicky

R(sinzx, cosz) . R(sinx, co3x)
T ftnr, pfrigemZz funkce TR

obsahuje 4wt vesmis v sudé mocning, tedy Jji dosazenim

R(sinz, wsx) =

sinlx =1~ cos’x prevedeme na raciondlnf funkei argumentu

cosX a provedeme substituci esx = £, |
Pr{kled 9. ff;% dr = ﬁ%?; finz dx = :

%fé“!;%— stwy dr . Substituel coSx =t, siny dv =-dt
dostévéme fngofz,z dr = /}4_ T -f..é__;‘f{_____;zg_u Jt =

=f(f—-t—2—;—7-)dt =t -2aretyt +( = cosx — Zarctg cosx + (.

¢) Neeht B (-sinx, —cosz) = R{sinx, cosx). Dosazenimw i
sinx = tgx - easx dosteneme funkei K(&yr- cosx, cosx), kterd 5

Je sudd vzhledem ke cOJX. M teme psét te(th 4 x, osx )=

= (R(tgx cosx, cosz) co.f‘*’,r)-mjzx . Funkce R{tgx-cosx, cosx) cos’x

Je sudé vzhledem ke ¢08x, takZe ji pomoei vztahu coslx =
= iﬁfz—; miZeme pfevést na raciondlni funkeci argumentu
gx. Protoie—;‘é— (qu) , vede v tomto pP{fpadZ k cili

substituce fgx = ¢.

Vel i
PP{klad 10, s Pra——— dr . Upravime funkcsixdosazenim
; - , . £od X - (e - .
siny = fgr-cosx: [ o g v dx f(tqu ~ 1) c0s%z dx r;i’?

S



|

N f 1 o3 X dt =
-ftg_f,x_, 5317 4% . Substituce tgr=¢£: f.-smf‘.z-caﬂ.z

=f“rf‘7'dt . Protoze to- 1= (t-1)(t%+ ¢t + 1), je

t
{___A , Bt+C _ AP+ t+7) + (¢-1)(Be+()
-1 t-1 t2+ t+ 1 t%- 1
Dosazentm £=1f do rovnosti /= A(t2+++1) + (t“ f)(Bt"f C)
dostévéme A =3! a porovndnim koeficientt B = -—— (= - 3 .
1 1 £+7 ! a4l
takieftghfdt=f(§'ﬁ“§m)df loglt 'f'
frat+1)+ 3 g I 2 _
-4 /2 At = F lbglt 7| 6log(t +t+1)

! ! 1 ] 2 _
“Efm dt = ylogle-1l- Tog(t"+¢+1)

-fcm:@”” G B

V¥sledek: LL%;.‘;Jf v dx = ’Zogltg.z—-l’ o 61[09(@%5-}-
ttgr+1) - 1L amtgéﬁg%i—’+c

PFfklad 11. J";”:ﬁ;g"; dx --f(—igj—m%dz =
_ttggfr{—%m"zx cos’t fttg;-:; -l+;gz_r'co‘f/€z .

_ dinrx — codx
Substituct fgr =g, [IPE - 047 f(t /){f+ 77y dL.

-1 A Bt + ]

R ' = . -—
ozklad (67 D11 1D 27 + 42 5 7 Porovnénim koefi
cientd zjistime, e A=-171,B8=171,C=0, tedy

£— 1 !/ 2

at = — t+1 V.S t C.

f(t+f)(7+t2) [0?' -+ l-f—zl()g{ +1) +

1 finX - cosx - _ yi z +( =
Vysledek: mex+wm logltgx+ll +2[09(tg,r+/) 4

ltgx + 1]

Sl




Cvidenid

Ndsledujfcf integrély prevedte vhodnymi substituceri ns

integrdly racionélnfeh funkef. :
+ \/i X
202. [~ dr

e e/ /\/“di ) TT+x
X265 [ 7)3(x+2)5
266. f 1in’x cosfx dx 267. f tgdérx
o 268, f{ln?éiirr)z 269, fcoﬂxdfz'n%
270 [t A
272. —j%df 273. f a‘cojx({fb-_frm,r
274. f;th%xcosx 275. / tgx - cosZx
276. f"ﬁ%; 277. /5+ bainx
278. f_,;—f—i-?fg-i—dz 279. / J.mzx%rgg{g

280, [——C0sL dr

findx — cosdx

281, [ViT-Zr -7 dx 282. [ — A
dx . \/Zr-/-x?
283. [ e 284, [Vt X
dx
285. fx—n/xf—x+7 286. fJf—?.r-x2

287, [vrer T & %288 [

.3 ax
283. f\/(i 2x—§7 290'/ ]+ VaZ 70 +72

=5



Riizne z'%tegnﬂy. P#i Fedenf tdchto pF{klad® pou#ijte

vBech dosavadnich zkuZenostf! z integrélniho podtu.

Xt dx
291. /"7 dx 292. /55
293. / log(x+1) 294, Vx
/ VerT dr fx e’ " dx
295. [ sinV¥ dr 296. /i dix
dx : : L, X
297. f ST 298. / sinx sing sty dx
299, [ cosx cos2x cosx dx 300, / arctq( T+ v ) dx
rVPx+T
S0 '/T & 302 f b" cos®x
: (Zoqx ~7)
305. / x? sinhx dr 306. / log77 dx
307 / «? 0¥ cos x dx 308. [~y
x2-8x +7 siny xcoily — 5mx
e f(x*’ ~Jx — 10)2 az 310. /e co8?
*a44 f (x? — 1) i 412 f X arrcth o
" (x2 A DVT+ x* x2)?

3
914, f.l’ ]C:{If'iio.f.r dr

315. fcz“m 316. [ wax (1, x2) dr

cos?x V'1 +4th + 192k
Nalezn®te rekurentn{ formule pro vypolet nésledujfcich

integrsld. PR
s “2
318. f (q + bcom)“ lal# 1bl 319. /(rm 22 )" de

320. f cos™x dx
56
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6, Ur 2 1t ¥ integsgrdl

Vypodet uréitého integrdlu spojité funkce prevedeme na
vypolet neurditého integrélu poufitfm zdkladnfho vzorce
J ) de = Flo) - Fla)
kde F(z) =[{(x) dxr . ProtoZe vysledek nezévis{ na volb& in-
tegra¥nf konstanty { nenf ji t¥eba pFi tomto vypo&tu uvasovat.
Vyraz F(b) — F(a) zepisujeme Zasto FCIC)/(f.

P¥{klad 1. f;fair . Zde je Flx) "'f:g‘dr = loglx|, tekze

podle zdkladnfho vzorce f S dv = F(5)- F(2) = [ogh - log2? = 1092
PAr{klad 2. '1_’17" dx , Proto¥e Flx) -f;‘:;‘[ dy = arctgx,
z

f
s [z de = F(1) = F(0) = arctg o] = arceg) - arctg0 = £.
Pf-iklaclif? A#%—ﬁdz « Pro vypolet neurditého integrdlu F(¥/=
wa dx provedeme substituci Vr = £, ¥ = t‘? dy = 2t df,
potom f‘f’}f dr = [ 2t gt = 7 [eost dt = 2 sint = 2sini¥.

&4 o3Vx
Visledek: _/.; £0 dy = .?Jm,\/_/ 2(521@2 —~ stmV3).

Vx|
. 1 3x -7
Prikladﬁr._/a‘xg"_?dr Jfff__:g— = _rz_,_ga"r f! g =
o 3109&,2,,_ 9) - —-az/-ctgg , proto of £x+; dr =

(2log(x +9}- arf'GL‘gg)/ Zi0g10 - Javetg ] - {i0g9-
= 3 logg- —3,- arctg;,—
Pr{klad 5, /x Z‘g.xa{x Substituef cotx = £ snadpo zijistime, Ze
[tyx dx - = [ dr Tk gy ~ logleoszl. Proto f,L lgxdy =

e
= —lgecasr F o+ Zogcm';?— = O
Pro urdity integr#él soudtu, rozdflu a néscbku konstantou

plati analogické vity jako pro neurdity integrél:

LG + @) ax= [Pfa)dr « [Pol)dx
L) ~ gl de= [P fe) ar - [Pq() de
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fb kf(.r}dz: kf flx) dx , kxonstanta.
Pf-:(kladG /‘ "’édz=ff ’*""” ’fgldr-;-

E

2_[; cog,r:d.zc~ —’ / + _me/f
V&ta o integraci per partes a vdta o substituci platf{ v této
podobd (pFipomente si predpokledy!):

[t o) = wtehobally - [Pt o)tz [ ) - [ Hlp O gt

Pritom u v&ty o substituci musf platit l)got'a) =a, qo(ﬂ) =b g

2) funkee 50( £) mus! zobrazovat interval {« ’ ) do intervalu
{a,b) . pruny =z tschto predpoklads (fasto obtfing ovsFitelny)

Jje automaticky spln&n, jakmile je splnn prvni z nich a deri-
vace funkce ¢p Jje v intervalu {a, i) nezéporné (resp. nekledns).
P¥fklad 7. _/;2@5: dxr = ./1'2&9@3.8& =x ch‘?.t:/,z-/;i-‘?&cg‘?z-‘gdr:
= 21092 - 3(xlog®x [’ - [Px-2-logu- Ldx) = 2l0g?2 ~ 6log?2 +
+6(rlogz/’ - /3 L 2y) - gzoq-"z 6log?2 + 121092 - 6.
Pr-ﬂ:lad 8, ff caf([og,x)dr / {x)cof/lagk)dr~ x o ( logz )}

« r sinllogx)- L dr » /5605[509 15) - 15 + .um(zagx)/,”
—f co.r(logx)clr tedy / co:(bgr)dr (l,5co:(bg7,5)—15+

+ 15 amllog15)) = 075[5:%[[0(;/5)1*505[104715}) 075.

 Vx
P¥fklad 9. 47,1_—-_

=7 d¥, Provedeme substituci vVZ = £, tj. x = t4,
Musf platit # = o, 9= (%, volme tedy a=2, 3=3. Funkce £2
mé na intervalu (2 3) kladr\ou derivau, takée Je spln&n predpo-
klad vty o substituci af r dx = f 1,‘ 2t dt =
2B L g e 7+—-L-)df 2(2 + 8+ log & - 2-
-2+ logl) =7+ 21log2,
Prfklad 10. /_': V1—x% dr . Substituce z = sinf pro £€ {- 537

Je stn (- 2‘—‘) =~1, Jimé! = 1 a funkce s £ mé& ne intervalu
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(’-g‘, 2) HEZéPOi'nou derivaci ws £ . Proto podle v&ty o substituci

| f’./"/ 22 dr fZ V1= sn?f cott dt = /z: cos’t dt =

-1

ff—fcoJZt
i

Z uvedenych p¥fkladl je zPejmé, Ze pfil vypoltu uriitého inte-
- grélu mi%eme postupovat dvojfm zpisobem:bud nejprve vypo&teme ne-
urdity integrél [f(x)dxr a dosedfme do zékladnfho vzorce, nebo
pod{téme prfmo urdity integrél s tim, Ze pFi ka¥dém pouZit{ per
partes vypodteme ihned u/x)vCr)/ab a pri kaZdém pouZitf{ vity o

substituci provedeme odpovidajici zm&nu mezi.
7
Pr{klad 11, f _g_r%_ dr . Vypoéet provedeme ob3ma zplsoby.

a) Vypoéteme F(x) f—@——dz’ Substituct et=£%, x = logf,
"4
axr = — dt Adostsvére f arﬁ, € dx /Lm’idf Integraci per

partes /a—m;ﬁdt /( ’)mtqrdf- ———azr’chf +f—7t—_z———dt=
= 7. 1
=‘_/-\‘ ?aﬂ’C@f 1“/{2:" W) dt = — fCIVC’ﬁ?f\-ﬁ bq,tl - 7 @(t"'f)
7
Flx) = - gfx arctye® + x ~2—’Jog/e”+/);/; amﬁqex-g; dx =
_ avctg e 7 Z
- 10 2o ey [og
f X

b} v 1ntegré1ufo a—rz—?—eldtprovedeme substituci e‘f= Z, potonm
o = €o=-’ 7 p" e!= €. Funkce X = togt mé v intervalu <7, @/
kladnou deriveci, proto f -aﬂ#dt feL:fg—tdt Integra-
et per partes .f —a—”g—fg‘—dt= ——-az/'ctq f/ f t(t"’+ 7 dt =
s s arctge + awch'l-.l-/f' fetf";
-Tarctge + Z + /-—2-—(Zaq[e +/)~ lagZ)=

T 2
=7+—+—-az/'ctge-z} + gloqm

Je z¥ejmé, Ze délka vypodtu Jje v obou p¥fpadech skoro stejné,

|I

“\

1]

89



C¥illent

Vypolttéte hodnoty nésledujfcich integrsld pouZitfm

Newtonova vzoree:

- 1
. 321. /_; Y= dx (0< a< )
!

- 2xcosa + 1

ox )
- 322 [T e

i I+ ecosx
x z
| ?H | 323, foa stnx de 324, [?,
. I
?J A
‘i
6. dr .
If’ e fo a*sin’r + B% cos’x L Ei
i sinhl
7 dx 7
; S 328, /° T/ijT/_ dy
. W8, Jp /T s 30, [ e
i 131 f L
| Xt
i 2@
1 332, /, “?“b—“j;—- dx (b>a>0)
333 f%g_ x3 £ s
I (§5" -r")'»éi @ S > X ax
| ; _dx
‘ 3. fxe s
E Vypolt&te tyto integrily pouZitfm v&ty o integraci per
1 partes Pro uréity integrdl:
i
.‘51 1 =
‘ 336. J, z¢ ar 337. f,zr log, x dx
i x el
338 [ rlsinr dr 339 / “‘3\77%?;‘2“ de  (2>0)
t: b4
- 340. [ logx dy

|
60
|
|
|
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Nésledujfc{ integrély vypoltdte pouZitim véty o substitu-
e¢i pro urfity integrél:

@ vV 1
st [ g w2, [ gy

(]

| o __x v P YD
A A N T
o X 1 2
W, [t o Wby Trv e &
clog2
av. il g an, [ VT- e dx

X

a dr /7 dx
3"9. fa x+l/Q2-12 (a>0) 950. _//%_8_ X/(,(T?)_s—

~ Vypott3te 1libovolnym zplsobem :

2 dx wgs o¥Ve* -1
3s51. f1 — 352. fo x5 dx
333, /Of Zco;iff 7 35h. f; (arcsin x }* dr

355. f1mazrctg VWx -1 dx

Najd&te rekurentnf formule pro nésledujfcf integraly

(wm,n prirozensd dfsla):
356. ‘/1‘ ¢ log " v dx
357, _/;éc sin™x cos™x dr

(Uvazujte zvissf liché a sudé hodnoty &isel m,n).

388, [ % sin"z dr 369. /' (1— x2)" dr

360. ’7}_‘_‘—%_ dr 861 [* tg**r ax
*362. /: x ™ (log x)" dx 363. [’ox”e’ dx

a6k, /% corx ges. [T (i - corx iy,

61
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7. Nevlastnd integrdly

Nevlastn{ integrély obou typl politéme podle definice:

Pr{klad 1, f ’+ xg dx. Podle definice je f -m-ir =
¥ l - - _Jg_ I A A

P¥{klad 2. f Yeosx drx = sz fco.rxah’ ézm wy .

Integrél neexistuje, protoée neexistuje sz {tﬂxy

P¥fklad 3. f logx dv - lzm f’kqxdx sz (-1-ylogy +y)=

= -1 Vl_f; fyloqy. Podle 1 Hospitalova prav1d18 Je 5}_’;‘3 y logy =
=zlm—[%9—y-= lim. —-’L—— lzm (_l/) -7.
y=0r i y=20r -1,
(754
Vysledek: /0‘4599’.15&(1! =~ 1.

f
P¥{klad 4. fgszif dx:y[_a;nf (’[()g|3+,'+ 1[093)_-00,

Integrél diverguje.

Casto je tieba zjistit, zda dany nevlastny integral konver-
guje, aniZ pritom potfebujeme znét jeho hodnotu. Spojitost integ-
rované furkce (na rozd{fl od urditych integrild) konvergenci neza-
ruduie, proto¥e integrél nemusf ani existovat (wiz P¥fklad 2)
Situesce je jedrodufd{ u funkci, které jsou v celém integraénim
oboru bud nezéporné, nebo nekladné; v tomto pF{padd nevlastn{ in-
tegrél vidy existuje, miZe visk mit nekonedncu hodnotu. Abychom
z}istili, zds je konvergentn{ nebo divergentni, pouZivéme tzv.
kriterii konvergence, Uvedeme Jje samostatné pro oba typy nevlast-
nfch integréln.

A) Pro integrély typu JG:a?VQJCiZ plati toto kriterium:
Je=1i f(.r) spojitéd a nezépornd nebo nekladnéd v intervalu (a, *m)
a8 je-1li pro iisté p>0 limita xliﬂfm.rﬁf(x) konednéd a nenulovi,

potom je-1li p> 7 , pat integrél konverguje & je~li 04/0.4 f,
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y " . »r =
pak integrél diverguje. Je-1i é%x f[x) d a s 7, pak

integrél konverguje.

PFi vfpo&tu konkrétnfch priklad® se proto snaifme najit
p> 0 tak, aby limita 4{% xf'ﬂf(I) byla konedné a nenulovi.
Takové &fslo P existuje nejvyZe jedno. |
Prfklad 5. ‘/o'+m%1— dr. Funkce je v integrednfm oboru kladng,
Zkusime najft &fslo ¥ >0 tak, aby sz x”%’éz—;’% byla koned-

3 o 2T

né a nepulovd, Zvolfme p tak, aby mnohodleny v &itateli i ve jme-

. et v . p Jx%+7
noveteli m&ly stejny stupen, tedy =17, proto lime.x 5 c
X ro0

Skl x
=l T

Priklad 6. / de Zvolime opét p tak, aby ve vyrazu

5 . Podle uvedeného kritéria integrdl diverguje

X x
m m&1 mnohollen v Zitateli stejny stupen Jako mnohoélen
b4 .
ve jmenovateli. Tedy p=2 o L/é’% X /[Yx) £L+,(/+x)§ 7.

Iptegr 1 konverguje.

ret
Erikled T f Mdz’. Zde jde o limitu vyrazu xﬁa__ﬂ
Y% Yx Ve

v +00 ., ProtoZe funkce avefgx mé v + o0 konednou a nenulovou li-
ritu, volfme ® tak, aby se P vykrétilo s vx tedy ;U“:?Z.

Potom sz xﬁf[x) = lim fx HLlx . lz,m arctyx = ? .
x> &g \/——

Inte_zr 1 diverguje.

” O - gy

Prfklad £, [ ¢ “Cdr. Pro libovolné &fsle p> O plati

lim ;fgx = (0 y Prote prvni &dsti kriteria nelze pouZft. Podle

druhé &ésti (km xpf{x) 0 pro jakékoli ,0>0 y tedy napt. i

pro p=2) integrél konvermuie.

+7
PF{x1ad 9.é X loa¥ v, Funiet (f—lw)“%— miZeme psst ve

o (1+ x2)8 1
tvaru __X logx logx _ 1
(1+x5)% x - FrotoZe l% X J;ZE;% z =0

apro p+2 < & je lim —‘L—g— 0, volime p tak, aby > 1,
p+2< 6, napr. © =3, a potom podle druhé ¥4sti xritéria in-

tegrél konvergu’e.

o3




Ir\tep'rélf ffx)d.z prevedeme substituc{ X =-% na integrél
f f'fx) dr , na xtery lze (Jje-1i f(x) nezéporné nebo nekladné)

pouZft nafeho kritéria.

-2 3
P*iklad 10. f —-,,rﬁ-,—dx Hodnota tohcto integrélu (existuje
- +00 (. 1)3 Ll dt
~11) Je rovnaf2~u—(_t)ﬁ.+1 f £5 — . ProtoZe
wm 2=t = 1 integrsl konverguje.
f_’fg‘, F7 5 egrsl konverguj

N2kdy lze pouZit t&chto dvou kritérif: 1) Konverguje~li

j:w/f(x)/ dr , konverguje 1/ f(x) dr, 2 Je-1i 0% flx) % glx)
pro xé(a,+m) potom kor\verguge—ll [l QCZ)CZZ konverguge i

f f(,x)alx a dlverguge—llf f(.L’) dx, diverguje i/ q(x)db
P¥fklad 11. fo o8Iz e 2 J¥. Podle kritéria 1) stad{ Zjlstlt,

Ze integrélf /60.13.}:9 /dz konverguje. Protoie /ca:u?xe /.ée
a in‘tegrélf ab[ konverguje (Pf-Iklad 8) , konverguje podle
kritéria 2)1i integrélf /caJ 3x e /dz
B) Pro integrély typu fabf(x)aiz , kde funkce f(k) je spojité
a nezépornd neho nekladnd v intervalu <d, b) a mé nevlastnt
1imitu zleva v hod3 &, platf toto kritérium: jestliZe pro Jjisté
>0 Jje limitaé%_(b-x)p]{[x) kxonednd a nenulovd, potom pro
< p <7 integrsl konverguje & pro p2 7 diverguje. Je-1i
iz;ﬁfb‘(b—x)pf(x) =0 aQ« p <7, pak integrél konverguje.
Je=11 funkce fﬂt) spojité a nezdpornéd (nekladnd) v intervalu
((1, B> a mé& nevlastni limitu zprava v bod& &, poditéme miste
lim (b—x)pf(x) limitu Jime th—-a)pf(x) a ostatn{ zOstdvé
x> D- X aF
v platnosti. Cfslo Py pro které je limita konelné& a nenulovs,

existuie opdt nejvyde jedno.

S S
Pr{klad 12. j‘;/—x d¥ . Furkce mé nevlastnf limitu zleva v
4 L) —- p
Bods 7. Hleddme proto &islo p tak , aby “gz;m,_ (7 .v)vf,%x——)f/:g

.-.1&_1;3/;, (/—x)p(‘:i—)‘f;'z‘ . byla kone¥né a nenulovi. Z¥ejm& je
O




7 .
vhodné odstranit vyraz (1—.149/2 ve Jmenovateli, ¢ehoZ dosdhne-

me volbou p= 2{, nebol pak se vyxrstf: lzm (71— I)('""L“)*?/; =

= lime x = 1 . ProtoZe p-——— (!, integr#l podles kritéria kon-

X— 1=

verguje.

1
Pr{klad 17, f de. integrdl mé nevlastnf limitu zprava v
Co.fx

bods . Hleddme proto p tak, aby szé (x-0)

+
- liu&xp :(‘;I byla %oneénd a nenulovd. Volime /O op&t tak, aby
X
X
se vyxrétilo x ve jmenovateli, tedy o= 7 , potom Jim I/ﬂﬂc‘%{-—L‘
.r-’Of

= lim cosx = 1. Integrsl diverguje.

r—a . ) .
- arcsin x_ arcdin x arcsin x

Priklad 14. f '/T"'_? dr. Protoie ‘/7-_1;2 B (7- x)z (7+_1:)V£7

vol{ime p——z potom lim (1-x)F GUCIBE - 74y @rCstRx

& ! . - X 2 Z
= aTmﬂ—n—{ T.Ini:gfrél konversgu je S
2 L

P 1 >
F{klad 15, fxlog dr. Pro libovolné p >0 je

p-1
: (x—17 _ 4. M : _pnr-t
?—T 1, X log x fi“}’,; logx + 1 xli'% pile=il '

Tato limita bude %oneZn#é a nenulovéd prévé kdyZ p= 7. Proto

integrél diversuje.

= d¥. Nejprve upravime integrovanou
VCOJ’I - 03

furkei: _ 3 g 7
\/3 o8x — cog £ tos C{}jr— F - |
Protoze litm 13/.2:__—;‘5__...__ = 3/~ - J/___,f_ - ?@“ ?
x>% Veosx — cos % 77 cag;g)ﬁ !f Jz,n%
p—

Zimﬁ (—E—I}p _ 4 = sz ‘/2

X%

Pr{klad 16. f

Tato limita bude konedns a nenulové pro p -§i Integrdl konver-
Zuje.

Priklad 17. Zjistdte, pro kteréd hodnota «a > {} integrél
%/ %4
g

1 ginz . v .
3’ -
j“) o dy xonverruis. Necht p)@ , Dotom .gl—ii%o-fx

~a+1 X 7. N . . ;
= lim x¥ SHZ o L P { protoze lm 1L - 1),
Z~04 » X 05 x—=0+ L

Iato limita je konedné a nenulové prévi kays p-~a + 7/ = 0

ti. p = a~-1. Protole P> 0, miZe tento pPipad nastat Jjen pro

&5
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a>1. Jde-11 0< p=a- 1< 1, tj, 1< a<2, integrél kon-

verguje, je-1li p=a — 71721, tj.a 22, integrél diverguje.
Ve zbyvajfcfm prfpads 0 < a £ T je pro ka%dé p> 0,

lim xP
x-’O,.

erél konverguje. Zévir: integrél konverguje pro < @ <2, di-

’?‘t = ( , speciéln® i napf. pro p = 2!- { 1, tedy inte-

verguje pro a2 2.

v nékﬁerych pifpadech lze pouZft rovndZ kritérif, kteréd jsme
pod &isly 1), 2) uvedli v &ésti A.

Existuje-1li v integranim oboru viee bodd, v nichZ ma funk-
ce nevlastn{ jednostrannou limitu, je t¥eba jej rozd2lit na in-
tervaly, z nich? ke%dy obsahuje jen jeden takovy bod {nebol nae
¥ritéria jsou formulovéna jen pro tento pfipad) .

P¥iklad 18, fo BgX gy . Funkee mé neviastnf limitu (jednostran-

JI—- 12
nou) v bodech O a . Rozd31lfme proto integrél na dva:
1 z
fo Frdr = [ -ﬁ‘f’—dc + f de

(misto% jsme ovZem mohli vzft libovolné jiné &islo z intervalu

(0, 1) ) - U prvnfho integrélu pro libovolné p >0 plati

7
lim rp_@___ Lm  —PLE = 1y A ==L lim 2 =0,

L=20y Vi x? , X0 x P £—0y (-—p}x"p" F x-0
tedy integral fz fog X dy konverguje. U druhého integrélu jJe

vi- x2 ,
lim (1- .x)’o 100’/2(’-*15),/2 = 0 pro ,0=§-’, tedyj;t-\/;ze_f——_%dr

=

rovn&? konverguje. Vysledek: Integral konverguje.
Analogicky mi¥eme zji%fovat konvergenci i u integréld s
nevlestn{ mezf, jejich? integra¥ni obor obsahuje body, v nichiZ

mé funkce nevlastni limitu.

1 ar
Phfklad 19. f —am—éq—xfdr rozep{Seme ve tvaru f ?xi 1)1 dx +

avetg r *"0 avetg x Daye
+f (x-1)2 dx +f (x~1)? dl Integrélf f)edlf konver-—

(o13)



guje, avdak integrély areqx g 2 ave
f (x—1)2 s ‘/; Tf%& diverguji,

proto cely integrs f av‘cgz_z:
grél 1)? dr je divergentnf.

&1




integréld, U pffkladl 366-385 konvergentn{ integrély vypoltéte.

366.
368.
370.
ar72.
74,
376.
378.

380.
382.
Jah.

386.

36e8.

390.
392.

A9k,

o8

Cv

ideni

A) Integrdly s nevlastn{ mez{f.

Rozhodn&te o konvergenci, resp. divergenci nésledujicich

In
[

A

dx
x2(x+1)

X Jinx dx

Vx

L‘”_anz:c%g_x_ dr

/“"’xs i

-
/°
S

f log (x%2+ 1) dr

1

/-

x3+]

o e ¥ de

dx
x-log log x

X

dx

367.

369.

7.

373.

975.

377

379.

a81.
383.
38s.

387.

389,

391.

398.

395.

fom (1 fx)a dr
b

fame—ﬁdx

LT ™A (a»0)
o VE

/1- I+ 1) i

/m arctg x
0 (7+x@§

] xg,.}_f
-/1‘ x¥ dr
f‘” x arctg x i
0 W
] x’“
A dx

(x%+ 3+ 1)3

/‘” cosax o
0 i+ _(" X

fw arctg ax dr
0 ¥




B) Integrdly s neomezenym integrandem.

VyZettete. konvergenci, resp. divergenci nésledujfcich

integrélf. Konvergentnf integrély z prfkladd 396 - 405 vypoStéte.

A
396. ‘/(; € __dx__

x Jog2x
: e dx
398. ) — T
1___dr
400.f£ T

3 x?
402. [; =t dr

=
406.f’ e g
408. /|~
wo. /LAl dx

de
HIE fo et — cosx
i, [/ ,_d‘?
416, /) ¢—T —E gy

*uof Jo [’”) /1

Rizné priklady

dx
WO\ L o T
2
1
405. f_f ;;x dr
5 dx
N A sy =y G

k_X+ fimx s x
421, Pro jaké hodnoty k je Jr .4 dr konvergentni?

X - nx

o9




422. Pro jaké hodnoty R konvergujf integrély

© dr ®  dx
fz 8 f2 x(log«r:)ii 4

x* log x
423. pPro jaké hodnoty #m Xonverguje integral «
fof-ifx"—%l-dx -
42k, Pro jaké A konverguje fz“‘“—dr-r— ?
0 snim"r
425, f1 m% - 426. fomx”eﬂxdv
427 /‘)“” _(-aé—dl—::ffj’r 71 pfirozené
428 foflog”.r dr # prirozené
® arctqg(x-1)
430. [~ 12 (0<a<2x)

1 (x— cosa) Vx?—17
00 -
*431, [ —Z— dy

“udg [TAAE OIBE 4 (450, 650)

0 gL
*‘t33.‘£ .!z';zz,r dr

7O

1 pPirozené




€. Diferencidlnid rovnice 1. *4adu

V tomto oddflu uvedeme metody Fefenf ndkterych spec. Inich

difereneidinfch rovnic 1. Padu: rovnic na separaci prom&nnych,

xr + by + vin %
homogenn{eh rovnic a rowmic tvaru y'-‘- gx _,_dg+; . PPri in-

tegracfch, které se vyskytnou v prdbdhu Pelen{, nesmfme zapo-
menout na integra¥n{ konstantu, kteréd je dlleZitou soudéstf vy-
sledku.

&) Rovnice na separaci prominnych majf tvar y' = flx)g(y);
pravou stranu lze tedy rozloZit na soudin dvou funkci, z nichiZ
jedna obsahuje pouze x a druhé pouze y. zvlddtnim pripadem této
rovnice pro fﬁz)= 7 je rovnice y'= g(@) y, VvV niZ se na pravé

stran® nevyskytuje prom#nna X.

2
-x -
Prfklsd 1. Rovnice y'= £, y'= ﬁ—, y' = L.I...‘ZZ’

o 422
4 2xy

rovnice y" =

jsou rovnice na separaci prom#nnych, kdeZto napf.

y+x? ¥ = X

Rovnieci y’= f&)g(@/} Fe8fme v t¥chto krocich: 1) piepi-

nikoliv.

Seme y/ na gtz, tim dostaneme % = f{.r)q{y), 2) v této rovnici
pfevedeme Zleny, obsahujfc? i/, na levou stranu a &leny, obsahu-
jief X, na stranu pravou: g—,c{-ig)= f(x)dz , 3) provedeme integraci

jg%y] =/‘fé§) dr , 4) ze ziskané rovnosti vyjédifime t jako funk-
cl X (nékdy tento krok nelze provést) . PFi tomto postupu jsme

pfedpoklédali, Ze q[y) # 0. Je-1i g(yo)= g pro Jjilsté &{slo ¢, ,
pak konstentnf funkce & = i, je PeZenim pivodni rovnice, [lakto
ziskans Pefen{ lze ndkdy Jje¥t? navzdjem"slepovat", to viak zde

pro jednoduchost nebudeme brit v uvahu.

1—-2x
B = 2

Pr{klad 2. Reste rovnici y’= . Jde o rovnici na separaci

prom¥nny¥ch, nebot _1—-___22’£ = (1-2x)- ‘}% . Provedeme jednotlivé

kroky: 1) g—g = -1—;22-;—, 2) prevedeme Y na levou, £ na pravou stra-
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ot

i

nu: yldy = (7~ Zx)d.r , 3) integrace: fy dy = f(1- Z.H)d-v
priton fy dy = l [(1—2x)dx = x-x*+(, tedy |
1 = x - x%+ 6 y ;/3(_1{ x2 + (). T{mto vzorcem jsou déna

viechna Fe¥en{ dané rovnice ).

Pr{klad 3. y'a !+ y‘?. Jde o specidlnf pifpad rovnice se separoc-
vanymi prominnymi, kde prava strana neobsahuje %, Rovnici Pefime
stejnym zpisobem: 1) % = 1+ yz, 2) 7—_%%7= dr , 3)‘/1—%%—2- =

= arcty Y =fd.l¢ =2 +C . 4) Ze ztskené rovnice arelgy = x +C
plyne, %e musi byt X+ C € (—%, —2@-) (nebot arcty y€ (“%, %)),
tedy x ¢ (- Zﬂ ~-C, -;—r- ¢) {(poviimnXte si, Ze definiZni{ obor Te-
fen{ zé4visf na hodnot® konstanty C !}. Potom & = ty(x+ (),

co? jsou v3ecnhna tefen{ rovnice,

Phixlad 4. y’: - _\/7__.1:'___%:7_’ T %{,—: - 77'%!-. Zde je gly)=y
ProtoZe q{()) 0, je xonstantnf funkce Y = 0 ¥e¥enim. Pro y#0
.edy Tf?‘fdffg loq/y/f =y dx =
"ff"/——f'='-’2‘dl =/T=— xZ + (. Z rowvnosti loglyl= Vi-22+(
/7___—_

plyne /y/— e . Proto¥e { je libovolng konstanta, -je
ec libovolné kladné &islo, — QC libovolné zéporné ¢islo. Ob&
fe¥en{ mi¥eme shrnout vzorcem Y = Eemf, kde bud K >4
neho K <0 . Protofe hodnot® ¥ =0 odpovidé vySeuvedené Fe¥eni
y =0, jsou ve vzorei y = K eV 7—1’ xde £ je libovolng kon-

stanta, X € (-1, 1) , obsaZena viechne tefen{ dané rovnice.

Pr{¥lad >. yl= _ng‘—il' Protoze [+ .?g/ =0 pro Y ——'2!, je xon=
stantn{ funkce q'—l fedenim . Pro yi-—zf- Je ’—_{_é‘g; =
_ 1 _ feosx
cotg 2 dy, f1+ L toglt+ 2yl = [ o5 dx = loglsimzl + C.

Z rovrosti 5 Zoq/1+29/- log|sinx|+ C = log VTT+ Zyl =

plyne ezoq"”*’fy w‘?/lwul-aLC . tedy

b nglepovénf" Fedeni nebererme v dvahu,

T2




JIT+2y] = eClinz!, tedy bud /+2y= e siuk nevo 1+ 2y =

= - zclm.x Analogicky jeko v p¥edchozim p*fkladu miZeme oba
p¥fpady shrnout vztahem T+ 2y = K sia®t, xde £ > 0 nevo K< O
Hodrot® K =0 odpovids xonstantn{ Felent yz—z-!, proto kazidé Te-

Senf{ na3f rovnice je tvaru ¢y = Zf(f(dimz.z- 7), kde K je libovolné

konstanta.
W 2 -—
Pf-ik‘g‘é' 6. y’= ﬁ—x-'—?l . Tato rovnice mé konstantni Fefent
ﬂ'f‘l d
y=0’y=30PrO y:ﬁo y#‘g Je 2”3 ir’ y =

-( 3)

=f-%—-r ZOQ/.Z/+C Pf‘ltomf -3y fW_{/L:”— 1_/-%—3'6&./
3 y-3
=§?‘f(—rg‘“ -")dy = ‘"Za]/‘y"“— = loq Vg/ gg/i
tedy @3/ %) < oglz] + C, /et - eflxl, /y-g}f/= PP
-3 _ 3

L= K K30, v =
Nan#é rovnice mg tedy konstantnf Fefenf y =0, y =3 a pro li-
hovolné K# () vezent y = T:Qm pro £ € ('WQT%)U(?‘/L, + )

Hodnotu konstanty mtZeme urdit, je-1li predepséna funkéni

hodrota v urfitém bodZ;

. » 1+ y?
B mlad 7.Naleznite Peden{ rovnice y’ T (T pro které
Jje y”) = f. Separac? promé&nnych dostaviéme f-f-;z;—dy b

/
=IW‘U" m‘ot"éef,—f?"déu gloq(f+ y?),

Jxf . X/
[erraaeyde = by5gr + €, e logVl+y* = Z"‘fﬁ”'

rY,
P 14yt = e - Kt

= 2
xie K >0, y? —Uf ?i —7 4 ; kazdé refeni tedy Je tvaru

L J{K=1)x* - 1 . (K =1X% -1
Y / 1+ x% » Y 3 7+ 2

y(f) = | dosazenim dostévéme K2~2 , K= 4, tedy y = /__.._H
1
pro fx! >‘/3— .

odtud 1+ y

. Z podminky

B) Homogenn{ diferencisln{ rovnic{ nazyvéme rovnici

y' = fle,y), xde f(x, y) je homogennt furkce. Funkee f(x, y)
T3




je podle definice homogern?, jestliZe pro kazdé k# 0 je

f(kx, ky) = f(x, y). V praxi je vhodnZj8f pouZf{vat tohoto kri-
teria: funkce je homogenni, jestliZe (pr'o x# () Ji lze upravit
tak, Ze %Y4dna z promdnnych X, i se v ni nevyskytuje jinak, neZ |
v podfiu £, ' |
g - w2 Zry -rf !
Pr{klad 8. Ovabte, ze funkce 2L, ¥ (lgy - logx), % 7.3 res” S

X+’
VrZ+y” + y

S jsou ve svém definidénim ol}gru homogenn{, Upravime .
X_¥ |
jednotlivé vfrazy: -2 = —_Z s Y (logy - logx) =

X +Yy x+u'_1+i!’-¥«

5 v y’-Zry-2® _ (% —-21—4 \/x2+y§+y
z L 2y 2yy -2 (1)%2”-7’

2‘/7*(5)2*'}’- pro x > 0, = +.3 +”=—-‘/1+(3,”-’-) 4‘%

pro X <. Viechny vysledné vyrazy obsahuji promsnné X, ¥ pouze

v podf{lu 21’-’, prote Jsou dené funkce horogenni.

Homogenni diferencidlni rovniel g’= flx, y) reifme takto:

1) nejprve upravime funkei na pravé strsnd tak, aby se v ni
proménné X,y vyskytovaly pouze v pedflu 3, 2) zavedeme novou
funkei Z = :g ; potom y =xXx, takze y = Z -f-.z:z’, 3) do upra-
vené pravé strany rovnice dosadime Z za —i—’- , na levé strané rovni
ce nahradime pcodle 2) y vyrazem & +x2Z’, I'{m dostaneme rovnici
na separaci prom#nnych pro nezndmou funkci &, kterou vyreSime
podle A) & nakonec vypodteme y ze vztahu iy =z, [im dojdeme ke
viem Pefenfm pivedni rovniece.
Priklad 9. y’=e:‘¥+ % 7de je pravé strana jiz v poZadovaném
tvaru, takfe kro% 1) odpadé. 2) Zavedeme novou pomocnou funkel

= :gt potom y (xz) z+xz', 3) dosazlenim do plvodni rovni

Z P .
ce dostévime z + x2’= ez+ Z, tedy Z' = <~ € » €02 Je rovnice
. : -Z ! -& .
na separaci prom#nnych. Je ¢ d.z =z dr, tedy /e dz =, ~e =

=f L dr - loglxl+ €, &% ~toglx+C 2 - -log(-loglel - C),

Tl




y=xg = -xlog(- loglel - C). Pritom musf byt x # 0,
~ lbogly) - € >0, teay 0</x/< e,
P¥fklad 10, y'= —-(lagvy logx). Aby m8l vyraz na pravé strang

smysl, musf byt > O, x >0, Potom ¢’ = glag PoloZime opst

.___,y g+x:,z,;z+xz ~zZoq.7,.'z-’&[aqz Zl Tato
rovnice na separaci prom#nnych ma dvé konstantni feSenf Z = a,
z = @, jim¥ odpovidajf funkce y = 0, y = e¥. Vznleden k podmin-
ce Yy >0 véak\ funkee y = 0 neni redenim; funkce ¢ = ex Jje pro
x > 0 Petenim pivodnf rovnice. Necht z# 0, 2#¢; potom
709_12'—:2_ ——‘i‘f zzdz fiaqz I:—zld“'

= logllogz - 1/ = fx dy = Zoq/x/ + L, llogz-1] = e,
logz~1 = Ky, K#0,z= el K‘E, y=xz = xe! "% x40,
Proto%e hodnot® K = 0 odpovidd Fefen{ ¢ = eX, je kaZdé Pefeni
neff{ rovnice déno vzorcem ¥y = xef'*k’x K libovolnd konstanta.

Pr{klad 11. tj = X% 730 must byt ¢y # — X. ProtoZe -——-—5(——‘—'
x+y X+ vy
e ‘g dostévdme po dosazen{ z = £ rovnici &+ x&’'= /-2
’+-¥: 8 P a 1 Z T O i Z y gy

2
z' = 32! ! f‘i = Z . rato rovnice na separaci prom&nnyen mé dvd

konstentni FeSenf z, = — 7+ \/2_, Ly &~ !~ /Z—, Jimz odpovidaji

tefeni U, = (|/_-f)x Yy, = —(1+2)x pivodndt rovnice. Pro

;z:ﬁ:z,,z#zz Jef%dz ——[oq/f 2z - 22/[ =

1 C
“[ifdvec- “’9/"/+C’»/lf~zz—zfl Fxl

{ -2z - 2z% = ——; K # 0. Funkci z vypodteme Fefentm kvadratické
K ! 1
rovnice 22+2.'z+72—5-—7~0 g=~—1%yZ2-%z5 Protoze K je

libovolné nenulové konstanta, mizeme psat;(l =L, kde L je libovol -

L ra
nd nenulovd konstante. Potom ¥ =x¥Z = —x % x./z-_;z. Musi byt

2—-‘-;—'-2 >0, tedy x2>-2[1. P¥i daném L méme tedy pro e >§* toto

Fefend:

5




y=-x+JTRE"T

y=-~-x-y2x¢t-L

[ ]

ProtoZe hodnotd L =0 odpovidaj{ Fedent YUpr Ypr Jsou uvedenymi

vzorci vyferpéna viechna FeSen{ nadf rovnice (pfit libovolnéml),
axr + by +f

cx + dy +g rozlisfme néko=- |

i -

?i“ 1ikx pripadi: |
f‘}l

| 1) Necht ad # be. |
1.1) Je=11 f =g =0, pak jde o homogenn{ rovnici |
/. ax + by

Y *Cx rdy’
1.2) Je~1i alespon jedno z &fsel f, g nenulové, zave-

C) U diferenciéln{ rovnice y’*

deme novou promnnou £ a novou funkci & rovnicemi ¥ =t + &,
y =z+f, kde a, B jsou zatfm neurdené konstanty. Dosezenim

do pivodnf rovnice dostévéme
,_ at + bz + (ax + §B + f)

“T Tt vdz + (cx +dB +9)
tfsla «, B nyni volime tak, aby bylo ax + &f + f =0,

& ca +df +g-= 0. Podminka ad # bc pritom zaruduje, e tato sou-
5 stava rovnic o dvou neznérych &, 8 mA PeZenf. T{m jme nadi rov-
¢ o : i £t + b
nici prevedli na rovnici g’= &L * 82
| : ZFctrdy
g ku musfme oviem pfejft k x, i dosazenfm £= X - &, Z = y—8.

2) Neeht ad = bc.

co? je typ 1l.1). Ve vysled

2.1) Je-1i ¢ = d = 0, jde o rownici y'=F¥ gy Q'f
kterou pfevedeme zavedenim pomoené funkce Z = —gqx+ g-f-gna
1 rovnici g’ = 52*9: co? je rovnice na separaci promZnnych.

';;. 2.2) Necht aspon jedno 2z &fsel ¢, d je nenulové,

‘l napt. ¢ # 0. Potom zgmdminky ad = b¢c plyne b=-%-c—i, tedy
+
’ y’= ?‘i:;z:g = cc.‘;ci-:i:;j) f. Je-1i d=0, jde o rovnici
| 14 h{x), xterou Felfme 1ntegrac:(. Je-11 d+# 0, potom zavedenfm
Laz+f

| nové funkce z = cX + dy pPevedeme rovnici na tvar z’= dﬁ—i—;—-—a
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co¥ je rovnice na separaci promdnnych.

PAfKlad 12, y' = LEEEI g5e seadkbe, f20, g0, s

tedy o prfpad 1.2L PoloZme x =¢t+«x, =22+, poton
t+z+x+f3+3

z' = e . Cfsla a, 8 zvolfme tak, aby bylo
x+fB3+3=0,x+1=0, tj.a=~1,3=-2. Pax jde o rov~
nici w’= t;'? = {1+ —f—, co? je homogenni rovnice. Zavedeme

novou funkci w = -;5, potom 2’ = (tw) = w+ tw', tedy w+ tw’'=

g, w=loglel +C, 2= tw = t(logltl+0.
Protofe x=t+u=%t~-1, y=2 +fB=a-2, jet=x+1,
Yy =y +2, taxie dosazenfm dostévéme y+ 2= (¥+ )(loglx+1]+C}

= (x+ MW log[z+1] +C)- 2.

P¥{klad 13, y'= ZX 7 il +3. Tato rovnice odpovidé pripadu 2.2).

+2{y
ProtoZe 2‘”* 4y+3 x+2y) + 3
+ 2y +1 xvr 2y + 1

z===:c+2y, potor' y"' 12’, tedy z’z = 22++13, 2::31 dz = 2 dx,

g+ 1 +3 4
72339~ ?%ZT Zf(fﬁ.?z_*f)dz )
-_-.2_7{[2 —509'/22+3/)—f2d.v =2x +( ., Dosazenim x+ 2y =2

dost évane g»(x+ 2y ~ Zog/Zx + by + 3/}=2.1:+f. Z této rovrnice

= 14— w’ w’:

, zavedeme novou funkeil

nelze vypoditat Y jako funkei X, musime se proto spokoJjit s vy-

sledkem v tomto tvaru.
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Cvidend

Rovnice ns separaci promdnnych.

najddte viechna FeSent:

43k,
#36. <Y
ol '
.y
k4o, s
442, ¢’
443.

pro¥el v hlavni d%la, je v balistice popsdna rovnict

Najd¥te FeXenf této rovnice za polétefn{ podminky 1(0)= 0.

bl

kde x je mnoistvf HJ, které se rozlozilo v &ase t,

% , k; a v jsou konstenty., Najd¥te zévislost X na f.

Najd&te Pefenf diferencidélnfeh rovnic, kterd vyhowvu ji

/1=y
e =0

a+y
tgx

1~ Z2x

xy? +x

¥y ~y

di _ al”
dt  b+1I"

435.
437.
n./ad.'
kb1,

Zévislost mezi rychlosti c%f— néboje & drahou L, kterou

(n<?)

Rychlost rozkladu Jodovodfku je popséna rovnied

L= k[

oS-

danym podétednim podminkém.

ek, o'

y;.—.

cofyy tgx ; y(0)=F

V rovnicieh 434 - 442




448.

Hmotny bod o hmoté 10_3kg se pohybuje piimolalfe a pliso-
bf na ndj sila pfimo Um&rné Zasu {po&tnaje t = 0s)a nepti-
mo Ym&rnd rychlosti, V Zasse f =704 byla rychlost hmot-
ného bodu 0,50 m/s a s{la byla 4.107°N. Jakou rychlost
bude mft hmotny bod v Jase ¢=603 7

7T
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Homogenn{ rovnice. Najd%te vechna Feenf téchto rovnic.

-4
449, y'=;1-(y+\/19+y2) 1.50‘ y'=ex+%
2
W1,y =y 462, y'= 5 -2
y _ X+ Y » y2
53 v=y Ty “Sh. Y xy — x° y
4S5, /-2 g vs6. 4= Lo :f_:ry:)
X
,  3y?+ Jxy + x? , 2x
467 = y.r2+ 2xy +58. 9:}?“__3/:{/2_

v prfkladech 459 ~ 4673 naleznfte ta Te¥eni diferencidlnfch

rovnic, kterd vyhovujf{ danym polételnim podm{nkém:

489. =L+ —Tur 5 y(D=0
arctg—
;o Yyt - 2xy - x? o

461, ¢ - a2 y(0) =T

S =i

*462. Jaky tvar mus{ mft zrcadlo projektoru, aby svételné paprs—
ky, vychfizejic{ z bodového zdroje, byly zrcadlem odraZeny para-

l1eln® g osou zrecedla?

463. Re3te rovnici ! = -g-f £4 . Jaké mus{ byt funkce

aby Fe¥enf dané rovnice m&lo tver Y '—"E-'E/-Et—l-?

oy S wes. '-S0
k6. '~ AT b7, v = 2 zy-*“z?);
vl v'- AL
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9, I inedrnd difereneidlnd rovnice

1, a 2. P4 du

A) Line#rnf diferencidln{ rovnice 1. r£&du mé obecny tvar
y + pl)y = flx), xde plx), f(x) jsou dané funkce (napf.
y’-f 2xy = xe-x,z y/"' e‘zy = eZz atd.). PPi jejim PeSeni hraje
dtleZitou roli tzv. homogenni rovnice 1), eo? je stejné rovni-
ce s nulovou pravou strenou: g + p(x)y = (0 (slova "homogenni®
je zde pouZito v jiném smyslu ne? d¥ive). Plat{ totiZ, Ze obec-
né refenf pdvodnf rovnice je soultem cbecného Fesfeni homogenni
rovnice a jednoho (tzv. partikulérntho) Pefent pivodni rovnice.
Oheené Pefen{ pivodn{ rovnice nalezneme snadno, nebot jde o rov-
nici y'-’- —p(x)y , co¥ je rovnice na separaci proménnych. K na-
lezen? jednoho te¥en{ pivodn{ rovnice pouZivéme tzv, metodu va-
riace konstent. V obecném FeXeni pivodni rovnice se vyskytuje
jisté konstenta; partikulérni Fefenf plvodn{ rovnice hledédme ve
tvaru obecného Pefenf homogenni rovnice, pfifemZ konstantu pova-
fujeme za nezndmou funkei, Dosazenfm do plvodn{ rovnice vypolte-
me tuto funkei a tim i partikulérni FeZfenf, Postup bude zlejmy
7z dal8ich pPikladd:
Priklad 1, y’+ .?xy = xemr‘f Nejprve re&fme homogenni rovnicl
y!-f 2xy = {, co? je rovnice na separaci prom#nnych y’ = — 2xy,
Lay - -2ude, [Lay = oglyl= [~2ede = =22 + €, y= K™
Partikulérn{ Pedenf pivodn{i rovnice hleddme ve stejnem tvaru
y= /(e-xf pritom viak p¥edpoklédéme, Ze K ie jisté neznémsd funk-

ce k'(.l). Vypolteme y, a dosadime do pivodn{ rovnice:
/ -x? o s ~x? -2
y'= K (x)e = + K(x)e {"Z.U), dosazenim Kf(¥)e =~ + Kle (- 2x)+

S N&kdv také "rownice bez pravé strany'.
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2
K(IJ‘-'-fId-lf = -g-— » PPi této integraci neni tPeba uvaZovat in-

tegraéni konstantu, protoZe ném jde o nalezeni jediného PeSZent.

) 2 ) g
+ 2x I((.r)e"xzas xe .r’ K'x)e™ = xe™™, K'(x)=x

Znéme-1i funkei I((x), vypolteme partikulérni felent

-2 2.
‘i Y= K(x)e o P 2 1:2 Obecné Fedenf nadf rovnice je soudtem obec-

N

neho teSenf homogenni rovnice. a partikulsarnfiho Feleni, tedy

x
: _y2 _y2 —yl
f'ii y=/(ex+§-2e x={l(+§~e)el:

Z tohoto pPikladu je patrnéd zdkladn{ mySlenka metody veria-
ce konstant: pfi vypodtu partikuldrnfho Fefenf se po dosazent

do pivodn{ rovnice vyrui{ &leny, obsahujfef K(x), a zlstane jen

graci.

Pr{klad 2. yl+ xz_x!i = 7. Homogenn{ rovnice: y! x(xy-f-f):a'

1 - 7
dy x(.r+f)d'r f!/dy Zaglyl fx.x-f-'fdx

J
;: , ¥len s K'(x); neznéwou funkei K(x) potom snadno vypodteme inte-
|
|
|
)
l
|

E (x+ 1) -

E 'f .x(x+f} ax = f( x+1)dx bq /+C y-= ’(x+i'
] P: Partikulérnf feZeni hledéme op&t ve tvaru y = I({,x)‘m, po do=
’ sazend /(’(.x)-—-L + K[x) 7((.1() x =1,

.x(.r+ 1)

L' 8leny s K(x) se vyrusf a zﬁstévé ](’(x’) = 1

3
i

13

:

f

Kix)= fx+ !dx x + logld, teay partlkularnl resenf Je

y obecné Peden{ plvodni rovnice

x +
l(xff + xfiijog”f’) (K +x + loglxl) 3%,

kde K je libovolné konstsnta.

- E Priklad 3, y’+ exy = e‘?x. Homogenni rovnice: ¥ ‘+e y 0
|
|
|
I

y’=-—z“’y,fiiy-= loglyl = [~e¥dx = —e*+( , y=ke .

i Pro vypolet partlkul rnino reéeni polofime y = K(x)e I, potom

y = l([x)e 1:+ i((x)e (" x s Po dosazend I((x)e e“_ k(x)e_ee‘ﬁ
o* M) - e K(x)e = & %leny obsahujtcf K(x¥)se opst

-e*

Zx + *
vyruf{ a zistévé K'(x)e = er' Kix) = e 5
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X

]((x)gfezr'*e dx . Pro vypo&et tohoto integrélu provedeme
X x ,e¥ x

substituci e¢” = £, poton K(x) = fe e evdx =

t ¢ '
= ftetdt = te - eiE = (t-1)et=(e*1)e’. Partixulérnt pesent:

_ex X “'ex b 4
y=Klx)e © = e"~ 1. Obecné Yezent: y=Ke = + ¢ +1, ,
B) Podobmym zplsobem se Fed{ i linedrnf diferenciélni rov-

nice 2. Padu s konstantnimi koeficienty, ¢o% je rovnice tvaru
ay” + by’ + cy = f(x), kde a, b, ¢ jsou konstanty a flx) dans

X
funkce ( nap¥. y”— 61;'4' 71] =9x2-x+ 3 ) !{”‘Vlz f—LT

+ e
atd.) . Jejf obecné Yefent je opit soultem obecného Feseni ho-
mogenni rovnice ay"-f» by'—f ¢y =0 a jednoho partikulérntho
Fefen{ plvodnf rovnice. Obecné FeZeni pivodn{ rovnice
ay”+ by’-f ¢y = 0 obsahuje dvd na sob¥ nezévislé konstanty
a je urlenc Fefenfm tzv, charakteristické rovnice, coZ je
kvedratickd rovnice gd + 4d+c= 0 :

1) mé-1i charakteristickd rovnice dva resdlné rizné kofeny
.l.,, A ; pak obecné PFedenf homogenn{ rovnice mé& tvar
G T G e"li'li xde §, & Jjsou libovolné konstanty,

2) mé-11 charakteristicks rovnice dvojndsobny kotren .,
mé homogenn{ rovnice obecné Pedend C, e.l,x -+ sze'j"t,

3) mé=1i charakterigtické rovnice dva komplexni kofeny
,l,,2= a * bi, pat obecné tedeni homogenni rovnice je
C e cosbr + Cpe® sinber.
Partikulérn{ ¥efen{ pivodnf rovnice hledéme analogicky jako
v pffpad® A) ve tvaru obecného Pefen{ homogenn{ rovnice, ppidem%
konstanty (, (, pova’ujeme za funkce. Hledané partikulérni re-
Seni s dosud neurdenymi funkcemi C,, C2 nejprve zderivujeme
a soulet &lent v Vtéto derivaci, obsahujfcich Cf,, C;, poloZzime

roven nule. Tim dostévime rovnici, obsahujicd C,/, C;. Druhou
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takovou rovnici dostaneme, dosadime-1i partikulérn{ fefeni do
pivodn{ rovnice, Z takto vzniklé soustavy dvou rovnic o dvou
neznémy ch C,I, C; vypolteme C,’, C‘.;, integract G, ( a dosazenim
21 sk éme partikulérn{ %eSenf.
Priklad 4. y"~ y' = ¢”. Nejprve nalezneme obecné Feden{ homo-
genn{ rovnice y"- y’= 0. Jejf charakteristickd rovnice
A2~ A = 0 mé dva reélné rizné koFeny A =0, A, = 1, tedy podle
bodu 1) mé obecné FPe¥enf homogenn{ rovnice tvar y= ( e+ Cze""a
= (, + e*. Pertikulérn{ feSen{ hledéme v tomto tvaru, pridem’
C;y €, povatujeme za funkee, Potom y’ = C,,’* Q’ex + G e, Sou-
%et ¥lend, obsahujfcfen C,, {5 poloZfme roven nule: (, + C,_,’exna.
Potom y'= C2 e't, y” B Cglex ad fzzx, dosazenim do pivodni rovnice
Y -y'= et + Cet- Ce"= e¥, tedy Get= et = 1. pro
urzent C7, €, méme tedy tuto soustavu:

C/+Ce*=0

G =1

odtud C, =x, (] = “Ci'ex =-e% ¢ =- e®. Partikulerni ¥egenf
je tedy y = € + (e¥= ~e®+ xe® = (x~1)e® Obecné Fedent
nasf{ rovniceje soudtem obecného Fe¥fen{ homogenni rovnice a par-
tikuldrniho Pedenf: gy = C, + Ge* + (x-1)e~.
Pr{klad 5. y”- by' + by = 362;. Homogennd Tovnice y”- [fy,"' by=0
mé charakteristickou rovniei le_ bA + & = ¢, xtera mé dvo jns-
sobny kofen A =2, Podle bodu 2) mé obecné ¥efent homo genni rov-
nice tvar y= ( e?* + ngezx. Partikulérn{ PFefeni hleddme op2t
v tomto tvaru a C,, Cg povaZujeme za funkce. V derivaci
y, = C,fezz + 2C, eZ* + C,’xez‘”+ Cy (e%* + 2x &) poloztme roven
nule soulet Zlentt, obsahujicich C,I, Q’: C,’ezx + Cflx82x=0. Potom
y' = 20, % + ((e™+ 2ve?¥), y" = 2¢] "+ 4Ce?% +
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+ sz(ez.r +2ce?®) + G (2% + 202% 4 4‘.15221"), dosazenim do plvodni
rovnice y' — 4y + by = 20/ ?F+ 4G e’ T + ([(e*F + 2z eTE) +
+G (2% + 2¢%% + hxe®¥) - 8C,e%* - 4Cy (2% + 2xe?%) +
+4(C e e?x 4 Cfxezx) = 20 %% + C'(ez“+ 2x e%%) = 30°%%,
Tim jsme dnstali soustavu dvou rowmic o neznémych Cg, Cg F
¢, e* + C; xe# =0
2C % + Cg(ezx+ Oxe?5) = 302
V obou rovnicfch miZeme vyd&lit vyrazem ezx, tim dostévime
| ¢ +Clx =0
2C, + G (1 +2x) =3

Odedteme-11 dvojndsobek prvni rovnice od druhé rovnice, je

it

¥
C; =3, tedy G = 3x, (] = -Cpx =~Jx, C; = - £x% Particulér-
ni{ *efeni je tedy y = C, +sze2‘z= ﬂ-gxzeu"' 3x%e cadt

8 2 2x

=FXier, obecné Tefeni pivodni rovnice
y=Ce?* + Cxe?® fxzez‘
Prficled 6, y' ~ 2y’ + 2y = e"sinx. Charsiteristické rovnice
- 2A +2 =0 ut dva komplexn{ ko¥eny Ajp= 1% i . Podle bodu
%) mé homogenn{ rovnice obecnéd ¥Pefent g = C,é’ij“x + (5 e"w;fz'icx,
potom ¢ = /et eosz + € (e cosx — eSsinx) + £ @ Fsux +
+ (5 (e*sinx + e%osx). Polo¥tme C,féxwﬁ’! + {}fewﬁi%f&..‘g: = &, dosazenim
de plvodni rovnice dostévéme f, {o* em‘& T J
+ Cy(e®simx + e¥eosr) = eFsimx ., sonstava
C,’ eYeosx + C; e s = O
Cle*cosx — ¢*sinx) + Cy(e¥sinx + ¢* cosx) = o* sima
upravime rejorve vyd2isdnim ex,
'ei}’co.fx + C;; fimx = £
Cy (cosx — stmx) + € (timex + cosx) = stux,

potom odedtenim prvnf rovrice od druhé dostavswe soustavu
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Cleosx + Cpsimx = 0 _;
~ (, sinx + G, cosx = sinx
jejis vesent je () =-sin?x , () = smx cosx , tedy
G = -fn‘uzxdx 2 -fi-"—z—w‘i—é!dx = gsian = 2“—‘-,
(P f%z—x d = - £252X | portivalérnt Fedent
y= C, e cosx + (pa*sinx = g{{msz - 2x)cosx - ,{co:.?x sinyle™s

= é eX((sin2x— 2x) codx - ,-;( cos2x 4Tnr ). Obecné Fedeni:
y = ¢eX(G co1x + , stnx + -5’;' (stn2x -2x) cosx ~ -,;’ o012y stux).

V nikterych pripadech, kdy pravé strana lineérni diferen-
cidlnf rovnice s konstantnimi koeficienty mé specidlnf tvar, lze
partikuldrnf *eZenf urdit JjednoduSeji, bez pouZiti metody varia-
ce konstant,

B.1) MA&-1li prava strana tvar edxﬁ(x), kde a4 je jisté &islo
a p(x) mnohodlen, pak existuje partikularn{ Fedeni tvaru
xked‘rq(x), kde q{x) je Jjisty mrioho&len stéjn.ého stupnd jako p(x),
a: k= (, nent-1i & korenem charakteristické rovnice, k= 7,
je-1i a jenoduchym koFenem charakiteristické rovnice, R = 2,
je=11i & dvojnésobnym kofenem charakteristické rovnice. Tento obee-
ny tvar partikulérnfho Feden{ dosadfme do pivodn{ rovnice, vykré
time edx a porovndme mocniny u stejinych mocnin x . (metoda
neurdityen koeficientt).

Priklad 7.ﬁ y" -3y + 2y = 2x?2 - 8x + 9. Pravé strana mé tvar

09 % (222 - 8y - Q@), orifem? O nent kofenenm charakteristické rov-
nice, tedy R=0 a existuje partikulérn{i feenf tvaru

y = xoeox (ax? + bx + c) = ax?+be+c. Poton ¢'=2ax+ b,

y"= 2a, dosezentm y" - 3y’ -2y = Zax-6ax - 3b + Z2ax? + 26y +2c=
= 2ax? + (2b-6a)x +(2a - 3b +2¢) =Px2 - 8Bx+ 9;

protoZe tato rovnost mus{ platit pro vfecnna x, musi byt
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2a=2,2b- 6a =—8,2a-3b+ 2c =9, odtud a= 7, 6=~-1,
c= 2, tedy partikulérni feZeni je y=xf-x +2, obecné Felent
pivodn{ rovnice je y = G e¥ + Cg_ez‘r +22-x+2.

Pr{klad 8, Vypo&teme uvedenym zplsobem znovu partikulérnf feSe-
n{ z P¥{kladu 5: y”-— by + 4y = Be‘q‘f zde je =2, p[x) =3,
phigem?z of je dvojnésobny koren charakteristickeé rgvnice

A ~41l+ 4 =0, tedy obecny tvar partikuldrniho Fefenf Je

y :xi’eﬂ-f, wde € je jisté konstanta {obecry tvar mnohodlenu
nultého stupns). Potom y'= C[ZL—Z‘% +£’12e29, y” = C(2e%% +

+ 4xe2*+ 4x ™+ lfx’ezx), dosazentm y ' — 4y’ + 4y = 2(e =

= 332{ odtud €= —3-, partikulérn{ PeSenf Je tedy ¥ = gxzez.v‘
B.2) Mé-1li pravé strana tvar &fim yXx + ﬂmlyx, kde «, ﬁ, Y
isou jisté &isla, pak exlstuje partikulérni feSeni tvaru
xk(AJinp: + Bco.fyx), kde &= 0, nent-1i &fslo yi (cde ¢ je ima—
gindrnf jednotka) kotenem charakteristické rovnice a k=1
Je~11 yi jednoduchym koTenem cherakteristické rovnice., [Tento
obecny tver partikuldrnino feSeni dosadfme do plavodni rovnice
a porovndnim koeficientd u i yX, OsyX vypofteme hodnoty A, B.
Prfklad 9. y" - 5y’ + 6y = 58inx — 15 cosx . ProtoZe &islo
§-£ =17 nen{ koPenem charakteristické rovnice, je =0 a exis-
tuje tedy psrtikulsrni Pedent tvaru § Ay + Bevsz, Potom
y'= Acosx - Bsinx | y" =- Asinx — Beosy, dosazenim
y" - 5y’ + by = - Asinx - Beosx - S5Acosx + FB3inx + 6A sinx +
+ 68cosx = (54 + 5B)sinx + (58-54) cosx =
= 5dtnxy - 15 cosX , porovnanim koeficlentl dostivine 5A+ 58=5,
5B- 54 = 15 , tato soustava mé Pedeni A =2, B= -7, partiku-
14rnt fefen{ tedy je y=(iwy — LofT a obecné Fedeni pivodni

rovnice je ¥y = C,, 2239 + CQ esx + Zsinx - COdX.
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Prfklad 10, v" + y = finx, Charakteristicksd rovrice J—z + 1 =20

mé FeSenf A,, = i tedy k = Ta existuje partikulérnf Fedent
tvaru y = X(Asinx + Beosx) [y obecrén tvary partikulérnfho ¥ede-
nf musfme uvaZovat i cofx, nebot se na pravé strang vysk;ytu,je

s xoeficientem 01. Potom y' = A(stnw + xecosx) + Blcosx - XLinr),
y"=A(2cosx -~ gsiur) + B(- 23imx - xeost) , dosazentn

y"+y =28cosx — 2Bsinx = simx , porovnénim koeficientd dosté-
véme 24 =0, ~28 =1, tedy A =0, B= "2’- . Partikulérni Fedeng
Je tedy ¥ = ‘”21-559!-5, obecné Pefent celé rovnice

- : 1
y=Geosx + (o sinx ~ jxeosx.
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;
Cvidend
Lineérn{ rovnice 1. ¥4du. P
Nalezn¥te obecnd Fe3eni danych rovnic. J
!
69. '+ 2y = 4x b70. '+ y ~ cosx ‘
- ; . '
b1, y' +2ry = ze ¥ L472. '+ Jm;gm’r"y = T
b73. ' +vay = ™ (m prirozené, a # 0)
4Th ' - tgx-y =cosx 4TS, y - % = X '-
2 , '_;
W76, y -y = L2 gy ety e |
478. y'- Ty = e*(x+1)"  (moprirozens) ]
Nalezngte Feden{ nésledujfcich rovnic, kterd vyhovujf
danym po&dtednfm podminkém, ;
k79, ' —yugx ==+ ; y(0)=0
11-30. yr - 7’—:‘2;? = l+x 5 y[O) = 0
'+ x - & (@) = b
481. y + L = ~ ; yla)=
i X t . = — X
%82. X —”?—_—7‘-"{'2 . I(f) A

W88, v -—L =1 ; 4 (1)=0

k8%, '~ 3x%y = P+ x? ; 4(0)=1
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Linedrn{ rovnice 2. ¥4du s ko'nstantnimi koeficienty.

Nalezn&te obecnd FeZenf nésledujfcfch rovnie. Partikulér-

nl FeSeni u rovnic s pravou stranou najdste bud metodou varia-

ce konstant nebo odhadem (mé-1i pravé strana speciélnf tvar).

485.

487,

489.
i91.
493.
&9s.

497.

499,
500.
502.

503.

By by =0 4B ¥~ hy's2y=0

y'= 9y =0 488. y"+ 4y + 13y =0
y=1y"+y' 490. 4" - by = x2¢%*

y'— by’ by = 22 KR Y+ 24y = %
y'+ vy = cosx k9%, 4"+ 2y +2y = oTsinx
y'+y'+ 2y =8sinlx W96, y" - by = ¢ sinlx
y'+y = fgx W98, '+ 9y = Pxsinx +xe’”
y"'— 2y = 2xe*lcosx ~ simx)

y' '+ 2y + y = —‘?’; 504. 4" - 2y = hy2et

5% + Wl = A sinpt (w>0, p>0, A>0)

Rete zv145t pro p#w a p=0w.

x
n ) e n ! Zi X
- = 50 . — = e“ cose
Y Y 1+ oF Y y (v

V prfkladech 505 - 509 nalezn3te fefenf, vyhovujfef

danym polétednim podminkdm.

505.
506.
507.

508.
509.

Q0

'+ hy =simx 3 y(0)=1, y(0) =1
y" - 2y = e+ a2 -1 ; yf0)=3l, ¥ =1
y'—y' =2(1-2) ; y@=17, y'0)=1

K]

by" + 16y’ + 15y = [H?—E-x; y(0)=3’ y'(O) :--2—1-

Y+ y+sinler=0; ylx)=1, y'(xr) =1




o gyl = e
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Neur& ity integr 1

151.

161.

162.
167.
168.
181.
230.
263,

283,
288.
214.

Volfme u=x, v'= ;77%?—, vznikly integrdl [V —x2dy
¥effme bud substituef x = #if, nebo upravime na tvar
f%—dx y rozd&lime na dva integrdly a ze vzniklé
rovnice vypolteme dany integrél.

Substituce X = afint neho x = Ezﬁ' Druhou substituef pfeve-
deme dany integrél na integridl &. 151,

Substituee x-—z—’, nebo X = algz, nebo x = a iR x.
Substituce ¢¥+1 = 2%

Substituce x = astwh z, nevo JxZ+ af = x * &,

Substituce x~a = (b-a) sin?E,

X + 1
- -

Roz8ifte integrovanou funkei vyrazem Yx -1 a Jjmenovatele

Substituce & =

Eéstednd odmocndte,

Je moZno pouZift i substituei x = %
Suhstituce Jx2+ 1= &~x neho x=iwmht | nebo x= HE.
Rozsitte eely vyraz xza pouzijte substitueci x -+
A il
2 24q-J7 i
X2+ 1+ +1 -7 L . P
= (X tLrdly 2 2L BE) L o Tl 5 - 20~ £
[

AP
&
Vyraz pod odmocrinou upravte:

Ca

Pak pouZijte substitueci = f .

=4

= et R




Ur &ity integrdal

362. Viimnste si, ¥e integrované funkce nenf definovéna pro
x =0, ti., pro dolint mez. PHi pouZitf Newtonova vzorce
nemiZeme dosadit pfimo dolnf mez, ale misto toho musime
spodfst limitu primitivnf funkce pro x-+ 0+, jako u ne-
vlastnfch integréld (zde oviem o nevlastni integral nejde,
integrovand funkece je viude konedrnd a v bodd @ ji lze do-

definovat limitoul.
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Nevlastn d integrédly

420, rouijte substituei x = cof@ a integrujte per partes.
434 _/:Z-xgdx = ZE (Poissoniv integril)

432, _/;w%dx = g— (Dirichlet®v integrél)

433, Integrujte per partes a pou#ijte pPededlého névodu.
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Diferencisdadlnid rovnice

&62. Zrcadlo je zfejm& rota¥nf plocha; potom miZeme problém

96

tefit Jen jako rovinny problém:




-~

>
X
a
LLl
]
)
>
>







12,

2

17

18.
19.

20,
22.

24.

25,

o O N o

1. Derivace

8(4+x2) 2(1-2x)
(4 — x2)? ,Ix/%Z 2 (1-x+x2)?

! \
1+27;‘+§§L/;§—, x>0

f-x +4xf Ly § 12~ 6r—6x®+ ZxS+ bxtdx’,
; .

(1-x)°(1+x)* (1-x)%
5 ) x+ 17
- !

x2(72.r4-:rlf)2 i x40, xty

—-f;? ; x#0

(n-m) —~ (n+m)x

(n + m )7 (1-x)"(1+x)™ 5

fx!+1 pro m+m) liché

~ 1< x<1 pro (1 + wl suas

bax® 2x2 JST+xd g
T “. rE; 1mx3,/xl !

!

2 sinx 15. wein - cotluslr

cos (sin(sinx)) - cos(tinx) cosx

x2

(cosx + x tinx)?
- 8 .
3 sintx Yootgx

2
— 3 cos (cos? (198x)) - sim (2 tg3x)- E%Qs?% 3 x+5 +h

2
~2¢xe ¥ M. x%ef(x+7)

s platf viude, kde Wlyx +# -x

X * kx

e 7 s XF 0 23. e.r (Cosx— J'm.r]
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kA,

42,

43.

J
.

27.
28.

0

cotgx —

x -
tintxr

T
I#kg'—

4

22+ 3¢ -—2)- ex2+ Jr -2(2.3

x avctgx 29. coste +3)

A e_kz'r (w cos(wr+oe) — R2sin (0x +a))

|
|
|
Vet Viegx |
i

o xy~1 e
2yx+ ] x> 32. 2xViogx '’ {)7
3”fmxeosx - logd
tyd
~ 2 a2 o pi0 Ly (2r+1)E
x® cos® L

T pgr e D) s x50
x‘i%x(cosx-ﬂyx +—"{rﬂ) ;o x>0

12 :
x (1-logx); x>0 38 —E%; x>0

2
e’ (x2sm2x (3 + 2x2) + 2x3%cos2x)

P -artgx + 4 logx + 1

! 4
(2x-1+12) = ; x>0

!
Ve + 4ot +1
2l Vi1+ log(Px +3)

. 1_23
(Zr+3)(2+ logx+3)YT+ log (Px+ ) 3 *7 3¢ 72

2
m M _7“@<X<-1+ﬁ

e ¥ ¥
e—x+ ex
-7 7
2nx” 2nx
-3, . 3 ®nsudé ; — 7 liehé
2+ ] ’ lel (x?%+1)

O 1 ) (e

8 )
201+ 3%}) x>0
(% 2)x%+6) ema't

(6x%(x%+ 6) + 2x*(x%- 2) ~ (x* 2Xx+6) cos’x sinx) ;
x#-V6

6“/(13_,_6)# ezwssx



48,

49.

loezx( zogzx . 130
Z \/2x.fm.r +1 (2(sinx + xcosx)

2xsine + 1

x.n’ux)-—:?l x+(

3xb — 7x* + 10x3— 3x* - 9x + 2

2= 1x-2)1+ x?)

]

_ logCrxsinx + 1)) :
X

lxl<1 nevo x>2
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Prétbi&h funkee

54.

52.

53.

54,

102

n

x¢ (-, +00), funkee je lich.

Max imum y=§’ vx=1.

Minimom vy ='--21 v x=-1.

Inflexn{ body (-v3, - ‘F) (0,0), (V3, /—)

Asymptota y = 0,
i |

7

X
SMyyoE

x¢& (-0, +®}, furkce sudé.
Minimum ¢ =~7pro x = 0.
Inflexnt body (1,03, (-1, 0), -2 57° ,25)
Asymptoty nemé.
x+0.

Minimum y =3 pro x =
Inflexn? bod (- 5?, 0).

Mol

Asymptota x = 0.

(5" 1’25)

ylr

x + 0, funkee suds. =7

¥inima y=2pro x= *1,

Asymptota x = 0.

52. y=(*-1)°

53. y=;’* + hxt



55- X '* 1 .
Minimum gy = —f pro x = 0.

Inflexnf bod (-7, - -;-8).
Asymptoty x =1 a y = 0.

7 «
x |\

1+ |
—_—
- |
1 e, 1 2x-1
» = + -
— + i ;y n + f - yl (x-1)

-1 0 ! x |
56. x=+0.
Minimum y =& pro x =1, '
Asymptoty x=0,y=0. i;
67. ze€ (-0, +o), funkce sudé. ‘
Minimum Y= 0 pro X = 2.
Mexima y =-~e1 pro x = %1,
‘/ + t
Btyri inflexny body v x = ¥ —5—25/—-17
Asymptota y = 0.
¥4 |
y J
45 ;;fi
. i A ;
o O_'F ’ X
¢* : . .
56. y = = -7 0 f 1 X 1
- x _ :
57, 2%¢ "
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58,

59.

60.

61.

104

x+],x+2,x+3.

Naximum ¢y £ - 2,60 bro x = 2,58,

Minimum ¢y 3 2,60 pro x = 1,4#2.
Asymptoty x=2 1, x=2,x=3, y=0.

x>0,

Inflexnt bod (023, 23 +2§e‘g). 91

Asymptoty x=0, y=x.
L ¥ )

Py

0. e lom
59_y=x+x

x¢ (-, +0), funkce sudé.

3. y= (x~1Xx-2Xx - 3)

1

Extrémy Jjsou v bodech, jejichi X -ové souradnice vyhovu jf

rovnicl = -x.

Pro X -ové soutadnice inflexnfch bodl platf x &gx = 2.

x ¢ (o, +®), funkee licha.

y"=0 pro x = kT, ¥de jsou inflexn{ body; v nich funkce

protind pifmku ¢y = X,
Vi

- v' T T ™

] 61 y=x+ Simx




62.

63.

64,

65.

66.

x € (-, +0), funkee sudd.

Minimum y =0 pro x= 0.

Inflexnf body (%1, log2).

x€ (-0, +®), graf je soumdrny podle bodu (1,2).
Minimum ¢ = 0 pro x = 2.

Maximum y = % pro x = Q.

Inflexnf bod (1, 2).

L ¥4
14
DY 0 X I—f X
62. y = log(1+x%) 63. y= (x+Nu+2)?

x+2,x+3.
vinimum y = - (10— /9% ) = - 0,20 prox':%/'é—z-‘-“ 0, 42.
Meaximum ¢ = (-10+ /W) =—19,80 pro x = —Zytﬂz‘ 2. 38.
Inflexnf bed x=-0,58, y= 0,07,

Asymptoty x=2,x=38, y=1. y
x#1,

Yinirum ¥ = £ pro X = 5, a— __.,|..¥_

= 27
2 x

Inflexnf bod x =-1, y= 0, I '
Asymptoty ¥ =1, y=x+5,
0< x<+m, &
Minimum ¥ =-2 pro x = 1,
Maximum ¢ = @ pro x= 0. -X)- lf\
Funkce je konvexni. x*-1

o S T

ERTAEoN o o 1=



7. x¢ (-Do., +00) , funkce je sudé.

Minimum y =-1 pro x = 0.

Asymptota y = 0.

66. y= lo- 3V

RN
)
‘ .y
1 l |
| l
| S | |
o ) % - I o / | x X
A
-1
67.y= Vet - U+l \| 68. y= 2%

Na intervalu (—x, x) :
Minimum ¥ = pro x = 0.
Maximum ¢y =-fpro x= * &,

a
Inflexnf bod (3, 0).

3
A

Asymptoty x = 2 %, x=1z

|
{ 106
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68. x=+ (2&-!»1)% , funkce sudé a periodické s periodou 2a.




69.

70.

71.

72.

x+ -1,

Minimum y=0 pro x =0,

Maximam y="ﬁ* 1,59 pro x=-2

Inflexn{ body X, = ~(2-43)2-0,27, y, = S/¥27 -5 0, %6,

- 2 4 2
xy = —(2+/3)=~3,73, y, = - @5 -1,72.

Asymptota x=- 1.

.y“

Y P

69.y~- F e ?0.ﬁ=‘-?£+mqux,

rd x
xe (-, +o0), graf symetricky podle bodu (0, "").

Finimum gy = 2—,1 + % pro x= 1.

Vaximum y = -2-7 31" pro X = - 1.

Intlexn{ bod (0,

Asymptoty y = 2& Pro X —m+@a Y= Zx’—+x DPro X ~» — o0,
x € (-, +0), funicce liché,
Minimum Yy = -g pro x = 1.

Yaximum ¥ —'2- Dro x =-1,

Inflexn{ bod (0, 0),

Asymptota x = 0.

x>0,

Maximum ¥ =é2' pro x= 82. p
Inflexnf bod X =e1g='= 14,33 , y= g 3= 0,70,

Asymptoty x=0 pro x » 0+ a y=0 pro x> -,
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x 0 5 0 x
2
= " — = 109.”
7y arm-@—,”f, y 72.y= p
73 x> 0. .
[ .
Mintmum g = (1)°2 0,692 pro z=1= 0, 368
liwm x* = 1.
x-'af
Tunkee je konvexnf,
Yy |
x
?
—
y X 0 1, X
73 y= 1~ 74 y= m:,’;
s 2
4. x & 0= x2 z-
y(0)=0, y(3)= x.
Asymptota ¥ = ;—r,
75. x¢(-o, +o), furkce periodické s periodou 2.
Na intervalu {@,2z):
Finimur =2 4 pro X = -’—3‘?4{.
Maximum iy = € pro X = 2:1:_ .
= -;-/_
Inflexn{ body pro X, = aw:sm( ) 2 X=X,
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v
*
!
"I/ |
7 % 75E Tn REPICE
7.y = o ¥ 76.y= ¢ -
76. x+ %* k.t, funkce periodické s periodou =«.
. eB% =0, lim, ¢ = +w.
' x> &_

x> F+ 2
Asymptoty x = g— +kx.

' T
77, TFunkce je definovéna na intervalech tvaru (- E'I*'Zk.t,f-kal),
je sudé, pericdickéd s periodou 2x.

Minimm y=1 pro z = ZRxX.

Asymptoty x = -2'! + Rz,
¥4 Y4
95}
1 7 X - 0 1 13 "z
2¢ | = L 2K X ?8.;/--&
. Y= coss - logeotn &

78. x ¢ (-w, +®),
Maximum Y -E’ prc X = 1.
Inflexn{ boad (2, é).
Asymptota y=0.

79. x# 0, funkce je prosté.
symptoty x =0, y=0, y=—1.
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80.

x<{—-1 a x>0.
Funkce Jje rostouci} na intervalu ("00, -1 od ¢ do + &,

pa intervalu (0, +m) oda 1 do e.
lim (1+1)% = 1.

x9 0%

Asymptoty xX=-1f, y=e,
¥4 VY
i+

"o




9.

9%

97.

101.

102,
103.

104.
106.

109.

110.
12

3, Neur&ityg integriédl

32/551“6'; xr20 82. -1 ; r+0

J2E 5 n>0 8k u- u?+C
z-—Zbg/zlw;zl-f-C ; 2+ 0 |

Io;m +C 87, -Sg-x‘/ic_+2/5+6; x>0
r- 322+ La3-3x*+C 89 fltgx+1) + (5 2+ @heD)f
x— ginx + C 91. ﬂ;—f"/ﬁ%—i}—;x)O

2(15)°
log (1.5)

C—~ tgx ~cotgx ; r#% 95, ftgr—x+(C; x# )5

mtgijZ+C;x*0 93, Jx -

x+ 2log [EH 45 dd # 1

cosx + tiux) - sign{cosx — sinx) + C; x# (4h+f)ff
Ex 4+ Cizedt 1) 9. tyx+C; x+(h+DF

%arc:fm(x/g)i-c ; Xe€ (—/;,@)
21252_1'—6 +C; x>0

L 1og 153+ VEE-2I+C ; ze(-w,~F)u(, +)
- 15(5x2-2)% #05 x e (g, +)

L (25~ 3"+ ¢ 05, —L(1-30)%+ ¢
PNy 07, Lsins + C
—logleosxl + C; x# (2k+1)F

—bg (eF+ 1+ ) +C

g (2 + ) + C M 9L 4

VeiZ+1 +C W3, 3¥simx +C; x+kx

SRR

i




114.
116.

118.

120.
122,
124,
125.

127.
129.
131.

132

134,
136.
138.
139.
140,
141,
142,
149
Ak,
145.
146,

12

3,— smde + 115, 4

“Hacsinzy P D

- 4 cos(2x-3) 7. Stg(Cr-F)+C ; #(ChenE
boghte 1] +C; xe-r 419, @B o
C— cose* 121, xcosa —-Zj.ym,?x +
C— log (1+ cos’x) 123. g’amfizf (;/g":.fz'n,r) +
LT 22 +Cixe(-1,1
—arctylcos 2x) + C 126. - ooty + C; x# 4E
Faty(LE) 4 ¢ 128, Zlog?(x + [T73%)+C
2T+ /T+22 +¢ 180, c-g-e“*”s
éamrm Sy +C; xe (—31,?7)
aarcg®E 0 188 bglgE/+C; e (GhiD)E
§+ Lomae + 185, log/tgh£/+C; x+0

L oomle - Lecoste +C 137, C— o +1)
2 3

C—- 2;” VIi-x? + —é— arccosx 5 xe (-1 1)

6’"2{1’- %rfarctgx +

e+ arctgfx — Ve +C; x20

n+f

77 llor ~hr) v x>0

e
ZBE%(I@‘?—U“’-C
Z"g@?{ ~cosx - loglgx +C; xe (2he, (hk+1)F)
= SREEE, 509/1+JW/ ; x#0  xel-1,71)

X
X §tnx + cofx + (

2x2-17

A

cot 2y + Z,“:-Jzﬂé’.r + ¢




147,
148,
149,
150,
151.
152,
153,
154.
158.
156.
157,

158.

159.
160.
161.

162.
163.
164.

165.
166.

167.

w2 T#3Z - S MT+27 + C

x (log2x — 2logx +2) +C; x>0
x(logx—1)+C; x>0

o (sinlogx - coslogx) +C; x>0
C-FV1-x% + %azfmmr ; x€(-1,1)
lz,rf’-" (arctg?r) — xarvetg x +2l log(1+x%)+ C
220208 fr T — Loy (x4 a?h ) 4 C
5’ e’ (sinx — cosx) + C

*'i?i (stnlr - S5cwslr) + C

2¢ (-1 +C; x20

xlog (x2+1) - Cx+ 2avetgx + C
C*g%bg(x/?); x>0

-——-—-—p—eu (nsinnr + acosur) +
a’+n

21 ((x?- 1) sinx — (x-1°cosx) e + ¢

2
% arcsin¥ — Zx— Ja2—x2 +C; xe(-a,a)

o Vxi+a?
alx

¢ - § Jab-x% (2aP+x%); xel-a,a)

124".%8-—4 + blog [x2~4] + C ; Ixi+2

log \/w—-———[——m +(C ; x<0
20gIVT+logx — 1/ + 2VT+logx - loglivg] + C;

x#1, x>e’, £+ 0
%(3@“*4)1"/(@"’4— » o+ C

i R S T
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168.

169.

170.
172,
173.
i74.
175.
176.

177.
178
179.
180,

181.

102.

183.
184%.
185.
186.
187.
188.
189.

M4

Zivahxz # —é,‘—:?log(x-FVaz«ﬁ.rz)
C*—‘?—q-i—x—\/x(.?aﬂx) + Ba?avesin 2%" ; xe<0,2a)

_ 1+ 5hx? 1 _ 6+ 2513
C-Tep= (1= 59" am, - LB (o 5x9)%

C-x—-202 1 20g(1+e%)

¢ - 2’1 cos’x + leogﬁ-# cos?x)

fx/
Zagf_l_ - prge +C; x#0
. |
(','1!“";,1""+aZ e

¢ — {;I - arcsinx ; x €(-7,7) |
V9x- 128 |
C“&ﬁfﬁﬂ—)-«; x€(-3,3)
- 1 o d
C= = arcsin o 5 lxl >a

- Va?=x% + aasrwma{ ;v xe(-a,a) _
VaZ-a? - 2qlog Wx~a + Vx+a) +C , x>lal ;
~Vx?-a? + 2a log Wa-x + V-{ (x+a))+C, x <-lal
Zazfc*d’mb/&_ ‘? + 0, xela,b)

4
2Vsinx /j;m ‘”;“r — sz;;x +(C; sinr2 (0
§(VG1+27 ~ milog(Vax+é +m)) + C; rz—gb
Parctg/x +C; x>0
2Wx —log(1+ VX)) +C; 20
AFERE  Jlgl1-2%1+C ; xe(-1,1)
32 ~¥x2) cos¥x + 2Y%xsin¥x ) + C
rarctyx - ~ log (1+ x2) — l (arctgr)? +C

log === —txl_ 1 arctg x - g(arctg )2+ C; x+0

Vi+a?



190.
192.

193.
19%.
195,

196,

197.
198.
200.

201.

203.
205.
206.
208.
209.

210.

211
212.
213.
214.
216.

g (1+e%) + ¢ 91. 2x - gx +C; x+ k)%
X X2 loglet 1+t
1

6\/2+4x (x-1) + C ; x)-*zz
,-%‘/tgﬁ’ (5ty2x +9) + C; tgx 20
C—2cotyl¢p ; @+ky

nel
ézrc;zlzi.r; £ 0 ;o nt—1

loglavcty x| + C ; n=—1, x#0
%(tgﬁ’x + log cos?3x) +C; x + (Ck+1E

él.s’z'ni,‘?qf. I 499 5_2_2: (2_3I§~)§
-g—bg(ﬂ ) +¢: 120

g+ C; x>0 202. ¢ ““F+¢

C—log(3+e %) 204, :,—Ztg{r +C; x#+ (2%k+NF
%"'ZZJMZI + étm ~cosx +C; stmx20
mlaga:iff’;;b + C 207. ,%(31—2&)\/7a+—v15)3+0

C— arcsine™™; x>0
. log x . -7 VT
aresin ~E +C: xele ™, eV)
L VIT=T - 310gl3x +VIF% )+ C; Jal> £
%log/tg(?{+-6’£)/ +C; x4 (k+32—)21r
sitnx — avcty siny + C
Clgltgf |+ C; x+ 202k+Dx
C-gehx2(x“+2x2+2) 215. e€x+ C

_ 1 2+ coslx
¢ 8 ngmcoszx

M5

L e R R B e




217. f(tog(1+ %) + 1) + ¢
248 _gfﬁ_ 2sin2x +cos2x y , o | Lo

2

219. I — tgx -+ x+C; o xt 2k 1)E |
-

220. x - V1-x? arcsinz +C ; x¢ (=1, 1) o

2x?

221. 2ugle? e ?)+c o22 LM 4o

229, F(E- T I _S)uc
224, (—9152'%? ——Z’xcm?x +C

225, E.lﬁ ((wW2x? - 2) timwx + 2wxcoswx) + C

226. exz(gz— ) 4 ¢

227. 2Vet—1 - 2avcrgfet— 1 +C; x>0
228. I(.ZVCCO::T'/ il + /x — arctgfr +C; x>0

229, arcsinet — V1-eZX + C; x>0
230. C - ’Zog'?(H ) x40, x>-1

V pPfikladech 231 - 260 platf v¥sledky v defininfm oboru

intesrované funkece.

291, lLgle-2/+ log/x+5]+ C 282 logla+ 1]~ logl2x+1/+C

4
230, log [ 421 f;);“ + C

234 -4-1 + log [x] - Zag/.?x W= Zog/Zr+ 1+

/ -7
235. M@/xﬁfz_ szog/x-f\f— +C |
236. Jlg%=2 + ¢ | ;

_)_cf x(x=-2)x-1Hx+17
237. + Zag/ v +0

x2(x-2)%5
2 + by + log/——-——-—— +

3

208 %+ 2

11es



234.

240.
242
243.
24y,
245.
246,

247.
249,
250.
261.
252,

258,
254.
255.
256.
257.
258,
259.
260.

x8 , 3x7 _ bx°¢ m—f_ 21.1:4 4 k8x% _ 85x?
8 7 6 3 2

1 (@ + 2" 1,1
loq{x+1)(x+3)3/ +C oy, ] 2log/x+, +C

.r+2 * log/X+1/ +C

9x2+ 50x + 68 7 (x + )(x +2)

bl{x+2:x+ 3)? ] log/ (x+3)7 /+C
X+ 4 b+ 12

gng-fQ T X2+ bxr+ 8 +C

L, o 99X+ 2x+ 5

8 log/.r+1/ Flx+ 1) * G

1 X ! 1 7
zloq/,r-?/"z”*f;)“m*c

R A (x~7)
¢ (x?2-1)? 248. r+y +log [zl L

Sr - 6 X
X2 _3x+ 2 X —

X2+ 1
1 (x+ 12 1 2x + 1
6@W +[/'3=”(IVC’fg "’/”;’ + C
1 [y~ 1/ 2.1;
J loglfx2+x+l arctg e
2 -
£ ; 2+ ~—-——~—-/,‘f—--2+1; - aufctgx + C

1 X2 +xfZ + 1 vZ
175 log .rfnx/f:/ + Z—arcéq?i‘g——rc

&v/;f—x/- rz"arctg—f%‘?i+ C

2 —
iy ¢ /D gl a0

J _ 5x8+ 1522+ fBr + 8
sar’ctg(.r-z-l) 8(12+ 2z + 2)2 &

1 3x? 3 -1
{x‘9~1 +§@/f+//)+c
X A X
2762+ 9) " 36(xl+ 9)7 +698 arctgy + ¢

17




261.

262.

263.
264.
265.
266.
267
. 268.
269.
270.
271.
272

273,
274.
275.
276.
277.
278.
279.

280.

281.

118

+C; x>0

X 10 5 05
T T Y 3% W2

63T+ 292 ((f+r)2 1;x+ |/7+x 1)46 o1

Vitx - Vi-x /——
Zog/\/1+x +* ﬂ—*x/ * Sanriy 1+x *C /.1’[47
(Vx -2)WT~x — arvesinve +C ; xe (0, 1)

é"f/ff?i +C; x>~-7 nebo x<-2

1 0s3(3 cos’x - 5) + C

7%
x—gwtq?x-fvgcotgqr-‘%cotgngﬂcotg.t+C
U S

cosx — 1 L

é’(tg v — cotgie) + 2Zog/z‘gx/ +

2 sinfx
35 (o9 zsz/’/‘—:f’ - Favety £ 40, 2 - Vg
C—gws,r - -2—:—;% - 29:[09/@2{/
s ) = A
% logta(F + F)] +¢
loglfc-;z;;l iy
é’:(x + log [sinx + cosxl) + €
§arctg gtg%— Sl - 4
rosx(coJ,Z — dtnx) _ 1 log Jcosx — sinx] + C

{cotgx + ,/——arch{ £))
[Vtgx -71 V3 2x+1 ¢

Yt9%c + tgxr + ] Ty V3

Fa-Wem=2x =T~ logle-1+V2"-2x 1] + C;
pro x< 1-vVZ nebo x> 7+ V2




282,
284.
284.

285.

286.
287

289.
290.

291.
292

293.

294,

295.
296.
297

299.

301,

302,

/ 3+ 3x + 2J/3(x2+x+7)
C—_\/_i?_[og x —7 /

lo {cxl
92+x+2\/x2+x+1 L

log|x +1+ V2x + 22| ~ Srpmmmey + (jx<-2
nebo x>0

B J = _ & 2y -1-2Vx%—x+1+
(- spr—T= oy 2 el a2 +1]

+ 2loglx ~VxZ-x +1f
%(S—x)ﬂ—- Jx —x2 + Zarcu'n%l +(; xe(—l—u/Z_,—H/Z_)
V2r2-2x+1 , ¢ 288. loglx + /1+x2| +¢

x

= 1(3x‘ 1D V3 -2¢r ~x2 + learcsin ig'——’- xe (-3, 1)
/—\/—‘2+2x+2 + loglx +1+/xZ+2xk +2)+C; x# 1

x + 1

E(‘?‘ZOQLQT - /famtg%i) +€,2’=.1’5, x#17

22-}.24—

s B 2o
Wx+T (loglx+1]~-2)+C; x>—~1

3V (VT — S Y5T & 200 + 60957 + 1205 — 120)+C
2(sin vk — vix cosv ) +C; x>0

( x w—x)&/.rz’ Zag(g4v,r2+1)+c

C- Flogltg £ i+8ﬂ;2§§ ; x4 kr

3

— 9L _ 3 g 7k 3 11x
cos ¥ fac‘"é st 508 g+ L

" mgz,r " m;élf,r * 5z2n46,r 4

amtg(7+|/“)—t/_+&ag/x+2r’f+2/+6;.r)O
_ VIx Vox +1 =11 . 7
R = o R R

sin (o0 —x) _ o
42 110 2 .fmzcx 109/“%(“4_”/4“6 & = arecosd 77 pro a?< bt

2
X
4
k7

1 2 - b 2 2
— Ay + (. = N >
Zima g I C, a=arecof 5 pro @ 2> b
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303.
304.

305.
306.

307.
308.

309.

310.

31.

312.

314.
314,
315.
316.
31%.

318.

314.

320.

120

gamtgx—lr—&;'%-—f)— 76 [og/x+1 +Crx+l, x#-1

/1 \/7__’/ arf'csm.z +C: xe(~1,0)
nebo x€ (0, 1)

x? coshx — 2x sinhx + 2coshx +C

logxx C ; xe (0,1) nevo xe(1,+00)

””G'r((.z:”—-f) cosx + (x—~12sinz) + C
|/1+ex+e _e -1 + 0
m—g + 7

ﬂ _ 27
-5 sox+r2) %3&w/

pro k< ~2 nebo X € (—2, 5) neto x> 5
SINX §/a
e (x - Co“:) +C; x+(2k+1)3

+ (; platf

é,: arcco:;z—‘z + C

+1
- _arctgx arctg X z
C~ 2d+20 * 4 T 1+ %%)
2x T+ e* 3—4;/1-*@?—2[09‘/—% +
C- 619*“’5 + 25xéwf—xfarccosx o+ Tel <1 |

eX +(C pro x < 0 ; C-e* pro £ > 0

x+( pro lxl&1; -%754»6 pro lx/>1

logtge + 2 + Vig2e + btgr + 1/ + C; ecosx#0

A sink
51n =(a+bz?03x)”“f * By *Cp i cosx -4
A= b g=_@n-8a .. _Z2-=
(n—'f)(a2__ba) ’ (n-—!)(az_‘bi’) y =59
= 2 47 din - aw-1
=20t = Gyt %anfa sin PET ; n>2,
2
X #2kT —a

5 -1
g 4 -1
gn.__ XY 03 i 8 4
n




Ur &it g integr édl

6.
.4 2%

324, v 322. = =
323 2 824 7

45 z
.7 526 praz
327, 1 328. 4
329. £(B-1) 3%0. ¥
3. o-ve 332, 3log 5t
338 £ a3,/
335. arctg;-,l 336. /- 52-

__J 3 _

¥, 2- 7557 338 z%- 62
339, Hlola 340. 6 - Ze
841 7+ 2log2 gu2. 2- %

92 33
343, 3 3k 8+ 5 X
gus. fog LEAILC 6. %
a7 G- X 348. 5 + log(2-VJ)

x Ve . /2
349, Z 850. Y& . ZVo

1 100 8 _
361 log £ 862. 4 x
353. farctg% 358, 7%— - 3x2 + 24
355. 9% - 23 356. J, = ¢- m G,

-1 _ -1

357. gm,n = ;:;_1 " gm, n-2 %; m-2,n

i (n-Nu-3). - 4-2
M (gt )mrn—~2) - (+3Nm+1) "’

- (m-Wm-3--- 4.2
(m+a)m+n-2) - (n+ 3w+ 1)

pro-#u liché

e, 1 pro s liché
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358,
360.
362,
364.

122

_n-Nn-8)---3-1-(m- m-3)--- 3-1 Lz

g =
e (m+w)(m+u~2lmen-4)--- 4 2 2
pro w sudé a n sudé
-1 2
oz, = j’%“ Tp-2 359. 4:4."2',2%7 I~ 1
-2 7
o = :;:_.3 Ty 2 361. 4271,:?2 " Dpp-g
g, =~ === ¢, s6s, 4, - 27 g
I R . nw P -1
=l
T = nTgn—z




7. Nevlastnid integrédly

366. 1~ log2 367. 3
368. Diverguje 369. §f
370. Diverguje | 371. 2
1 X
372 -f;’- * 5 log2 373. 3
a74. 4 375, log YO 1121
a
376. a—’[%—'yg— pro a > @, diverguje pro as U
377. é_% 378. Diverguje
379. « 380 Diverguje
!
381. £ 382. 7
! 75 x
38s5. %': — 1 386. <onverguje
387. Diverguje 388, Konverguje |
889 Diverguje 399, Diverguje !
391. Konverguje 392, Ddivergulje

398. xonverguie pro n >0 (a+ 0
39%. Konverguie pro mim (p, g)< 7, max (o, o) >

995. Konverguje pro 1< < 2

396. 1 397 Diverguje

398, 2 899, - |

400, % o1, %
33x 102 ‘

L"OZa _"2__" "'03. }7__ ;ﬁ



404
406.
408,
k0.
412.
ik,
416,
418.
419,
420.
422,

423.
L24.
425.
427.
428,

430,
434.

432,
#33.

124

Konverguje
Diverguje
Konvergu je

Diverguje

Konverguje pro kR<-1

2)9 =

n!

3+5/§,I

o - 29 log 3 405.
Diverguje 407,
g 409.
10
Z 414.
Diverguje 443,
Konvergu je h15.
Konvergu je 417,
Konvergu je
Konverguje pro p>-7 a g > -1
% 421,
7) Pro k£ > 7 Xonverguje

Jinek diverguje
Konverguje pro mw< 3
Konverguje pro k<1
x h26,
7-3-5. - On-3) «x
2. 4-6--- (2u-2) 2a?*"
(- 1)"’%’ 429,
ZCZ;LT( (je-li X =T, pak g=1)
VI
% pro a>b,7’_z' pro a=b, 0 pro a<b
V)
2

1
k=N iog2ye-1'%>7




B, Diferenceidln{ rowvnice l, *4adu

W3, x/1-y2 + y/T-2%T=C 435.‘ VI— 42 = avceing + (

436. y = Csinx - a 437. logftg ] =C~ 25in F
438, y= YT+ Jx- dx? 439, (x = ﬂ—;l
o, oft=((1-e"7) bed, 105+ 107Y= ¢
b4 1+ y2=C(1-22) b 43, t:-&i(l-f ",'ff,;n)
ik L= e +\/§1{A\;'k_:)(,4-f) TR
WS cosx = V2 cosy b, y = 215
W47 y=1 W48 v 2,693 m/s
449 xZ=C%+ 2Cy 450. log[Cx[- - o3
WA, logly/ + 3 = ¢ 462, y - 2x = Cx%(y+2)
453, chiE:bng 45%. e*‘g=Cy
ws5, y=ze!"C¥ L e = p()

Tx#

W7 (x+y) = Crle *77 458, y’+ 1% =Cy
Y
L59. ¢x2+y2=e’m® 460, y=-x

bo1 y3= y?-2x2

Rl

462, Plocha vznikne rotacf paraboly y? = Cx.

463. (%)<~ 4 Yo, (c+y—1F=Cle-y+3)

WeS, x2- xy+yl+x -y =C Wbb, x-2y+ logle+y/ = ¢
iy y+2

467 ¢ azr‘dgx__g =C(y+2)

468, log/4x + 8y + 5/ + By — 4x = ¢

125




s

9% Linedrnd{ dif. rovnice 1, a 2. % 4déu

469, y= (e P+ 201 470. y=Ce ™t + Jlcosx + smx)
T
WY g e F (e Z) 472. y= Cx?eT + 27
- n.x
473, y=Ceax+%g+—&—- pro m+ —a
y=(€+1) e ¥ pro M = —Q
Wk, 4 =(2—’x + ng.?.r +C)co.;’x
475. y=Cx + x* 476. y = o“{(log[xl + %2) + Ce®
T
U7 y=Ce C + e -7 478. y = (C+ e¥)1+x)"
| _ X
W19y - cosx
480. y - g(xi/f-—xf + arcsin x) 7{?‘5
x a
481. 4= f— + a—z——ﬁ—- 2. x=—tarctgt

483, y= = (x -1+ log/x!)

Wk, y= et - L(2+25 485 y-(e* e (e
486, y= e ( (et (0

487, y = C,eﬂgx + (e’¥

)
N
N

B —

488, y - e—z'r(C, cos3x + Cp sindx)
5. V5

4g89. y = ehz-—’r‘ﬂ}e +Cge“?r)

g 490, y = reZ(r?+ x)

WM.y = (G + Gr)e™ + f(2?+bx~+3)
| W92 g = (G + Cu)e +§e**

| Y98, y = G cosx + Cpuinx + Jxding

‘ W4, y = ([, cosx + Gy sinx)e™ + gf e¥(sinz - cosx)




495,
496.

L97.

k98.
499.
500.

501.

502.

503.
50l
508.
506.
507.
508.
509.

2x é(gﬂ;%gx + co$ 2x)

y = C,,Qx -+ Cge—&
~2x 2z %
y=0Ge +Ce™ - '455(31'%2.5 +2coslr)

= €, cosx + Cy sink + COsx log/cotg(%-f_f.)/

y =
y =C co83x + C sin3x + ;f-x.rin.v'— 761- cosx +571 (3c-1)e%
%= 0 e“z/‘g‘ + (p e'":'/zT +zetsimr + eFeosx
y = (G +Grie? + xe log/yf
2
g 2 (Qe—x/f + o

x =G coswt + Gsinwt + a—{%—l—}—zsm,at, pro & # P

x = Gw‘;w{; -+ QJf?L&)f a 2%;{,‘(’05&)&, pro W =P

y=eXlx+() ~ (e¥+Nloglet+1) + G
y:ngI-{-Cg - cosex

y = co3a2x + gfi (sin + sinlx)

_ 1 % _ Gt
et + 2
3 _51.

1

y:
- -
g=(/+1)e = +2¢ -
1. _f . N
y=3 sinlx 7 $inr ~ CoSX
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