Soustavy linearnich rovnic s intervalove
zadanymi koeficienty

JIRI ROHN

Tato staf se zabyvéa otdzkou nalezeni nezdpornych feeni soustavy m linedrnich
rovnic 0 n nezndmych, jejich koeficienty jsou zaddny svymi intervaly neurCitosti.
Uvedend problematika vznika pfi fedeni praktickych tloh vedoucich na soustavy
’ .lincérnich rovnic, jejich? koeficienty, ziskané m&fenim nebo odhadem, nelze povaZo-
vat za pfesné veliéiny, a je nutno vychdzet pouze ze znalosti intervald, ve kterych
jejich skuteéné hodnoty leZi (viz napf. [2]). Pfedpoklidame piitom, Ze rozloZeni
pravdépodobnosti kazdého koeficientu na jeho intervalu neurgitosti je rovnomérné
a nezdvislé na ostatnich koeficientech. Definujeme-li ptirozenym zpisobem pojem
nezaporného fefeni takové soustavy, miZeme mnoZinu nezdpornych feSeni popsat
soustavou linearnich nerovnosti s konstantnimi koeficienty (véta 1). Déle uvidime
aplikaci tohoto vysledku na soustavy n linedrnich rovnic o n neznamych a na tlohu
linearniho programovani.
Necht je dana soustava

() Ax =b,

kde A je matice typu m x n d o koeficientech této soustavy je znamo pouze to, Ze pro
viechna i, j le?i ij-ty prvek matice A v intervalu (a{}, a{?’) a i-ta slozka vektoru b
vintervalu <5V, b, kde al?, a?, bV, b jsou dand &isla, af) < o, bV < bi»

if ij o ij
pro viechna i, j. PoloZme

o/ A = (aﬁ) i:1,j;1 , Ay = (agj))i=m1,j21 >
b, = (bgl) iZ1 s b, = (b$2))i:‘1 :

Potom maZeme plivodni soustavu zapsat ve tvaru

) Ax =b,
AlgAéAZQ
b1

ébébz,

kde A, < A,, b, < b, a maticovou resp. vektorovou nerovnost chapeme v obvyklém
smysh1. Vychdzime-li z pfedpokladu o rovnomérném a vzdjemné& nezavislém rozloze-
ni pravdépodobnosti viech koeficientl, je pfirozené povaZovat za neziporné feSeni
soustavy (1) kazdy nezdporny vektor x, ktery spliluje rovnost (0) pro jisté hodnoty
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koeficientd v ramci stanovenych intervaldi. MnoZinou nezédpornych feseni soustavy
(1) nazveme tedy mnozinu

M = {x = 0; existuji A, b tak, 7e A =A=<A,b £b=<b, Ax = b},

Ukazuje se, Ze mnoZinu M je moZno popsat soustavou linedrnich nerovnosti s kon-
stantnimi koeficienty a pro ka7dé nezdporné feseni x této soustavy stanovit matici A
a vektor b tak, Ze plati (1). Vysledek je pro pfehlednost rozdélen do dvou vét. Po-
viimnéme si, Ze na matice A, A, a vektory b,, b, nejsou kladeny ¥4dné dodatedné
piedpoklady.

Véta 1. Vektor x je nezdpornym fefenim soustavy (1), pravé kdy?Z je nezidpornym
fefenim soustavy
(2) A x < b,,
b, <A,x.

Véta 2. Necht x je nezipornym fefenim soustavy (2). Necht w = (A, — A ) x +
+ b, ~b anechfproi=1,...,m,j=1,...,n,

.o <o, jeli w; =0,
' (b, — Alx)i/wi3 jeli ow; + 0,
= )+ 1 - D),
= b® 4 1B — 52
a dédle necht

_ m n
A= (aij i=1,j=1>

b =(b)2,.
PotomjeA;, £ A <A, b, <b<b,aplati

Ax =0b.
Obé véty dokaZeme spoledné.
Ditkaz. Necht vektor x je nezdpornym fefenim soustavy (1). Potom existuje

matice A a vektor b tak, Ze A, SA S A, b, b < b,, Ax = b. Z nezdpornosti
vektoru x plyne

Ax =Ax =b b, b <b=Ax=<Ax,

tedy x je nezdpornym Feenim soustavy (2).

Naopak necht x je nezdpornym felenim soustavy (2). Definujme vektor w a
Cisla t;, a;, by, i =1,..., m, j =1,..., ntak, jak je uvedeno ve v&t§ 2. Potom je
w=(Ax—b)+(b,—Ax)=b, - Ax20, cof znameni, ¢ pro kardé
i=1,...,mjew 2(b,— Ax),=0atedy 0<1,<1. Z toho plyne, e pro
viechna i, j je a;; € {a{}’, af}’>, b, e (b{V, by, takie poloZime-li A = (a,)), b = (b)),



je A, <A <A, b, <b<b, Rovnost Ax = b dokdZeme po slozkach, Necht
1 £ i £ m. DokédZeme nejprve, Ze
(*) ti[(AZ - AI)X + bZ bl bl]i = (bz - Alx)i .

Jedi [(A, — A))x + b, — b;]; # 0, plyne tato rovnost z definice tisla ¢,
V opa&ném ptipadé je ¢, =0 a z nezdpornosti vektordl A,x — b, b, — A;x
plyne, % (A,x — b,); = (b, — Ax); = 0, takZe v tomto pfipad& jsou ob& strany
v (*) rovny nule. Po rozepséni a pravé rovnosti (*) dostdvame

Z(a(1)+t(a(2) ) x; = BP + {60 - b)

a tedy podle definice &isel ay;, by

ProtoZe i bylo zvoleno libovolng, je Ax = b a diikaz véty 2 je ukoncen. Soudasné
je tim dokazdna i obrdcend implikace z véty 1.
Ztejmym dasledkem v&ty 1 je toto tvrzeni:

Véta 3. MnoZina nezdpornych feSeni soustavy (1) je konvexni polyedrickd
mnoZina,

P¥i fedeni soustavy (1) vystupuji do popfedi dvé otdzky: existence nezaporného
fedeni a urdeni intervald, ve kterych se pohybuji sloZky nezdpornych feSeni. Na z4-
klad& véty 1 je mo7no obg tyto filohy fesit klasickymi metodami linearniho programo-
movéni. Napf. feSeni druhé llohy dostaneme feSenim uloh

min {x;; xe M}, max{x;; xe M},
kde
M={xz0;Ax<bh,b <A}

ptoj=1,...,n
Uvedeme dvé aplikace véty 1.

A. Refeni soustavy n linedrnich rovnic o n nezndmych s intervalové zadanymi
koeficienty. Jde o zvl&§tni piipad soustavy (1), kdy matice A, A, jsou &tvercove,
a proto o ném plati vie, co bylo Fefeno vyse. Za urditych predpokladi Ize viak podat
feSeni obou tloh, zmin&nych v pfedchozim odstavci, v explicitnim tvaru:

Véta 4. Necht A" = 0. Potom soustava (2) ma nezdporné feSeni, pravé kdyZz
A'b, > 0. Je-li tato podminka spln€na, je vektor A;'b, nezapornym FeSenim
této soustavy.

Ditkaz. Necht soustava (2) ma nezapornc feseni x. Vynasobemm nerovnosti
A x £ b, zleva nezipornou matici A7 dostavime x < AT'b,, tedy A] lp, z 0.
Necht naopak x, = A{'b, = 0. Potom Ax, = b, a k dokon&eni dﬁkazu stadi
ukizat, 7 b, < A,x,. Je Ayxo = A,AT'b, = (A, — A)A['b, + b, 2 b, 2 by,
cbd.
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Véta 5. Necht A7' =20, A;' =0, A7'b, =0, A;'b, = 0.
Potom pro kazdé nezéaporné feSeni x soustavy (2) plati

-1 -1
A;'b, < x<A'b,
a obé hranice jsou pfesné.

Diikaz. Prvni &st tvrzeni plyne z (2) vynasobenim prvni, resp. druhé nerovnosti
zleva nezépornou matici A7, resp. A; ', Vektor A['b, je nezdpornym Fedenim
soustavy (2) podle véty 4. Necht x, = A;'b,, potom A,x, = b, a zbyva dokaizat,
7e Ax; £ b, Je viak Ajx, = AA;'b, =b, — (A, — A))A;'b, < b, <b,,
&imZ je diikaz proveden.

Pouzijeme-li normu vektoru “x” = max Ile, je za piedpokladi véty 5 &islo

J

“Al_lb2 - A, 1bln vhodnou ¢&iselnou charakteristikou ,,velikosti‘ mnoZiny ne-

zédpornych Fefeni soustavy (2), resp. (1). Horni odhad tohoto &isla je uveden v dalif

vét&. Pouzivime normu matice |A| = max Y |a;|.
i

Véta 6. Necht jsou splnény predpoklady véty 5a |A7'| S K, |

b2” < L. Potom
|AT b, — AZ'b,| £ LK*|A, - A, + Kb, - b,

Ditkaz. Z rovnosti A7' — A;' = ATY(A, — A)A' plyne za nagich pred-
pokladii, Ze A7 2 A1 2 0, tedy [[A;'] = |AT!| £ K. Potom je
|AT B, — A;'b,| = |ATY(A, — A)AT'D, + Aj'(b, — b))| £
< LK*|A, — A,|| + K[|b, — b,] .
Predpoklady véty 5 jsou specialné splnény u soustav leontiefského typu, coZ

umoZiluje pouzit uvedené véty k intervalové analyze Leontiefova modelu. Nékteré
vysledky v tomto sméru jsou uvedeny v préci [1], odkud je vzat i nasleduijici piiklad.

PFiklad. Je tfeba urdit intervaly, ve kterych se pohybuji sloZky nezdpornych fefeni
soustavy (1), kde

0,79 —0,202) 0,81 —0,198
A = A, =
~0,51 0,895/, —0,49 0,905/,

6,6 7.5

we (i), #-(33)
Ai'z0,A;' >0,
11,9
9,3

o ()

Zde je

A;'b,

v

0,

1\%




Pro slozky vektoru nezapornych feeni x = (x,, x,)" plati proto podle véty 5 pfesné
odhady
9.8 < x; < 11,9

72<x, € 93.

A
IIA

B. Aplikace v linedrnim programovdni. M&me ftilohu

(3) max{c"™x; x>0, Ax=b, A, <A<A, b <b<b,c Zc=c},

tedy tlohu linedrniho programovini, v niZ n&které nebo vSechny koeficienty jsou
zaddny pouze svymi intervaly neurditosti, pfifemZ v ramci t&chto intervali nejsou
Z4dné hodnoty preferoviny a viechna p¥ipustnid nezdporna feSeni povaZujeme za
rovnocennd. PouZitim véty 1 miZeme tlohu (3) pfevést na ekvivalentni {ilohu

. max {c'x; xe M, ¢, £ e < ¢}

a uvaZime-li, Ze pro kaZdé nezdporné feseni x je €'x = ¢}x, je uloha (3) pievedena
na klasickou tlohu linedrniho programovdni:

Véta 7. Uloha (3) je ekvivalentni tloze linedrniho programovani

max {eix; x = 0, A;x £ by, b, £ A,x}.
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Summary
SYSTEMS OF LINEAR EQUATIONS WITH INEXACT DATA
Jifi Rohn

The article deals with a linear system
Ax:-=b

(A of arbitrary typc) whose coefficients are intervals. The set of nonnegative solutions of this
system is described by a system of linear inequalities. Two applications of this result are given. 31 5



