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Tento text byl pouzit jako podklad pro stejnojmennou prednasku v predmétu
Matematika 6 B na Technické Université v Liberci (TUL). Tim byl podminén
vybér latky a zpusob vykladu. Protoze se na TUL neprobira teorie Lebesgueova
integralu ani hlubsi partie teorie mnozin a topologie, uvadim néktera tvrzeni bez
dukazu. Hloubavy ¢tenaf nalezne tyto dukazy spolu s dalsimi partiemi funkcio-
nalni analyzy v doporucené literatute:

A.E.Taylor: Uvod do funkcionalni analyzy, Academia, Praha 1973.

A. Kufner: Geometrie Hilbertova prostoru. SNTL, Praha 1973.

J. Nagy: Vybrané partie z moderni matematiky, SN'TL, Praha 1976.

W. Rudin: Analyza v redlném a komplexnim oboru. Academia, Praha 1977.

J. Lukes: Zapisky z funkcionalni analyzy. Karolinum, Praha 1998.

Funkcionalni analyza vznikla na zakladé snahy zobecnit pojmy klasické ana-
lyzy (zejména pojmy konvergence a spojitosti) na obecnéjsi prostory a objekty. V
tomto textu se budeme zabyvat vlastnostmi topologickych, metrickych, Banacho-
vych a Hilbertovych prostoru (jsou sefazeny od obecnéjsich ke specialnéjsim) a
linedrnimi objekty v téchto prostorech. V textu jsou casto pouzity kvantifikatory
V (pro kazdy) a 3 (existuje).

1 Metrické prostory

1.1 Zakladni pojmy

Definice 1 Necht X je mnoZina a p: X X X — R je redlnd funkce takovd, Ze

Pak tekneme, Ze (X, p) je metrickym prostorem. Funkce p se nazgvd metrika.



Piiklad 1 Necht C' je mnozina komplexnich ¢isel a p(x,y) = |z — y| Vz,y € C.
Pak plati (a)-(c) a (C, p) je metrickym prostorem.

Piiklad 2 Necht R" je mnoZina n-rozmérnych reélnych vektoru (budeme pou-
zivat oznaceni = (&1, ...,6,), y=(m,...,0n), 2=((1,...,G)),p>1a

p(z,y) = (Z &k — 77k|p) Vo,y € R"
k=1

Pak plati (a)-(c) a (R™, p) je metrickym prostorem. Podminky (a), (b) jsou zfejmé.
Pro p = 1 plyne (c) z vlastnosti absolutni hodnoty (jako v prikladu 1). Abychom
dokézali (c) pro p > 1, dokdZeme nejprve Holderovu nerovnost

1 1
San< (34) ()
k=1 k=1 k=1

kde 1/p +1/q = 1, ktera plati pro a; > 0, by > 0, 1 < k < n. Polozme

(Sa) o ()

Pokud A = 0 nebo B = 0, plati Holderova nerovnost trivialné. Budeme tedy
predpokladat, ze A # 0 a B # 0. Z vlastnosti exponencialni funkce plyne, ze
existuji cisla uy, v, takova, ze

Qe U bk Vi
— =exp | — — =exp| —
A P p)’ B P q

Z konvexity exponencialni funkce plyne nerovnost
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Vynasobenim této rovnosti ¢islem AB a dosazenim za A a B dostaneme Holde-
rovu nerovnost. Nyni dokdzeme Minkovského nerovnost
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nebot z 1/p+ 1/g =1 plyne p+ q = pq a tedy (p — 1)q¢ = pq — q = p. Délime-li
tuto nerovnost poslednim vyrazem na jeji pravé strané a prihlédneme-li k tomu ze
1 —1/q = 1/p dostaneme Minkovského nerovnost. Nyni pouzijeme Minkovského
nerovnost k dukazu trojuhelnikové nerovnosti. Plati

plz,z) = (Z|§k—@|p>p < (Z(’fk_nk"FMk_CkDp)p

k=1
1
I3

< (Z &k — nk!p) Ty (Z e — Ck\p> = p(x,y) + ply, 2)

V R" se zpravidla pouziva eukleidovskd metrika, kdy p = ¢ = 2.

Priklad 3 Necht [,, p > 1, je mnozina posloupnosti realnych ¢isel (budeme pou-
Zivat oznaceni x = {&1,&, ...}, y = {m,m2, ...}, 2 ={(, (s, . . .}) takovych, Ze

Y Gl <o Vzel,
k=1
Polozme
p(x,y) = (Z €k — 77k:|p> Va,y €1,
k=1
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Pak plati (a)-(c) a (I, p) je metrickym prostorem. Podminky (a), (b) jsou zfejmé
a (c) se dokazuje podobné jako v piikladu 2. Pouziva se pfitom Minkovského

nerovnost

o i o 5 o 7

() <(£4) (59

k=1 k=1 k=1
ktera plati pro nezaporné posloupnosti {ay} C l,, {bx} C [, a kterou dostaneme z
Minkovského nerovnosti z pfikladu 2 limitnim pfechodem n — oo (soucty na obou
strandch této nerovnosti jsou podle definice prostoru (l,, p) kone¢né). Nejcastéji
se pouziva prostor [y, ktery ma velmi vyhodné vlastnosti (jak uvidime pozdéji, je
Iy Hilbertovym prostorem).

Piiklad 4 Necht I, je mnozina vSech posloupnosti realnych ¢isel (budeme pou-
zivat oznaceni z = {&,&, ...}, y = {m,me, ...}, 2 ={(, (s, .. .}) takovych, Ze

sup |§k| < 00 Vx € 1y
keEN

PoloZzme

p(z,y) =sup & — me| Y,y € ls
keN

Pak plati (a)-(c) a (I, p) je metrickym prostorem. Podminky (a), (b) jsou zfejmé
a

p(z,z) = sup|& — G| < sup (|§x — mxl + |me — Ckl)
keN keN
< sup &k — Me| +sup e — Gl
keN keN

= p(z,y) + p(y, 2)

Priklad 5 Necht Cla,b] je mnozina vSech funkci spojitych na intervalu [a, b]
(—o<a<b< o) a

p(z,y) = max (|z(t) —y(t)]) Vz,y € Cla,b]

t€la,b]
Pak plati (a)-(c) a (Cla,bl, p) je metrickym prostorem. Podminky (a), (b) jsou
ziejmé a

p(z,z) = max (lz(t) = 2(1)])
< max (lz(®) = y(@)] + [y(t) — 2(2)])
< max (lz(t) —y(®)]) + mmax (ly(t) — z(t)])
= plz,y) +ply,2)



Piiklad 6 Necht L,[a,b], p > 1, je mnozina vSech funkci, jejichz p-t4 mocnina
je integrovatelna (v Lebesgueové smyslu) na intervalu [a,b] (—oco < a < b < 00)
a plati

b
/ lz(t)|Pdt < 00 V€ Ly]a,b]

Necht Ly[a,b] je mnozina t¥id funkci z £,[a,b] (tfidy oznacujeme vlnovkou),
pfifemz 1 € T, xy € T, pokud x; = x5 skoro vSude v [a,b], a

o) = ( | eft) y<t>|pdt);’ Veedyeq

Pak plati (a)-(c) a (Ly[a,b], p) je metrickym prostorem. Podminky (a), (b) jsou
ziejmé, (c) se dokazuje podobné jako v piikladu 2. Pouziva se pfitom Minkovského

nerovnost
([oresara) = (o)’ friow)

ktera plati pro nezaporné funkce a(t) C L,a,b], b(t) C Ly[a,b]. Nejcastéji se
pouziva prostor Ls[a, b], ktery ma velmi vyhodné vlastnosti (jak uvidime pozdéji,
je Lyla,b] Hilbertovym prostorem).

Priklad 7 Necht L [a, b] je mnozina vSech funkci omezenych skoro viude v [a, 0]
(—o0 < a < b < o0), takze

ess sup |z(t)] < oo Vz € Loo[a,bd]
te€(a,b]

(vyraz na levé strané je nejmensi ¢islo ¢ > 0 takové, Ze mnozina téch ¢ € [a, bl
pro néz |x(t)| > ¢, ma Lebesgueovu miru nula). Necht L[a,b] je mnozina t¥id
funkci z L [a,b] (tFidy oznacujeme vinovkou), pficemz x; € Z, x5 € T pokud
x1 = xo skoro vSude v [a, ] a

p(Z,7) = ess s [z(B)] —y()] Veei,yey
tela,

Pak plati (a)-(c) a (Leo[a,b], p) je metrickym prostorem. Podminky (a), (b) jsou
zfejmé, (c) se dokazuje podobné jako v piikladu 5.

Definice 2 Necht (X, p) je metricky prostor, x € X a e > 0. MnoZinu

B(z,e) ={y € X : p(z,y) < &}

nazveme otevienou kouli se stredem v bodé x € X a polomérem ¢ > 0.



Definice 3 Necht (X, p) je metricky prostor a G C X. Jestlize Vx € G existuje
e > 0 tak, Ze B(x,e) C G, Tekneme, Ze mnozina G C X je oteviend. Necht
F C X. Jestlize mnozina X\F C X je oteviend, tekneme, Ze mnoZina F je
uzaviend (symbolem X\F oznacujeme doplnék mnoziny F v X ).

Véta 1 Plati toto:

(a) Mnoziny X a () (cely prostor a prazdnd mnoZina) jsou oteviené.
(b) Jsou-li G; C X, 1 <i<n, oteviené, je G = [ G; oteviend.
i=1

(¢) Sjednoceni libovolného poctu otevienych mnoZin je oteviend mnoZina.
Diukaz: (a) Podle definice 2 lezi kazda oteviend koule v X. Prazdna mnozina
neobsahuje zadny bod, takze definice 3 je pro ni v poradku.

(b) Necht G = (., G; az € G. Pak z € G; V1 <i < n. Jelikoz G;, 1 < i <n,
jsou oteviené, existuji ¢isla e; > 0, 1 < i < n, takové ze B(z,¢;) C G; V1 <i < n.
Polozime-li ¢ = min(ey,...,&,), plati B(x,e) C G; V1 <i <n a tedy B(x,¢) C
G.

(c) Necht x lezi v sjednoceni G otevienych mnozin. Pak z lezi alespon v jedné z
nich spolu s néjakou otevienou kouli B(z,¢). Pak ale B(x,¢) lezi také v G.

Piiklad 8 Kone¢nost po¢tu mnozin v (b) je podstatné. Uvazujme metricky pro-
stor (R", p) z prikladu 2. Necht

1
Gi:B(O,lJrE) Vie N
Pak

ﬁGiz{xERn:p(I,O) <1}

i=1

a tato mnozina (uzaviend jednotkova koule) neni oteviena.

Dusledek 1 Plati toto:

(a) Mnoziny X a () jsou uzaviené.

n
(b) Jsou-li F; C X, 1< < n,uzaviené, je F' = |J F; uzaviena.
i=1

(c) Prunik libovolného poc¢tu uzavienych mnozin je uzaviena mnozina.

(plyne to z véty 1 a De Morganovych pravidel).



Vlastnosti otevienych mnozin jsou zakladnim prostiedkem pro vysSetfovani
konvergence posloupnosti a spojitosti zobrazeni. Pti zavadéni otevienych mnozin
se Casto obejdeme bez metriky. Proto ma velky vyznam pojem topologického
prostoru.

Definice 4 Necht X je mnozina a T je systém podmnoZin X takoviych, Ze
(a) Xe€T abeT.
(b) Jestlize G, € T,1<i<n, pakG=(_, G €T.
(¢) Sjednoceni libovolného poctu mnozin z T je prokem T .

Pak tekneme, Ze (X,T) je topologickym prostorem. MnoZiny G € T nazgvdme
otevienymi mnozinami. Jestlize G € T a F = X\G, tekneme, Ze mnoZina F je
uzavrend.

Definice 5 Necht (X, T) je topologicky prostor a x € G € T. Pak tekneme,
Ze G je okolim bodu x. Systém wvsech okoli bodu x oznacime O(z). Plati tedy

Ox)={GeT:zeqG}.

Definice 6 Necht (X,T) je topologicky prostor a B C T. Jestlize Vx € X a
VG € O(x) existuje B € BN O(x) tak, Ze B C G, Tekneme, Ze B je baze topolo-
gie T.

Poznamka 1 Necht (X, 7)) je topologicky prostor a B C T je béaze topologie T .
Pak G € T praveé tehdy, jestlize pro libovolny prvek z € G existuje B € BNO(x)
tak, ze B C G.

Poznamka 2 Systém otevienych kouli B(z,¢), x € X, ¢ > 0, je bazi topologie
v metrickém prostoru (X, p) (dokonce kdyz € > 0 jsou racionalni).

Definice 7 Necht (X, T) je topologicky prostor a A C X. Vnitrkem A° mnoZiny
A nazveme nejuétsi otevienou mnozinu obsazenou v A, neboli

A = U G, G — oteviené
GCA

Uzavérem A mnozZiny A nazveme nejmensi uzavienou mnoZinu obsahujici A, ne-

boli

A= ﬂ F, F —uzaviené
ACF
Hranici mnoZiny A nazveme mnoZinu A’ = A\A°. Jestlize A = X, rekneme, Ze
mnozina A je hustd v X. Je-li mnozina X\ A hustd v X, Tekneme, Ze mnoZina A
je 1idka v X.



Poznamka 3 Plati (X\A)? = X\A, (X\4) = X\4° a (X\A) = A’ Stac
pouzit De Morganova pravidla

X\ﬂAa = U(X\Aa)

«

X\UAa = m(X\Aa)

Poznamka 4 Necht A C B C X. Z definice 7 plyne, Ze je-li A hustd je i B husta
a je-li B iidka je i A Fidka. Je-li A iidka, je i A idka.

Véta 2 Mnozina A C X je husta v X pravé tehdy, kdyZ pro kaZdou otevrenou
mnoZinu G C X plati ANG # (). MnoZina A C X je 7idkd v X prdvé tehdy, kdyz
(A)° =0 (jeji uzdvér md prdzdny vnitrek).

Diikaz: (a) Nechf A = X. Pak z ANG = ) plyne G C (X\A)? = X\4 a
tedy A # X, coz je spor (pouzivame toho, ze G je oteviena, takze z G C X\A
plyne G C (X\A)?). Necht A # X. Pak X\A je oteviena mnozina takova, Ze
AN(X\A) =0.

(b) Mnozina A je fidkd v X pravé tehdy, kdyz X\A = X. Ale

X\A = X\(A)"
a X\(A)? = X pravé tehdy, kdyz (A4)° = 0.

Definice 8 Necht (X,T) je topologicky prostor, {x,} C X (posloupnost bodu z
X) ax e X. Jestlize ke kazdému okoli G € O(x) existuje index ng € N takovy,
Ze x, € G VYn > ng, tekneme, Ze {z,} konverguje k bodu x a piseme z, — x.

Poznamka 5 Stac¢i uvazovat pouze G € B N O(x) (konvergenci lze definovat
pomoci baze topologie).

Poznamka 6 Metricky prostor (X, p) je topologickym prostorem ve smyslu de-
finice 3. Tento prostor ma specialni vlastnost. Je-li x1 € X, x5 € X a x7 # o,
existuji okoli V1 € O(x1), Vo € O(x3) takova, ze V1NV, = (). Takovéto topologické
prostory se nazyvaji Hausdorfovymi prostory.

Véta 3 Necht (X, p) je metricky prostor, {z,} C X ax € X. Pak x, — x pravé
tehdy, jestlize p(x,,x) — 0 (takto se vétsinou definuje konvergence v metrickych
prostorech).

Dikaz: (a) Necht z,, — z podle definice 8. Pak pro kazdou otevienou kouli
B(z,e) € O(x) existuje index n. € N takovy ze x, € B(x,e) Yn > n., neboli
p(x,,x) < e ¥n > n.. Plati tedy p(z,,z) — 0.

(b) Necht p(z,,z) — 0 a G € O(zx). Jelikoz mnozina G je oteviena, existuje
oteviend koule B(z,e) C G a jelikoz p(z,,x) — 0, existuje index n. € N takovy,
ze x, € B(z,e) C G Vn > n..



Definice 9 Necht (X, p) je metricky prostor, A C X a x € X. Jestlize exis-
tuje posloupnost {x,} C A tak, Ze x, — x, Tekneme, Ze x je limitnim bodem
mnoziny A.

Véta 4 Necht (X, p) je metricky prostor a A C X. Pak A (uzdvér) je mnoZinou
vsech limitnich bodi mnoZiny A.

Dikaz: (a) Necht z € X\ A. JelikoZ mnozina A je uzaviens, je X\ A oteviena.
Existuje tedy oteviend koule B(z,e) C X\A. Pak ale p(z,y) > ¢ Vy € A D A,
takze xr neni hromadnym bodem mnoziny A.

(b) Necht € A neni hromadnym bodem mnoziny A. Pak existuje ¢islo ¢ >
0 takové, ze p(z,y) > ¢ Vy € A, neboli A C X\B(z,¢). Uzavfend mnozina
AN X\B(z,¢) tedy obsahuje A ale neobsahuje A, coz je ve sporu s definici 7.

1.2 Uplné prostory

Definice 10 Necht (X, p) je metricky prostor a {x,} C X. JestliZe ke kaZdému
¢islu € > 0 existuje index n. € N takovy, Ze m > n., n > n. = p(xy,,T,) < &,
rekneme, Ze posloupnost {z,} je cauchyovskd.

Definice 11 Necht (X, p) je metricky prostor. Jestlize ke kaZdé cauchyovské po-
sloupnosti {x,} C X existuje bod x € X takovy, Ze x, — x, Tekneme, Ze prostor

(X, p) je uplng.

Piiklad 9 Prostor (R",p) z ptikladu 2 je Gplny (nebof mnozina realnych cisel
je uplnd).

Priklad 10 Prostor (Q", p) n-rozmérnych racionélnich vektoru s metrikou z pii-
kladu 2 neni uplny (nebof mnozina racionalnich ¢isel neni tplnd). Plati vSak
Q" = R", takze Q" je husty v R".

Priklad 11 Prostor (I, p) z ptikladu 3 je Gplny:

(a) Je-li posloupnost {x,} C [, cauchyovskd pak i posloupnost slozek je cauchy-
ovské nebof, oznac¢ime-li x,, = {£}", &Y, ...}, plati

P

§" =& < (Z & — §Z|p> = p(Tm, Tn)
k=1

VI € N. Existuji tedy limity &' — & VI € N. Oznaéme = = {&1,&, ...}

(b) Ukéazeme, ze x,, — x. Necht ¢ > 0. Jelikoz {z,} je cauchyovska, existuje
index n. € N takovy, ze p(x,, ) < /2 Vn,m > n.. Pak pron,m >n.al e N
muzeme psat.



! ,
(Z IS fi”\p> < p(Tn, Tm) < €/2
k=1

Jelikoz & — & V1 < k <[ al je konecné (délame [ limitnich pfechodu), plati

! v
(Sia-ar) <o
k=1
Limitnim pfechodem pro | — oo dostaneme p(x,,x) < /2 < € ¥n > n. a podle

véty 2 plati x, — x.

(c) Ukédzeme, ze x € [,. Jelikoz {x,,} je cauchyovska, existuje index m € N takovy,
ze p(Tp, Tm) <1 V¥n > m. Ozna¢me M = p(x,,0) + 1. Nechf n >m al e N. Z
trojihelnikové nerovnosti plyne

! v
(Z |€Z|p> < (2, 0) < p(20, ) + p(T1,0) < 1+ p(2,,0) = M
k=1

Jelikoz & — & V1 < k <[ al je kone¢né (délame [ limitnich pfechodu), plati

l
> Gl < mP
k=1

Limitnim pfechodem pro [ — co dostaneme

D Il < MP < oo

k=1
Piiklad 12 Prostor (I, p) z piikladu 4 je tplny:
(a) Je-li posloupnost {x,} C Il cauchyovska pak i posloupnost slozek je cauchy-
ovské nebof, oznacime-li x,, = {£}, &Y, ...}, plati

|§lm - §Zn| < sup |§l::n - §Z| = p(mm,xn)
keN

VI € N. Existuji tedy limity ' — & VI € N. Ozna¢me z = {&,&, ...}

(b) Ukézeme, %e x,, — x. Necht € > 0. Jelikoz {x, } je cauchyovsk, existuje index
ne. € N takovy, ze p(x,, x,) < /2 VYn,m > n.. Pak pro n,m > n. muZzeme psat

&' = &" < p(Tn, Tm) < /2

VI € N, coz v limité pro m — oo dava [§' — §| < e/2 VI € N. Tedy p(z,,x) =
SUPren €8 — &kl < €/2 < e ¥n > n. a podle véty 3 plati z, — x.

10



(c) Ukdzeme, 7e = € l. Jelikoz {z,} je cauchyovska, existuje index m € N
takovy, ze p(zn, ) < 1 Vn > m. Ozna¢me M = p(x,,,0) + 1. Necht n > m. Z
trojihelnikové nerovnosti plyne

&' < sup &l = p(20,0) < p(Tn, i) + p(Tm,0) < 14 p(2m,0) = M
(S

Vi e N. Jelikoz &' — &, plati || < M VI € N a tedy sup || < M < oo.
keN

Piiklad 13 Prostor (Cla,bl, p) z piikladu 5 je tplny:

(a) Je-li posloupnost {z,} C Cla,b] cauchyovska je i bodové cauchyovské, nebot
pro libovolnou hodnotu ¢ € [a, b] plati

o (0) = (D) < 105 [ (0) = (0] = Pl

Existuji tedy limity z,,(t) — z(t) Vt € |a, b]. Ziskali jsme tak funkci x : [a, b] — R.
(b) Ukazeme, ze x,, — . Necht ¢ > 0. Jelikoz {z, } je cauchyovska, existuje index
n. € N takovy, ze p(x,,x,) < €/2 ¥Yn,m > n.. Pak pro n,m > n. dostaneme

|20, (t) — 2 (t)| < p(@n, ) < €/2 Vt € [a,b], coz v limité pro m — oo dava
|z, (t) — x(t)] < e/2 Vit € [a,b]. Mizeme tedy psat

p(xn, x) = m[a>b(] |zn(t) —2(t)] <e/2<e Vn>n,
t€la,
a podle véty 3 plati x, — .

(c) Ukézeme, 7e x € Cla,b]. Staci dokazat, Zze x je spojita. Jelikoz =, — =,
existuje k danému ¢islu € > 0 index n € N takovy, ze p(z,,x) < /3. Jelikoz
funkce {x,} je spojité na [a, b], je tam stejnomérné spojita (véta 21). Ke kazdému
e > 0 tedy existuje 6 > 0 tak, ze ||z, (t) — x,(s)| < €/3, kdykoliv |t — s| < 0.
Plati tedy

|(t) —x(s)] < |2(t) =2z (@)|+ |20 (t) —zn(s)|+]x(s) —2n(s)] < 2p(zn, ) +c/3 <&
kdykoliv |t — s| < §. Funkce z je tedy stejnomérné spojita a tedy spojita na [a, b].

Piiklad 14 Prostor (Cfa,bl, p) s metrikou

b
plavy) = [ lalt) = ulo)
a
neni tplny, nebot konvergence v této metrice neni stejnomérnou konvergenci a

muze se stat, ze x, — x a funkce x neni spojitad. UvaZzujme posloupnost {z,} C
Cla, b] takovou, zZe
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(e

a(t) = (3 arctan(t)) '

Pak plati z, — z, kde funkce z : [a,b] — R je definovana vztahy

z(t) = -1, a<t<O0
z(t) = 0, t=0
z(t) = 1, 0<t<b

Funkce z(t) je sice integrovatelna ale neni spojita v bodé ¢t = 0 takze « ¢ Cla, b].

Priklad 15 Prostor (L,[a,b], p) z piikladu 6 je Gplny (Gplnost tohoto prostoru
byla jednim z duvodu pro zavedeni Lebesgueova integralu).

Piiklad 16 Prostor (L.[a, b], p) z ptikladu 7 je uplny (limita posloupnosti funkci
omezenych skoro vsude je funkce omezené skoro vsude). Princip dukazu je prak-
ticky stejny jako u prikladu 12.

Véta 5 Necht (X, p) je metricky prostor, ktery neni uplny. Pak existuje uplny
metricky prostor (X, p) takovy, 2e X = X (X je husty v X) a p(z,9) = plz,y)
pokud x =r€ X ay=y e X.

Diikaz: (a) (Konstrukce prostoru X) Cauchyovské posloupnosti {z;} < X,
{yr} C X nazveme ekvivalentni, jestlize p(xy,yx) — 0. Ze jde o ekvivalenci,
plyne bezprostiedné z podminek (a)—(c) v definici 1. Napfiklad tranzitivita plyne
z (c), nebot p(zk, yx) — 0 a p(yk, 2zx) — 0 implikuji

p(@r, z) < p(Tr, ye) + p(Yr, 26) — 0

Prostor X je mnozina viech t¥{d ekvivalence Cauchyovskych posloupnosti. Pokud
{z,z,z,...} € T ztotoznime T s x (piSeme T = z).

(b) (Metrika na X) Metriku na X definujeme vztahem

p(@,y) = lim p(zy, ye)
— 00
pokud {z;} € 7 a {yx} € §. Korektnost této definice plyne ze zavedené ekviva-
lence posloupnosti a z trojuhelnikové nerovnosti. Je také ziejmé, ze pokud = = x
ay=y (tj{z,z,z,...} €xa{y,y,y, ...} €7),plati p(Z,y) = p(z,y). Platnost
podminek (a), (b) z definice 1 je zfejma. Trojihelnikovou nerovnost dokazeme
takto

p(7,2) = lim p(ap, 2) < Jim (p(wk,yk)er(yk,Zk))

k—o00

IN

lim p(xy, yi) + hm (Y 2k)
k—oo k—oo
p(Z,9) + p(y, 2)
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(c) (Hustota X v X) Necht {z;} € # € X a e > 0. Jelikoz posloupnost {z}}
je cauchyovska, existuje index n € N takovy, Ze p(x,,zy) < €/2 Vk > n. Necht
{Zp, Tp, Ty, ...} € Ty, takze T, = x, € X. Pak plati

ﬁ(*%a'%n) = kh_{?op<xkaxn) < 5/2 <ée

(d) (Uplnost prostoru X) Necht posloupnost {i,} € X je cauchyovska. Je-
likoz X je husty v X , existuje ke kazdému prvku z, € X prvek y, € X
takovy ze p(Zn,Un) < 1/n, kde {yn,Yn,Yn,--.} € Un. Uvazujme posloupnost
{y1,92, Y3, ...} C X. Zvolme & > 0. JelikoZ posloupnost {#,} C X je cauchyov-
ské, existuje index n. > 4/¢ takovy, ze

P Ty &) < VYm,n > n.

Pak plati

™

1 1 3
— nl1 1 < plu T 7 T ol r 1 — — — < =
(Y Yn) = P, Un) < p(Gims Tm) + P( T, Tn) + p(Ts Yn) < — gt o< e<e

Vm,n > n., takze posloupnost {y1, 42, ¥s, ... } C X je cauchyovska. Existuje tedy
prvek @ € X takovy, ze {y1,y2,ys, ...} € &. Ukdzeme, ze p(in, ) — 0. Jelikoz
jsme dokéazali, ze pro libovolné ¢islo ¢ > 0 existuje index n. € N takovy, ze
P(Ym, Yn) < 3/4e, Ym,n > n., plati

3
ﬁ(*%agn) = lim p(ymayn) < ZE <e

m— 00

Vn > n. a tedy p(z,9,) — 0 Jelikoz zarovenn p(Z,, J,) — 0 (nebot p(Z,, ¥n) <
1/n), plati

p(Z,8n) < P(T, Gn) + P(Fn, Tn) — 0
Definice 12 Necht (X, p) je metricky prostor, v € X a A C X. Cislo

dist(z, A) = inf
ist(z, A) = Inf p(z,y)
nazveme vzddlenosti bodu x od mnoziny A. Cislo
diam(A4) = sup p(z,y)
z,y€A

nazveme diametrem mnoziny A. Jestlize diam(A) < oo, Tekneme, Ze mnozina A
je omezend.

13



Véta 6 (Cantorova véta o priniku) Necht (X, p) je uplng metricky prostor. Necht

Fy D F, D F5... je posloupnost neprazdnych uzavrenych podmnozin X takovd,
Ze diam(F,) — 0. Pak ezistuje prdvé jeden bod x € X takovy, Ze
T e m E,
n=1

Dukaz: (a) (Existence) Jelikoz mnoziny F,, n € N, jsou neprazdné, existuji
body z,, € F,,, n € N. Necht ¢ > 0. Jelikoz diam(F},) — 0, existuje index n. € N
takovy, ze F,, C F,_  a diam(F,) < ¢ Vn > n.. Jelikoz pro m > n > n. plati
p(Tm, ) < diam(F,) < e, je posloupnost {z,} cauchyovska. Jelikoz prostor
(X, p) je Gplny a mnozina F,. C X je uzaviena, existuje bod = € F),_ takovy, ze
z, — x € F,_. Jelikoz € > 0 je libovolné, plati z € (2, F),

(b) (Jednoznacnost). Jestlize 1 € ()., Fn, 2 € (o Fn a x1 # 29, pak z; € F),
axy € F, VYn € N a tudiz diam(F,)) > p(x1,z2) > 0 Vn € N, coz je ve sporu s
tim Ze diam(F,) — 0.

Véta 7 (Baireova véta) Necht (X, p) je tuplng metricky prostor. Necht A;, As,
Az ... je posloupnost otevrenych mnozin hustych v X. Pak mnoZina

A= ﬁAn
n=1

(spocetny pranik hustyjch otevienych mnozin) je hustd v X.

Diikaz: Necht G C X je libovolné oteviend mnozina. Ukdzeme, ze A NG # (.
Protoze A; je hustd v X, plati A; NG # (), takZze existuje bod z; € A, NG
a jelikoz A; N G je oteviena, existuje ¢islo 0 < g; < 1 takové, ze B(xy,e1) C
A; N G. Predpokladejme, Ze pro n > 1 je vybran bod x,_; a ¢islo €,_1. Protoze
A, je husta v X, plati A, N B(x,_1,6,1) # 0, takze existuje bod z, € A, N
B(xp_1,6n-1) ajelikoz A, NB(x,_1,e,_1) je oteviend, existuje ¢islo 0 < g, < 1/n
takové, ze B(x,,e,) C A, N B(xp-1,6,-1). Indukei se tak sestroji posloupnost
neprazdnych uzavienych mnozin B(x1,e1) D B(xa,&2) D B(xs,e3) ... takovych,
ze diam(B(x,,€,)) < 1/n — 0. Podle véty 6 tedy existuje bod x € X takovy, ze

x € ﬁB(ajn,sn)C ﬁAnﬂG

n=1 n=1

(podle konstrukee je tento bod limitou posloupnosti {z,} C X).

Dusledek 2 Necht (X, p) je Gplny metricky prostor. Necht A;, Ay, As ... je
posloupnost mnozin fidkych v X. Necht
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A= D A,
n=1

(tato mnozina se nazyva mnozinou prvni kategorie). Pak X\ A je hustd v X.

Dikaz: Podle De Morganovych pravidel plati

X\A = X\ D A, D X\ G A, = ﬁ(X\Zn)

Jelikoz mnoziny A, jsou fidké v X, jsou oteviené mnoziny X\A, husté v X,
takze podle véty 7 a poznadmky 4 je mnozina X'\ A hustd v X.

Véta 8 (Banachova véta o kontrakci) Necht (X, p) je uplny metricky prostor a
T : X — X je kontrahujici zobrazens, t.5. pro Vx,y € X plati

p(T'(x), T(y)) < aplz,y)
kde 0 < oo < 1. Pak existuje alespon jeden bod x* € X, takovy, Ze T(x*) = z*.

Dikaz: Zvolime bod zy € X libovolné a konstruujeme posloupnost x; = T'(x),
x9 = T(x1),.... Pak plati

p(xig1, xx) = p(T(zx), T(xp—1)) < ap(zp, xp-1) < ... < Ozkp(xl,xo)

p p

p
P(Tpeap, Th) < ZP(Ik+i7$k+i71) < Zoékﬂflﬂ(xla w0) = a*p(x1, 20) Z o'

=1 =1 =1

ak

S Oékp(xlaxO)Zaiil = p(xlax(])
i=1

l—«

Vp € N. Zvolme ¢ > 0 libovolné. Necht n € N je ¢islo takové, Ze

an

1 —
Pak pro libovolné dva body z, 231y, kde K > n ap € N, plati

, <e
o p(x1, o)

aF a”

p(z1,z0) < -

P(Ttp, Ti) < o p(z1,20) <€

-«
takze posloupnost {z;} je cauchyovska. Protoze prostor (X, p) je uplny, existuje
bod z* € X takovy, ze x;, — x*. Jelikoz plati
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pa®, T(x") < p(a®, wpn) + plens, T(27)) = p(a7, wrsa) + p(T (), T(27))

p<xk-‘r17 :B*) + CYp(l'k, Zl'f*)

IAINA

a jelikoz p(zy,z*) — 0 (nebot z, — x*), dostaneme p(z*, T'(x*)) = 0. Plati tedy
T(z*) = z*.

1.3 Separabilni prostory

Definice 13 Rekneme, Ze mnoZina A je spocetnd, jestlize je bud konecnd nebo
existuje prosté zobrazeni mnoZiny prirozenych c¢isel N na A.

Priklad 17 Mnozina vSech sudych ¢isel je spocetnd, nebot existuje prosté zob-
razeni n <> 2n.

Véta 9 KaZdd podmnozina spocetné mnoZiny je spocetnd.

Dukaz: Necht mnozZina A je spocetnd a B C A. Je-li B konec¢né, neni co do-
kazovat. Budeme tedy pfedpokladat, ze B je nekonec¢na. Jelikoz mnozina A je
spocetna, lze jeji prvky usporadat v posloupnost {a, } (nebot existuje prosté zob-
razeni mnoziny piirozenych ¢isel N na A). V tomto pfipadé muzeme B chépat
jako podposloupnost B = {b; : b; = a,,,i € N} vybranou z posloupnosti {a,}.
Pak ale ¢ <+ b; = a,,, je prosté zobrazeni N na B.

Véta 10 Kartézsky soucin spocetnych mnozin (mnoZina viech dvojic) je spocetnd
mnozina.

Dukaz: Necht A = {a;: i € N}, B={b; : j € N} jsou spocetné mnoziny a

X=AxB= {LUZ']' Xy = (ai,bj),i S N,j S N}
Zapisme prvky X do dvojrozmérné tabulky
Ti1 T2 213

To1 T2z T23
T31 T32 33

Tyto prvky muzeme usporadat podle vedlejSich diagonal
X - {fL’l, X2, X3, Ty, X5, L@, - - } - {.Tll, X12,X21,T13,T22,T31, - - }
takze existuje prosté zobrazeni

Va1
n(_)(erj )2(2—|—j >+z'

N na A x B.
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Disledek 3 Mnozina racionalnich ¢isel je spocetna.
Véta 11 Sjednoceni spocetného systému spocetnych mnozin je spocetnd mnozina.

Dukaz: Necht A;, i € N, je spofetny systém mnozin a kazdd mnozina A; =
{a1,a42,...} je spocetnéd. Pak méme stejnou situaci jako v dukazu véty 10

11 Q12 Aa13
Q21 A2z (23
a3; Aasz2 a3s

Poznamka 7 Véty 10 a 11 muZzeme pouZzit ke konstrukci ruznych spocetnych
mnozin. Z véty 10 plyne indukci, Ze pocet n-tic spocetnych mnozin je spocetny,
takze systém vSech n-rozmérnych vektoru, jejichz prvky mohou nabyvat racio-
nalnich hodnot spocetny. Podle véty 11 je pak spocetny systém vSech konecnych
posloupnosti jejichz prvky mohou nabyvat racionalnich hodnot. Podle toho je
napriklad spocetna kazda mnozina po ¢astech konstantnich nebo po c¢astech li-
nearnich funkci nabyvajicich racionalnich hodnot na kazdém konecném déleni
konec¢ného intervalu.

Véta 12 Mnozina redlnijch cisel z jakéhokoliv intervalu (s riznymi koncovgmi
body) je nespocetnd.

Dukaz: Staci se omezit na interval [0, 1] (existuje prosté zobrazeni intervalu [0, 1]
na jakykoliv interval s ruznymi koncovymi body). Piedpokladejme, Ze ¢isla z [0, 1]

lze usporadat v posloupnost 1, x», ..., kde v dekadickém tvaru
ro= 0,668 ...
z = 0,688 ...

a & €{0,1,...,9}. Zkonstruujme ¢islo = 0,£6&s ... € [0,1] tak, aby

51#511 a 61#07 51#97
5275522 a &#0, &#9,

Pak zfejmé = # x1, x # xo, ... , takze x neni prvkem posloupnosti x1, s, . ..

Definice 14 Ngcht’ (X, p) je metricky prostor. Jestlize existuje spocetnd mnozina A
hustd v X (t.j. A= X ), rekneme, Ze prostor (X, p) je separabilni.
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Piiklad 18 Prostor (R"™, p) z ptikladu 2 je separabilni, nebot mnozina n-rozmér-
nych raciondlnich vektoru Q" je spoetnd a hustd v R" (kazdé redlné ¢islo je
limitou posloupnosti racionéalnich ¢isel).

Priklad 19 Prostor (I, p) z ptikladu 3 je separabilni. Ozna¢me l~p C l, mnozinu
posloupnosti majicich konecny pocet nenulovych prvki, které jsou navic racio-
nalni. Tato mnozina je podle poznamky 7 spocetna. Dokazeme, Ze je husta v [,,.
Necht x = {x1,29,...} €1, a e > 0. Jelikoz

o0

Z |z |P < o0

k=1

existuje ¢islo n € N takové, ze

[e.9]

1
> lal” < 3¢

k=n+1

Najdeme y = {y1,v2,...} € l~p tak, aby v, = 0prok > n+1a |z, —yi| < e/(2n)V/P
pro k < n. Pak plati

_ § P E P~ P _ P

takze p(z,y) < e. JelikoZ € > 0 je libovolné je l~p husté v ,,.

Piiklad 20 Prostor (I, p) z piikladu 4 neni separabilni. Necht {z,} C I je
libovolné spocetna mnozina v l,. Jeji prvky oznacime x,, = {£7, &5, . ..}. Polozme
r={£,&,...}, kde & = £+ 1, pokud |£F| < 1 a & = 0, pokud |€F] > 1. Pak pro
libovolny index k € N plati [ — &F| > 1. Necht z,, je libovolny prvek spodetné
posloupnosti {x,} C l. Pak plati

p(x,xn) = sup |€k - gl?l = |£n - fm > 1
keN
takze {x,} neni husta v .

Piiklad 21 Prostor (C|a,b], p) z piikladu 5 je separabilni (sta¢i uvazovat pro-
stor C|0, 1], nebot interval [0, 1] 1ze pfevést na obecny interval jednoduchou line-
arni transformaci). Spojité po ¢astech linearni funkce, které nabyvaji v uzlovych
bodech t, = k/n, 0 < k < n, raciondlnich hodnot a jsou linedrni na kazdém
subintervalu [t;_1,tx], 1 < k < n, tvofi podle pozndmky 7 spocetnou mnoZinu
M, C C|0,1]. Ukdzeme, 7Ze spocetnd mnozina M = U2, M, je husta v C[0,1].
Staci ukéazat, Ze ke kazdé funkci € C[0,1] a ke kazdému ¢&islu e lze nalézt po
Castech linearni funkci [ € M takovou, zZe p(z,l) < e. Jelikoz funkce z je stej-
nomérné spojité (véta 21), existuje ¢islo 6 takové, ze |z(t) — z(s)| < £/2, pokud
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|t — s| <. Zvolme n € N tak, aby platilo 1/n < § a vyberme [ € M, tak, aby
[1(ty) —x(tx)| < e/2 V0 < k < n (to lze, nebot mnozina raciondalnich ¢isel je husta
v R). Pak pro libovolné t € [t;_1, tx] plati

t—t. t, —t
l(t) = —I(tg) + [(tg_
(¥ tk_tk—l(k) tk_tk—l(kl)
t—t. te —t
z(t) = ——ax)+ —x(
(t) P (t) ra—— (t)
neboli
t—1p_ tp —t
1) — ()] < () — 2(t)] + ————[[(tx1) — x(t)|
tr — tp—1 U — th—1
t— 1,1
< — (1) — 2 ()| + |z (te) — 2(t)])
lg — g1
tp —t
b (tm) — ()] + (i) — 2(0)
k— le—1

t—1p_ tp —t
< < bl + i )5 =
e —lg—1  tp —tg
JelikoZ toto plati pro kazdy subinterval [ty, tx_1], 1 < k < n, dostdvame pozado-
vanou nerovnost.

Priklad 22 Prostor (Ly,[a, b], p) z pfikladu 6 je separabilni, nebot mnozina jedno-
duchych (po ¢astech konstantnich) funkei nabyvajicich racionalnich hodnot a de-
finovanych pomoci intervalt s racionalnimi koneé¢nymi body je spocetnéa a husta

v (LP[CL7 b]a IO)
Priklad 23 Prostor (Ly|a,b], p) z pfikladu 7 neni separabilni.

Véta 13 Metricky prostor (X, p) je separabilni prdvé tehdy, existuje-li v ném
spocetna baze topologie.

Dikaz: (a) Necht A C X je spocetna mnozina husta v X. Necht B = {B(a,1/n) :
a € A,n € N}. Podle véty 10 je systém B spocetny. Necht z € X a G € O(x).
Jelikoz mnozina G je oteviend, existuje oteviena koule B(x,¢) C G. Necht n >
2/e. Jelikoz A je husta v X, existuje podle véty 2 bod a € B(z,1/n) N A. Pak ale
x € B(a,1/n) aVz € B(a,1/n) plati

p(z,z) < p(z,a) + pla,x) <2/n<e

takze B(a,1/n) C B(z,e) C G. Jelikoz x € X a G € O(x) byly zvoleny li-
bovolné a jelikoz jsme dokazali existenci mnoziny B(a,1/n) C B takové, ze
x € B(a,1/n) C G, je B bazi topologie metrického prostoru (X, p).
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(b) Necht B je spocetna béaze topologie metrického prostoru (X, p). V kazdé
neprazdné mnoziné B € BB vybereme jeden bod a € B. Necht A C X je mnoZina
téchto vybranych bodu. Pak A je spocetna. Necht G C X je libovolné oteviena
mnozina a x € G. Jelikoz B je baze topologie, existuje B € B tak, ze v € B C G.
Necht a € A je bod, ktery byl vybréan z mnoziny B. Pak platia € ANB C ANG,
takze ANG # () a A je hustd v X (véta 2).

Definice 15 Systém otevienych mnozin G C T nazveme otevienym pokrytim X,
jestlize plati

UJe=x
Geg

Véta 14 Metricky prostor (X, p) je separabilni pravé tehdy, lze-li z kazdého ote-
vreného pokryti X wvybrat spocetny podsystém, ktery je teZ pokrytim X.

Dikaz: Vyuzijeme toho, Ze metricky prostor je separabilni prave tehdy, existuje-
li v ném spocetna baze topologie (véta 13).

(a) Necht metricky prostor (X, p) je separabilni. Necht B je spocetné baze topo-
logie a G je oteviené pokryti X. Pak ke kazdému bodu = € X existuje oteviena
mnozina G, € G takova, ze x € G, a mnozina B, € B takova, 7ze = € B, C G,.
Ziejmé U,ex B, = X. Jelikoz systém B je spocetny, existuje spocetnd mnozina
A € X takova, ze UyeaB, = X, a jelikoz B, C G, plati také U,c1G, = X.
Existuje tedy spocetny podsystém {G, € G : z € A} C G, ktery pokryva X.

(b) Ptedpokladejme, Ze z kazdého otevieného pokryti X lze vybrat spocetné
podpokryti. Ozna¢me G, = {B(z,1/n) : © € X}, takie Ugeg, G = X. Pak
existuje spocetny podsystém B, C G, takovy, ze Upep, B = X. Oznacme B =
U, B,,. Systém B je podle véty 11 spocetny. Ukazeme, ze B je bazi topologie.
Necht z € X a G € O(z). Pak existuje oteviena koule B(z,e) C G. Zvolme
n € N tak, aby platilo n > 2/e. Jelikoz Ugep, B = X, existuje bod y € X takovy,
ze x € B(y,1/n) € B, C B. Pak Vz € B(y, 1/n) plati

p(z,x) < p(z,y) + ply, ) <2/n <e
takze B(y,1/n) C B(x,e) C G. Jelikoz z € X a G € O(x) byly zvoleny li-
bovolné a jelikoz jsme dokézali existenci mnoziny B(y,1/n) C B takové, ze
x € B(y,1/n) C G, je B bazi topologie metrického prostoru (X, p).

Véta 15 Necht G C T je systém (neprazdnych) disjunktnich oteviengch mnoZin
v separabilnim metrickém prostoru (X, p). Pak G je spocetny.

Dukaz: Nechf A je spocetnd mnozina hustd v X a G € G. Jelikoz G je oteviena,
existuje oteviend koule B(z,e) C G. Jelikoz A je hustd, lezi v této oteviené kouli
alespon jeden bod y € A, tedy y € G N A. Necht Gy, G5 jsou ruzné mnoziny z G
ay; € GiNA, y, € GoNA. Protoze Gi NGy = ), plati y; # yo. To tedy znamena,
ze pocet bodl v A nemuze byt mensi nez pocet mnozin v G. JelikoZ mnozina A
je spocetna, musi by i systém G spocetny.

20



1.4 Kompaktni prostory

Definice 16 Necht (X, p) je metricky prostor. Jestlize kazdd posloupnost {z,} C
X obsahuje podposloupnost, kterd ma limitu v X, Tekneme, Ze prostor X je kom-
paktns.

Definice 17 Necht (X, p) je metricky prostor. Jestlize ke kaZdému cislu ¢ > 0
existuje konecna mnozina M. C X takovd, Ze

dist(z, M) <e Vze X,

rekneme, Ze (X, p) je totdalné omezeny.
Véta 16 KazZdy totalné omezeny metricky prostor je omezeny.

Dukaz: Zvolme né&jaké ¢ > 0 (napiiklad ¢ = 1). Necht M. C X je kone¢na
mnozina takova, ze dist(x, M.) < € Vo € X. Pak pro libovolné dva body z,y € X
plati

p(z,y) < dist(z, M.) + diam(M,) + dist(y, M) < 2e + diam(M.) < oo,

nebof diametr koneéné mnoziny M, je konecny. Muzeme tedy psat

diam(X) = sup p(z,y) < 2e + diam(M.) < 0o
z,yeX

Véta 17 Prostor (X, p) je kompakini prdave tehdy, je-li uplng a totdlné omezeny.

Dukaz: (a) Necht (X, p) je kompaktni a posloupnost {z,} C X je cauchyovska.
Pak existuje vybrana posloupnost {z,,} C {z,} takova, ze z,, — = € X (indexy
m € M C N nemusi nabyvat vSech hodnot z N). Ke kazdému ¢islu ¢ > 0
tedy existuje index m. € M C N takovy, ze p(z,,x) < /2 pokud m > m..
JelikoZz puvodni posloupnost je cauchyovska, existuje index n. € N takovy, ze
(T, ) < €/2 pokud m,n > n.. Necht m,n > max(m.,n.). Pak plati

P(Tn, ) < p(xp, T) + p(X, x) < e

a jelikoz ¢islo ¢ > 0 je libovolné, plati x,, — z. Prostor (X, p) je tedy uplny.
Predpokladejme, Ze (X, p) neni totalné omezeny. Pak pro néjaké ¢islo € > 0 je
nekonecna kazda mnozina takova, ze

dist(z, M.) <e Ve X,

Muzeme tedy zkonstruovat nekonecnou posloupnost {z,} C X takovou, zZe
p(x;,xj) > € Vi # j € N, nebot v opatném pfipadé by pro néjaky index n € N
muselo platit dist(z, {z1,...,2,}) < e Vo € X. Z posloupnosti {z,} C X takové,
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ze p(x;,x;) > € Vi # j € N, nelze vybrat zadnou konvergentni podposloupnost,
takze prostor (X, p) neni kompaktni.

(b) Necht (X, p) je uplny a totalné omezeny a necht {xn} c X. Z této posloup—
nosti vybereme induktivné podposloupnosti {z,} = {z'"} > {2"} > {2} ...

Necht {xn } je jiz vybrana. Jelikoz (X, p) je totalné omezeny, existuje koneéna
mnozina My, C X takovd, ze dist(x, My) < 1/k Vo € X. Jelikoz My, je

konecné, existuje bod v € Ml/k takovy, ze p(yk,x%kfl)) < 1/k pro nekonecné

mnoho indext n € N. Necht {x } C {acnl€ Y} je posloupnost bodi s témito

indexy. Pak plati p(yk,x%k)) <1 / k ¥n € N. Tim jsme ukonéili indukéni krok.
Uvazujme nyni posloupnost {xl ,xé ), ® ..} C {z,} a zvolme ¢ > 0. Pak pro

ne > 2/e a pro m,n > n. plati

p(x;n)> 7(n )) < p( 7(1)73/715) ‘|‘P( 521)7?/%) < 2/”5 <E.

Posloupnost {x%")} C {z,} je tedy cauchyovska a jelikoz (X, p) je tplny, je kon-
vergentni.

Véta 18 Metricky prostor (X, p) je kompaktni pravé tehdy, lze-li z kaZdého otevre-
néeho pokryti X wvybrat konecny podsystém, ktery je téz pokrytim X.

Dikaz: Vyuzijeme toho, zZe metricky prostor je kompaktni pravé tehdy, je-li
uplny a totalné omezeny (véta 17).

(a) Necht (X, p) je Gplny a totalné omezeny. Predpokladejme, Ze existuje oteviené
pokryti X C Uu,ecaGy, z néhoz nelze vybrat konecné podpokryti. Zkonstruujeme
induktivné posloupnost uzavienjch mnozin X = F© > F(U 5 @ takovych
7e diam(F™) < 1 /n a F(™ nelze pokryt koneénym poctem mnozin z pokryti
Ga, o € A. Necht F(™ je jiz vybrana. Jelikoz F"~Y C X je tato mnozina
totalné omezend. Existuje tedy konecna mnozina M/, = {y1 , } takova,
ze dist(x, My,,) < 1/n Vo € F"~Y. Zfejms

jal UByz,l/n )N FOY = UF(" Y
=1

kde diam(}?’i(n_l)) < 1/n. Jelikoz F(™=Y nelze pokryt koneénym poétem mnoZin

(n—1)

z pokryti G, a € A, musi existovat index 1 < k,, < [, takovy, Ze Fy = nelze

pokrit koneénym poc¢tem mnozin z pokryti Go,o € A. Oznaéme F = Fk(:_l),

¢imz jsme provedli indukéni krok. Nyni mame posloupnost uzavienych mnozin
X = rO 5 05 F®  takovych ze diam(F™) < 1/n — 0 a jelikoz prostor
(X, p) je Gplny, existuje podle véty 6 bod

= ﬁ F™ - X
n=1

22



Tento bod musi byt pokryt alespon jednou mnozinou z pokryti G,, a € A.
Ozna¢me tuto mnozinu G. Jelikoz G je oteviena a x € G, musi existovat ¢islo
e > 0 takové, ze B(z,¢) C G. Zvolme n. > 1/e. Pak jelikoz diam(F ™)) <
1/n. < eax € F®) musiplatit F™) C B(x,e) C G, coz je spor, nebot jsme
piedpokladali, Ze mnozinu F) nelze pokrjt koneénym po¢tem mnozin z pokryti
G, a € A.

(b) Predpoklddejme, 7Ze z kazdého pokryti X lze vybrat koneéné podpokryti.
Necht € > 0. Uvazujme specidlni pokryti

X c | JB(=9).

zeX

K tomuto pokryti existuje konec¢né podpokryti

X c | B(zn,e)
n=1
a oznafime-li M. = {z1,...,x,} plati dist(z, M.) < € Vx € X. Zbyva do-
kézat tplnost. Necht {x,} C X je cauchyovskd posloupnost. Ozna¢me P, =
{2, Tpi1, Tnya,...} a F, = P,. Pak F} D F, D F,... je posloupnost neprazd-
nych uzavienych podmnozin X. Ukdzeme, ze F = N2 F,, # (. Pfedpokladejme
naopak, ze ' = (). Pak plati

X=X\F=X\()F=JX\F,).
n=1 n=1
Z tohoto pokryti lze vybrat konecné podpokryti
X ={J\E,) =X\ [ Fo, = X\Fy,
k=1 k=1

takze F,, = 0, coZ je spor, nebot podle konstrukee je F,, # (). Nechf z € N2 | F,
(takze x € X). Ukazeme, Ze x, — x. Necht ¢ > 0. Jelikoz posloupnost {z,} je
cauchyovska, existuje index n. € N takovy, ze p(zm,z,) < € Vm,n > n.. Plati
tedy diam(F,,_.) < € a jelikoz z € F,,_, dostaneme p(x,,x) < & ¥n > n.. Jelikoz
e > 0 je libovolné, plati x,, — x € X.

Poznamka 8 Timto ekvivalentnim zptsobem se definuje kompaktnost v topo-
logickych prostorech. Topologicky prostor (X, 7T) je kompaktni, 1ze-li z kazdého
otevieného pokryti X vybrat koneény podsystém, ktery je téz pokrytim X.

Disledek 4 Kompaktni prostor je separabilni.
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Dusledek 5 Necht (X, p) je kompaktni metricky prostor. Necht F} D Fy, D
F3 ... je posloupnost neprazdnych uzavienych podmnozin X. Pak plati

N F 20
n=1

Toto tvrzeni je dokdzano v ¢asti (b) dikazu véty 18.

Véta 19 Metricky prostor (X, p) je kompaktni pravé tehdy, lze-li z kaZdého systé-
mu uzavienych mnozin, ktery md prazdny prunik vybrat konecny podsystém, ktery
md prazdny prunik.

Dikaz: Tvrzeni bezprostiedné plyne z véty 18 a z De Morganovych pravidel.

Definice 18 Necht (X, p) je uplnyg metricky prostor a necht K C X. Jestlize
kazda posloupnost {x,} C K obsahuje podposloupnost, ktera md limitu v K,
rekneme, Ze mnozina K je kompaktni.

Poznamka 9 Kazdi kompaktni mnoZina v uplném metrickém prostoru je to-
talné omezena a uzaviena. Plyne to z véty 17 a z toho, Ze v iplném metrickém
prostoru je mnozina K Uplné pravé tehdy je-li uzaviena.

Piiklad 24 V prostoru (R",p) z ptikladu 2 je mnozina K C R" kompaktni
prave tehdy, je-li omezena a uzaviena.

Priklad 25 V prostoru (Cla, b, p) z piikladu 5 je mnozina K € C|a,b] kom-
paktni praveé tehdy obsahuje-li funkce stejnomérné omezené a stejnomérné spojité
(Arzelova-Ascoliho véta).

Priklad 26 V neomezenych nekone¢nérozmérnych prostorech neni uzaviena
jednotkova koule kompaktni, i kdyZ je omezend a uzaviend (Rieszovo lemma).
Zvolime-li napiiklad v [, (nebo v l,,) posloupnost {z,} takovou, ze

1 = {1,0,0,...}
To = {0,1,0,}
zs = {0,0,1,...}

plati p(z,,0) = 1 Vz,, (takze {x,} lezi v uzaviené jednotkové kouli) a p(zp,, z,) >
1 pro m # n (takze z {x,} nelze vybrat cauchyovskou a tudiz ani konvergentni
podposloupnost).
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Véta 20 Necht K C X je kompaktni mnoZina v metrickém prostoru (X, p) a
f: X — R je funkce spojitd na K. Pak existuji body u,v € K takove, Ze

f(u) = inf f(y)

yeK

f(v) = sup f(y)

yeK

Dikaz: Podle definice infima existuje posloupnost {y,} C K tak, ze f(y,) —
inf ek f(y). Jelikoz K je kompaktni, 1ze z této posloupnosti vybrat konvergentni
podposloupnost {z,} C K. Ozna¢me u € K limitu této podposloupnosti (tedy
zn — u). Jelikoz funkece f je spojita, plati

f(u) = lim f(z,) = lim f(y,) = inf f(y)
n—00 n—00 yeK
Diikaz pro supremum je analogicky:.

Dusledek 6 Necht K C X je kompaktni mnozina v metrickém prostoru (X, p)
a r € X. Pak existuji body u,v € K takové, ze

= inf
p(z, u) inf p(z,y)
p(x,v) = supp(z,y)
yeK

Funkce p(z,-) : K — R je totiZ spojitd na K nebot z trojuhelnikové nerovnosti
plyne

Ip(z,y) — p(z, 2)| < p(y, 2)

Véta 21 Necht K C X je kompaktni mnoZina v metrickém prostoru (X, p) a
f X — R je funkce spojita na K. Pak f je stejnomérné spojita na K (ke
kazdému € > 0 existuje 0 > 0 tak, Ze pro x,y € K plati implikace

p(z,y) <d=|f(z) - fly) <e

Dikaz: Predpokladejme, ze funkce f je spojita ale neni stejnomérné spojita na
K. Pak musi existovat ¢islo ¢ > 0 a posloupnosti {z,} C K a {y,} C K tak,
ze p(Tn,yn) < 1/n a |f(zn) — flyn)] > € Vn € N. Jelikoz K je kompaktni,
lze z téchto posloupnosti vybrat podposloupnosti {z,,} C {x,} a {yn,} C {y.}
(indexy n; jsou spoletné obéma podposloupnostem) takové, ze z,, — = € K a
Yn, — Yy € K. Pak ale

p(x,y) < p(x, Tn,) + p(Tny, Yn;) + P(Yniry) = 0
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takze x =y, Ze spojitosti funkce f pak plyne

coz je ve sporu s predpokladem ze |f(x,,) — f(yn,)| > €

Poznamka 10 Kompaktni mnoziny maji podobné vlastnosti jako omezené uzavie-
né intervaly [a, b] C R. Proto lze definovat prostory C(K), L,(K), Lo (K), které
maji podobné vlastnosti jako Cla,b], L,la,b], Ls|a,b].

2 Banachovy prostory

2.1 Zakladni pojmy

Budeme predpokladat, ze ¢tenar ma zakladni znalosti o linearnich prostorech,
alesponl v rozsahu jaky se pouziva v R". Nebudeme tedy vysvétlovat pojmy jako
linearni podprostor, linearni kombinace, linearni obal, linearni nezavislost. Pri-
pomenme, ze v abstraktnim linearnim prostoru nemusi existovat konecna béaze.
Takovy prostor se nazyva nekonecnérozmérny. I v nekonec¢nérozmérném prostoru
v8ak existuje baze (spoetna nebo nespocetnd).

Definice 19 Necht X je linedrni prostor a T je topologie na X (ve smyslu defi-
nice 4). Jestlize soucet a skaldrni ndsobek jsou spojitymi funkcemi v topologii T,
rekneme, Ze (X,T) je linedrnim topologickym prostorem.

Poznamka 11 Je-li topologie urcéena metrikou mluvime o linearnich metrickych
prostorech. K tomu, aby (X, p) byl linedrnim metrickym prostorem staci, aby
platilo

plx+2y+z) = plr,y)
p(Az, Ay) = |Ap(z,y)

Vr,y,z € X a VA € R. Skutecné, pokud z,, — =, vy, — y a A\, — A, plati

p(n =2,y = yn) < plan = 2,0) + p(0,y = ya)
= p(:En,LE) +p(yn> ) —0

pAnxn, Ax) < p( Az, Anz) + p(Anz, AT)

A lp(Tn, ) + [N — A p(z,0) = 0

P(Tn + Yn, T +Y)
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Poznamka 12 Spliiuje-li metrika podminky uvedené v poznamce 11, plati

p(y,z) = p(y — 2,0)

V tomto piipadé staci zavést funkci jedné proménné ||z|| = p(z,0). Snadno se lze
presvédcit, ze tato funkce vyhovuje nasledujicim podminkam definujicim normu.

Definice 20 Necht X je linedrni prostor a || - || : X — R je funkce takovd, Ze

(a) [|lz][ =0
lz]| =0 & 2=0

(b) Ihz] = [Alll«]
(¢) llz+yll < {lz] + vl

Pak tekneme, Ze (X, || - ||) je normovangm linedrnim prostorem. Funkce || - || se
nazyvd normou (symbol ||-|| v oznaceni normovaného linedrniho prostoru budeme
v dalsim textu vynechdvat).

Poznamka 13 Je-li zaddna norma spliiujici podminky (a)—(c), muzeme defino-
vat metriku p(z,y) = ||z — y||, kterd spliiuje podminky (a)—(c) z definice 1. V
tomto pripadé rikame, Ze metrika p je indukovand normou. Snadno se ukaze, ze
metrika indukovana normou spliiuje podminky uvedené v poznamce 11. Skutecné

plx+zy+z) = [lz+z—(y+2)|=lz—-yl|=pry)
p(Az, Ay) = ||Az = Myl| = M|z = y|| = [Mp(z, y)

Definice 21 Banachovym prostorem nazveme normovany linedrni prostor, ktery
je uplny v metrice indukované normou.

Priklad 27 Prostory z ptikladi 1-7 jsou normovanymi linearnimi prostory, zavedeme-
li normy

el = |z, zeC
o\
el = (Zlmkl”) , TER"
k=1
1
oo P
el = (Zlmkl”) Tl
k=1
[zl = suplax], = €ls
keEN
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el = max|z(t)], e Cla,b]

te(a,b]
b 1
lall = ( / |x<t>|ﬁdt) . reLad
lall = ess sup [2(8)], € Loofa,b]
tela,b]

VSechny tyto prostory jsou Banachovymi prostory.

Definice 22 Necht X, Y jsou normované linedrni prostory. Pak prostor X XY
vSech dvojic (x,y), v € X, y € Y, kde soucet a skaldrni ndsobek jsou definovany
vztahy

(w1, 91) + (T2, 42) = (21 + 22,41 + 1)

Mz, y) = (Az, Ay)

nazveme kartézskym soucinem prostori X a Y. Normu v X X Y lze definovat
riznym zpusobem (jako v R?), zde se omezime se na kartézské souciny s normou

Gz, )l = [l + [yl

Poznamka 14 Podminka (a) pro normu je zfejma. Déle plati

Az, v)| = [[(Az, Ay)|| = [[Az|| + | Ay]]
= [zl + Ayl = AUzl + [yl = (Al (z, )l
(1, 91) + (@2, 2)|| = (1 + 22,51 + 92) || = |21 + 22| + [|v1 + v2|

< ] + lyall + 2l + lly2ll = [1Cer y) |+ 1l (22, w2)

Véta 22 Necht X, Y jsou Banachovy prostory. Pak kartézsky soucin X XY je
Banachovym prostorem.

Dukaz: Mame dokézat, ze prostor X x Y je Uplny. Necht {(z,,y,)} € X xY
je cauchyovska posloupnost. Pak ke kazdému ¢islu € > 0 existuje index n. € N
takovy ze

1@, ym) = (@, Yy )| = 2m = 2l + lym — ynll <&

Vn,m > n.. Pak ale nutné ||z,,, — z,|| < € a ||[ym — ynl| < € Yn,m > n.. Jelikoz
prostory X a Y jsou uplné, existuji body z € X a y € Y takové, ze x,, — x
a y, — y. Pak plati [[(zy,42) — (2, 9)|| < llzn — | + lyn — yll — 0, takze
(@ns Yn) = (2,9).

Definice 23 Necht X, je normovany linedrni prostor a Y je jeho vlastni uza-
vreny podprostor (takie Y =Y # X ). Pak prostor XY wvsech trid ekvivalence &
takovych, Ze 1 € T a x9 € T pravé tehdy, kdyZ x1 —xo € Y, kde soucet a skaldrni
ndsobek jsou definovdny vztahy
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T+ Xy = {1’1 + X921 € fl,l’g c i‘Q}
AT ={\x:z €71}
nazveme faktorovym prostorem prostoru X wvzhleden k podprostoru Y. Normu v

X/Y definujeme vztahem ||Z|| = dist(0, Z).

Poznamka 15 Podminka (a) pro normu plyne z toho, ze 0 = Y a Y je uzavieny
podprostor prostoru X. Dale plati

[AZ[] = inf [z]] = inf [[Az]| = [A]inf [lz]| = [A][|Z]]
ZEAT TET TEX
[T+ 2o = inf [lzl= inf oy +aof| < inf  ([lay + [[z2])
ZET1+T2 T1E€ET1,T2ET2 Tr1E€X1,T2€X2

= inf lz1|[ + inf [[zof = (|24 + |22
T1E€T T2ET2

Véta 23 Necht X, je Banachiv prostor a 'Y jeho vlastni uzavieny podprostor.
Pak faktorovy prostor X/Y je Banachovym prostorem.

Dukaz: Mame dokdzat, Ze prostor X/Y je tplny. Necht {z,} € X/Y je cau-
chyovské posloupnost. JelikoZ ke kazdému &slu ¢, = 27F existuje index nj, € N
takovy, 7e || Zm —Tp, || < 27, pokud m > ny, miZeme sestrojit vybranou posloup-
nost {Z,, } C X/Y takovou, Ze ||Zy,,, — Zn,|| < 27%. Zvolme ,, € Ty, libovolné a
pfedpokladejme, ze jsme jiz zkonstruovali bod z,, € Z,, . Z definice normy v X/Y
(infimum) plyne, Ze existuje bod z,,,, € Zy,,, takovy, Ze ||z, — Tn, || < 27"
Posloupnost {x,, } C X je zfejmé cauchyovskd (nebof geometrickd fada s kvo-
cientem 1/2 je konvergentni) a jelikoz X je uplny, existuje bod x € X takovy,
ze limy_,oo x,, = x. Necht T je tfida ekvivalence obsahujici bod z. Pak plati
|Zn, — Z|| < ||zn, — z|| = 0, takze Z,, — Z. Jelikoz vybrana posloupnost ma
stejnou limitu jako puvodni cauchyovska posloupnost, plati z, — 7.

2.2 Spojita linearni zobrazeni

Necht X, Y jsou normované linearni prostory a 7' : X — Y je zobrazeni. Pak se
zavadéji tii dulezité mnoziny, definiéni obor zobrazeni D(T") C X, nulovy prostor
zobrazeni N (T) C X a obor hodnot zobrazeni R(7") C Y. Plati

DT) = {reX:TxeY}
N(T) = {ze€X:Tx=0}
R(T) = {yeY :y=Tz, 2€D(T)}

Pokud piseme T : X — Y, pfedpokladame obvykle, ze D(T') = X. Pokud D(T') =
X a R(T) =Y, fikdme, ze T je zobrazeni X na Y. Je-li zobrazeni T' linedrni

29



(definice 25) jsou mnoziny D(T') a N (T) linedrnimi podprostory X a mnozina
R(T) je linedrnim podprostorem Y.

Definice 24 Necht X,Y jsou normované linedrni prostory a T : X — Y je
zobrazeni. Necht x € X. Jestlize Ve > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze ||y — x| < § =
|T(y) —T(x)|| < e, Tekneme, Ze zobrazeni T je spojité v bodé x. Je-li zobrazeni T
spojité v kazdém bodé x € X, tekneme, Ze je spojité (na X ).

Poznamka 16 7 definice 24 plyne, Ze zobrazeni T je spojité v bodé x € X,
pravé tehdy, jestlize ke kazdé oteviené kouli B(T'(z),e) C Y existuje oteviend
koule B(z,d) C X takova, ze T'(B(x,0)) C B(T(x),c) nebo, obecnéji, jestlize ke
kazdému okoli V' € O(T(x)) existuje okoli U € O(x) takové ze T'(U) C V.

Véta 24 Necht X, Y jsou normované linedrni prostory aT : X — Y je zobrazeni
X na Y. Pak T je spojité pravé tehdy, jestliZe pro kaZdou otevrenou mnoZinu
G C Y je T™YG) oteviend mnoZina (pouZivime oznaceni T~Y(G) = {z € X :

T(x) € G}).

Dukaz: (a) Necht zobrazeni T je spojité a G C Y je oteviend mnozina. Pak pro
kazdy bod x € T7(@) existuje oteviend koule B(T(x),e) C G a oteviena koule
B(z,0) C X tak, ze T(B(z,0)) C B(T(z),e) C G. Tedy B(x,6) C T7(G) a
T7YG) je oteviend mnoZina.

(b) Necht z € X a necht pro otevienou mnozinu B(T(z),¢) je T~ (B(T(x),¢))

oteviend mnozina. Tato mnozina obsahuje bod x a néjakou otevienou kouli
B(z,¢). Pak ale plati T(B(x,0)) C B(T(x), ) a zobrazeni T je spojité v bodé x.

Definice 25 Necht X,Y jsou normované linedrni prostory a T : X — Y je
zobrazeni. Jestlize plati

T(x+y) = T(x)+T(y),
T(\x) = M(x)

Ve,y € X a VA € R tekneme, Ze zobrazeni T je linedrni. Jestlize navic ||T(x)|| =
|z|| Vo € X, Tekneme, Ze zobrazeni T je izometrické. Ezistuje-li prosté spojité
izometrick€ linedrni zobrazeni X na'Y (izometricky izomorfizmus), Tekneme, Ze
prostory X a'Y jsou izometricky izomorfni a pisSeme X =Y (izometricky izo-
morfni prostory mohou obsahovat rizné pruky ale maji vidy stejnou strukturu).
Linedrni zobrazeni ¢asto nazgyvdame linedrnim operdtorem a piseme Tx = T(x).

Definice 26 Rekneme, Ze linedrni zobrazeni T : X — Y je omezené, existuje-li
konstanta M > 0 takovd, Ze | Tx| < M||z| Vz € X.
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Véta 25 Necht X,Y jsou normované linedrni prostory a T : X — Y je linedrni
zobrazeni. Pak bud T je spojité v kaZdém bodé x € X nebo nent spojité v Zadném
bodé x € X. Linedrni zobrazeniT' : X — Y je spojité pravé tehdy, je-li omezené.

Dikaz:(a) Necht x1,25 € X a T je spojité v z1. Pak ke kazdému ¢ > 0 existuje
d > 0 tak, zZe ||y1 — 21| < d = ||[Ty1 — Tx1|| < . Necht ||y — x2|| < 6. PoloZzme
d=mx —xyay =y +d Pak ||y — z1]] = |[(y2 + d) — (2 + d)|| < 0, takze
| Ty, —Tx1|| < e. Z linearity pak plyne ||Tyo—Txs| = |T(y1 —d) =T (x;—d)| < e.
(b) Je-li zobrazeni T' omezené, je spojité v nule, nebot ||Tz| < M||z||, takze
|z|]| = 0= ||Tz|| = 0 (vyuzivame toho, ze T(0) = 0). Je-li naopak 1" spojité v
nule, existuje § > 0 tak, ze ||Tz| < 1, pokud ||z|| < J. Necht y € X. Polozme
x=(0/2)(y/lyll), takze |[z[| = 6/2 < 4. Pak plati y = (2/9)[|y|= a

ITyll = /8yl Te < 2/8)ly]
Polozime-li M = (2/4), plati | Ty| < M||y|| Vy € X.
Definice 27 Necht X,Y jsou normované linedrni prostory. Oznacme [X,Y| pro-
stor vSech spojitych linedrnich zobrazeni x X do Y. Prostor [X,Y] je linearnim
prostorem, definujeme-li soucet a skaldrni ndsobek vztahy

(Tl + Tg)l' = Tll' + TQSC

(A\T)x = \Tx

JelikoZ kaZdé spojité linedrni zobrazeni je omezené muzZeme definovat normu v

(X, Y] vztahem

||| = sup || Tz]]

[[=[|=1

Poznamka 17 Je to skutecné norma. Podminka (a) je ziejméa. Déle plati

AT = sup [(AT)z|| = sup [T (Az)| = |Al sup [ T[] = [AJ[|T]]
1Ty +Tof| = Sup I(Ty + To)z|| < Sup (T || + ([ Tox]]) <
z||=1 z||=1
= s [ T]] +H81”1p [ Tax|| = || Tuf] + [ T2]]
z||=1 z||=1

Véta 26 Necht X,Y jsou normované linedrni prostory. Prostor [X,Y] vSech spo-
jitych linedrnich zobrazeniT' : X — Y s normou z definice 27 je normovanym
linedrnim prostorem. Je-li Y dplng je i [ X, Y] dplny.
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Diukaz: To ze [X, Y] je normovanym linedrnim prostorem plyne z poznamky 17.
Predpokladejme, ze prostor Y je uplny. Necht posloupnost {T,,} € [X,Y] je
cauchyovskd a ¢ > 0 (libovolné). Pak existuje index n. € N takovy, ze ||T,,,— T, | <
e Vm,n > n.. Necht z € X. Pak

[T = Toz|| < [T = Tullllz]] < ell]]

VYm,n > n., takZze posloupnost {T,,x} C Y je také cauchyovska a protoZe prostor
Y je uplny, ma tato posloupnost limitu v Y. Definujme zobrazeni 7' : X — Y
predpisem
Tex=lim T,x VereX
n—oo

Zobrazeni T je linearni (nebof limitni pfechod zachovava linedrni operace). Jelikoz
posloupnost {7},} je cauchyovska, je omezena, takZe existuje konstanta M takova
ze ||T,|| < M Vn € N. Pro libovolny prvek z € X, tedy plati ||T,z| < M||z||
Vn € N, coz pro n — oo dava ||Tx| < M]||z||. Zobrazeni T je tedy omezené,
a podle véty 25 plati T' € [X,Y]. Ukdzeme, ze T,, — T. Jiz jsme dokézali, Ze
| Tz — Thz|| < e||z]| Ym,n > n., coz pro m — oo dava ||[Tz — T,z|| < ¢||z| a
protoZze bod z € X je libovolny, dostaneme ||T" — T,,|| < e. Jelikoz € > 0 bylo
zvoleno libovolné, plati ||T" — T,|| — 0, neboli 7,, — T

Véta 27 Necht X,Y jsou normované linedrni prostory a T : X —'Y je linedrni
zobrazeni. Pak inverzni linedrni zobrazeni T~! : Y — X emistuje a je omezené
pravé tehdy, existuje-li konstanta m > 0 takovd, Ze

[Tz|| = mllzl] VzeX (*)
Dukaz: Jestlize plati (x), pak z Txe = Tz plyne xo = z1, nebot

1 1
|zo — 1] < =[|T(22 — 21)|| = = | Txa — T1|| = 0
m m

Zobrazeni T—' tedy existuje. Z Tx = y plyne z = T 'y, takze pouzitim (x)
dostaneme

_ 1
1Tyl < —llyll Yy eY

Zobrazeni T! je tedy omezené. Existuje-li naopak 7! a je-li omezené, musi
existovat konstanta M > 0 takova, ze

1Tyl < Mllyll VyeY
Z T~ 'y =z plyne y = Tz, takZe plati () s m = 1/M.
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Véta 28 (Banach, Steinhaus) Necht X, Y jsou Banachovy prostory. Necht {T,} C
(X, Y] je mnozZina spojitych linedrnich zobrazeni. Je-li mnozina {T,x} omezend
Vo € X, je i mnozina {||T.||} omezend.

Dukaz: Oznacme

() = sup [[Toz|

A, ={z € X :p(x)>n}

Jelikoz pro kazdé « je zobrazeni T, : X — Y spojité a také norma v Y je spojita,
je kazda funkce x — ||T,x|| spojita. Proto je kazda mnozina A,, oteviend. Jestlize
jedna z nich, napriklad A,,, neni hustd v X, existuje bod z,, € X a ¢islo ¢ > 0
tak, ze B(xy,,e)NA,, = 0. To znamena, ze ¢(r,, +x) < m, pokud ||z|| < e, takze
pro libovolné « plati ||T,(z, + x)|| < m, pokud ||z|| < e. Jelikoz T, je linedrni
zobrazeni, dostaneme

|Tox|| = |Ta(Tm + 7 — 20) || < | Talwm + 2)|| + | Tavm] < 2m
pokud ||z|| < ¢, takze

2
T, < ==
g

Mnozina {||T,||} je tedy omezend. Je-li naopak kazdd mnozina A, hustd v X, je
podle véty 7 i mnozina

A= ﬁ A,
n=1

hustd v X (tedy zcela jisté neprazdna). Pak pro x € A plati ¢(z) > n Vn € N,
takze

sup || To|| = ¢() = o0
Mnozina {T,z} tedy neni omezena pro x € A.

Véta 29 Necht X,Y jsou Banachovy prostory a {T,} C [X,Y] je posloupnost

spojitych linedrnich zobrazeni takovd, Ze lim T,x existuje Vx € X. Pak existuje
n—oo

spojité€ linedrni zobrazeni T' C [X,Y] takové, Ze Th,x — Tx Vo € X.
Dikaz: Pro libovolné z € X je posloupnost {7, x} omezend, nebot je konver-

gentni. Podle Véty 77 je i mnozina {||7,,||} omezena. Existuje tedy ¢islo M > 0
(které nezavisi na n € N) takové, ze
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[ Tozll < Tl )] < Mjz]] Vo e X

Definujme zobrazeni T' tak, ze

Tex=lim T,x VereX

n—o0

Pak T je line4rni (nebot limitni pfechod zachovéava linearni operace) a plati

|Tz|| = lim ||T,z| < M||x||
n—oo
takze T' je omezené a tedy spojité.

Véta 30 (O otevieném zobrazeni) Necht XY jsou Banachovy prostory a T :
X =Y je spojité linedrni zobrazeni X na'Y (t.j. R(T) =Y ). Pak T zobrazuje
otevienou mnozinu G na otevienou mnozinu T(G), kde

TG ={yeY :y=Tzx, z € G}

Dikaz: V poznamce 16 je ukazano, ze zobrazeni T' je spojité pravé tehdy, kdyz
k B(T'(z),e) C Y existuje B(x,0) C X tak, ze

T(B(z,9)) C B(T(z),¢)

coz plati pravé tehdy (véta 24), kdyz pro kazdou otevienou mnozinu G C Y je
T71(G) oteviena. Nyni mdme dokézat, Ze pro kazdou otevienou mnozinu G C X
je T(G) oteviend, ¢ili ze k B(z,e) C X existuje B(T'(x),0) C Y tak, ze

T(B(z,¢)) D B(T(x),9)

Jelikoz zobrazeni T' je linearni, muzeme polozit © = 0 a ¢ = 1 a dokazovat, ze
T(B(0,1)) D B(0,6) pro n&jaké § > 0.

(a) Jelikoz X = U B(0,n) a T(X) =Y, plati

Y = JT(B(0.n))

Podle dusledku 2 tedy nemohou byt vSechny mnoziny 7'(B(0,n)) fidké. Existuje
tedy alesponi jeden index m € N takovy, ze T(B(0,m)) ma neprazdny vnitfek,
¢ili existuje oteviend mnozina G C T(B(0,m)) C Y. Kazdy bod z € G je tedy
limitou néjaké posloupnosti {7'(u;)} C Y, kde w; € B(0,m) C X. Necht z € G.
Jelikoz G je oteviend, existuje ¢islo v > 0 takové, ze B(z,v) C G. Pro kazdy
bod y € B(0,7) C Y pak plati z + y € B(z,7) C G, takze existuji posloupnosti
{u;}, {v;} € B(0,m) C X takové, ze T'(u;) — z, T'(v;) — z+vy. Jelikoz zobrazeni
T je linearni, muzeme psat
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y=z+y—z=limT(v;) — lim T'(u;) = lim T(z;)
1—>00 1—>00 1—>00

kde x; = v; — w;, takze ||z;|| < |Jug|| + |Jvi]] < 2m. Dokézali jsme tedy, ze ke
kazdému y € B(0,7) C Y existuje posloupnost {z;} € B(0,2m) C X, takova,
ze T(x;) — vy, neboli (vzhledem k linearité T'), ze ke kazdému y € B(0,0) C Y,
kde § = v/(2m), existuje posloupnost {z;} C B(0,1) C X, takova, ze T'(x;) — y.
Kdyby posloupnost {z;} byla cauchyovska nebo kdyby mnozina B(0,1) C X
byla kompaktni, byly bychom z dikazem hotovi. Obecné vsak tento predpoklad
neplati. Vime pouze, Ze ke kazdému ¢ > 0 muzeme nalézt bod z € B(0,1) C X

(¢len posloupnosti {x;}) takovy, ze ||y — Tx| < e.

(b) Nyni induktivné zkonstruujeme caychyovskou posloupnost {s,} C B(0,1 +
e) C X takovou, ze T'(s,) — y (tato uméla konstrukce je pomérné komplikovana
a je tfeba peclivé sledovat jednotlivé kroky). Zvolme y € B(0,0) C Y a e > 0.
Pak podle (a) existuje bod z; € B(0,1) C X, takovy, Ze ||y — T'(z1)| < 27'&.
Predpokladejme, ze body z1, ..., z, byly zvoleny tak, ze

ly —T(x1) —... = T(x,)]| < 27" (%)
(pro n = 1 jsme tak ucinili). JelikoZ z (%) plyne, ze y — T(x1) — ... — T(x,) €
B(0,27"ed) C Y a zobrazeni T je linedrni, muZzeme podle (a) nalézt bod z,1 €
B(0,27"¢) C X takovy, ze
Iy = T(21) = ... = Twn)) = Tap) | <27 Ved

Tim je indukéni krok dokoncen. Polozime-li s, = 1 +...+x,, n € N, je posloup-
nost {s,} cauchyovskd (normy ||z,|| klesaji tak rychle jako geometrickd posloup-
nost s kvocientem 1/2), plati ||s,| < [|z1|| + ¢ (soucet geometrické fady) a (x)
implikuje T'(s,,) — y. Jelikoz prostor X je uplny, existuje bod x € B(0,1+¢) C X
(nebot ||z]| < ||x1]| +& < 1 +¢€) takovy zZe s, — z, a jelikoz operator 1" je spojity
plati T'(z) = y. Zatim jsme dokézali, Ze pro libovolné ¢ > 0 plati

T(B(x,14¢)) D B(T(x),0)

neboli (vzhledem k linearité 77)

T(B(z,1)) D B(T(z), (1 +¢)7'6)

Sjednocenim mnozin na pravé strané této inkluze dostaneme

T(B(x,1)) D | JB(T(z),(1+¢)'6) = B(T(),9)

e>0

Véta 31 Necht X,Y jsou Banachovy prostory a T : X — Y je prosté spojité
linedrni zobrazeni. Pak T~ je prosté spojité linedrni zobrazent.
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Diikaz: Je to bezprostfedni dusledek Véty 30 a Véty 24.

Necht X, Y jsou Banachovy prostory. Neni-li podprostor D(T') C X (defini¢ni
obor) uzavieny v X, muZe se snadno stat, ze linearni zobrazeni T neni spojité (je
to ukdzano v prikladu 28). V tomto pfipadé je vhodné zavést pojem uzavienosti
zobrazeni, ktery v jistém smyslu nahrazuje pojem spojitosti zobrazeni.

Definice 28 Necht XY jsou normované linedrni prostory, D(T) C X a T :
D(T) =Y je linedrni zobrazeni. Jestlize mnozina G(T) = {(x,Tz) : x € D(T)}
je uzaviend v X XY, tekneme, Ze zobrazeni T je uzaviené. MnoZina G(T), kterd
je linearnim podprostorem X XY, se nazyvd grafem zobrazeni T.

Poznamka 18 Normu v X x Y muZeme zvolit libovolné. V dal$im textu budeme
piedpokladat, ze plati ||(z, y)|| = [|=] + [|ly]|-

Véta 32 Necht X,Y jsou normované linedarni prostory a T : D(T) — R(T) je
prosté uzaviené linedrni zobrazeni. Pak T~' : R(T) — D(T) je prosté uzaviené
linedarni zobrazent.

Dtikaz: Definiénim oborem zobrazeni 7! je mnoZina R(T). JelikoZ

G(T7) ={,T7"y),y e R(T)} = {(Tw,2),2 € D(T)}

a mnozina na pravé strané (ktera se 1isi od G(7') pouze poradim prvku ve dvojici)
je uzavrena, je i mnozina na levé strané uzaviena.

Priklad 28 Existuji uzaviena linedrni zobrazeni, kterd nejsou spojita. Necht
C'0,1] c C0,1] je mnozina funkci, které maji spojitou derivaci v [0,1]. De-
finujme zobrazeni T : C'[0,1] — C[0, 1] piedpisem Tz = z’ (derivace). Ziejmé T
je linedrni zobrazeni. Je-li z,, = t" Vn € N, plati T'z,, = nt" ! Vn € N a tudiz

lznll = max (£")
|Tz,|| = max(nt™') =n
te(0,1]

Vn € N. Zobrazeni T neni omezené, nebot

sup ||Tz| = sup ||Tz, | = supn = oo
|z||=1 nenN neN

a neni tedy spojité. Necht {z,,} C C*(0,1] a (x,,Tz,) — (x,2') € C[0,1]xC[0, 1].

Jelikoz ||(zy,, Txy,) — (z,2')|| = ||z, — || + || T2, — 2'||, znamena to, ze z, — = a

Tz, — «'. Jelikoz prostor C10, 1] je uplny, plati =z € C|0, 1] a 2’ € C[0, 1] Jelikoz

konvergence Tx,, — ' je stejnomérna na [0, 1], plati Tx = 2’ (pfi stejnomérné

konvergenci je limitou derivaci opét derivace). Cili
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(2, Tx,) — (z,Tx) € C'[0,1] x C[0,1]
Zobrazeni T je tedy uzaviené.
Véta 33 Necht X,Y jsou normované linedrni prostory a T : D(T) — Y je
linedrni zobrazeni s definicnim oborem D(T) C X. Je-li mnoZina D(T) uzaviend
(v X ) a je-li zobrazeni T' spojité, je T uzaviené.
Dikaz: Predpokladejme, ze mnozina D(T') je uzaviend a zobrazeni T je spo-
jité ale neni uzaviené. Pak graf G(T)) C X X Y neni uzavieny, takze mnozina
(X x Y)\G(T) neni oteviena. Existuje tedy dvojice (z,y) € (X x Y)\G(T) ta-
kova, ze B((x,y),1/n)NG(T) # 0 Vn € N. To znamen4, Ze existuje posloupnost
{(xn, Tx,)} C G(T) takova, ze (v, Tx,) — (z,y), neboli z,, - x a Tz, — v.
Jelikoz mnozina D(T') je uzaviena, plati x € D(T'), takze nutné y # Tx (nebot
(x,y) ¢ G(T)), coz je ve sporu se spojitosti zobrazeni 7.

Véta 34 (O uzavieném zobrazeni) Necht X,Y jsou Banachovy prostory a T :
X =Y je uzaviené linedrni zobrazent (s definicnim oborem D(T) = X ). Pak T
je spojite.

Dukaz: Kartézsky soufin X x Y s normou ||(z,y)|| = ||z|| + ||y]| je podle véty 22
Banachovym prostorem. Protoze zobrazeni T je uzaviené, je linearni podprostor
G(T) = {(z,Tx) : x € X} uzavieny v X x Y, takze je to Banachuv prostor.
Definujme linearni zobrazeni P : G(T') — X predpisem

Pz, Tx) ==z
Jelikoz pro libovolny bod x € X plati

1P(z, Tr)l| < [lof| < llzf| + [Tl = ||(z, T2)|
je P omezené (a tedy spojité). Jelikoz P je prosté, existuje inverzni zobrazeni
definovné predpisem
P 'z = (z,Tx)
Podle Véty 31 je P~! spojité, takze i T je spojité, nebot pro libovolny bod z € X
plati
I1Tz)| < |z + T2l = (2, T2)|| = [P~ 2l < [P~ ||]

Definice 29 Necht X je normovany linedrni prostor. Linedrni zobrazeni x* :
X — R nazveme linedrnim funkciondlem a piseme

¥ (x) = (z*, z)
Prostor [X, R] vsech spojitych linedrnich funkciondli s normou z definice 27,
nazveme dudlnim prostorem k prostoru X a oznacime ho X*.
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Poznamka 19 V prostoru X* jsou linearni operace definovany takto

(" +y'z) = (@ 2)+ Y 2)
(A z) = MNz*, x)

Vz € X a norma vztahem

l2*]| = sup [(z,z)|
Jall=1

JelikoZ mnozina redlnych ¢isel je Gplnd, je prostor X* = [X, R] uplny (véta 26).

Vyslovime nyni vétu, kterd je zadsadni pro vysetfovani vlastnosti spojitych line-
arnich funkcionalu. Tuto vétu nedokazeme, nebot jeji dukaz pouziva prostiedky,
které se vymykaji rozsahu tohoto kurzu. Dikaz lze nalézt napiiklad v Rudinové
knize, uvedené na zacatku textu.

Véta 35 (Hahn, Banach) Necht X je normovany linedarni prostor a V- C X jeho
vlastni linedrni podprostor. Je-li v* € V*, existuje z* € X* takovy, Ze (x*,v) =

(v*,v) Yo € V a ||z*|| = ||[v*|].

Véta 36 Necht X je normovany linedrni prostor a x € X. Pak existuje linedrni

funkciondl x* € X* takovy, Ze ||z*|| =1 a (z*,z) = ||z||. Navic
max (2", z) = |||
[[*[I=1

Dukaz: Necht V = {A\z : A € R}. Pak V C X je (jednorozmérny) linearni pod-
prostor X. Necht v* € V* je definovan vztahem (v*, Az) = A||z||. Zfejmé |[v*]| =1
a (v, z) = ||z|. Je-li V = X jsme z dikazem hotovi. Je-li V' vlastnim podpro-
storem X, pouzijeme vétu 35, podle které existuje linearni funkcional z* € X*
takovy, ze (z*, x) = (v*,x) = ||z] a ||z*|| = ||v*|| = 1. JelikoZ podle poznédmky 19
plati [(z*, z)| < ||lz*||||||, muZeme psat

sup (2", z) = ||z
[[*[I=1
Protoze jsme sestrojili funkcionél z* € X* takovy, ze (z*, z) = ||z||, je supremum

zarover maximem.

Dusledek 7 Necht X je normovany linearni prostor a x € X. Jestlize (z*,2) = 0
Vz* € X pak x = 0.

Véta 37 Necht X je Banachuv prostor, V. C X je jeho vlastni uzavieny pod-
prostor a y ¢ V. Pak ezistuje linedrni funkciondl x* € X* takovy, Ze ||z*|| = 1,

(", 0) =0V eV a (z%,y) = dist(y, V).
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Dukaz: Necht Y = {v+ A y:v e VA € R}. Zfejmé V C Y C X a V je vlastni
podprostor Y. Necht y* € Y* je definovan vztahem (y*, v + \y) = X dist(y, V).
Pak (y*,v) = 0 Vv € V a ozna¢ime-li d = dist(y, V'), muzeme pro libovolny bod
r=v+ Ay €Y psat

Mlzlld _ Afl]ld ]ld
(y',x) = M= = =
[zl v+l /A +yll
|ld l]ld

= < = = [l
ly = (=o/N)[| — dist(y, V)
takze ||y*|| < 1. Z definice 12 plyne existence posloupnosti {v,} C V takové, ze
|lvn, — y|| — dist(y, V). Protoze (y*,v,) =0 a (y*,y) = dist(y, V), plati

dist(y, V) = [{y", vn) — W5 0| <y lllvn — vl

a limitnim pfechodem pro n — oo dostaneme dist(y, V) < ||y*|| dist(y, V'), neboli
|ly*|] > 1. Spojenim obou nerovnosti dostaneme ||y*|| = 1. Funkcionél y* € Y*
muzeme podle véty 35 rozsifit na z* € X*, tak, ze ze |z*|| = 1, (z*,v) = 0
Vo e V oa (z*,y) = dist(y, V).

Véta 38 Necht X je Banachiv prostor. Je-li X* separabilni, je i X separabilnd.

Dukaz: Necht {z}} C X* je spoCetnad hustd podmnozina bodu na jednotkové
sfére v X* (takze ||z%]| = 1 Vn € N). Pro libovolny funkcional z! € {z%} lze
nalézt bod z,, € X takovy, ze ||z,|| = 1 a (x},x,) > 1/2. Nechf ¥ C X je
uzavieny podprostor generovany body x,, n € N (t.j. uzavér mnoziny vSech
koneénych linearnich kombinaci bodu z,, n € N). Prostor Y je separabilni, nebot
konec¢né linearni kombinace s racionalni koeficienty tvofi hustou podmnozinu v
Y. Staci tedy dokazat, ze X =Y. Pokud X # Y, existuje podle véty 37 linearni
funkcionél z* € X* takovy, ze ||[z*|| = 1 a (z*,y) = 0 Vy € Y. Jelikoz mnozina
{zX} C X* je hustd na jednotkové sféfe v X*  existuje index n € N takovy, Ze
|z — 2*|| < 1/4. Pak ale plati

(2" zn) | = [, 2n) — (25, 20) = (27, 20))
> [{g, wn)| = (@, 2n) — (27, 20))

1 1 1

> * _ * * =

> agoandl = o = plllanl > 5 - 7 =5

coz je spor, nebot x,, € Y, takze musi platit (z*, x,) = 0.

Priklad 29 Necht /,, kde 1 < p < o0, je prostor posloupnosti z = {{,} C R
takovych, ze
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|} = (Z!&\p> < o0
k=1

Pak [* je prostor posloupnosti z* = {{;} C R takovych, ze

™[ = (ZISZ\Q) <00
k=1
kde (1/p) + (1/q) =1 (tedy [; = 1;) a plati
k=1

Podobné Lfla,b] = Ly[a,b] a

Piiklad 30 Necht [; je prostor posloupnosti x = {¢,} C R takovych, ze

[e.9]
lzll =) Il < oo
k=1

Pak [} je prostor posloupnosti z* = {¢;} C R takovych, ze
|2"]] = sup &
kEN

(tedy I} = l») a plati

<$*, I) = Z 6251@
k=1

Podobné Li[a,b] = Ly[a,b] a

Piiklad 31 Neplati I*, = [; (I; je separabilni ale [, neni separabilni, coz odpo-
ruje vété 38). Oznacime-li ¢y C I, podprostor posloupnosti {£x} C R takovych,
VAS

lim & =0

k—o0

Pak cj = ;.
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Definice 30 Necht X je Banachiv prostor a V je jeho uzavieny podprostor. Pak
uzavreny podprostor

Vi={z"e X*: (z"0) =0 YoeV}
nazveme anthilatorem podprostoru V.

Véta 39 Necht X je Banachuv prostor a V- C X je jeho uzavieny podprostor.
Pak V* je izometricky izomorfni faktorovému prostoru X*/V+.

Diikaz: Prvky z X*/V+ jsou tiidy ekvivalence 7* takové, Ze 2} € X* a 3 € X*
lezi ve stejné tiidé 7* € X*/V+, pokud o7 — 23 € V*, ¢ili pokud (7, v) = (25, v)
Vv € V. Pro danou tiidu 7* € X*/V+ tedy mtizeme definovat funkcional v* € V*
rovnosti (v*,v) = (x*,v), kde 2* je libovolny prvek z *. Pak plati

(v o) = 2%, o) < la™[|[Jo]] Vz* e 7

coz podle definice normy v X*/V+ (definice 23) dava [[v*| < ||z*||. Véta 35
naopak 1ikd, ze existuje z* € X* tak, ze (z*,v) = (v*,v) Vv € V (neboli z* € 7*)
a [|z*]| = ||v*]|. Plati tedy

|27 = inf 2] < [[o"]]

x x
Spojenim obou nerovnosti dostaneme rovnost ||Z*|| = [|v*||. Linearni zobrazeni
T : X*/V+ — V* definované predpisem T7* = v* je tedy izometrické. Zbyva
dokazat, ze R(T) = V*. Necht v* € V*. Pak podle véty 35 existuje z* € X* tak,
ze (r*,v) = (v*,v) Yo € V. Je-li 7* € X*/V1 t¥ida ekvivalence obsahujici x*,
plati Tz* = v*

Definice 31 Necht X je normovany linedrni prostor a X** = (X*)* (prostor du-
dlni k dualnimu prostoru). Jestlize X** = X (prostory X** a X jsou izometricky
izomorfni), fekneme, Ze X je reflexivni.

Véta 40 Normovany linedrni prostor X je reflexivni pravé tehdy, jestlize ke kaz-
dému proku o™ € X** existuje bod v € X takovy, Ze (x**,x*) = (a*,x) Va* € X*.

Dikaz: Oznacme [ : X — X** zobrazeni definované rovnosti (Iz,z*) = (z*, z)
Vz* € X*. Korektnost této definice plyne z toho, ze |({z,z*)| = [(z*,z)] <
|lz*||||x|| Yz* € X*, neboli ||[Iz|| < ||z||, takze [z je omezenym a tedy spojitym
linedrnim funkciondlem (¢ili /x € X**). Zobrazeni I : X — X™ se nazyva
kanonickym zobrazenim z X do X**. Snadno se dokaze, ze kanonické zobrazeni
je linedrni a prosté. Ukazeme, Ze toto zobrazeni je izometrické. Jak jiz vime,
plati || Iz|| < ||z||. Dokadzeme, Ze ||Ix|| > ||z||. Pro z = 0 je toto tvrzeni zfejmé.
Necht = # 0. Pak podle véty 36 existuje prvek z* € X* takovy, ze ||z*|| = 1 a
(x*,x) = ||z||. Pak ale
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]| = sup |[(fz,2")] = sup [(z*,z)| = [lz]
llz= =1 llz= =1
Spojenim obou nerovnosti dostaneme ||Iz|| = ||z|| Vo € X, takze I je izometrické.
Aby prostory X a X** byly izometricky izomorfni, je nutné a staci aby platilo
R(I) = X**, coz je jinymi slovy vyjadieno v dokazovaném tvrzeni.

Véta 41 Necht X je Banachiv prostor. Je-li X reflexivni, je kaZdy jeho uzavieny
linearni podprostor reflexivni.

Dukaz: Necht V' C X je uzavieny linearni podprostor. Mame dokazat, ze ke
kazdému prvku v** € V** existuje bod v € V takovy, ze (v**,v*) = (v*,v)
Yo* € V*. Necht v** € V** a necht =** € X** je prvek definovany rovnosti
(x**,2*) = (v, TT*) Vo* € X*, kde T : X*/V+ — V* je zobrazeni pouzité v
dikazu véty 39. Protoze X je reflexivni, existuje bod x € X takovy, ze (z**, x*) =
(x*,z) Va* € X*. Ukdzeme, ze x € V. Kdyby tomu tak nebylo, existoval by podle
véty 37 prvek x* € V1 takovy, ze (z*,z) # 0. Z x* € V* v8ak plyne 7* = 0,
takze T'z* = 0. Plati tedy

(x*,x) = (", 2%) = (v™,TT") =0
coz je ve sporu s tim, ze (z*, x) # 0. Oznacme takto zkonstruovany prvek x € V'
pismenem v. Je-li v* libovolny prvek z V* existuje podle véty 39 trida z* €
X*/V+ takovd, %e v* = Ti*. Pro libovolny prvek z* € &* pak plati (v*,v) =
(z*,v). Muzeme tedy psat
<U**7U*> = <x**7x*> = <:L'*,£L'> = <x*7v> = (U*,U>
coz dokazuje reflexivitu podprostoru V.

Véta 42 Necht X je normovany linedrni prostor. Je-li X reflexivni, je i X*
reflexioni.

Dukaz: Necht [ : X — 2™ a [* : X* — 2™ jsou prislusnéd kanonickd zobrazeni

(viz dukaz véty 40). Mame dokéazat, ze R(I*) = X**. Necht z*** € X***. Defi-

nujme linedrni funkciondl x* rovnosti (z*, z) = (x*** Ix) Vo € X. Jelikoz
(&%, 2)| = [, L) | < (™ [[[[ Tl = [l |||

je tento funkcional omezeny, takze x* € X*. Jelikoz X je reflexivni, existuje ke
kazdému prvku x** € X** jednoznacné urceny bod x € X takovy, ze ™ = Ix a
(x**, x*) = (z*, z). Po dosazeni dostaneme

takze x*** = [*z* a tedy «*** € R(I*).
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Priklad 32 Prostory [, a L,[a,b] jsou reflexivni pro 1 < p < oo (viz pfiklad 29).
Prostory [; a Li[a,b] nejsou reflexivni (viz piiklad 30 a vétu 38). Prostory I a
L [a, b] nejsou reflexivni (viz ptiklad 31 a vétu 41). Prostor C'[a, b] neni reflexivni.

Definice 32 Necht X je normovany linedrni prostor, {x,} C X ax € X. Jest-
lize

(x*, z,) — (2% x) Va*e X*
rekneme, Ze posloupnost {x,} C X konverguje slabé k bodu x € X a piSeme
Ty = .
Véta 43 Necht X je normovany linedrni prostor a {x,} C X. Jestlize x,, — x,

pak T, — .

Dukaz: Jestlize x,, — x, pak ||z, — x| — 0. Pro kazdy spojity linedrni funkcional
x* € X existuje ¢islo [|z*]| < oo tak, Ze

(2", 20 — )] < [l27 l2n — 2]] =0
takze (z, —x) — 0, éli (z,) = .

Poznamka 20 Slabou konvergenci lze definovat zavedenim slabé topologie. Tento
zpusob neni prili§ nazorny. Definice 32 je pro nase ucely postacujici.

Poznamka 21 Slabéa konvergence je slabsi nez konvergence definovand pomoci
normy, nebot z,, — z obvykle neimplikuje x, — x. V kone¢nérozmérnjch pro-
storech vSak oba pojmy splyvaji.

Piiklad 33 Uvazujme posloupnost {z;} € I takovou, ze
ry = {1,0,0,}

7 {0,1,0,...}
rs = {0,0,1,}

JelikoZ ||Zm — zn|| = V2 ¥m,n € N, neni tato posloupnost cauchyovska a tudiz
ani konvergentni. Zvolme libovolny spojity linearni funkcional z* € 5. Pak z* =

{1 CRa

Izl = | D l&1? < oo
k=1
(viz priklad 29). Plati tedy & — 0 a tedy (z*, z) = & — 0. Jelikoz to plati pro
libovolny spojity linedrni funkciondl z* € I3, je posloupnost {x)} slabé konver-

gentni.
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Poznamka 22 Obdobou slabé konvergence v X je bodova konvergence v X*.
Necht {z}} C X* a 2" € X*. Jestlize

(xr,x)y = (x%,z) VereX

fekneme, Ze posloupnost {z}} C X konverguje bodové k prvku z* € X* a piseme
* P *
Ty = Tt

Véta 44 Necht X je linedrni normovany prostor. Je-li X separabilni, obsahuje
kazda omezend posloupnost {x’} C X* bodové konvergentni podposloupnost.

Dikaz: Necht {z}} C X* je posloupnost omezena v X* (takze ||z}] < C
Vn € N) a {z,} C X je posloupnost hustd v X. Jelikoz {(z},x1)} C R je
omezena posloupnost realnych cisel, 1ze z ni vybrat konvergentni podposloup-
nost {(z*,,x1)}. Podobné z {(x},, x5)} lze vybrat konvergentni podposloupnost
{(z}y, 2) }. Takto lze neomezené pokracovat. V k-tém indukénim kroku dosta-
neme podposloupnost {z*,} C X* takovou, Ze vSechny posloupnosti {(z*,, z;)},
1 <i <k, jsou konvergentni. Uvazujme nyni posloupnost {z} } C X*. Zfejmé
{(z,,xr)} je konvergentni pro libovolny prvek z, € {z,}. Zvolme libovolné
x € X. UkédZeme Ze posloupnost {(z¥ ,x)} je cauchyovskd. Necht ¢ > 0. Jeli-
koz posloupnost {z,} C X je hustd v X, existuje bod =, € {z,} takovy, ze
|z —x|| < e/(3C). Jelikoz posloupnost {(z%,, )} je konvergentni a tedy cauchy-
ovska, existuje index n. € N takovy, ze [(z},,., xr) — (x%,, zr)| < /3 Vm,n > n..
Pak ale plati

(@ ©) = (T ) < T ) — (T Ti) | + (s Th) — (T0> )|
+ [, xk) — (), x)| <2C||xp — || + /3 <e

nn’ nn?

Vm,n > n., takze posloupnost {(x} ,x)} je cauchyovskd a tedy konvergentni
(mnoZina redlnych ¢isel je tplnd). Definujeme-li z* € X* tak, ze (z*,z) =
limy, oo (z),, ) Vo € X, je 2* omezenym (a tedy spojitym) linedrnim funkci-
onalem (takze z* € X*) a posloupnost {z}, } C X* konverguje bodové k x*.

Definice 33 Necht X je Banachiv prostor a necht K C X. Jestlize z {x,} C K
a z, =z plyne x € K, vekneme, %e mnozina K je slabé uzaviend.

Poznamka 23 Kazd4 slabé uzaviend mnozina je uzaviend, nebot podle véty 43
z, — x implikuje x, — z, takze z € K.

Definice 34 Necht X je Banachiv prostor a necht K C X. Jestlize kaZdd po-
sloupnost {x,} C K obsahuje podposloupnost, kterd je slabé konvergentni v K,
rekneme, Ze mnozina K je slabe kompaktni.

Véta 45 Necht X je reflexivnd Banachiv prostor. Pak mnozina K C X je slabé
kompaktni prave tehdy je-li omezend a slabé uzavrend.
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Diukaz: (a) Je li K C X slabé kompaktni, je slabé uzaviend (nebot kazda slabé
konvergentni posloupnost musi mit limitu v K'). Pfedpokladejme, Ze K neni ome-
zené. Pak lze zkonstruovat posloupnost {z,} C K takovou, Ze ||z,|| > n Vn € N.
Podle véty 36 existuje ke kazdému bodu z,, € {z,} linearni funkcional z} € X*
takovy, ze ||z% || = 1 a (x, x,) = ||z,|| > n. Z posloupnosti {x, } tedy nelze vybrat
zaddnou slabé konvergentni podposloupnost.

(b) Necht posloupnost {z,} C X je omezend v X. Nechf Y C X je uzavieny
podprostor generovany body z,, n € N (t.j. uzdvér mnoziny vSech kone¢nych
linedrnich kombinaci bodu z,, n € N). Prostor Y je separabilni (nebot konecné
linedrni kombinace s racionélni koeficienty tvoii hustou podmnozZinu v Y) a podle
véty 41 je téz reflexivni. Prostor Y** je tedy separabilni a podle véty 38 jei Y*
separabilni. Kanonické zobrazeni I : Y — Y** prevadi omezenou posloupnost
{z,} C Y na omezenou posloupnost {z}*} C Y**. Podle véty 44 obsahuje tato
posloupnost bodové konvergentni podposloupnost (body lezi v Y*). Této pod-
posloupnosti odpovidé (prostfednictvim kanonického zobrazeni I') slabé konver-
gentni podposloupnost posloupnosti {z,} C Y. Jelikoz kazdy linearni funkcional
x* €Y lze podle véty 35 rozsifit na X* a jiné linearni funkciondly jiz v X* nejsou,
jei{x,} C X slabé konvergentni.

Poznamka 24 Platii véta v jistém smyslu obracena. Je-li kazda omezené a slabé
uzaviena mnozina K C X slabé kompaktni, je prostor X reflexivni. Dikaz této
véty vSak pouzivda mnohem hlubsi vlastnosti slabé topologie.

Definice 35 Necht X,Y jsou Banachovy prostory a T : X — Y je spojité li-
nedrni zobrazeni. Jestlize pro kaZdou omezenou posloupnost {z,} C X lze z po-
sloupnosti obrazi {Tz,} CY wybrat podposloupnost, kterd je konvergentni v'Y,
rekneme, Ze zobrazeni T je kompaktni (nebo totdlné spojité).

Véta 46 Kompaktni linearni zobrazeni T : X — Y zobrazuje slabé konvergentni
posloupnosti {x,} C X na konvergentni posloupnosti {Tx,} CY.

Poznamka 25 Necht X,Y jsou Banachovy prostory a T : X — Y je spojité
linearni zobrazeni. Jestlize prostor Y je konecnérozmeérny, pak zobrazeni 7' je
kompaktni.

Véta 47 Necht X,Y jsou Banachovy prostory a {T,} C [X,Y] je posloupnost
kompaktnich linedrnich zobrazeni. Jestlize T,, — T, pak T je kompaktni.

Poznamka 26 Casto, zejména v Hilbertovych prostorech, je spojité linearni zob-
razeni 7" limitou posloupnosti kone¢nérozmérnych spojitych linearnich zobrazeni.
Pak podle poznamky 17 a podle véty 47 je T' kompaktni. Kompaktni linearni
zobrazeni jsou zobecnénim konec¢nérozmeérnych spojitych linedrnich zobrazeni a
jejich fada vlastnosti se na né prenasi. Kompaktni linearni zobrazeni maji velky
vyznam ve spektralni teorii a v teorii integralnich rovnic.
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3 Hilbertovy prostory

Vlastnosti Hilbertovych prostoru jsou zalozeny na pouziti skaldrniho soudinu,
ktery zobrazuje X x X do télesa skalaru vystupujiciho v definici linearniho
prostoru. Z hlediska aplikaci je vyhodné pracovat s télesem komplexnich cisel.
Abychom forméalné zjednodusili vyklad, omezime se na realné Hilbertovy prostory,
i kdyz v ¢asti tykajici se ortonormalnich posloupnosti a Fourierovych koeficienti
jsou dukazy vedeny tak, ze je lze pouzit i pro komplexni Hilbertovy prostory.

3.1 Zakladni pojmy

Definice 36 Necht X je (redlny) linedrni prostor a (-,-) : X x X — R je funkce
takova, Ze

(a)

8
&
|| |\/

(c) (\z,y) = Az,y)

(
(

(b) (z,y) = (y,7)
(
(z+y,2) = (2,2) + (y,2)

Pak tekneme, Ze (X, (-, -)) je redlngm linedrnim prostorem se skaldrnim soucinem.
Funkce (-,-) se nazgvd skaldarnim soucinem.

Poznamka 27 V komplexnim linedrnim prostoru se skaldrni soucin (-,-) : X X
X — C definuje tak, ze podminky (a), (c) zustanou stejné a podminka (b) se
nahradi rovnosti

(z,y) = (y, )

(komplexné sdruzené ¢islo). Zrejmé (z,z) = (z,z), takZe (z,x) je redlné ¢islo a
podminka (a) méa smysl.

Véta 48 Necht' X je linedrni prostor se skaldrnim soucinem. Pak X je linedrnim
normovanym prostorem s normou definovanou vztahem

2] = v/ (2, 2)

Dikaz: Podminky (a), (b) pro normu plynou bezprostfedné z podminek (a), (b)
pro skalarni souc¢in. Abychom dokézali (c), dokdZzeme Schwartzovu nerovnost

(@, )] < ]| [yl
Jelikoz Vo, y € X a VA € R plati
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|z +Myl? = (24 y,z+My) = (2,2) + (2, \y) + Ay, 2) + X (y, )
= |lz|* + 2A(z,y) + N*[|y[* > 0

musi byt diskriminant této nerovnosti nekladny, takze

(z,9)” < ll=[I* Iyl

coz dava Schwartzovu nerovnost. Nyni

lz+yll* = (@+y,z+y)=lz]*+20y) + lyl* < ll=l* + 20z lyll + lyll*
2
=zl -+l

coz dava trojuhelnikovou nerovnost.

Definice 37 Norma ||z|| = /(x,x) se nazgvd normou indukovanou skaldrnim

soucinem. Metrika p(x,y) = \/(z —y,x —y) se nazgva metrikou indukovanou
skalarnim soucinem.

Véta 49 Skalarni soucin je spojity v indukované metrice.

Dukaz: Plati

lz+yll* = (@+y,z+y) = 2" +2,y) + yl’
lz = yl* = (z—y,2—y) = |zl = 2(x,y) + [ly|

takze
1 2 2
(w.y) = 7 (lz +yl* = llz = y[°)
a spojitost skalarniho souc¢inu plyne ze spojitosti normy.

Véta 50 Norma indukovand skaldrnim soucinem spliuje rovnobéeznikovou rov-
nost

Iz +yl1* + llz = l* = 2 (lI* + llyl*)

Splnuje-li nejakd norma rovnobéznikovou rovnost, miZeme zavést skalarni soucin
vztahem

(= +yll* = llz = y]I*) (%)

Ny

(z,y) =
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Dikaz: (a) Pro normu indukovanou skalarnim souc¢inem plati

lz+ol* +llz—yl* = @+y)@+y) +@-y@-y)
= 2l + 2(z,y) + lylI* + l2[I* — 2z, ) + [ly]I*
= 2lz|” +2lly|®
(b) Ze vztahu () plynou bezprostiedné podminky (a), (b) pro skaldrni soucin.

Plati totiz (z,x) = ||2z]|*/4 = ||z|]?, takZe (z,z) > 0 a (z,2) = 0 & x = 0.
Symetrie je ziejma. Z rovnobéznikové rovnosti plyne

lu+z+oP+llut+z—v|* = 2u+z|*+2|v]?
Ju—z+olP+lu—z—v* = 2Ju—z]*+2|v|?

coz po odecteni dava

(lu+z+0]* = lu—z+v)*)+([lu+z —v|* = [Ju— 2z —v|]) = 2|lutz|*-2[|u—z|?
neboli (podle (x) po vydéleni ¢islem 4)

(utv,2)+ (u—v,2) =2(u,z)

Polozime-li v = u, dostaneme
(2u, 2) = 2(u, 2)
Polozime-li x = v + v, y = v — v, a pouzijeme-li predchozi vysledek, dostaneme

Tty
2

(x,z)+(y,z):2( ,z>:(x+y,z)

coZ je vzorec pro soucet. P¥imo z (x) plyne (—z,y) = —(z,y). Necht m,n € N.
Pak muzZzeme psat

(mx,y) :(m+x+...x,y):£x,y)+(9€, + ... (z,y) = m(x,y)

m

s

() =2 (o)
n—w,y| =n{-y
n n
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(%xy) = %(rv,y)

Pro libovolné A\ € @) (racionalni) tedy plati

(Az,y) = Az, y)
a protoze funkce (-,y) je spojita, plati to i pro libovolné X € R.

Definice 38 Hilbertovym prostorem nazveme linedrni prostor se skaldrnim sou-
cinem, ktery je uplny v metrice indukované skaldarnim soucinem.

Poznamka 28 Hilbertuv prostor je Banachovym prostorem s normou induko-
vanou skalarnim soucinem.

Priklad 34 Prostor R" se skaldrnim sou¢inem

k=1

je Hilbertovym prostorem (viz ptiklad 2 s p = 2).

Priklad 35 Prostor 5 se skalarnim souc¢inem

k=1

je Hilbertovym prostorem. Jelikoz Vn € N plati

k=1 —

(Schwartzova nerovnost, kterd je specidlnim pfipadem Hélderovy nerovnosti pro
p = 2), dostaneme v limité

o oo o
D w2l D yE < oo
k=1 k=1 k=1

takze skalarni soucin je definovan Vz, y € l. Ovéfeni podminek (a)-(c) je trivialni.
Norma
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indukovana skaldrnim soucinem splyva se standardni normou v Iy (ptiklad 27),
takze [y je Uplny. Stejnym zpusobem lze ukazat, Ze prostor Lo[a,b] se skaldrnim
soucinem

b
(@) = [ (oo
je Hilbertovym prostorem.

Piiklad 36 Prostor Cla,b] neni Hilbertovym prostorem. Uvazujme pro jedno-
duchost prostor C0, 1]. Polozme z = t? a y = t. Pak

|z|| = max |t2| =1
te(0,1]
Iyl = max |
— tt+1) =2
|z + | %%I(+)I
—qyl| = tHt—1) = -
|z =yl g%|( )|

Odtud

1
lz 4yl + e =yl = 4+ 2 >4 =2 (" + y]°)

takze neplati rovnobéznikova rovnost. Podobnym zptsobem lze ukazat, ze pro-
story lw a Loo[a, b] nejsou Hibretovymi prostory. Dokonce ani prostory I, a L,[a, b]
nejsou Hilbertovymi prostory pro [ # 2.

Poznamka 29 V prikladu 36 jsme ukéazali, ze v pomérné malo klasickych Ba-
nachovych prostorech lze zavést skalarni soucin. Na druhé strané jsou Hilbertovy
prostory pfimym zobecnénim kone¢nérozmérnych Eukleidovskych prostoru a maji
fadu vyhodnych vlastnosti, které opodstatnuji jejich zavedeni.

Véta 51 Necht X je Hilbertiv prostor, V. C X je jeho uzavieny linearni podpro-
stor a v € X. Pak existuje pravé jeden prvek v € V' takovy, Ze

—v|| = inf ||z —y|| = Vv
lv = vll = inf Jlo —y[| = p(z, V)
Dukaz: Z definice infima plyne, Ze existuje posloupnost {v,} C V takova, ze
Jim |z —w,[| = p(z, V)

Z rovnobéznikové rovnosti plyne
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lom = vl = (@ —vn) = (@ = vw)|* =

= 2llz —val* + 2l|z — val* = (@ — vn) + (2 — v |I* =
2

1
x— = (U + vp)

= 2z = val” + 20|z —val* —4 ||z - 3

Vm,n € N a jelikoz ||z — vy | = p(z,V), |z —v,|| = p(z,V) a

1 1
pla,V) < < lle = vl + 5lle = vall = p(z,V)

1
T — §(Um + vy)

plati

|V — Un||2 — 4p(z,V) —4p(x,V) =0

takze posloupnost {v,} C V je Cauchyovska. Protoze prostor X je uplny a V' je
jeho uzavieny podprostor, plati v,, — v € V. Ze spojitosti normy pak plyne

P, V) = lim [l = v = [lz — o]

Definice 39 Necht X je Hilbertiv prostor a necht x,y € X. Jestlize (x,y) = 0,
rekneme, Ze prvky x,y € X jsou ortogondlni.

Definice 40 Necht X je Hilbertiv prostor a V- C X je jeho linedrni podprostor.
Pak linedrni podprostor

Vi={weX:(wv)=0 YoeV}
nazveme ortogondlnim doplikem V.

Véta 52 Necht X je Hilbertuv prostor, V. C X je jeho uzavieny linedrni pod-
prostor a x € X. Pak eristuje prdavé jedna dvojice v € V a w € V1 takovd, Ze
Tr=v+w.

Dukaz: (a) (Existence) Necht € X. Necht v € V' je prvek takovy, ze||x — v|| =
plr, V). Pakv+dyeVav—AyeV VyeV aV\>0, takze plati
le =l < o —v+Myl* =z = v]* + 2z — v, y) + Xly||*
le—vl? < = o=l =l — ol]? — 2\(z — v,5) + A2y

neboli
2(z —v,y)| < Allyl®
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coz v limité pro A — 0 davad (z — v,y) = 0. PoloZime-li w = x — v lze psét
r=v+w aplati (w,y) =0 Vy € V, neboli w € V+.

(b) Abychom dokézali jednoznac¢nost, budeme predpokladat, ze x = v; + w; a
T = vy + wo, kde vy, v5 € V a wy,wy € V4. Pak
Vi+w—v—wy=xr—xr=0= v —v3 = wy — Wy

Ale v; — vy €V awy — wy € V&, takze

(U1 — U2,U1 — U2) = (Ul — U2, W2 — wl) =0
neboli vy = vy a Wy =T — V] = T — V9 = Wy.
Dusledek 8 Necht X je Hilbertuv prostor a V' C X je jeho uzavieny linearni

podprostor. Pak V # X = V1 #£ 0 (existuje w € X\V tak, Ze (w,v) = 0
Yo e V).

Véta 53 (Riesz) Necht X je Hilbertuv prostor a x* € X* je spojity linedrni
funkcional na X. Pak existuje prave jeden prvek x € X takovy, Ze
(x%,y) = (z,y) VyeX

a [lz*[ = =l
Diukaz: (a) (Existence) Oznacme

V=_{yeX:{(z*y)=0}C X

nulovy podprostor linedrniho funkcionalu x* € X*. Snadno se dokaze, ze V je
uzavieny linedrni podprostor X. Jestlize V = X, pak (z*,y) = 0 Vy € X a lze
polozit x = 0. Jestlize V # X, existuje podle diisledku 8 nenulovy prvek w € V.
Ziejmé (z*,w) #0 a

Y — <x’y>w€V Vye X

(z*, w)
takze
ey N
neboli
o e ()
(w,y) = ,y><x*7w>

Polozime-li
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mame (z,y) = (z*,y) Yy € X.

(b) (Jednoznacnost) Nechf z;,zo € X jsou dva prvky takové, ze (z1,y) =
(x9,y) = (x*,y) Yy € X. Pak pro y = x1 — x5 plati

||$1 - 5E2||2 = (5E1 — T2,T1 — 302) = ($1,$1 - $2) - ($2,$1 - $2) =

= (x%,x1 —mg) — (2,21 —x9) =0
(c) (Norma) Plati

l2*] = sup [(z%,9)] = sup [(z,y)] < sup [lz] ly[| = |[=]
lyll=1 lyll=1 lyll=1

z druhé strany dostaneme

l2]l* = (2, 2) = (&",2) < [|l2"|| |

coz dohromady dava ||z*|| = ||z||.

Diusledek 9 Kazdy Hilbertuv prostor je reflexivni (podle Véty 53 plati X =
X* = X").

3.2 Ortonormalni baze

Definice 41 Necht X je Hilbertiuv prostor a necht M C X je mnoZina prvki
takovych, Ze

ryeM a =y (r,y)=1

ryeM a x#ys (v,y)=0
Pak tekneme, Ze mnozina M C X je ortonormdlni. Jestlize navic z x € X\M a
(x,y) =0VYy € M plyne x = 0 (t.5. jestlize neezistuje nenulovy prvek x € X\ M
ortogondlni ke vsem prvkim mnoZiny M ) fekneme, Ze ortonormdlni mnozina M
je uplna v X.

Priklad 37 V prostoru /; je mnozina

er = {1,0,0,...}
€y = {0,1,0,}
es = {0,0,1,...}



ortonormdlni a tplné. Pro kazdou nenulovou posloupnost z = {x1,23,...} C R
existuje k € N tak, Ze x; # 0 a z definice skaldrniho sou¢inu v [y (ptiklad 33),
plyne (e, z) =z # 0.

Véta 54 Necht X je Hilbertuv prostor a {x,} C X je ortonormdlni posloupnost
v X. Pak plati

Yol za)l < el (%)

n=1

Diukaz: Jelikoz posloupnost {z,} C X je ortonormalni, plati

T — Z(x,xn)xn = |z|* - (x,Z(x,xn)a:n) - (Z(z,xn)xn,x> +
+ (@, za) (@ 2) = all? = Y [, 2a)]” > 0

Vn € N. Limitnim pfechodem pro m — oo dostaneme ().
Poznamka 30 Nerovnost (*) se nazyva Besselovou nerovnosti. Cisla (x,z,) se
nazyvaji Fourierovymi koeficienty prvku z € X (vzhledem k ortonormalni po-

sloupnosti {z,} C X).

Véta 55 Necht X je Hilbertiuv prostor, {x,} C X je ortonormdlni posloupnost
v X a{a,} C R je posloupnost sklaldri. Pak pro libovolné m € N plati

m
r — E [0 7% 17
n=1

Dukaz: Jelikoz posloupnost {z,} C X je ortonormélni, plati

>

T — Z(:L’,xn)xn

n=1

2

m
xr — E (07 7™
n=1

m m m
= HxH2 - <x>zanxn> - (Z anxn,x> + Z ’CYTL|2
n=1 n=1 n=1

= el®+ D@ z0) — anl® = (@, @)
n=1 n=1

2

m m
>l = 1z = [ — S (@ 2
n=1 n=1

(posledni rovnost je odvozena v Dukazu Véty 54).
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Poznamka 31 Véta 55 demonstruje minimalizacni vlastnost Fourierovych koe-
ficientu. Je-li {zy,...,x,,} kone¢na ortonormalni mnozina a V' linedrni obal této
mnoziny, pak prvek x € X je na V nejlépe aproximovan prvkem

m
v = Z(x,xn)xn
n=1

Véta 56 Necht X je Hilbertiv prostor, {x,} C X je ortonormdlni posloupnost
v X a{a,} C R je posloupnost sklaldri. Pak Tada

[e's)
E QnTnp
n=1

konverguje prave tehdy, jestlize

V tomto pripadé

Dukaz: Oznacéme

JelikoZ posloupnost {x,} C X je ortonormdlni, plati

m 2 m m m

2
E apzi|| = 5 Oékl"lwg QpTp =E ||
a=n k=n k=n k=n

takze posloupnost {s,} je Cauchyovska (a protoze X je plny je zaroveri konver-
gentni) pravé tehdy, plati-li (x). Zbytek dukazu je ziejmy

l|$m — SnH2 =

Definice 42 Necht X je Hilbertiv prostor, M C X je ortonormdlni mnozina a
L(M) je linedrni obal mnoZiny M (mnoZina vSech linedrnich kombinaci prvku

mnoziny M ). Jestlize L(M) = X, fekneme, Ze M je ortonormdlni baze v X.
Veéta 57 V kazdem Hilbertove prostoru existuje ortonormdlni baze.

Véta 58 V separabilnim Hilbertovée prostoru existuje spocetnd ortonormalni baze.
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Dikaz: Predpokladejme, ze M C X je nespocetna ortonormalni baze. Jelikoz
pro Vz,y € M plati

P(ry) = (@ —y,o—y) = lz]* + lyl* =2

existuje nespocetny systém disjunktnich otevienych kouli B (x, V2 / 2) CcX,xze€e
M. Pro libovolnou spo¢etnou mnozinu {z, } C X pak musi existovat prvek x € X
takovy, ze {z,} N B (z,v2/2) = 0. MnoZina {z,} C X tedy nenf hustd v X.

Véta 59 Necht X je separabilni Hilbertiv prostor a {x,} C X je spocetna orto-
normdlni mnozina. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentny.

(a) {z,} C X je uplnd v X.
(b) {x.} C X je ortonormdlni bdze v X.
(¢) Pro libovolny prvek x € X plati

DIzl = el (%)

Dukaz: (a) = (b): Pfedpokladejme, Ze (b) neplati. Pak podle Dusledku 8 existuje
nenulovy prvek x € X\{z,} takovy, ze (x,z,) =0 Vn € N, coz je ve sporu s (a).
(b) = (c): Plati-li (b), existuje posloupnost {«,} C R, takova, ze

9
xr = E (0795 7™
n=1

Pouzijeme-li vétu 55 a rovnost z dikazu véty 54 dostaneme

m m
3 o, ~ el = 3 )P
n=1 n=1

coz v limité pro m — oo dava

>

T — Z(:I;,:cn)xn

n

m
=1

0> |lz|* = ) [(z,z)
n=1

Pouzijeme-li Besselovu nerovnost (véta 54) dostaneme (x).
(c) = (a): Pfedpokladejme, Ze (a) neplati. Pak existuje prvek z # 0, z € X \{z,}
takovy, ze (x,x,) =0 Vn € N. Podle (x) v8ak plati ||z|| = 0, coZ je spor.

Poznamka 32 Rovnost (*) se nazyva Parsevalova rovnost.
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Priklad 38 Necht X je prostor komplexnich funkci periodickych s periodou 27
(t.j. z(t + 27) = z(t) Vt € R) takovych, ze

1 2w

— z(t)Z(t)dt < oo, VreX
21 Jo

(pruhem nad komplexnim ¢islem zna¢ime komplexné sdruzené ¢islo). Zavedeme-li
skalarni soucin vztahem

1 27
(@) = 5= [ slopd, ey e x
2m Jo

je X (komplexnim) Hilbertovym prostorem a mnozina funkci

T, (t)=e™, nez

(Z je mnozina celych ¢isel a ¢ je imaginarni jednotka) tvofi Gplny ortonormalni
systém v X. Dukaz uplnosti tohoto systému lze nalézt ve specialni literatute o
Fourierovych radach. Ortonormalita je zfejma. Pro n,m € Z plati

1 2 1 2

27
/ ()Tt = — [ eimteimt gy
0

2m J, %0

1

- ei(n—m)tdt
2T

(xm xm) =

takze

(20, 70) = — /%dt L or_0)=1
T, Tn) = o= =—(2r-0)=
2m Jo 2m

1 2 1 .
_ Z(n_m)tdt _ 2wi(n—m) 1) =0
(¥, Zm) 27 /0 c 2mi(n —m) (e )

pokud m # n, nebotf exponencidlni funkce méa periodu 27i a tedy e?™(»—m™) —=
e? = 1. Podle véty 49 lze libovolny prvek x € X vyjadfit jako soucet Fourierovy
fady

z(t) = Z(Jﬂ7 Tp)Tp(t) = Z cne™

nez nez
kde Fourierovy koeficienty pocitame podle vzorce

1 27 )
cn = (x,2,) = / z(t)e™dt, neZ
0

27

Z uplnosti pouzitého ortonormalniho systému plyne Parsevalova rovnost

> lenl? = lalf = 5= [ attyateya

nez
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Véta 60 Kazdé dva separabilni Hilbertovy prostory jsou izometricky izomorfni.

Dikaz: Jsou-li X,Y dva separabilni Hilbertovy prostory, existuji spoc¢etné orto-
normalni baze {z,} C X, {y,} CY aproxz € X, y €Y plati

oo
r = Zanxn, a, = (z,z,) Vn € N
n=1

Yy = Zﬁnyn7 Bn = (y,yn) Vn e N
n=1

Definujeme zobrazeni I : X — Y tak, ze

y=Ir & B,=a, YneN

Toto zobrazeni je ziejmé linearni, prosté a zobrazuje X na Y. Protoze

1zl = [l = > 18> = lewal® = |2
n=1 n=1

je I izometrické.
Disledek 10 Pro libovolny separabilni Hilbertuv prostor X plati X = [s.

Dusledek 11 Hilbertuv prostor je separabilni pravé tehdy, existuje-li v ném
spocetnad ortonormalni baze. Prvni ¢ast tohoto tvrzeni udava véta 56. Druha
cast plyne z toho, zZe existence spocetné ortonormalni baze dovoluje sestrojit izo-
metrické zobrazeni tohoto prostoru na [y (dukaz véty 60), ktery je separabilni.
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