Univerzita Karlova v Praze Matematicko-fyzikální fakulta � DIPLOMOVÁ PRÁCE

Jan Hartman

Realizace metod pro automatické derivování

Katedra numerické matematiky

Vedoucí diplomové práce: Ing. Ladislav Lukźan, DrSc.

Studijní program: Matematika Studijní obor: Výpoètová matematika Studijní plán: Výpoètová matematika { algoritmy

Dìkuji vedoucímu své diplomové práce Ing. Ladislavu Lukźanovi, DrSc. za vìnovaný èas, poskytnutou literaturu, nesèetné nápady a cenné pøipomínky, které vedly k jejímu zlepźení.

Prohlaźuji, ¿e jsem svou diplomovou práci napsal samostatnì a výhradnì s pou¿itím citovaných pramenù. Souhlasím se zapùjèováním práce.

V Praze dne 20. srpna 2001 Jan Hartman

Obsah

1 Úvod 5 1.1 Co je to automatické derivování . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 1.2 Malý motivaèní pøíklad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2 Základní pøedpoklady 11 2.1 Soupis operací . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 2.2 Základní funkce a jejich vlastnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 2.3 Alokaèní funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 2.4 Model èasové slo¿itosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3 Výpoèet první derivace 21 3.1 Pøímý mód automatického derivování . . . . . . . . . . . . . . . . 21 3.1.1 Odvození a vlastnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 3.1.2 Slo¿itost odvozeného programu . . . . . . . . . . . . . . . 25 3.2 Zpìtný mód automatického derivování . . . . . . . . . . . . . . . 27 3.2.1 Odvození a vlastnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 3.2.2 Slo¿itost odvozeného programu . . . . . . . . . . . . . . . 35 3.2.3 Iteraèní pøiøazení (nejen) ve zpìtném módu . . . . . . . . 37

4 Výpoèet druhé derivace 39 4.1 Odvození a vlastnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 4.2 Slo¿itost odvozeného programu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

5 Zpùsoby implementace 46 5.1 Pøetí¿ení operátorù a funkcí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 5.1.1 Pøímý mód . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 5.1.2 Zpìtný mód . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 5.1.3 Druhé a vyźźí derivace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 5.2 Pou¿ití preprocesoru . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 5.2.1 Pøímý mód . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 5.2.2 Zpìtný mód . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 5.2.3 Druhé a vyźźí derivace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

6 Dalźí vlastnosti, poznámky a zlepźení 69 6.1 Omezení pou¿ívání zásobníku . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 6.2 Dvakrát provedený zpìtný mód na lineární funkce . . . . . . . . . 71

6.3 Vyu¿ití øídkosti Jacobiho a Hessovy matice pøi jejich výpoètu . . 72 6.3.1 Dynamické vyu¿ití øídkosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72 6.3.2 Statické vyu¿ití øídkosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 6.4 Výpoèet vyźźích derivací . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82 6.5 Diferencovatelnost základních funkcí . . . . . . . . . . . . . . . . 82 6.6 Poznámka o základních funkcích . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

7 Implementace automatického derivování v systému UFO 84 7.1 Struèný popis systému UFO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84 7.2 Návrh implementace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 Nìkolik slov závìrem 90

Literatura 91

Kapitola 1

Úvod

1.1 Co je to automatické derivování

Pøi øeźení nejrùznìjźích úloh jsme postaveni pøed problém spoèítat derivaci nìjaké zadané funkce (pøípadnì celý gradient, Jacobiho matici, Hessovu matici, smìrové derivace atd.). Taková situace nastává napøíklad pøi øeźení optimalizaèních úloh. Jedním z mo¿ných zpùsobù výpoètu hodnot derivací pomocí poèítaèe se budeme zabývat v této práci.

Pøedpokládejme, ¿e máme nìjaký program, který poèítá hodnotu funkce f v zadaném bodì. Pøipusżme, ¿e takový program mù¿e obsahovat cykly, vìtvení, volání podprogramù apod. Chceme získat co nejpøesnìjźí hodnotu derivace této funkce v tomté¿ bodì.

Jednou z mo¿ností, jak toho dosáhnout, je poèítat pomìrné diference, napøíklad f^′(x) ≈ f(x + h) − f(x) h nebo f^′(x) ≈ f(x + h) − f(x − h) 2h Takový postup není pøíliź vhodný, proto¿e dostáváme pouze pøibli¿né hodnoty derivace: pokud h je malé, projeví se zaokrouhlovací chyby zpùsobené poèítaèovou aritmetikou; pokud h není malé, dostanou se do popøedí chyby metody (èleny jako hf^{′′}(x)/2 apod.). Navíc, pro výpoèet aproximace celého gradientu funkce n promìnných je potøeba zhruba (n+1)-krát tolik èasu, jako pro výpoèet pùvodní funkce.

Jinou metodou výpoètu derivace funkce (programu) je tzv. symbolická derivace. Ta aplikuje pravidlo øetìzení (chain rule, vzorec pro derivaci slo¿ené funkce, viz vìta 2.2) zpravidla na symbolickou reprezentaci funkce f v pamìti poèítaèe. Jedná se tedy o symbolické úpravy. Zadaný program vźak velmi èasto neobsahuje explicitní vyjádøení vzorce pro výpoèet f. Navíc tento program mù¿e být znaènì dlouhý a slo¿itý.

Tøetí mo¿ností, o které se zde zmíníme a kterou budeme popisovat ve zbytku této práce, je tzv. automatické derivování^1 (automatic di¸erentiation, computati-

1Pøi vypracovávání této práce jsem vycházel výhradnì z materiálù v angliètinì a nepodaøilo se mi najít jakoukoliv zmínku o automatickém derivování v èeźtinì. Proto jsem byl nucen vymyslet èeské pøeklady pro pou¿ívané pojmy. Pro úplnost uvádím i originální anglické termíny.

onal di¸erentiation, algorithmic di¸erentiation). Její aplikací na program, který poèítá hodnoty funkce, získáme program, který vyhodnotí navíc i po¿adovanou derivaci této funkce. Tuto transformaci programu lze provést automaticky. Celý postup je opìt zalo¿en na pravidle øetìzení, které se aplikuje na numerické hodnoty získané vyhodnocením elementárních funkcí { narozdíl od symbolické derivace, kde se pravidlo øetìzení pou¿ívá pro symbolické úpravy. Výsledný program poèítá hodnotu funkce a zároveò její derivace v jednom konkrétním zadaném bodì a výsledkem je èíselná hodnota (nikoliv symbolický nebo explicitní výraz). Postup pro výpoèet derivace, který automatickým derivováním dostaneme, má chybu metody rovnou nule. Neboli pokud by poèítaèová aritmetika byla pøesná, dostali bychom odvozeným programem hodnotu derivace pøesnì. Asi nejzajímavìjźí vlastnost automatického derivování je to, ¿e vyhodnocení celého gradientu funkce n promìnných zabere pøi pou¿ití zpìtného módu automatického derivování (reverse mode, adjoint) nejvýźe pìtinásobek èasu potøebného pro vyhodnocení derivované funkce. Jen pro úplnost dodejme, ¿e pro výpoèet 2. a vyźźích derivací platí obdobné vlastnosti. O nich se zmíníme pozdìji.

1.2 Malý motivaèní pøíklad: oscilátor

Døíve ne¿ se ponoøíme do detailního výkladu, uká¿eme si automatické derivování pro lepźí pøedstavu na velmi jednoduchém pøíkladu. Máme zadaný program, který poèítá hodnotu funkce f : R^4 → R danou pøedpisem^2

f(A, ω, t, φ_0) = A sin(ωt + φ_0).

Chceme spoèítat funkèní hodnotu y = f(1, 1.5, 3, π/4) a navíc i hodnotu derivace ∂f ∂t (1, 1.5, 3, π/4). Program vyhodnocuje jednotlivé elementární funkce (napø. sèítání, násobení, sinus, . . . ) v pøísluźných bodech a z tìchto výsledkù postupnì þskládáß výslednou funkèní hodnotu. Oznaème v_i výsledek ka¿dé takové elementární operace. Pokud jeźtì pøidáme pøiøazení vstupních hodnot A, ω, t, φ_0 do promìnných v_{−3}, v_{−2}, v_{−1}, v_0 a výsledné hodnoty do y, dostáváme pøesný pøepis postupu výpoètu y, který budeme nazývat soupis operací (code-list). Mù¿eme si ho zhruba pøedstavit jako záznam numerických operací, které provádí procesor. Pøesnou de˛nici soupisu operací uvedeme v kapitole 2.1.

Pokud autor programu výpoèet naprogramoval tak, ¿e výraz, který se pøi výpoètu èasto vyskytuje, se spoète pøedem, a pak se jen pou¿ívá na nìkolika místech, je jeho hodnota oznaèena také v_i a je pou¿ita pøesnì tam, kde má být pou¿ita. Pro jednoduchost zatím pøedpokládejme, ¿e se jednotlivé v_i v pamìti poèítaèe nepøepisují, i kdy¿ u¿ nadále nejsou pro výpoèet potøeba. Soupis operací pro naźi úlohu vèetnì jeho numerického vyèíslení je uveden na obrázku 1.1.

2Jedná se vlastnì o souøadnicový popis pohybu pru¿inového oscilátoru (napøíklad kámen houpající se na pru¿inì pøi zanedbání urèitých jevù), kde A je amplituda výchylky, ω úhlová rychlost, t èas a φ_0 je fázový posun v èase t = 0. Pro jednoduchost pøedpokládejme, ¿e funkce f je de˛novaná na celém R^4, i kdy¿ to pro amplitudu a úhlovou rychlost nedává dobrý smysl.

v_{−3} = A = 1.0000 v_{−2} = ω = 1.5000 v_{−1} = t = 3.0000 v_0 = φ_0 = 0.7854 v_1 = v_{−2} ∗ v_{−1} = 1.5000 ∗ 3.0000 = 4.5000 v_2 = v_1 + v_0 = 4.5000 + 0.7854 = 5.2854 v_3 = sin v_2 = sin(5.2854) = −0.8403 v_4 = v_{−3} ∗ v_3 = −0.8403 ∗ 1.0000 = −0.8403 y = v_4 = −0.8403

Obr«azek 1.1: Soupis operací pro Malý motivaèní pøíklad

Pøímý mód automatického derivování (forward mode, tangents)

Jak jsme ji¿ uvedli, chceme spoèítat derivaci funkce y = f(A, ω, t, φ_0) podle t v bodì (1, 1.5, 3, π/4). Udìláme to takovým zpùsobem, ¿e pro ka¿dou promìnnou v_i, i = −3, . . . , 4 urèíme numerickou hodnotu její derivace podle t v bodì (1, 1.5, 3, π/4). Tím vlastnì spoèteme i hledanou ∂y/∂t. Ke ka¿dé promìnné v_i proto pøipojíme dalźí promìnnou

_v_i = ∂v_i ∂t (1, 1.5, 3, π/4). Podle pravidla øetìzení aplikovaného na ka¿dý øádek soupisu operací snadno odvodíme, jakou hodnotu ka¿dému _v_i pøiøadit. Zøejmì _v_{−3} = 0.0000, _v_{−2} = 0.0000, _v_0 = 0.0000, ale _v_{−1} = 1.0000. Dále napøíklad díky v_4 = v_{−3} ∗ v_3 je jistì

_v_4 = ∂v_4 ∂v_{−3} · _v_{−3} + ∂v_4 ∂v_3 · _v_3 = v_3 · _v_{−3} + v_{−3} · _v_3

= −0.8403 · 0.0000 + 1.0000 · 0.8132 = 0.8132.

Tímto zpùsobem odvodíme celý nový soupis operací, který tentokrát poèítá i hodnotu derivace funkce f podle t v bodì (1, 1.5, 3, π/4). Tento soupis operací (odvozený pøímým módem automatického derivování) je na obrázku 1.2.

Vidíme, ¿e poèet pøidaných operací je malý násobek (typicky mezi jednou a tøemi) poètu operací pro vyhodnocení y. Pokud by program mìl více výstupních promìnných y_i, pak právì naznaèeným zpùsobem dostaneme vźechny _y_i = ∂y_i/∂t. Pokud bychom po¿adovali parciální derivaci podle jiné promìnné, napø. ω, staèí jeźtì jednou provést tento odvozený soupis operací jen s tím rozdílem, ¿e _t = 0.0000 a _ω = 1.0000. Je samozøejmì mo¿né pøede˛novat _v_i na vektory parciálních derivací podle jednotlivých vstupních promìnných, abychom zmenźili re¿ijní náklady, a tím spoèetli tøeba celý gradient najednou. Pro tento úèel je ovźem mnohem efektivnìjźí zpìtný mód automatického derivování. Jak ale z pùvodního programu dostat odvozený program, jeho¿ soupis operací bude vypadat pøesnì podle naźeho návrhu? Jsou mo¿né dva pøístupy { pou¿ít preprocesor nebo pøetí¿ení operátorù a funkcí. Oba zpùsoby rozebereme v kapitole 5. Pøímým módem automatického derivování se budeme detailnì zabývat v kapitole 3.1.

v_{−3} = A = 1.0000 _v_{−3} = _A = 0.0000 v_{−2} = ω = 1.5000 _v_{−2} = _ω = 0.0000 v_{−1} = t = 3.0000 _v_{−1} = _t = 1.0000 v_0 = φ_0 = 0.7854 _v_0 = _φ_0 = 0.0000 v_1 = v_{−2} ∗ v_{−1} = 1.5000 ∗ 3.0000 = 4.5000 _v_1 = v_{−1} ∗ _v_{−2} + v_{−2} ∗ _v_{−1} = 3.0000 ∗ 0.0000 + 1.5000 ∗ 1.0000 = 1.5000 v_2 = v_1 + v_0 = 4.5000 + 0.7854 = 5.2854 _v_2 = _v_1 + _v_0 = 1.5000 + 0.0000 = 1.5000 v_3 = sin v_2 = sin(5.2854) = −0.8403 _v_3 = cos v_2 ∗ _v_2 = cos(5.2854) ∗ 1.5000 = 0.8132 v_4 = v_{−3} ∗ v_3 = −0.8403 ∗ 1.0000 = −0.8403 _v_4 = v_3 ∗ _v_{−3} + v_{−3} ∗ _v_3 = −0.8403 ∗ 0.0000 + 1.0000 ∗ 0.8132 = 0.8132 y = v_4 = −0.8403 _y = _v_4 = 0.8132

Obr«azek 1.2: Pøímým módem automatického derivování odvozený soupis operací pro Malý motivaèní pøíklad

Zpìtný mód automatického derivování (reverse mode, adjoint, gradients)

V jistém smyslu zajímavìjźí alternativa k pøímému módu je mód zpìtný. Nyní si nebudeme vźímat závislosti promìnných v_i na vstupních parametrech, ale naopak závislosti výstupní promìnné y na ka¿dé promìnné v_i. Ke ka¿dému v_i tedy zavedeme novou promìnnou —v_i = ∂y/∂v_i. Toto je názorné, ale nepøesné oznaèení. To, co skuteènì myslíme, je —v_i = ∂y/∂δ_i|_{δi=0}, kde δ_i se pøièítá k pravé stranì rovnice de˛nující v_i.

Zpìtný mód automatického derivování je opìt zalo¿en na pravidle øetìzení. Tentokrát vźak pøi jeho aplikaci budeme postupovat þpozpátkuß. Jistì platí —y = 1. Proto¿e napøíklad v_2 se na pravé stranì libovolného øádku soupisu operací vyskytuje jedinì v pøiøazení v_3 = sin v_2, musí být —v_2 = —v_3 cos v_2. (Pokud by se napøíklad v_2 objevilo na pravé stranì v pøiøazení v_3 = sin v_2 a navíc jeźtì v_7 = v_6 + v_2, pak by muselo být —v_2 = —v_3 cos v_2 + —v_7.) Podrobnosti budou uvedeny v kapitole 3.2, jeźtì zvídavìjźí ètenáøe odkazujeme na [1]. Celý soupis operací odvozený zpìtným módem automatického derivování je uveden na obrázku 1.3.

Po¿adovaná derivace je rovna —v_{−1} = 0.8133. Pøímým módem automatického derivování jsme získali hodnotu _y = 0.8132. Malý rozdíl je zpùsoben tím, ¿e mezivýsledky v celém výpoètu jsme zaokrouhlovali na 4 desetinná místa.

Podobnì jako u pøímého módu vidíme, ¿e poèet pøidaných operací je opìt malý násobek (typicky mezi jednou a tøemi) poètu operací pro výpoèet y. V tomto v_{−3} = A = 1.0000 v_{−2} = ω = 1.5000 v_{−1} = t = 3.0000 v_0 = φ_0 = 0.7854 v_1 = v_{−2} ∗ v_{−1} = 1.5000 ∗ 3.0000 = 4.5000 v_2 = v_1 + v_0 = 4.5000 + 0.7854 = 5.2854 v_3 = sin v_2 = sin(5.2854) = −0.8403 v_4 = v_{−3} ∗ v_3 = −0.8403 ∗ 1.0000 = −0.8403 y = v_4 = −0.8403 —y = 1.0000 —v_4 = —y = 1.0000 —v_3 = —v_4 ∗ v_{−3} = 1.0000 ∗ 1.0000 = 1.0000 —v_{−3} = —v_4 ∗ v_3 = 1.0000 ∗ (−0.8403) = −0.8403 —v_2 = —v_3 ∗ cos v_2 = 1.0000 ∗ cos(5.2854) = 0.5422 —v_1 = —v_2 = 0.5422 —v_0 = —v_2 = 0.5422 —v_{−1} = —v_1 ∗ v_{−2} = 0.5422 ∗ 1.5000 = 0.8133 —v_{−2} = —v_1 ∗ v_{−1} = 0.5422 ∗ 3.0000 = 1.6266

Obr«azek 1.3: Zpìtným módem automatického derivování odvozený soupis operací pro Malý motivaèní pøíklad

pøípadì jsme ovźem spoèítali celý gradient funkce f. To platí pro ka¿dou funkci n promìnných, kterou jsme zpracovali zpìtným módem automatického derivování { celý její gradient jsme schopni spoèítat za maximálnì pìtinásobek èasu potøebného pro jedno vyhodnocení derivované funkce. Kdybychom mìli funkci o dvou výstupních hodnotách y_1 a y_2, pak bychom pro získání gradientu y_2 museli vyhodnotit tento odvozený soupis operací jeźtì jednou s pozmìnìnými vstupními hodnotami —y_1 = 0.0000 a —y_2 = 1.0000. Pro vyhodnocení nìkolika gradientù najednou je mo¿né pøede˛novat —v_i na vektory. Program, který provádí odvozený soupis operací, získáme prekompilací nebo aplikací techniky pøetí¿ení operátorù a funkcí. Podrobnosti vylo¿íme v kapitole 5. Detailní popis zpìtného módu automatického derivování uvedeme v kapitole 3.2.

Závìrem podotknìme, ¿e tyto dvì základní techniky automatického derivování mají øadu rozźíøení a vylepźení, která vyu¿ívají napøíklad strukturu zadané funkce, øídkost Jacobiho matice aj. Smìrové, druhé a vyźźí derivace lze získat pomocí podobných þautomatickýchß technik. O nich se zmíníme v kapitolách 4 a 6.

Struèné historické poznámky

Vývoj a pou¿ití automatického derivování pøímo souvisí s vlastnostmi a schopnostmi soudobých programovacích jazykù a jejich kompilátorù. Proto v poslední dobì za¿ívá automatické derivování rozmach zájmu. Jeho vá¿ný zaèátek nastal v 60. letech, kdy byl pøímý mód popsán Wengertem (1964). Dalźí zlepźení vypracovali Kedem (1980) a Rall (1981). Základy zpìtného módu byly nezávisle na sobì pøedstaveny nìkolika matematiky, napøíklad Linnainmaaem (1969), Spielpenningem (1980), Kimem (1984) a dalźími.

Literatura

Pøi vypracovávání této diplomové práce jsem vycházel zejména ze [4], [6], [7] a [10]. Dalźí pou¿ité prameny jsou uvedeny pøímo v textu práce.

Literatury, která se zabývá automatickým derivováním, je velké mno¿ství, zejména z poslední doby. Mno¿ství odkazù lze nalézt napøíklad v [4].

Kapitola 2

Základní pøedpoklady

Zabýváme se automatickým derivováním, které transformuje programy pro výpoèet funkèních hodnot na programy, které navíc poèítají derivace. V této kapitole uvedeme formální popis derivovaných programù, se kterým dále budeme pracovat, a uvalíme na nì jisté po¿adavky (které vźak nebudou pøíliź omezující). Potom nade˛nujeme alokaèní funkci &, která popíźe ulo¿ení promìnných v_i v pamìti poèítaèe. Na závìr této kapitoly pøedstavíme model slo¿itosti, pomocí kterého budeme porovnávat efektivnost jednotlivých metod.

2.1 Soupis operací

Program, který chceme transformovat, vyhodnocuje funkci

F : D ⊂ R^n −→ R^m F : x −→ y = F (x),

kde D je podmno¿ina^1 v R^n. To, ¿e se hodnoty funkce F poèítají programem, je zárukou toho, ¿e F je zadána explicitnì. Neboli F je slo¿ení základních funkcí (napøíklad plus, krát, sinus apod.), jejich¿ hodnoty a parciální derivace musíme umìt urèit. Výźe uvedené neznamená, ¿e by vyhodnocení F muselo být popsáno pouze jedinou algebraickou formulí nebo ¿e by program pro vyhodnocení F nemohl obsahovat cykly, podmínìná vìtvení, volání podprogramù aj.

Pøedpokládejme, ¿e hodnoty vźech parametrù a vstupních promìnných jsou ji¿ známy, tj. prùbìh programu (vźechny provádìné operace) je ji¿ jednoznaènì urèen. Postupnì se poèítají výsledky jednotlivých základních operací a ty jsou pou¿ívány jako argumenty dalźích základních operací.^2 Ka¿dý takový výsledek základní funkce oznaème v_i.

Pokud takto rozepíźeme celý algoritmus vyhodnocení F (pro konkrétní parametry a vstupní data) a pøidáme pøiøazení vstupních promìnných do v_i, i =

1V kapitole 2.2 tento fakt upøesníme.

2Tím nemáme na mysli napøíklad èítaè cyklu, ale skuteènou základní operaci, její¿ argumenty závisí na nezávislých promìnných x a její¿ výsledná hodnota ovlivòuje závislé promìnné y. Viz dále.

1 − n, . . . , 0 a výstupních promìnných do y_i, i = 1, . . . , m, dostáváme soupis operací (code-list). Jinak øeèeno, soupis operací je rozpis vźech operací po rozvinutí cyklù^3 a podprogramù a po nalezení správných cest pøi vìtvení programu. Prozatím pøedpokládejme, ¿e promìnné v_i se v soupisu operací vzájemnì nepøepisují. To povolíme a osvìtlíme v kapitole 3. Na obrázku 1.1 je uveden soupis operací pro Malý motivaèní pøíklad z kapitoly 1.

V obecném pøípadì vźechny èíselné hodnoty spoètené pøi celém vyhodnocení funkce F v jednom konkrétním bodì oznaèíme v_i a oèíslujeme tímto zpùsobem. v_{1−n}, . . . , v_0 x , v_1, v_2, . . . , v_{l−m}, v_{l−m+1}, . . . , v_l y Ka¿dou hodnotu v_i, i = 1, . . . , l získáme vyhodnocením základní funkce φ_i (elemental function, library function) na pøísluźné v_j pro j < i. Neboli

v_i = φ_i(v_j )_{j≺i}.

Relace j ≺ i znamená, ¿e v_i pøímo závisí na v_j . V Malém motivaèním pøíkladu napøíklad platí 0 ≺ 2, 1 ≺ 2 a 2 ≺ 3, ale neplatí 0 ≺ 3. Zaveïme jeźtì relaci ≺^∗. Pokud a ≺ b ≺ c, budeme psát a ≺^∗ c.

Napøíklad tedy 0 ≺^∗ 3, 1 ≺^∗ 3, −2 ≺^∗ 4 atd.

Tyto relace (a tedy závislost mezi jednotlivými v_i) mù¿eme názornì zobrazit pomocí orientovaného grafu, jeho¿ vrcholy jsou právì v_i, i = 1 − n, . . . l a hrana vede z v_j do v_i právì kdy¿ j ≺ i. Tento graf se nazývá graf výpoètu (evaluation graph). Nebudeme ho vźak dále pou¿ívat, proto¿e veźkeré výsledky lze snadno odvodit bez jeho pøedstavy. Na obrázku 2.1 je znázornìn graf výpoètu pro Malý motivaèní pøíklad.

Na obrázku 2.2 je uveden obecný tvar soupisu operací, který budeme nadále pou¿ívat. Je to postup vyhodnocení funkce F v jednom konkrétním bodì. Tento tvar soupisu operací je pro nás výhodný, proto¿e se na nìj pravidlo øetìzení snadno a jasnì aplikuje.

Základní funkce φ_i jsou zamýźleny hlavnì jako þelementárníß funkce (napø. binární sèítání, binární násobení, trigonometrické funkce atd.), ale v principu to mohou být i funkce slo¿itìjźí. K tomu se bude hodit následující zobecnìní.

Jak u¿ napovídá tuèný tisk promìnných v_i, dovolíme, aby pro i = 1, . . . , l − m byly v_i vektory délky m_i ≥ 1.^4 Na pøímém ani zpìtném módu automatického derivování to nic nezmìní, vźechno lze odvodit úplnì analogicky jako ve skalárním pøípadì. Pro snadnìjźí pøedstavu doporuèuji, aby v_i byly zpoèátku chápány jako skaláry. Toto zobecnìní nám umo¿ní pokládat napøíklad podprogramy øeźící problémy lineární algebry za základní funkce. Také je mo¿né chápat celý soupis operací jako základní funkci, která mù¿e být souèástí soupisu operací na vyźźí

3Viz pøedchozí poznámka pod èarou.

4Nezávislé promìnné x_i a závislé promìnné y_j mohou tedy být pouze skaláry.

x_1

x_2

x_3

x_4 v_{−3}

v_{−2}

v_{−1}

v_0 v_1 v_2 v_3 v_4 y�

Obr«azek 2.1: Graf výpoètu pro Malý motivaèní pøíklad

v_{i−n} = x_i pro i = 1, . . . , n v_i = φ_i(v_j )_{j≺i} pro i = 1, . . . , l y_{m−i} = v_{l−i} pro i = m − 1, . . . , 0 Obr«azek 2.2: Obecný soupis operací

úrovni. Pak lze jednotlivé soupisy operací na rùzných úrovních zpracovat rùznými technikami automatického derivování. Oznaème dále poèet slo¿ek vektoru z de˛nièního oboru základní funkce φ_i jako n_i = ∑ j≺i m_j. Vźechny v_j , na kterých φ_i pøímo závisí, poskládejme do argumentu

u_i = (v_j )_{j≺i} ∈ R^{ni} . (2.1)

2.2 Základní funkce a jejich vlastnosti

Zopakujme dvì ze základních tvrzení o funkcích více promìnných.

Vìta 2.1 Nechż funkce f : R^n → R má spojité vźechny parciální derivace v bodì a. Pak existuje totální diferenciál df(a) funkce f v bodì a. 2

Vìta 2.2 (pravidlo øetìzení, chain rule) Nechż funkce y_1(x_1, . . . , x_k), . . . , y_n(x_1, . . . , x_k) mají totální diferenciály dy_1(a), . . . , dy_n(a) v bodì a = (a_1, . . . , a_k). Nechż funkce z(y_1, . . . , y_n) má totální diferenciál dz(b) v bodì b = (y_1(a), . . . , y_n(a)). Pak slo¿ená funkce

z^∗(x_1, . . . , x_k) = z(y_1(x_1, . . . , x_k), . . . , y_n(x_1, . . . , x_k))

má totální diferenciál dz^∗(a) v bodì a a platí

dz^∗(a) = ∂z ∂y_1 (b) · dy_1(a) + . . . + ∂z ∂y_n (b) · dy_n(a). Pro parciální derivace platí (i = 1, . . . , k) ∂z^∗ ∂x_i (a) = ∂z ∂y_1 (b) · ∂y_1 ∂x_i (a) + . . . + ∂z ∂y_n (b) · ∂y_n ∂x_i (a). (2.2) 2 Pøedpoklad existence totálního diferenciálu na þvnìjźíß funkci z nelze zeslabit, viz napøíklad [2].

Vrażme se zpìt k naźemu problému. Oznaème následující vlastnost jako vlastnost 2.1.

Vlastnost 2.1 (Diferencovatelnost základních funkcí) Vźechny elementární funkce φ_i, i = 1, . . . , l jsou d-krát spojitì diferencovatelné na svém de˛nièním oboru D_i, kde D_i je otevøená v R^n. Neboli φ_i ∈ C^d(D_i), d ≥ 1. 2 Její jasný dùsledek je následující vìta.

Vìta 2.3 Nechż platí vlastnost 2.1. Pak

D = {x ∈ R^n; y = F (x) je dobøe de˛nované soupisem operací na obrázku 2.2}

je otevøená mno¿ina v R^n a navíc F ∈ C^d(D), d ≥ 1. 2

Proto se zdá být logické po¿adovat následující: Pokud chceme poèítat derivace funkce F a¿ do øádu d ≥ 1 na mno¿inì D, aż jsou základní funkce φ_i a jejich de˛nièní obory (otevøené) D_i takové, ¿e φ_i ∈ C^d(D_i) a ¿e soupis operací dobøe de˛nuje funkci F pro vźechna x ∈ D.

Díky výźe uvedenému budeme dále pøedpokládat, ¿e základní funkce φ_i vybíráme z nìjaké knihovny ˘ = {c, +, ∗, exp, sin, . . .}, její¿ èleny splòují vlastnost 2.1 pro nìjaké d ≥ 1 (pokud poèítáme derivaci stupnì d). Dále oznaème F vźechny funkce, které mohou ze základních funkcí z mno¿iny ˘ vzniknout jejich slo¿ením do soupisu operací. Pak tedy F ⊂ C^d.

Tímto pøedpokladem jsme z mno¿iny ˘ vylouèili napø. funkci absolutní hodnota de˛novanou na celém R. Pøípadem, kdy φ_i nemají spojité parciální derivace a¿ do øádu d, se budeme zabývat k kapitole 6.5. Pro úplnost jeźtì dodejme, ¿e pøedpoklad spojitosti parciálních derivací zaruèuje jejich zámìnnost.

Mezi základní funkce budou skoro urèitì patøit funkce binární sèítání, binární násobení, unární minus, dìlení (pøípadnì pøevrácená hodnota 1/v_j ). Dále ˘ mù¿e obsahovat sinus, kosinus, exponenciálu atd.

Zdá se být praktické zaøadit mezi základní funkce i funkci φ(v) = |v|^c de˛novanou na R pro c > 1, proto¿e napøíklad derivace funkce f(x) = √ x^6 = |x|^3 (jako slo¿ení odmocniny a mocniny anebo mocniny a absolutní hodnoty) není v bodì x = 0 spoèítatelná pomocí pravidla øetìzení kvùli neexistenci derivace funkce |v| ani √ v v bodì v = 0. Ve skuteènosti vźak f^′(0) = 0. Pokud bychom φ(v) = |v|^c jako základní funkci skuteènì zavedli, její derivace by byla φ^′(v) = c · v · |v|^{c−2}. (Pro v = 0 a c ∈ (1, 2) by bylo φ^′(0) = 0.) Vyhodnocení φ(v) a φ^′(v) jistì bude obsahovat nìjaké vìtvení (napø. podle znaménka v), ale to bude a¿ uvnitø v jejich výpoètu. Navenek je φ þjednolitáß základní funkce.

Pøedem odkazujeme ètenáøe na kapitolu 6.6, ve které je uvedena poznámka o základních funkcích, které jsou de˛nované po èástech.

2.3 Alokaèní funkce

Velmi èasto se stane, ¿e spoètená hodnota v_j u¿ byla pou¿ita na vźech pravých stranách výrazù v_i = φ_i(v_j )_{j≺i}, kde pou¿ita být mìla. Proto je zbyteèné, aby nadále zabírala pamìż, a mù¿e být pøepsána jinou v_k. Umístìní jednotlivých v_i v pamìti popisuje alokaèní funkce &.

A¿ doposud jsme v_i = φ_i(v_j )_{j≺i} pova¿ovali za pøesnou matematickou de˛nici. I kdy¿ pøipustíme pøepisování nepotøebných hodnot v_i v pamìti, jejich oznaèení

v_i, i = 1 − n, . . . , l a onen pøesný matematický náhled na v_i = φ_i(v_j )_{j≺i}, i =

1, . . . , l si ponecháme i nadále. Vźe bude jasné z následujícího odstavce.

Kompilátor zadaného programu (nebo preprocesor) vygeneruje alokaèní funkci (alokaèní schéma) &, která umísżuje hodnoty promìnných v_i, i = 1 − n, . . . , l do místa v pamìti, kde budou uchovávány. Pro jednoduchost budeme adresy pamìti oznaèovat pøirozenými èísly. Neboli &v_i ⊂ R = {1, 2, . . . , r}. Je pøirozené, ¿e místo v pamìti je znovu pou¿ito a¿ tehdy, jestli¿e jeho souèasná hodnota v_i byla pou¿ita ve vźech argumentech, kde pou¿ita být mìla. Pro jednoduchost budeme dále pøedpokládat, ¿e

&v_i ∩ &v_j ≠ ∅ =⇒ &v_i = &v_j .

Neboli, pokud se v_i a v_j pøekrývají, musí být jako vektory stejnì dlouhé a musí se pøekrývat celé.

Abychom zajistili, ¿e ¿ádná adresa není znovu pou¿ita pøed vyu¿itím své hodnoty na vźech místech, po¿adujeme splnìní vlastnosti 2.2.

Vlastnost 2.2 (podmínka pøímé kompatibility, forward compatibility) j ≺ i, j < k ≤ i =⇒ &v_k ≠ &v_j 2 V pøípadì sèítaného zpìtného módu automatického derivování (nonincremental reverse mode, viz kapitola 3.2) budeme po¿adovat þduálníß vlastnost 2.3.

Vlastnost 2.3 (podmínka zpìtné kompatibility, reverse compatibility) j ≺ i, j ≤ k < i =⇒ &v_i ≠ &v_k 2 Podmínka pøímé kompatibility zakazuje pøepis v_i pøes v_j , pokud j ≺ i. Tuto mo¿nost pøepisu promyslíme a povolíme v kapitole 3.2.3. Automatickým derivováním odvozené programy budou pou¿ívat alokaèní funkci & také na nové promìnné v nich pou¿ívané (napøíklad _v_i, —v_i), jak uvidíme pozdìji. Pro odvozování metod automatického derivování je vźak lepźí pøepisování neuva¿ovat.

2.4 Model èasové slo¿itosti

V této èásti pøedstavíme model, pomocí kterého budeme mìøit práci a èas potøebný pro vyhodnocení jak pùvodního, tak i odvozeného programu. Navíc, budeme schopni vyjádøit tyto náklady odvozeného programu pomocí nákladù pùvodního programu. Upozornìme vźak na to, ¿e uvedený model má svá slabá místa, napøíklad nerespektuje rùznou pøístupovou dobu do pamìti apod.

Oznaème eval(F ) jako vyhodnocení funkce F a task(F ) jako nìjaký úkol na F (resp. vyhodnocení odvozeného programu, který tento úkol provádí), napøíklad vyhodnocení gradientu funkce F .

Nìjaký úkol (postup atd.) nazveme aditivní, pokud je proveden na ka¿dou základní funkci φ_i v pøísluźném bodì právì jednou. Napø. vyhodnocení soupisu operací je aditivní úkol, proto¿e elementární funkce se vyhodnocují jedna za druhou, jednou v pøísluźném bodì. Také odvozené programy budou v pøevá¿né vìtźinì aditivní. Tato aditivita nám pøinese jisté výhody (nejen) v modelu slo¿itosti. Pøíklad neaditivního úkolu, který bude poèítat øídkou Jacobiho matici, je uveden v kapitole 6.3.1.

Aditivní úkol nazveme homogenní, jestli¿e jeho provedení na F je realizováno stejnými operacemi na základní funkce φ_i. Typickým homogenním úkolem je vyhodnocení hodnoty funkce F v daném bodì, nehomogenním úkolem je napøíklad vyhodnocení gradientu pomocí zpìtného módu automatického derivování.

V pøípadì nehomogenního úkolu task(F ) budeme pøísluźný úkol provádìný na základní funkce φ_i znaèit task^′(φ_i).

Pro jednoduché odhady budeme u aditivních úloh pøedpokládat splnìní vlastnosti 2.4, která se zdá být velmi pøirozenou.

Vlastnost 2.4 (aditivita práce)

W ORK{eval(F )} = l∑ i=1 W ORK{eval(φ_i)} (2.3) W ORK{task(F )} ≤ l∑ i=1 W ORK{task^′(φ_i)} (2.4) 2 Èlen W ORK{task(F )} je nìjaký nezáporný skalár nebo vektor s nezápornými prvky, který mìøí slo¿itost provedení úkolu task(F ) na funkci F , napøíklad poèet sèítání, násobení a operací s pamìtí (v tomto pøípadì ve tøíslo¿kovém vektoru).

My budeme pou¿ívat ètyøslo¿kový vektor tvaru

W ORK{task} = poèet ètení a zápisù v pamìti poèet sèítání poèet násobení poèet nelineárních operací = MOV ES ADDS MULT S NLOP S . (2.5)

Navr¿eným postupem nerozliźujeme mezi ètením a zápisem do pamìti, ani mezi pamìżmi s rùznou pøístupovou dobou. Mezi nelineární operace poèítáme napø. vyhodnocení exponenciály, trigonometrických funkcí nebo pøevrácené hodnoty (tím dostáváme dìlení).

Napøíklad pro základní funkci v_3 = φ(v_1, v_2) = v_1 ∗ v_2 potøebujeme pøeèíst (vyvolat) z pamìti v_1 a v_2, vynásobit je a výsledek v_3 ulo¿it do pamìti. Proto W ORK{eval(φ)} = (3, 0, 1, 0)^T . Pokud oznaèíme c jako operaci pøiøazení konstanty a ψ jako nelineární operaci, dostaneme takto tabulku nákladù pro pouhé vyhodnocení nìkterých funkcí { viz tabulka 2.1.

Takto vzniklou matici oznaème jako W_{eval}. Jestli¿e vyhodnocení funkce F vy¿aduje l_1 pøiøazení konstant, l_2 sèítání, l_3 násobení a spoètení l_4 nelineárních operací, díky vlastnosti 2.4 a oznaèení |F | = (l_1, l_2, l_3, l_4)^T platí

W ORK{eval(F )} = W_{eval} · |F | = 1 3 3 2 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 · l_1 l_2 l_3 l_4

(2.6) eval c + ∗ ψ MOV ES 1 3 3 2 ADDS 0 1 0 0 MULT S 0 0 1 0 NLOP S 0 0 0 1 Tabulka 2.1: Náklady pro vyhodnocení nìkterých základních funkcí

V následujících kapitolách uvedeme analogické W_{task} pro jiné úkoly (napøíklad pro vyhodnocení gradientu), èím¿ dostaneme relativní porovnání s W_{eval}.

Kromì nákladù na vyhodnocení W ORK{task(F )} budeme jeźtì sledovat délku èasu potøebnou na vykonání úkolu task(F ). Tu mù¿eme urèit jako T IME{task(F )} = w^T · W ORK{task(F )}, (2.7) kde w je vektor stejné délky jako W ORK. Obsahuje kladná èísla { mno¿ství èasu potøebné na vykonání operace s pamìtí, seètení (resp. vynásobení) dvou èísel a provedení nelineární operace. Jako okam¿itý dùsledek vlastnosti 2.4 dostáváme

T IME{eval(F )} = l∑ i=1 T IME{eval(φ_i)} (2.8) T IME{task(F )} ≤ l∑ i=1 T IME{task^′(φ_i)} (2.9) Pro náź konkrétní model se ètyøslo¿kovým vektorem W ORK{eval(F )} budeme pøedpokládat w = μ 1 π ν , (2.10)

pro který po¿adujeme μ ≥ max(1, π/2), π ≥ 1, ν ≥ 2π. (2.11) Tyto pøedpoklady jsou docela pøirozené { pøístup do pamìti trvá alespoò jako sèítání nebo polovina násobení; násobení trvá alespoò jako sèítání; nelineární operace trvá alespoò jako dvì násobení.

Vydìlíme-li (2.9) a (2.8), elementárními úpravami dostaneme pro ka¿dé F ∈ F T IME{task(F )} T IME{eval(F )} ≤ ∑_l i=1 T IME{task^′(φ_i)} ∑_l i=1 T IME{eval(φ_i)} ≤ max_{i=1,...,l} T IME{task^′(φ_i)} T IME{eval(φ_i)}

≤ sup ’∈Φ T IME{task^′(φ)} T IME{eval(φ)} Tím získáváme stejnomìrnou omezenost pro dobu trvání výpoètu task(F ) vzhledem k eval(F ) na celém F, pokud je ˘ koneèná. V dalźím odstavci toto zjiźtìní dále zobecníme.

Omezená slo¿itost

Øekneme, ¿e úkol task(F ) má (lineárnì) omezenou slo¿itost na F (linearly bounded complexity), jestli¿e existuje matice C_{task} taková, ¿e pro ka¿dé F ∈ F platí W ORK{task(F )} ≤ C_{task} · W ORK{eval(F )} po slo¿kách. (2.12) Úkol, který nemá omezenou slo¿itost, není nièím výjimeèným nebo nebezpeèným { mù¿e se jednat napøíklad o kvadratickou závislost, nikoli lineární, jak pøedpokládáme.

Napøíklad vyhodnocení p sloupcù nebo q øádkù Jacobiho matice má omezenou slo¿itost. Narozdíl od vyhodnocení celé Jacobiho matice, jeho¿ slo¿itost je úmìrná poètu nezávislých promìnných n nebo poètu závislých promìnných m.

Pro aditivní úlohy by omezená slo¿itost na F byla splnìna napøíklad tehdy, pokud by ˘ byla koneèná nebo pokud by mno¿ina dvojic {[W ORK(eval(φ), W ORK(task(φ)]; φ ∈ ˘} byla koneèná. My vźak pou¿ijeme jeźtì slabźí pøedpoklad na slo¿itost provedení úkolu na základní funkce.

Vlastnost 2.5 (Omezená slo¿itost základních funkcí) Existuje koneèná mno¿ina matic C_{task}(˘) taková, ¿e pro ka¿dou φ ∈ ˘ existuje C_{task}(φ) ∈ C_{task}(˘), ¿e platí W ORK{task^′(φ)} ≤ C_{task}(φ) · W ORK{eval(φ)} (2.13) 2 Z této vlastnosti ji¿ snadno odvodíme omezenou slo¿itost na celém F. Oznaème vźak jeźtì C_{task}(˘) = max{C_{task}(φ); φ ∈ ˘} po slo¿kách.

Vìta 2.4 (Omezenost slo¿itosti) (i) Nechż pro úkol task platí vlastnosti 2.4 a 2.5. Pak tento úkol má omezenou slo¿itost na F ve smyslu (2.12), kde C_{task} = C_{task}(˘). (ii) Nechż pro úkol task platí vlastnosti 2.4 a 2.5. Pak pro ka¿dý vektor w (viz (2.7)) a ka¿dou F ∈ F platí T IME{task(F )} ≤ ω_{task}T IME{eval(F )}, kde ω_{task} = sup ’∈Φ w^T C_{task}W ORK{eval(φ)} w^T W ORK{eval(φ)} ≤ ||DC_{task}D^{−1}||_1 a kde D = diag(w) a ||A||_1 = max_{j=1,...,n} ∑_n i=1 |a_{ij} | je 1-norma matice.

Dùkaz:

(i) Díky elementárním nerovnostem a nezápornosti prvkù snadno dostáváme: W ORK{task(F )} ≤ l∑ i=1 W ORK{task^′(φ_i)} ≤ l∑ i=1 C_{task}(φ_i)W ORK{eval(φ_i)} ≤ l∑ i=1 C_{task}(˘)W ORK{eval(φ_i)} = C_{task}(˘)W ORK{eval(F )}. (ii) Dále analogicky

T IME{task(F )} T IME{eval(F )} ≤ ∑_l i=1 T IME{task^′(φ_i)} ∑_l i=1 T IME{eval(φ_i)} ≤ max_{i=1,...,l} T IME{task^′(φ_i)} T IME{eval(φ_i)} ≤ max_{i=1,...,l}^w T C_{task}(φ)W ORK{eval(φ_i)} w^T W ORK{eval(φ_i)} ≤ sup ’∈Φ w^T C_{task}(˘)W ORK{eval(φ)} w^T W ORK{eval(φ)} ≤ max 0≠z∈Rdim(w) w^T C_{task}(˘)z w^T z = max 0≠z∈Rdim(w) ||DC_{task}z||_1 ||Dz||_1 = ||DC_{task}D^{−1}||_1. Tím je dùkaz proveden. 2

Vìta 2.4 vlastnì øíká, ¿e èas potøebný pro výpoèet odvozené úlohy je stejnomìrnì omezený vzhledem k èasu pro vyhodnocení funkce F , a to pro jakýkoliv vektor slo¿itosti W ORK a pro jakýkoliv vektor èasové nároènosti w.

V naźem pøípadì ètyøslo¿kového vektoru slo¿itosti dostáváme z vìty 2.4, ¿e ω_{task} = max_{i=1,2,3,4} w^T W_{task}e_i w^T W_{eval}e_i , (2.14)

kde e_i jsou i-té vektory kartézské báze pro R^4.

Kapitola 3

Výpoèet první derivace

V pøedcházející kapitole jsme popsali funkci F jako slo¿ení základních funkcí φ_i, i = 1, . . . , l, které jsou alespoò jednou spojitì diferencovatelné. V této kapitole zmínìné pøedpoklady vyu¿ijeme a uká¿eme, jak zadaný program pøetransformovat pøímým nebo zpìtným módem automatického derivování, aby poèítal i po¿adované derivace. Uvedeme vlastnosti odvozených programù a zmíníme se o slo¿itosti výpoètu.

Automatickým derivováním získáme program, který poèítá derivace v zadaném smìru (pøímý mód automatického derivování) nebo derivace z vá¿eného souètu závislých promìnných (zpìtný mód automatického derivování). Tímto pøístupem je samozøejmì mo¿né poèítat také celé Jacobiho matice atd.

Pro úplnost si zopakujme jedno známé tvrzení.

Vìta 3.1 Nechż funkce f : R^n → R má v bodì a totální diferenciál df(a). Pak pro derivaci funkce f v bodì a ve smìru v, tj. ∂_v f(a), platí ∂_vf(a) = n∑ i=1 ∂f ∂x_i (a) · v_i. 2 3.1 Pøímý mód automatického derivování

Tento mód automatického derivování (forward mode, tangent) nám umo¿ní poèítat derivace vźech výstupních promìnných najednou podle zadaného smìru.

3.1.1 Odvození a vlastnosti

Pro odvození pøímého módu automatického derivování doèasnì zaká¿eme pøepisování promìnných. Pozdìji jej povolíme.

Celý soupis operací (obrázek 2.2) s pomocí pravidla øetìzení (vìta 2.2) zderivujeme. Pøesnìji øeèeno, ke ka¿dé základní operaci

v_i = φ_i(u_i)

pøidáme novou sdru¿enou operaci

_v_i = ∑ j≺i ∂φ_i ∂v_j (u_i) · _v_j , (3.1)

která je derivací pùvodní operace. Tím jsme ke ka¿dé promìnné v_i pøiøadili novou sdru¿enou promìnnou _v_i, která je její derivací^1. Úvodní a závìreènou èást soupisu operací doplníme analogicky. Takto získáme sdru¿ený soupis operací, který je na obrázku 3.1. v_{i−n} = x_i _v_{i−n} = _x_i } i = 1, . . . n v_i = φ_i(u_i)

_v_i = ∑ j≺i ∂’_{i∂} vj (^{ui}) · _^{vj} } i = 1, . . . l y_{m−i} = v_{l−i} _y_{m−i} = _v_{l−i} } i = m − 1, . . . 0

Obr«azek 3.1: Pøímým módem automatického derivování odvozený soupis operací

Jeho vstupními parametry jsou bod x, ve kterém poèítáme derivaci, a hodnota _x, která znamená smìr po¿adované derivace. Pokud chceme urèit derivaci podle i-té nezávislé promìnné, tj. ve smìru i-tého vektoru kartézské báze e_i, vezmeme za _x právì e_i. Pokud bychom po¿adovali derivaci ve smìru s, staèí provést tentý¿ soupis operací jen s tou zmìnou, ¿e za _x dosadíme s.

Ka¿dé _v_i je derivací v_i v bodì x ve smìru _x. Provedením celého sdru¿eného soupisu operací dostaneme derivace vźech výstupních promìnných y_i v bodì x ve smìru _x, které budou ulo¿eny v promìnných _y_i, i = 1, . . . , m.

Abychom pøesnìji nahlédli, proè tomu tak je, uva¿ujme na chvíli funkci

x(α) = z + αs pro α ∈ R.

Pak jistì platí x(0) = z a x^′(0) = s.

Chceme-li poèítat hodnotu derivace [F (x(α))]^′_{α=0} odvozeným soupisem operací, musíme podle pravidla øetìzení za x dosadit z a za _x dosadit s. Výraz [F (x(α))]^′_{α=0} je podle de˛nice derivace ve smìru roven právì derivaci F v bodì z ve smìru s. Odvozeným soupisem operací spoèteme

[F (x(α))]^′_{α=0} = F^′(x(0)) · x^′(0) = F^′(z) · s,

1Bìhem nìkolika øádkù bude zøejmé, derivaci podle èeho máme na mysli co¿ v naźem znaèení je _y = F^′(x) · _x, kde F^′(x) ∈ R^{m×n} je Jacobiho matice funkce F v bodì x.

Hodnoty parciálních derivací c_{ij} = ∂φ_i ∂v_j (u_i)

mohou být vyhodnoceny jako èíselné hodnoty jeźtì pøed tím, ne¿ vstoupí do násobení pøedepsaného pravidlem øetìzení. To je základní rozdíl od symbolické derivace, kde ∂φ_i/∂v_j (u_i) je symbolický výraz.

Analogicky jako v (2.1) zavedeme oznaèení

_u_i = ( _v_j )_{j≺i} ∈ R^{ni} . (3.2)

Potom u¿ ka¿dou sdru¿enou operaci (3.1) mù¿eme psát jako

_v_i = _φ_i(u_i, _u_i). (3.3)

Tuto funkci _φ_i : R^{2ni} → R^{mi} budeme nazývat sdru¿ená funkce k funkci φ_i.

Výpoèet sdru¿ené operace (3.1) jsme zatím v¿dy provádìli tìsnì po spoètení v_i. Takový pøístup vypadá pøirozenì, ale není úplnì vhodný, pokud v_i v pamìti pøepíźe nìkterý ze svých argumentù v_j . V tom pøípadì se toti¿ _v_i = _φ_i(u_i, _u_i) poèítá z nesprávných hodnot. Naopak, pro nìkteré základní funkce je výhodné spoèíst nejprve v_i a tuto hodnotu pak pou¿ít pøi výpoètu sdru¿ené promìnné _v_i. Proto budeme od tohoto místa psát φ_i a _φ_i vedle sebe ve spoleèných závorkách pro zdùraznìní, ¿e by mìly být vyhodnocovány zároveò se spoleènými mezivýsledky. Na obrázku 3.2 je formální pøepis soupisu operací z obrázku 3.1, do kterého jsme zahrnuli popsané myźlenky.

[v_{i−n}, _v_{i−n}] = [x_i, _x_i] i = 1, . . . , n [v_i, _v_i] = [φ_i(u_i), _φ_i(u_i, _u_i)] i = 1, . . . , l [y_{m−i}, _y_{m−i}] = [v_{l−i}, _v_{l−i}] i = m − 1, . . . , 0

Obr«azek 3.2: Pøímým módem automatického derivování odvozený soupis operací, obecný tvar

Sdru¿ené operace nejbì¿nìjźích základních funkcí jsou uvedeny v tabulce 3.1. Analogicky s de˛nicí sdru¿ené funkce _φ_i zavedeme jeźtì þzastøeźujícíß sdru- ¿enou funkci _F : R^{2n} → R^m k funkci F vztahem _y = _F (x, _x) a pro výstupní hodnoty ze sdru¿eného soupisu operací budeme tedy psát [y, _y] = [ F (x), _F (x, _x) ] .

φ [φ, _φ] v = c v = c _v = 0 v = u ± w v = u ± w _v = _u ± _w v = u ∗ w v = u ∗ w _v = _u ∗ w + u ∗ _w v = 1/u v = 1/u _v = −v ∗ v ∗ _u v = √ u v = √ u _v = 0.5 ∗ _u /v v = u^c _v = _u /u v = u^c _v = c ∗ v ∗ _v v = exp(u) v = exp(u) _v = v ∗ _u v = ln(u) v = ln(u) _v = _u /u v = sin(u) v = sin(u) _v = cos(u) ∗ _u

Tabulka 3.1: Nìkteré základní funkce a jejich sdru¿ené operace

Odvozený soupis operací poèítá hodnoty smìrových derivací F (x) · _x. Zdùraznìme, ¿e bìhem tohoto výpoètu nedojde explicitnì ke spoètení celé Jacobiho matice F^′(x). Analogická situace nastává ve vźech metodách dále uvedených, nezmíníme-li jinak.

Jestli¿e chceme urèit derivaci závislých promìnných podle p ≥ 1 smìrù, je velmi vhodné pøede˛novat smìrové derivace _v_i ∈ R (pro jednoduchost pøedpokládáme v_i skaláry) na vektory _V_i ∈ R^p. Vstupem soupisu operací tedy nebude vektor _x ∈ R^n, ale matice _X ∈ R^{n×p}, v jejích¿ sloupcích budou jednotlivé smìry po¿adovaných derivací. Jinak zùstane soupis operací nezmìnìn. Jeho provedením dostaneme _Y = F^′(x) · _X ∈ R^{m×p}. V tom pøípadì mù¿eme opìt zavést _F (x, _X) = F^′(x) · _X bez nebezpeèí nedorozumìní s de˛nicí _F (x, _x) { podle druhého parametru snadno urèíme, jakou _F vlastnì myslíme.

Pokud má základní funkce φ_i více argumentù (n_i > 1), výpoèet celého jejího gradientu (pøípadnì Jacobiho matice) a následného násobení _u_i, jak navrhujeme ve sdru¿eném soupisu operací na obrázku 3.1, nemusí být v¿dy efektivní. Lepźím øeźením je na funkci φ_i aplikovat automatické derivování lokálnì a tak získat smìrové derivace _v_i efektivnìji. Tento navr¿ený postup je vlastnì rekurzí.

Zatím jsme nepøepisovali promìnné v_i, které u¿ nebyly pro výpoèet potøebné.

Nyní vźak jejich pøepis povolíme, ale pouze za splnìní podmínky pøímé kompatibility (vlastnost 2.2).^2 Sdru¿ené promìnné _v_i budeme do pamìti umísżovat právì tak jako v_i, neboli budeme po¿adovat

&v_i = &v_j ⇐⇒ & _v_i = & _v_j ,

co¿ mù¿e být napøíklad splnìno, pokud

& _v_i = &v_i + c.

pro vhodné c. Neboli _v_i pøepíźe _v_j právì tehdy, kdy¿ v_i pøepíźe v_j .

Poznamenejme jeźtì, ¿e transformaci pùvodního programu na nový pomocí pøímého módu automatického derivování lze provést automaticky, bez zásahu u¿ivatele. Pøi této transformaci zùstávají øídící pøíkazy (cykly, podmínky, volání podprogramù atd.) pùvodního programu nezmìnìny.

Mno¿ství pamìti potøebné na ulo¿ení promìnných odvozeného soupisu operací je a priori omezené. Doba bìhu odvozeného soupisu operací vzhledem k trvání pùvodního soupisu operací je také omezená, jak uvidíme v následujícím odstavci.

3.1.2 Slo¿itost odvozeného programu

Úkol výpoètu smìrové derivace podle obrázku 3.2 budeme dále oznaèovat jako tang (tangent). Jak je zøejmé ze sdru¿eného soupisu operací, stejný úkol provádíme na F i na ka¿dou φ_i, proto jej mù¿eme oznaèovat jako homogenní.

Vlastnost 2.4 (aditivita práce) je zøejmì splnìna a vlastnost 2.5 (omezená slo¿itost základních funkcí) je snadno splnitelná. Podle vìty 2.4 má tedy úkol tang omezenou slo¿itost, tj. existuje matice C_{tang}, ¿e pro ka¿dé F ∈ F W ORK{tang(F )} ≤ C_{tang} · W ORK{eval(F )}. Dále existuje ω_{tang} ∈ R, ¿e pro ka¿dé F ∈ F T IME{tang(F )} ≤ ω_{tang}T IME{eval(F )}. Odvodíme pøesnou hodnotu C_{tang} a ω_{tang} pro pøípad ètyøslo¿kového vektoru W ORK, který jsme pøedstavili v kapitole 2.4. Za tím úèelem sestavíme tabulku 3.2, do které uvedeme náklady provedení úkolu tang na operace c (pøiøazení konstanty), +, ∗ a ψ (nelineární funkce). Souèástí úkolu tang je také vyhodnocení základních funkcí. Tento fakt jsme zdùraznili rozdìlením nákladù na dvì èásti { první èíslo jsou náklady na pouhé vyhodnocení, druhé èíslo jsou náklady pro výpoèet první derivace.

Pøiøazení konstanty v = c a pøísluźná sdru¿ená operace _v = 0 znamenají ulo¿ení dvou hodnot do pamìti. Binární sèítání v = u + w a sdru¿ená operace _v = _u + _w vy¿adují vyvolání hodnot u, w a _u, _w z pamìti, provedení dvou sèítání a následnì ulo¿ení v a _v do pamìti. Pro binární násobení v = u ∗ w se sdru¿enou operací _v = _u ∗ w + u ∗ _w a pro nelineární operaci v = ψ(u) se

2Iteraèní pøiøazení, pro které i ≺ i, vysvìtlíme a povolíme v kapitole 3.2.3.

tang c + ∗ ψ MOV ES 1 + 1 3 + 3 3 + 3 2 + 2 ADDS 0 1 + 1 0 + 1 0 MULT S 0 0 1 + 2 0 + 1 NLOP S 0 0 0 1 + 1

Tabulka 3.2: Náklady pro vyhodnocení nìkterých základních funkcí, úkol tang

sdru¿enou operací _v = ψ^′(u) ∗ _u dostáváme podobné výsledky (v tomto pøípadì ψ^′(u) pova¿ujeme také za nelineární operaci). Tabulka 3.2 urèuje hodnotu matice W_{tang} následujícím zpùsobem.

W_{tang} = 2 6 6 4 0 2 1 0 0 0 3 1 0 0 0 2

(3.4)

Matici C_{tang} mù¿eme zøejmì spoèítat jako W_{tang} ·W^{−1}_{eval}, kde W_{eval} je de˛novaná ve vztahu (2.6). Proto

C_{tang} = 2 0 0 0 0 2 1 0 0 0 3 1 0 0 0 2

. (3.5)

Pøedpokládejme, ¿e doby trvání operace s pamìtí, seètení (resp. vynásobení) dvou èísel a provedení nelineární operace je dána vektorem w podle (2.10). Pøedpokládáme-li dále (2.11), s pomocí (2.14) dostáváme ω_{tang} = max { 2μ μ , 6μ + 2 3μ + 1 , 6μ + 1 + 3π 3μ + π , 4μ + π + 2ν 2μ + ν } ∈ [2; 3]. (3.6)

Úkol, ve kterém vyhodnocujeme p smìrových derivací najednou, oznaème jako tangp. Analogicky jako u úkolu tang odvodíme tabulku nákladù pro nìkteré základní operace { viz tabulka 3.3.

tangp c + ∗ ψ MOV ES 1 + p 3 + 3p 3 + 3p 2 + 2p ADDS 0 1 + p 0 + p 0 MULT S 0 0 1 + 2p 0 + p NLOP S 0 0 0 1 + 1

Tabulka 3.3: Náklady pro vyhodnocení nìkterých základních funkcí, úkol tangp

Odtud urèíme matici W_{tangp}.

W_{tangp} = 1 + p 3 + 3p 3 + 3p 2 + 2p 0 1 + p p 0 0 0 1 + 2p p 0 0 0 2

(3.7)

Matici C_{tangp} spoèteme jako W_{tangp} · W^{−1}_{eval}, èím¿ dostaneme

C_{tangp} = 1 + p 0 0 0 0 1 + p p 0 0 0 1 + 2p p 0 0 0 2

. (3.8)

Podle (2.10), (2.11) a (2.14) pro pomìr èasù platí ω_{tangp} = max { (1 + p)μ μ , (1 + p)(3μ + 1)

3μ + 1 , 3(1 + p)μ + p + (1 + 2p)π 3μ + π , 2(1 + p)μ + pπ + 2ν 2μ + ν } ∈ [1 + p; 1 + 2p]. (3.9)

Podle posledního odhadu se zdá, ¿e program pro výpoèet Jacobiho matice odvozený pøímým módem automatického derivování mù¿e trvat zhruba a¿ dvakrát tak dlouho, jako spoètení aproximace Jacobiho matice pomìrnými diferencemi. Jak je ale zmiòováno mnoha autory, tento odhad je nejhorźí mo¿ný pøípad. Podle praktických výsledkù je pomìr èasù mnohem menźí.

3.2 Zpìtný mód automatického derivování

Tak jako pøímý mód automatického derivování výraznì tì¿í z malého poètu nezávislých promìnných, zpìtný mód automatického derivování (reverse mode, adjoint, gradients) mù¿e výraznì tì¿it z malého poètu závislých promìnných. Napøíklad, pro funkci f : R^n → R (se skalární výstupní hodnotou a libovolným n) dostaneme zpìtným módem automatického derivování celý její gradient za nejvýźe pìtinásobek èasu potøebného pro vyhodnocení pùvodní f. Toté¿ platí pro gradient vá¿eného souètu jednotlivých slo¿ek vektorové funkce F . Oznaème proto

—x = ∇(—y · F (x)) = —y · F^′(x) ∈ R^n. (3.10)

Vektor —y ∈ R^m je pevnì zadaný øádkový vektor vah, který hraje duální roli ke smìrovému vektoru _x z pøímého módu automatického derivování, kde jsme poèítali _y = F^′(x) · _x jako funkci x a _x. Pomocí zpìtného módu automatického derivování budeme vyhodnocovat —x = —y · F^′(x) jako funkci x a —y. Zdùraznìme, ¿e pøitom nebudeme explicitnì poèítat matici F^′(x), ale souèin —y · F^′(x) urèíme pøímo.

Pokud je F skalární funkce (tj. m = 1), pro —y = 1 ∈ R dostaneme její gradient —x = —y · F^′(x) = ∇F (x). Pokud je F vektorová funkce (tj. m > 1), vyhodnocením výrazu —x = —y · F^′(x) pro —y ∈ R^m spoèítáme lineární kombinaci gradientù jednotlivých slo¿ek F_i s koe˛cienty —y_i. Pro —y = e_i tedy dostáváme gradient i-té komponenty funkce F .

Poznamenejme jeźtì, ¿e vźechny vektory, které ve svém oznaèení pou¿ívají pruh, jsou øádkové vektory (zmíníme se i o zobecnìní na matice) a ¿e jejich vyhodnocení bude probíhat v opaèném poøadí, ne¿ jsme zvyklí z pøímého módu automatického derivování pro promìnné _v_i. Odtud oznaèení zpìtný mód. Následující odstavce vźe vysvìtlí do nejmenźího detailu.

3.2.1 Odvození a vlastnosti

Pro odvození zpìtného módu automatického derivování doèasnì zaká¿eme pøepisování promìnných. Pozdìji jej povolíme s urèitými podmínkami pro zachování korektnosti celého výpoètu.

Existuje nìkolik zpùsobù, jak transformaci soupisu operací (tj. zpìtný mód automatického derivování) pøedstavit. My vyu¿ijeme soupis operací na obrázku 3.1, který jsme získali pøímým módem automatického derivování. Odvodíme tak výpoèet —x de˛novaného v (3.10) pro zadané x a —y.

Celý soupis operací na obrázku 3.1 pøepíźeme jako souèin matic a vektoru _x. Ve shodì s výźe uvedeným oznaème c_{ij} = ∂φ_i ∂v_j (u_i). (3.11)

Pro i = 1, . . . , l znaème dále

A_i =

1 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 1 · · · 0 0 0 · · · 0 . . . . ... . . . . . . ... . . 0 0 · · · 1 0 0 · · · 0 c_{i,1−n} c_{i,2−n} · · · c_{i,i−1} 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 1 · · · 0 . . . . ... . . . . . . ... . . 0 0 · · · 0 0 0 · · · 1 ∈ R^{(n+l)×(n+l)},

(3.12) kde c_{ij} jsou na (n + i)-tém øádku.

Oznaème I_n jednotkovou matici o rozmìrech n × n. Dále oznaème

P_n = (I_n, 0, . . . , 0) ∈ R^{n×(n+l)} (3.13) Q_m = (0, . . . , 0, I_m) ∈ R^{m×(n+l)} (3.14)

matice, které zobrazují vektor délky n+l na jeho prvních n slo¿ek, resp. posledních m slo¿ek.

Nyní ji¿ celý postup výpoètu smìrové derivace _y ze smìru _x, který je popsán soupisem operací na obrázku 3.1, mù¿eme vyjádøit jako souèin matic tvaru

_y = Q_mA_lA_{l−1} · · · A_2A_1P^T_n _x, (3.15) proto¿e násobení maticí P^T_n ∈ R^{(n+l)×n} vnoøí vektor _x do R^{n+l}, co¿ odpovídá první èásti zmínìného soupisu operací. Násobení maticí A_i dává vzniknout promìnné _v_i, jak popisuje prostøední èást soupisu operací. Závìreèné vynásobení maticí Q_m pøiøadí posledních m slo¿ek vektoru ( _v_{1−n}, . . . , _v_l) do vektoru _y, jak pøedepisuje závìreèná èást soupisu operací na obrázku 3.1.

Z vlastností pøímého módu automatického derivování je jasné, ¿e pro hodnotu _y spoètenou pomocí (3.15) platí také

_y = F^′(x) · _x. (3.16)

Srovnáním vztahù (3.15) a (3.16) získáváme reprezentaci Jacobiho matice jako souèin matic ve tvaru

F^′(x) = Q_mA_lA_{l−1} · · · A_2A_1P^T_n ∈ R^{m×n} . (3.17)

Chceme odvodit postup pro výpoèet

—x = —y · F^′(x). (3.18)

Tento vztah ztransponujeme a za (F^′(x))^T dosadíme z rovnosti (3.17). Dostaneme tak —x^T = P_nA^T_1 A^T_2 · · · A^T_{l−1}A^T_l Q^T_m —y^T . (3.19)

Vynásobení vektoru —y^T maticí Q^T_m zleva vnoøí vektor —y^T do R^{n+l} s tím, ¿e se jeho hodnota umístí na posledních m prvkù. Takto vzniklý vektor budeme nadále znaèit (—v_{1−n}, . . . , —v_l)^T a jeho jednotlivé slo¿ky nazývat pøidru¿ené promìnné (adjoint variables). Vynásobíme-li jej zleva maticí A^T_i , vźechny —v_j pro j ⊀ i zùstávají nezmìnìny, zatímco vźechny —v_j pro j ≺ i jsou zvìtźeny o —v_i · c_{ij} . Samotné —v_i je následnì vynulováno. Nakonec po vynásobení maticí A^T_1 je pouze prvních n hodnot vektoru (—v_{1−n}, . . . , —v_l) nenulových. Ty jsou díky vynásobení maticí P_n pøiøazeny do —x.

Poznámka k zápisu operací.

Velmi èasto budeme provádìt operace, které k promìnné a pøiètou hodnotu b a výsledek ulo¿í do a. Takové operace budeme zapisovat a = a + b, a to i v pøípadì matematických formulí. Bylo by zøejmì lepźí pou¿ívat zápis a := a + b, ale pro jednoduchost tak nebudeme èinit. Pamatujme tedy, ¿e výraz a = a + b není ekvivalentní s výrazem 0 = b. Vźe bude jasné z dalźího výkladu, tak¿e ¿ádné nedorozumnìní nehrozí.

Nyní ji¿ mù¿eme výźe odvozený postup (3.19) pøepsat do pøidru¿eného soupisu operací^3, který je na obrázku 3.3. Oproti vzorci (3.19) jsme do nìj zahrnuli malé

3Na první pohled toto není soupis operací pøesnì podle naźí de˛nice v kapitole 2.1. S trochou práce a fantazie je vźak mo¿né tuto vyhodnocovací proceduru za soupis operací pova¿ovat. Proto ji (a podobné vyhodnocovací procedury) dále budeme soupisem operací nazývat.

—v_i = 0 i = 1 − n, . . . , l v_{i−n} = x_i i = 1, . . . , n v_i = φ_i(v_j )_{j≺i} i = 1, . . . , l y_{m−i} = v_{l−i} i = m − 1, . . . , 0 —v_{l−i} = —y_{m−i} i = 0, . . . , m − 1 —v_j = —v_j + —v_i ·^∂’^i_∂v_j (u_i) pro j ≺ i i = l, . . . , 1 —x_i = —v_{i−n} i = n, . . . , 1

Obr«azek 3.3: Nasèítávaným zpìtným módem automatického derivování odvozený soupis operací

úpravy: pøidru¿ené promìnné —v_i pro i = 1 − n, . . . , l jsou na zaèátku soupisu operací vynulovány. Naopak, vynulování promìnných —v_i po vźech jejich výskytech na pravých stranách je vynecháno.

Tento pøidru¿ený soupis operací se skládá ze dvou èástí, které jsou oddìleny dvojitou èarou. V první èásti probíhá výpoèet funkèní hodnoty F (x), ve druhé èásti akumulace hodnot do pøidru¿ených promìnných —v_j . Tuto akumulaci provádíme þpozpátkuß, jak mù¿eme pozorovat na indexech v pøedposledním øádku soupisu operací. Pozdìji uvidíme, ¿e v první èásti budeme navíc provádìt urèité pomocné operace, kterých vyu¿ijeme ve druhé èásti (napøíklad uschování hodnot nìkterých promìnných atp.).

Uvedeme malou modi˛kaci právì odvozeného soupisu operací. Numerické výsledky obou verzí jsou naprosto identické. Rozdíly jsou pouze ve zpùsobu, jak výsledkù dosáhnou: hodnotu pøidru¿ených promìnných —v_j mù¿eme spoèítat také postupným pøièítáním pøíspìvkù pøes vźechny následovníky i ≻ j, jak je naznaèeno v soupisu operací na obrázku 3.4. Tento pøístup je mo¿ná teoreticky pøehlednìjźí, ale jeho praktická realizace skrývá jisté obtí¿e: nemáme k dispozici seznam následníkù i ≻ j. Navíc z pouhého seznamu základních funkcí φ_i a jejich argumentù u_i je tato informace hùøe zjistitelná ne¿ hledání pøedchùdcù j ≺ i, které potøebujeme pro pùvodnì pøedstavený soupis operací na obrázku 3.3.

V souvislosti s tìmito úvahami upravme pou¿ívanou terminologii. Pùvodnì pøedstavený soupis operací (obr. 3.3) jsme dostali nasèítávaným zpìtným módem automatického derivování (incremental reverse mode), zatímco upravený soupis operací (obr. 3.4) jsme získali sèítaným zpìtným módem automatického derivování (nonincremental reverse mode). Tyto názvy, byż jsou podobné a nepøehledné, dobøe vystihují podstatu metody a rozdíly ve vlastnostech.

Poznamenejme jeźtì, ¿e v Malém motivaèním pøíkladu v kapitole 1 jsme pøedvedli nasèítávaný zpìtný mód automatického derivování (obrázek 1.3): nejdøíve se provede pouhé vyhodnocení f. Pak se za —y dosadí jednièka. Postupnì uva¿ujeme jednotlivé operace z postupu vyhodnocení f v opaèném poøadí a provádíme pøísluźné pøidru¿ené operace. Nakonec je v promìnné —v_{−1} spoètena hodnota de-

v_{i−n} = x_i i = 1, . . . , n v_i = φ_i(v_j )_{j≺i} i = 1, . . . , l y_{m−i} = v_{l−i} i = m − 1, . . . , 0 —v_{l−i} = —y_{m−i} i = 0, . . . , m − 1 —v_j = ∑ i≻j —v_i ·^∂’^i_∂v_j (u_i) j = l − m, . . . , 1 − n —x_i = —v_{i−n} i = n, . . . , 1

Obr«azek 3.4: Sèítaným zpìtným módem automatického derivování odvozený soupis operací

rivace y podle t v pøísluźném bodì.

Zatím jsme na promìnné —v_i pohlí¿eli jako na pomocné promìnné. Lze ukázat, ¿e jejich výsledné hodnoty charakterizují citlivost —y · F (x) na malou zmìnu v_i. Pøesnì øeèeno, zmìòme operaci v_i = φ_i(u_i) ze soupisu operací na obrázku 2.2 na operaci

v_i = φ_i(u_i) + δ_i, (3.20)

kde δ_i chápeme jako novou nezávislou promìnnou^4. Pak ji¿ lze ukázat, ¿e

—v_i = ∂ ∂δ_i (—y · F (x)) | | | | |_{δi=0} . (3.21)

Podrobnosti lze najít napøíklad v [1].

Za tìchto pøedpokladù je mo¿né výslednou poruchu δ hodnoty —y · F (x) pøibli¿nì odhadnout jako δ ≈ l∑ i=1 δ_i—v_i. (3.22)

Pokud budeme δ_i chápat jako zaokrouhlovací chybu vzniklou pøi výpoètu operace

v_i = φ_i(u_i), pak má zøejmì tvar δ_i = η_iv_i pro |η_i| ≤ η. Odtud ji¿ snadno

dostaneme pøibli¿nou celkovou chybu pro —y · F (x) ve tvaru |δ|^<≈ | | | | l∑ i=1 η_i —v_iv_i | | | | ≤ η l∑ i=1 |—v_iv_i|. (3.23)

Tento výraz bývá èasto pou¿íván jako odhad zaokrouhlovací chyby pøi výpoètu hodnoty —y · F (x).

Pokud bychom na —v_i pohlí¿eli právì ve smyslu (3.21), lze zpìtný mód automatického derivování odvodit pøímo z pravidla øetìzení. Podrobnosti lze opìt najít v [1].

Ve shodì s (2.1) a (3.2) oznaème

—u_i = (—v_j )_{j≺i}. (3.24)

4Pokud je v_i vektor, lze vźe popsat analogicky.

Pak pøidru¿enou operaci

—v_j = —v_j + —v_i · c_{ij} pro j ≺ i (3.25)

oznaèujme jako —u_i = —u_i + —φ_i(u_i, —v_i). (3.26)

Funkci —φ_i : R^{ni+mi} −→ R^{ni} budeme nazývat funkce pøidru¿ená k funkci φ_i.

A¿ doposud jsme nepøepisovali promìnné v_i, i kdy¿ u¿ nebyly pøi výpoètu F (x) dále potøeba. Nyní pøepis povolíme. Budeme vźak pøedpokládat splnìní podmínky pøímé kompatibility (vlastnost 2.2); iterace (neboli i ≺ i) povolíme v kapitole 3.2.3. Ve sèítaném zpìtném módu pøedpokládáme navíc splnìní podmínky zpìtné kompatibility (vlastnost 2.3). Narozdíl od pøímého módu automatického derivování zde nebude situace tak jednoduchá, proto¿e hodnoty v_i jsou potøeba jako souèásti u_i pøi výpoètu c_{ij} ve druhé èásti pøidru¿eného soupisu operací, tj. výpoètu —v_i. Proto potøebujeme hodnoty v_i nìjakým zpùsobem uchovat.

Jeden z mo¿ných pøístupù k tomuto problému je pøi provedení operace v_i =

φ_i(u_i) uschovat si celý vektor u_i a ve druhé èásti pøidru¿eného soupisu operací

z nìj poèítat pøísluźné c_{ij} . Tento zpùsob vźak není velikostí potøebné pamìti pøíliź vhodný. Bezesporu pøijatelnìjźí øeźení je ukládat parciální derivace c_{ij} . My se budeme vìnovat jeźtì jinému pøístupu, toti¿ pøed ka¿dou elementární operací v_i =

φ_i(u_i) si uschováme hodnotu v_i, aby ji¿ mohla být pøepsána. Tuto uschovanou

hodnotu obnovíme pro správný výpoèet c_{ij} pøed pøísluźnou pøidru¿enou operací. Hodnoty, které jsme uschovali, budeme tedy potøebovat pøesnì v opaèném poøadí. Za úèelem jejich ulo¿ení pou¿ijeme zásobník, který budeme znaèit S. Symbol v → S aż znamená ulo¿ení hodnoty v na zásobník, symbol v ← S vyzvednutí hodnoty v ze zásobníku. Proto v první èásti pøidru¿eného soupisu operací provedeme pro ka¿dou φ_i operace v_i → S v_i = φ_i(v_j )_{j≺i},

zatímco v jeho druhé èásti provedeme v_i ← S —v_j = —v_j + —v_i · c_{ij} pro j ≺ i —v_i = 0.

Vźimnìme si nulování —v_i, které je v pøípadì pøepisování promìnných nutností.

Stejnì jako v pøímém módu, pøi výpoètu pøidru¿ených operací lze v nìkterých pøípadech výhodnì pou¿ít ji¿ spoètenou hodnotu základní funkce φ_i. Proto je nìkdy lepźí nejdøíve provést pøidru¿enou operaci a teprve potom vyzvednout hodnoty v_i ze zásobníku. Toto mù¿eme pozorovat na pøíkladech pøidru¿ených operací pro nìkteré základní funkce v tabulce 3.4. Zde operace^→φ_i (resp.^←φ_i) znamenají kombinaci φ_i (resp. —φ_i) s pøísluźnou zásobníkovou operací.

→ φ^←φ v → S v ← S v = c —v = 0 v → S v ← S v = u + w —u = —u + —v —w = —w + —v —v = 0 v → S v ← S v = u ∗ w —u = —u + —v ∗ w —w = —w + —v ∗ u —v = 0 v → S —u = —u − —v ∗ v ∗ v v = 1/u v ← S —v = 0 v → S —u = —u + 0.5 ∗ —v/v v = √ u v ← S —v = 0 v → S —u = —u + —v ∗ c ∗ v/u v = u^c v ← S —v = 0 v → S —u = —u + —v ∗ v v = exp(u) v ← S —v = 0 v → S v ← S v = ln(u) —u = —u + —v/u —v = 0 v → S v ← S v = sin(u) —u = —u + —v ∗ cos(u) —v = 0

Tabulka 3.4: Nìkteré základní funkce a jejich pøidru¿ené operace

Pøidru¿ený soupis operací z obrázku 3.3 nyní mù¿eme pøepsat do ponìkud struènìjźí formy { viz obrázek 3.5. Mimo jiné úpravy jsme také umo¿nili, aby do —v_{i−n}, i = 1, . . . , n byly pøiøazeny nenulové poèáteèní hodnoty —x_i. Provedením tohoto soupisu operací dostáváme (mimo jiné) výsledek

—x = —x + —F (x, —y), (3.27) kde —F : R^{n+m} −→ R^n —F : (x, —y) −→ —y · F^′(x).

—v_i = 0 } i = 1, . . . , l v_{i−n} = x_i —v_{i−n} = —x_i } i = 1, . . . , n v_i → S v_i = φ_i(u_i) } i = 1, . . . , l y_{m−i} = v_{l−i} } i = m − 1, . . . , 0 —v_{l−i} = —y_{m−i} } i = 0, . . . m − 1 v_i ← S —u_i = —u_i + —φ_i(u_i, —v_i) —v_i = 0 } i = l, . . . , 1 —x_i = —v_{i−n} } i = n, . . . , 1

Obr«azek 3.5: Nasèítávaným zpìtným módem automatického derivování odvozený soupis operací, obecný tvar

Pokud chceme vyhodnotit více gradientù s rùznými vahami najednou, mù- ¿eme podobnì jako v pøímém módu pøede˛novat vektor —y ∈ R^m na q-øádkovou matici —Y ∈ R^{q×m}. V jednotlivých øádcích uvedeme váhové vektory. V pøidru¿eném soupisu operací je potøeba nahradit (pro jednoduchost) skalární promìnné —v_i ∈ R vektory —V_i ∈ R^q. Tak dostaneme^5 —X = —X + —F (x, —Y) = —X + —Y · F^′(x), (3.28)

kde —F : R^n × R^{q×m} → R^{q×n}.

Zamysleme se nad tím, v jaké fázi prùbìhu soupisu operací získaného nasèítávaným zpìtným módem automatického derivování musíme mít pøístupnou promìnnou —v_i. Pokud jí pøísluźející promìnná v_i existuje v první èásti pøidru¿eného soupisu operací v þintervalu indexù základních funkcíß [i, k] (v_k je poslední promìnná, pro její¿ výpoèet je v_i potøeba), pak —v_i musí existovat v tomté¿ intervalu, ale ve druhé èásti pøidru¿eného soupisu operací, tedy vlastnì v þotoèeném intervaluß [k, i]. Díky tomu, ¿e promìnná v_i obsahuje správné hodnoty i ve druhé èásti soupisu operací v tomté¿ intervalu [k, i], mù¿eme pamìż pro —v_i alokovat zpùsobem &—v_i = &v_i + ~c. (3.29) pro vhodné ~c. Obecnìji øeèeno, pamìż lze alokovat za splnìní podmínky

&v_i = &v_j ⇐⇒ &—v_i = &—v_j .

Podmínka pøímé kompatibility (vlastnost 2.2), kterou pøedpokládáme splnìnou, implikuje j ≺ i, j < k ≤ i =⇒ &—v_k ≠ &—v_j . (3.30)

5Zde platí analogická poznámka jako u pøímého módu, která se týká de˛nice funkce _F (x, _x), resp. _F (x, _X) na stranì 24.

Bez této vlastnosti by pøidru¿ený soupis operací na obrázku 3.5 nebyl korektní.

Pro pøípad sèítaného zpìtného módu pøipomeòme, ¿e pro jeho korektní prùbìh je nutné navíc po¿adovat splnìní podmínky zpìtné kompatibility (vlastnost 2.3), a to jak pro promìnné v_i, tak pro promìnné —v_i.

Poznamenejme jeźtì, ¿e transformaci pùvodního programu na nový pomocí zpìtného módu automatického derivování lze provést automaticky, bez zásahu u¿ivatele. Tato tranformace ale nebude tak triviální jako u pøímého módu.

Mno¿ství pamìti potøebné na ulo¿ení promìnných odvozeného soupisu operací je a priori omezené.^6 Doba bìhu odvozeného soupisu operací vzhledem k trvání pùvodního soupisu operací je také omezená, jak uvidíme z následujícího odstavce.

3.2.2 Slo¿itost odvozeného programu

Úkol provedení soupisu operací získaného nasèítávaným zpìtným módem automatického derivování na obrázku 3.5, tj. výpoèet hodnot F (x) a —X + —F (x, —y), budeme znaèit grad(F ). Pro ka¿dou základní funkci φ_i musíme pro tento úkol provést následující operace: v první èásti soupisu operací ulo¿it hodnotu v_i na zásobník, vyhodnotit φ_i(u_i) a ulo¿it ji do v_i; ve druhé èásti soupisu operací obnovit hodnotu v_i ze zásobníku, spoèíst —φ_i(u_i, —v_i) a pøièíst ji do —u_i a nakonec vynulovat —v_i. Tyto èinnosti budeme dohromady znaèit jako grad^′(φ_i), proto W ORK{grad^′(φ_i)} = W ORK{v_i = φ_i(u_i)} + W ORK{—u_i = —u_i + —φ_i(u_i, —v_i)} + W ORK{v_i → S} + W ORK{v_i ← S} + W ORK{v_i = 0} (3.31) Výraz W ORK{v_i → S}+W ORK{v_i ← S} je nulový, pokud nepøepisujeme promìnné. Pro jednoduchost naźich úvah ho nebudeme v dalźích odhadech slo¿itosti uva¿ovat, i kdy¿ se tím dopustíme jisté nepøesnosti.^7

Na úkol grad(F ) mù¿eme pøi splnìní vlastností 2.4 a 2.5 aplikovat vìtu 2.4, která zaruèí existenci matice C_{grad}, ¿e pro vźechna F ∈ F W ORK{grad(F )} ≤ C_{grad} · W ORK{eval(F )}. Dále existuje ω_{grad} ∈ R, ¿e pro ka¿dé F ∈ F T IME{grad(F )} ≤ ω_{grad}T IME{eval(F )}. Abychom získali hodnoty C_{grad} a ω_{grad}, uva¿ujme opìt ètyøslo¿kový vektor slo¿itosti pøedstavený v kapitole 2.4. Budeme vyźetøovat operace c (pøiøazení konstanty), +, ∗ a ψ (nelineární funkce).

Pøiøazení konstanty v = c spolu s pøísluźnou pøidru¿enou operací —v = 0 znamená ulo¿ení dvou hodnot do pamìti. Binární sèítání v = u + w a pøidru¿ené

6Pøi implementaci automatického derivování vźak nebude situace tak jasná, viz kapitola 5. 7Uvìdomme si, ¿e pokud se promìnné v_i nepøepisují, nemusíme zásobník S vùbec pou¿ívat.

Navíc, pokud u¿ ho budeme pou¿ívat, pak zdaleka ne vźechny hodnoty v_i na nìj musíme ukládat, jak uvidíme v kapitole 6.1.

operace —u = —u + —v, —w = —w + —v a —v = 0 vy¿adují vyvolání hodnot u, w a —u, —w, —v z pamìti, provedení tøí sèítání a následnì ulo¿ení v, —u, —w a —v do pamìti. Pro binární násobení v = u ∗ w s pøidru¿enými operacemi —u = —u + —v ∗ w, —w = —w + —v ∗ u, —v = 0 a pro nelineární operaci v = ψ(u) s pøidru¿enými operacemi —u = ψ^′(u) ∗ —v , —v = 0 dostáváme podobné výsledky (v tomto pøípadì ψ^′(u) pova¿ujeme také za nelineární operaci). Uvedené hodnoty jsme shrnuli do tabulky 3.5.

grad^′ c + ∗ ψ MOV ES 1 + 1 3 + 6 3 + 8 2 + 5 ADDS 0 1 + 2 0 + 2 0 + 1 MULT S 0 0 1 + 2 0 + 1 NLOP S 0 0 0 1 + 1

Tabulka 3.5: Náklady pro vyhodnocení nìkterých základních funkcí, úkol grad^′

Tyto hodnoty urèují matici W_{grad}0.

W_{grad}0 = 2 9 11 7 0 3 2 1 0 0 3 1 0 0 0 2

(3.32)

Matici C_{grad} mù¿eme zøejmì spoèítat jako W_{grad}0 · W^{−1}_{eval}, kde W_{eval} je de˛novaná ve vztahu (2.6). Proto

C_{grad} = 2 3 5 3 0 3 2 1 0 0 3 1 0 0 0 2

. (3.33)

Pøedpokládejme, ¿e doby trvání operace s pamìtí, seètení (resp. vynásobení) dvou èísel a provedení nelineární operace je dána vektorem w podle (2.10). Pøedpokládáme-li dále (2.11), s pomocí (2.14) dostáváme ω_{grad} = max { 2μ μ , 9μ + 3 3μ + 1 , 11μ + 2 + 3π 3μ + π , 7μ + 1 + π + 2ν 2μ + ν } ∈ [3; 4]. (3.34)

V pøípadì sèítaného zpìtného módu automatického derivování bychom potøebovali o nìco ménì operací { uźetøili bychom nulování —v_i a první pøièítání do —v_i by bylo pøiøazení.

Úkol, ve kterém vyhodnocujeme q gradientù s rùznými vahami najednou, oznaème jako gradq. Analogicky jako u úkolu grad odvodíme tabulku nákladù pro úkol gradq^′ pro nìkteré základní operace { viz tabulka 3.6.

Odtud urèíme matici W_{gradq}0.

gradq^′ c + ∗ ψ MOV ES 1 + q 3 + 6q 5 + 6q 3 + 4q ADDS 0 1 + 2q 0 + 2q 0 + q MULT S 0 0 1 + 2q 0 + q NLOP S 0 0 0 2 Tabulka 3.6: Náklady pro vyhodnocení nìkterých základních funkcí, úkol gradq^′

W_{gradq}0 = 1 + q 3 + 6q 5 + 6q 3 + 4q 0 1 + 2q 2q q 0 0 1 + 2q q 0 0 0 2

(3.35)

Matici C_{gradq} spoèteme jako W_{gradq}0 · W^{−1}_{eval}, èím¿ dostaneme

C_{gradq} = 1 + q 3q 2 + 3q 1 + 2q 0 1 + 2q 2q q 0 0 1 + 2q q 0 0 0 2

. (3.36)

Podle (2.10), (2.11) a (2.14) pro pomìr èasù platí ω_{gradq} = max { (1 + q)μ μ , (3 + 6q)μ + 1 + 2q

3μ + 1 , (5 + 6q)μ + 2q + (1 + 2q)π 3μ + π , (3 + 4q)μ + q(1 + π) + 2ν 2μ + ν } ∈ [1 + 2q; 1.5 + 2.5q]. (3.37)

Odtud je zøetelné, ¿e pokud ve vyhodnocení funkce F výraznì pøeva¿uje poèet sèítání nad poètem násobení, trvá vyhodnocení q gradientù postupem gradq zhruba 2q-krát tak dlouho, jako vyhodnocení derivované funkce. V kapitole 1 jsme hovoøili o tom, ¿e vyhodnocení celého gradientu funkce f bude stát maximálnì pìtinásobek nákladù na f. Odvodili jsme hranice mnohem menźí. Dùvodem jsou rùzné mo¿né pøedpoklady na èasovou nároènost jednotlivých operací (vektor w). Pokud jsou tyto pøedpoklady reálné, obvykle se pod pìtinásobek dostaneme.

Pro úplnost jeźtì poznamenejme, ¿e automatické derivování není metodou, která by naźla úplnì nejrychlejźí zpùsob výpoètu derivace. Existují programy (resp. funkce), které lze ruènì upravit, aby poèítaly i svùj gradient; ve srovnání s programy získanými zpìtným módem automatické derivace bì¿í ruènì upravené programy rychleji.

3.2.3 Iteraèní pøiøazení (nejen) ve zpìtném módu

Pro zobecnìní tvaru vstupního soupisu operací a pro umo¿nìní derivování ji¿ zderivovaných soupisù operací povolíme þiteraèníß tvar základních funkcí a vysvìtlíme, jak ho automatickým derivováním ztransformovat.

Pøedpokládejme tedy základní funkci φ_i : R^{ni} → R^{mi} tvaru

v_i = φ_i(u_i) = φ_i(v_i, ~u_i),

která splòuje vlastnost 2.1 pro nìjaké d ≥ 1 (pokud poèítáme derivaci stupnì d). Její argument u_i rozdìlme na slo¿ky

u_i = (v_i, ~u_i), kde ~u_i = (v_j )_{i≠j≺i}.

Abychom odvodili její pøidru¿enou operaci, odstraníme iteraèní charakter pøepsáním na dvojici základních operací

w_i = v_i v_i = φ_i(w_i, ~u_i).

Promìnná w_i je nová pomocná promìnná, která se mimo tyto dvì pøiøazení nikde nepou¿ívá. Postupem odvozeným v kapitole 3.2 dostaneme jejich pøidru¿ené operace.

—w_i = —w_i + —v_i · c_{ii} —v_j = —v_j + —v_i · c_{ij} pro i ≠ j ≺ i —v_i = 0 —v_i = —v_i + —w_i —w_i = 0

Promìnnou w_i snadno vyeliminujeme (nezapomeòme, ¿e na zaèátku byla vynulovaná) a tak odvodíme, jaké operace se mají provádìt ve druhé èásti pøidru¿eného soupisu operací. v_i ← S —v_j = —v_j + —v_i · c_{ij} pro i ≠ j ≺ i —v_i = —v_i ∗ c_{ii}.

Uvìdomme si, ¿e operace —v_i = —v_i · c_{ii} musí být provedena jako poslední. Pokud by základní funkce φ_i nebyla iteraèní, místo operace —v_i = —v_i · c_{ii} by se provedlo vynulování —v_i.

V pøímém módu lze toté¿ zobecnìní a odvození provést naprosto analogickým zpùsobem, proto zde uvedeme pouze výsledek. Sdru¿enou operací k základní operaci v_i = φ_i(v_i, ~u_i) je

_v_i = ∑ i≠j≺i ∂φ_i ∂v_j · _v_j + ∂φ_i ∂v_i · _v_i = ∑ j≺i ∂φ_i ∂v_j · _v_j . Nadále budeme automaticky pøedpokládat, ¿e funkce φ_i(u_i) nezávisí na v_i, pokud to explicitnì neøekneme, nebo pokud to nebude zøejmé. V ka¿dém pøípadì u¿ víme, jak s iteraèním pøiøazením nalo¿it.

Kapitola 4

Výpoèet druhé derivace

V této kapitole odvodíme transformaci programu, který poèítá hodnoty funkce F , aby poèítal také druhé derivace této funkce. Zmíníme se i o slo¿itosti získaného programu.

Pro odvození výpoètu druhé derivace pou¿ijeme ji¿ popsané metody pro výpoèet první derivace. Pøed tím, ne¿ se pustíme do vlastního odvozování, uká¿eme zajímavou vlastnost. Pokud na zadaný program (soupis operací) aplikujeme dvakrát za sebou zpìtný mód automatického derivování, dostaneme program, který dává stejné výsledky jako pùvodní program (soupis operací), na který jsme aplikovali nejdøíve zpìtný mód a na vzniklý soupis operací jeźtì pøímý mód automatického derivování. Tím odstraníme nepøíjemný a nepøehledný nárùst velikosti soupisu operací pøi opakované aplikaci zpìtného módu automatického derivování.

Uva¿ujme tedy dvakrát spojitì diferencovatelnou funkci F : R^n → R^m. Pro zadaný vektor vah —y ∈ R^m jsme provedli pøidru¿ený soupis operací získaný zpìtným módem, tak¿e jsme spoèetli hodnoty

y = F (x) (4.1) —x = —x + —y · F^′(x). (4.2)

Abychom na tento výsledek aplikovali pøímý, resp. zpìtný mód automatického derivování, pova¿ujme za jeho vstupní promìnné hodnoty (x, —y), za jeho výstupní promìnné hodnoty (y, —x).

Chceme-li aplikovat pøímý mód, derivujme ve smìru ( _x, _—y), kde _x ∈ R^n je sloupcový vektor a _—y ∈ R^m je øádkový vektor.^1 Podle de˛nice derivace ve smìru dostaneme

_y = F^′(x) · _x _—x = _—x + —y · F^{′′}(x) · _x + _—y · F^′(x),

kde _y ∈ R^n je sloupcový vektor a _—x ∈ R^m øádkový vektor. Výraz —y · F^{′′}(x) · _x chápejme jako —y · F^{′′}(x) · _x = ∂ ∂α —y · F^′(x + α _x) | | | |_{α=0} ∈ R

n (4.3)

1Smìr není v¿dy jen sloupcový vektor { pro správnou de˛nici —x ve vztahu (4.2) je v tomto pøípadì korektní øádkový vektor _—y.

Chceme-li na (4.1) a (4.2) aplikovat jeźtì jednou zpìtný mód automatického derivování, derivujme podle (—y, x) s vahami (~y, ~—x), kde ~y ∈ R^m je øádkový vektor a ~—x ∈ R^n je sloupcový vektor.

Tím dostaneme^2

~—y = ~—y + F^′(x) · ~—x ~x = ~x + —y · F^{′′}(x) · ~—x + ~y · F^′(x),

kde ~—y ∈ R^n je sloupcový vektor a ~x ∈ R^m øádkový vektor.

Ihned vidíme, ¿e

_x = ~—x, _—y = ~y =⇒ ~—y = _y, ~x = _—x,

neboli výsledky získané pøímým a zpìtným módem na výstupní soupis operací ze zpìtného módu jsou shodné. Pøitom jsme pøedpokládali, ¿e promìnné ~—y, ~x a _—x byly na poèátku vynulovány, tak¿e provedené pøièítání bylo vlastnì pøiøazování.

4.1 Odvození a vlastnosti

Pro toto odvození zaká¿eme pøepis ji¿ nepotøebných promìnných, pozdìji ho vźak opìt umo¿níme.

Máme program, který poèítá hodnotu funkce F v bodì x. Odvodíme z nìj program, který bude navíc poèítat i hodnoty druhé derivace ve tvaru

—y · F^{′′}(x) · _x ∈ R^n, (4.4)

který chápeme stejnì jako v (4.3). Tuto hodnotu spoèteme jako derivaci výrazu —x = —y · F^′(x) ve smìru _x. Jinak øeèeno, zpìtným módem automatického derivování získáme hodnotu —x = —y · F^′(x) a na ni budeme aplikovat pøímý mód. Obecnì tedy vlastnì spoèteme —y · F^{′′}(x) · _x + _—y · F^′(x). Pokud bychom na zaèátku výpoètu pøiøadili _—y = 0 ∈ R^m, èlen _—y · F^′(x) by byl nulový a dostali bychom tak ¿ádaný výsledek (4.4).

Vyu¿ijeme sèítaný zpìtný mód automatického derivování na obr. 3.4. Výraz

—v_j = ∑ i≻j —v_i · ∂φ_i ∂v_j (u_i) = ∑ i≻j —v_i · c_{ij} zderivujeme pro ka¿dé j = 1 − n, . . . , l − m, èím¿ dostaneme

_—v_j = ∑ i≻j ( _—v_i · ∂φ^i ∂v_j + —v_i · ∂ _φ_i ∂v_j ) , 2Návod: Poèítejme derivace ∂ ∂ —y ( ~yy + —x ~—x) a ∂ ∂x (~yy + —x ~—x.)

kde ∂φ_i ∂v_j = ∂φ_i ∂v_j (u_i) = c_{ij} a ∂ _φ_i ∂v_j = ∑ k≺i ∂^2φ_i ∂v_j ∂v_k (u_i) · _v_k .

Ve shodì s oznaèením v kapitole 3 oznaèíme c_{ijk} = ∂^2φ_i ∂v_j ∂v_k (u_i)

a také _—u_i = ( _—v_j )_{j≺i}.

Pokud jsou promìnné _—v_i pro i = 1, . . . , l − m pøedem vynulovány, mù¿eme jejich hodnoty poèítat postupným pøièítáním jednotlivých èlenù, tak jako se dìje pro —v_i pøi nasèítávaném zpìtném módu automatického derivování na obr. 3.3 (ve srovnání se sèítaným zpìtným módem na obr 3.4). Proto zavedeme vektorovou funkci _—φ_i, která bude vyhodnocovat jednotlivé pøíspìvky do _—u_i pro i = 1, . . . , l

_—φ_i(u_i, _u_i, —v_i, _—v_i) = —φ_i(u_i, _—v_i) + —v_i · ( ∂ _φ_i ∂v_j ) j≺i = —φ_i(u_i, _—v_i) + —v_i · ∑ k≺i c_{ijk} · _v_k j≺i Vźimnìme si, ¿e druhý parametr funkce —φ_i je _—v_i { v nasèítávaném zpìtném módu je tento parametr —v_i. Nyní povolíme pøepis ji¿ nepotøebných promìnných^3, tak¿e budeme pou¿ívat zásobník S na uschování hodnot do druhé èásti soupisu operací. Tak dostaneme obecný postup pro výpoèet hodnot —y · F^{′′}(x) · _x. Je uveden na obrázku 4.1.

Tento soupis operací jsme také mohli odvodit aplikací pøímého módu na soupis operací získaný nasèítávaným zpìtným módem automatického derivování, pokud by ovźem pøímý mód byl schopen pracovat se zásobníkovými operacemi. Vźimnìme si, ¿e první èást odvozeného soupisu operací je a¿ na odkládání dat na zásobník stejná jako soupis operací získaný pøímým módem automatického derivování. Dále, vstupní hodnoty vah —y_i a _—y_i (pro i = 1, . . . , m) potøebujeme znát a¿ na poèátku druhé èásti odvozeného soupisu operací.

Analogicky jako pøi výpoètu prvních derivací oznaème funkci _—F (x, _x, —y, _—y) = —y · F ′′(x) · _x + _—y · F ′(x). Provedením soupisu operací na obrázku 4.1 tak vlastnì spoèítáme _—x = _—x + _—F (x, _x, —y, _—y). 3Podmínka pøímé kompatibility nechż je ale splnìna.

[—v_i, _—v_i] = [0,0] } i = 1, . . . , l [v_{i−n}, _v_{i−n}] = [x_i, _x_i] [—v_{i−n}, _—v_{i−n}] = [—x_i, _—x_i] } i = 1, . . . , n [v_i, _v_i] → S [v_i, _v_i] = [φ_i(u_i), _φ_i(u_i, _u_i)] } i = 1, . . . , l [y_{m−i}, _y_{m−i}] = [v_{l−i}, _v_{l−i}] } i = m − 1, . . . , 0 [—v_{l−i}, _—v_{l−i}] = [—y_{m−i}, _—y_{m−i}] } i = 0, . . . , m − 1 [v_i, _v_i] ← S [—u_i, _—u_i] = [—u_i, _—u_i] + [ —φ_i(u_i, —v_i), _—φ_i(u_i, _u_i, —v_i, _—v_i)] [—v_i, _—v_i] = [0,0] } i = l, . . . , 1 [—x_i, _—x_i] = [—v_{i−n}, _—v_{i−n}] } i = n, . . . , 1

Obr«azek 4.1: Soupis operací odvozený zpìtným a následnì pøímým módem, obecný tvar

Zabývejme se otázkou, jakým zpùsobem alokovat promìnné _v_i, —v_i a _—v_i, aby výpoèet byl korektní. Odvozený soupis operací je vlastnì kombinací soupisù operací z pøímého a zpìtného módu, tak¿e se mù¿eme nechat inspirovat jejich zpùsobem alokace. Pou¿ijme tedy pøístup

&v_i = &v_j ⇐⇒ & _v_i = & _v_j , &—v_i = &—v_j , & _—v_i = & _—v_j .

Toto je speciálnì splnìno pro

& _v_i = &v_i + c, &—v_i = &v_i + ~c, & _—v_i = &v_i + ~c

za pøedpokladu, ¿e se bloky pamìti pro vźechny pùvodní v_i, sdru¿ené _v_i, pøidru- ¿ené —v_i a sdru¿ené pøidru¿ené _—v_i vzájemnì nepøekrývají.

Stejnì jako pøi výpoètu první derivace, i zde mù¿eme sní¿it náklady na výpoèet, pokud po¿adujeme derivace podle více smìrù _x. Nahradíme-li vektor _x maticí _X ∈ R^{n×p} s jednotlivými smìrovými vektory, budeme poèítat matici _—X = —y · F ′′(x) · _X ∈ Rn×p. Je zøejmé, jak bychom pro tuto situaci upravili soupis operací. Uvìdomme si jen, ¿e výpoèet s maticí _X nemusí pro velmi malá p nutnì znamenat zrychlení výpoètu, proto¿e musíme navíc provádìt cykly pøes vźechny sloupce, které výpoèet zpomalují. Analogická poznámka platí i pro úkoly tangp a gradq.

4.2 Slo¿itost odvozeného programu

Úkol výpoètu ètveøice [y, _y, —x, _—x] = [F (x), _F (x, _x), —F (x, —y), _—F (x, _x, —y, _—y)] oznaèíme jako soad(F ) (second order adjoint). Je to opìt aditivní úkol. Jeho provedení vy¿aduje po ka¿dé základní funkci φ_i(v_i) vyhodnocení páru [φ_i(u_i), _φ_i(u_i, _u_i)] a pøiøazení této hodnoty do [v_i, _v_i] v první èásti soupisu operací, dále vyhodnocení [ —φ_i(u_i, —v_i), _—φ_i(u_i, _u_i, —v_i, _—v_i)] a pøiètení této hodnoty k [—u_i, _—u_i] ve druhé èásti soupisu operací, ulo¿ení hodnot [v_i, _v_i] na zásobník a jejich vyzvednutí ze zásobníku a také vynulování [—v_i, _—v_i]. Tyto úkoly budeme dohromady oznaèovat jako soad^′(φ), tak¿e W ORK{soad^′(φ_i)} = W ORK{v_i = φ_i(u_i)} + W ORK{ _v_i = _φ_i(u_i, _u_i)} + W ORK{—u_i = —u_i + —φ_i(u_i, —v_i)} + W ORK{ _—u_i = _—u_i + _—φ_i(u_i, _u_i, —v_i, _—v_i)} W ORK{[v_i, _v_i] → S} + W ORK{[v_i, _v_i] ← S} + W ORK{—v_i = 0} + W ORK{ _—v_i = 0}. (4.5) Výraz W ORK{[v_i, _v_i] → S} + W ORK{[v_i, _v_i] ← S} je nulový, pokud nepøepisujeme promìnné. Pro jednoduchost naźich úvah ho nebudeme v dalźích odhadech slo¿itosti uva¿ovat, i kdy¿ se tím dopustíme urèité nepøesnosti.

Na úkol soad(F ) mù¿eme za splnìní vlastností 2.4 a 2.5 aplikovat vìtu 2.4, která zaruèí existenci matice C_{soad}, ¿e pro vźechna F ∈ F W ORK{soad(F )} ≤ C_{soad} · W ORK{eval(F )}. Dále existuje ω_{soad} ∈ R, ¿e pro ka¿dé F ∈ F T IME{soad(F )} ≤ ω_{soad}T IME{eval(F )}. Abychom získali jejich hodnotu, uva¿ujme opìt ètyøslo¿kový vektor slo¿itosti pøedstavený v kapitole 2.4 a operace c (pøiøazení konstanty), +, ∗ a ψ (nelineární funkce).

V tabulce 4.1 jsou uvedeny tyto základní operace φ spolu s pøísluźnými sdru¿enými operacemi _φ, pøidru¿enými operacemi —φ a s operacemi _—φ zavedenými v této kapitole. Dále uvádíme slo¿itost provedení úkolu soad^′(φ) na základní operace φ s tím, ¿e operace na jednom øádku v obrázku 4.1 (napøíklad φ_i, _φ_i) chápeme jako spoleènì vyhodnocované operace. Tak¿e získání stejné hodnoty promìnné z pamìti, které by provádìly obì funkce, zapoèítáme pouze jednou.

Zjiźtìné hodnoty jako obvykle zapíźeme do matice W_{soad}0.

W_{soad}0 = 4 18 22 14 0 6 7 3 0 0 9 5 0 0 0 3

Matici C_{soad} snadno urèíme jako W_{soad}0 · W^{−1}_{eval}, kde W_{eval} je de˛novaná vztahem (2.6). Proto C_{soad} = 4 6 10 6 0 6 7 3 0 0 9 5 0 0 0 3 .

φ _φ slo¿itost —φ _—φ pro soad^′(φ) v = c _v = 0 (4, 0, 0, 0) —v = 0 _—v = 0 v = u + w _v = _u + _w (18, 6, 0, 0) —u = —u + —v _—u = _—u + _—v —w = —w + —v _—w = _—w + _—v —v = 0 _—v = 0 v = u ∗ w _v = _u ∗ w + u ∗ _w (22, 7, 9, 0) —u = —u + —v ∗ w _—u = _—u + _—v ∗ w + —v ∗ _w —w = —w + —v ∗ u _—w = _—w + _—v ∗ u + —v ∗ _u —v = 0 _—v = 0 v = ψ(u) _v = ψ^′(u) ∗ _u (14, 3, 5, 3) —u = —u + —v ∗ ψ^′(u) _—u = _—u + _—v ∗ ψ^′(u) + —v ∗ ψ^{′′}(u) ∗ _u —v = 0 _—v = 0

Tabulka 4.1: Nìkteré základní funkce φ a jejich pøísluźné _φ, —φ, _—φ a slo¿itost úkolu soad^′(φ) (nepøesnì øeèeno { pro upøesnìní viz text)

Pøedpokládejme, ¿e doby trvání operace s pamìtí, seètení (resp. vynásobení) dvou èísel a provedení nelineární operace je dána vektorem w ve vztahu (2.10). Pøedpokládáme-li dále (2.11), s pomocí (2.14) dostáváme ω_{soad} = max { 4μ μ , 18μ + 6 3μ + 1 , 22μ + 7 + 9π 3μ + π , 14μ + 3 + 5π + 3ν 2μ + ν } ∈ [7; 10].

Úkol, ve kterém budeme vyhodnocovat matici _—X = _—X + —y · F^{′′}(x) · _X ∈ R^{n×p} pro _X ∈ R^{n×p} (p smìrù najednou), oznaèíme soadp(F ), resp. soadp^′(φ) pro analogii s (4.5) pro základní funkci φ. Podobnými úvahami jako výźe urèíme náklady pro operace pøiøazení konstanty (c), binární sèítání, binární násobení a nelineární funkci (ψ) pro provedení úkolu soadp^′. Tak dostaneme tabulku 4.2.

soadp^′ c + ∗ ψ MOV ES 2 + 2p 9 + 9p 11 + 11p 7 + 7p ADDS 0 3 + 3p 2 + 5p 1 + 2p MULT S 0 0 3 + 6p 2 + 3p NLOP S 0 0 0 3 Tabulka 4.2: Náklady pro vyhodnocení nìkterých základních funkcí, úkol soadp^′

Pøepsáním vznikne matice W_{soadp}0.

W_{soadp}0 = 2 + 2p 9 + 9p 11 + 11p 7 + 7p 0 3 + 3p 2 + 5p 1 + 2p 0 0 3 + 6p 2 + 3p 0 0 0 3

Matici C_{soadp} mù¿eme spoèíst jako W_{soadp}0 · W^{−1}_{eval}. Tak dostaneme

C_{soadp} = 2 + 2p 3 + 3p 5 + 5p 3 + 3p 0 3 + 3p 2 + 5p 1 + 2p 0 0 3 + 6p 2 + 3p 0 0 0 3 .

Podle vztahù (2.10), (2.11) a (2.14) pro pomìr èasù platí ω_{soadp} = max { (2 + 2p)μ μ , (9 + 9p)μ + (3 + 3p)

3μ + 1 , (11 + 11p)μ + (2 + 5p) + (3 + 6p)π 3μ + π , (7 + 7p)μ + (1 + 2p) + (2 + 3p)π + 3ν 2μ + ν } ∈ [3 + 3p; 6 + 6p].

Zdùraznìme, ¿e metodou odvozenou v této kapitole spoèítáme napøíklad vektor derivací ( ∂^2F ∂x^2_1 (x), . . . , ∂^2F ∂x_1∂x_n (x) )_T ∈ R^n za nejvýźe desetinásobek èasu pro vyhodnocení pùvodní funkce F (x). Vyhodnocení celé Hessovy matice vźak bude stát nejvýźe zhruba 6n-krát více ne¿ vyhodnocení pùvodní funkce.

Kapitola 5

Zpùsoby implementace

V pøedcházejících kapitolách jsme popsali nìkteré metody automatického derivování. V této kapitole prakticky uká¿eme, jak je aplikovat na zadaný program, aby poèítal i po¿adované derivace. Struènì øeèeno, popíźeme implementaci uvedených metod.

Tato kapitola si neklade za cíl (a ani nemù¿e) být popisem implementace automatického derivování do posledního detailu. Spíźe uká¿eme základní techniky a praktické postøehy. Konkrétní implementace je ostatnì závislá na pou¿itém systému. Na základì zde uvedených principù je snadné ji pøipravit.

V praktických pøípadech máme zadaný program (který obsahuje cykly, podmínky, volání podprogramù ad.), který chceme ztransformovat do jiného programu. Implementace metod automatického derivování je tedy vlastnì transformace programu, který vyhodnocuje hodnoty funkce F , na program, který poèítá i její derivace. Pøi této transformaci nade˛nujeme (naalokujeme) nové promìnné, pøidáme numerické operace atd. Popsali jsme transformaci soupisu operací, ale vstupem je program. Tento rozpor snadno odstraníme vysvìtlením principù transformace a nepøedstavuje tedy ¿ádný problém.

Dva základní pøístupy, jak automaticky pøejít od zadaného k odvozenému programu, jsou buï pøetí¿ení operátorù a funkcí nebo pou¿ití preprocesoru. Pøedcházející tvrzení upøesníme a o ka¿dé z tìchto metod se zmíníme v následujících kapitolách.

Aż u¿ pou¿ijeme pøetí¿ení operátorù a funkcí nebo preprocesor, v¿dy bude potøeba upravit program pro výpoèet funkce F . Toto lze udìlat buï ruènì, nebo za pou¿ití nìjakého vhodného programu. V tom pøípadì je nutné pøedem øíci, jaké jsou nezávislé a závislé promìnné, jaké derivace po¿adujeme a pøípadnì také mód automatického derivování, který se má pou¿ít. Tyto informace je vhodné dodat v externím (parametrickém) souboru.

Kromì transformace zadaného programu je nutné (pøi pøetì¿ování i prekompilaci) pøipravit soubor (balík) pomocných procedur a funkcí, které budou vyu- ¿ívány pøetransformovaným programem. Jedná se napøíklad o deklarace nových typù promìnných, jejich inicializace, pozmìnìné de˛nice základních funkcí (aby napøíklad obsahovaly i jejich sdru¿ené operace) atd. Podrobnosti uká¿e dalźí výklad.

Transformace vstupního programu mù¿e samozøejmì být provedena þv ruceß, tj. jeho ruèní editací (modi˛kací). Takový postup má své výhody i nevýhody. Je sice pracný, ale mù¿eme vyu¿ít znalosti struktury derivovaného programu. Dosa¿ené výsledky tedy mohou být mnohem lepźí ne¿ pøi slepém pou¿ití nìjakého programu, který by transformaci provedl. Pøi ruèní pøípravì máme snahu o co nejmenźí zmìny, které musíme do vstupního programu zanést. Pou¿ití pøetí¿ení operátorù a funkcí tento po¿adavek do znaèné míry splní.

Spolu s transformací zadaného programu je nutné provést i transformaci pou¿ívaných podprogramù. Z ní¿e uvedeného vyplyne, jakým zpùsobem.

Naètení nezávislých promìnných x, smìrù _x (resp. vah —y) a výstup závislých promìnných y a jejich derivací se øídí konkrétní situací a systémem. Tìmito otázkami se zde proto nebudeme zabývat.

Poznamenejme jeźtì, ¿e zmiòovaná transformace mù¿e probìhnout bez znalostí globálních vlastností zadaného programu. Jinak øeèeno, lokální znalosti jsou dostateèné. Je ale zøejmé, ¿e znalost globálních vlastností by byla u¿iteèná pro zefektivnìní odvozeného programu, napøíklad díky lepźímu opakovanému vyu¿ívání ji¿ jednou spoètených hodnot èi kvùli optimalizaci bìhu (toku) programu.

Dále popíźeme nejen podobu odvozených programù, ale zejména postup, jakým odvozený program z pùvodního programu získat. Popíźeme tedy, jak má automatické derivování vlastnì pracovat. Budeme se dr¿et spíźe na obecnìjźí rovinì, konkrétní podmínky jsou toti¿ závislé na systému, ve kterém automatické derivování implementujeme.

5.1 Pøetí¿ení operátorù a funkcí

Technika pøetí¿ení operátorù (napøíklad +, ∗ nebo =, operator overloading) nebo funkcí (napøíklad funkcí de˛novaných u¿ivatelem, procedure overloading) je ve srovnání s pou¿itím preprocesoru jednoduźźí a pøehlednìjźí. Bývá podporována moderními programovacími jazyky, napøíklad C++, Adou nebo Fortranem 90. Je zalo¿ena na jejich schopnosti rozliźit pøi volání operátorù (funkcí) poèet a typ parametrù a díky tomu vybrat mezi operátory (funkcemi) se stejným jménem tu de˛nici operátoru (funkce), která odpovídá zadaným parametrùm. Napøíklad, kdybychom mìli dva rùzné typy promìnných typA a typB a dvì de˛nice podprogramu PP (jednu pro pøípad, kdy vstupní parametr je typu typA, a druhou pro pøípad, kdy vstupní parametr je typu typB), pøi volání PP(PromìnnáTypuA), resp. PP(PromìnnáTypuB) pøekladaè podle typu parametru rozliźí, jakou de˛nici procedury PP má zavolat.

V následujících odstavcích pøedvedeme jednoduchý zpùsob implementace automatického derivování pomocí pøetí¿ení operátorù a funkcí v programovacím jazyce C++. Vźechny ukázky jsou jednoduché a navíc je okomentujeme, tak¿e je lze v pøípadì potøeby snadno pøevést do jiného programovacího jazyka. Pokud se chce ètenáø více pouèit o jazyce C++, mohu doporuèit napøíklad [3].

5.1.1 Pøímý mód

Popíźeme jednoduchý postup, jak pomocí pøetí¿ení operátorù a funkcí implementovat pøímý mód automatického derivování, který jsme odvodili v kapitole 3.1. Tímto zpùsobem vyhodnotíme derivaci v zadaném smìru.

Zavedeme nový typ promìnné, který oznaèíme doublet. Tato struktura (tøída) obsahuje dvì promìnné typu double (reálné èíslo^1). Tyto dvì slo¿ky slou¿í pro ulo¿ení hodnot promìnné v_i a její sdru¿ené promìnné _v_i.^2 Neboli

class doublet { public:

double v;

double vdot; }; Nyní mù¿eme de˛novat nové funkce, jejich¿ vstupní nebo výstupní hodnoty jsou typu doublet. Díky tomu pøetí¿íme elementární matematické funkce. Budou provádìt nejen obvyklé vyèíslení své hodnoty, ale také spoètení pøísluźné sdru¿ené operace. Napøíklad funkci sinus mù¿eme pøetí¿it následujícím zpùsobem.

doublet sin (doublet a) { doublet b;

b.v = sin (a.v);

b.vdot = cos (a.v) * a.vdot; return b; }; Pokud promìnné x a y jsou typu doublet a zavoláme funkci y = sin(x), pak se tímto provede nejen pøiøazení y.v = sin (x.v), ale i pøísluźná sdru¿ená operace y.vdot = cos (x.v) * x.vdot. Pokud bychom zavolali funkci sin na promìnnou typu double, provedla by se funkce sinus, jak je de˛novaná výrobcem pøekladaèe. Výsledkem by byla promìnná typu double.

Analogicky pøetí¿íme operátor *.

doublet operator* (doublet a, doublet b) { doublet c;

c.v = a.v * b.v;

c.vdot = a.vdot * b.v + a.v * b.vdot; return c; }; Pokud promìnné x, y a z jsou typu doublet, pak výraz z = x * y zpùsobí nejen spoètení souèinu, ale také provedení pøísluźné sdru¿ené operace. Dále je pro

1Pøesnìji øeèeno, aproximace reálného èísla.

2V celé kapitole 5 budeme pro jednoduchost pøedpokládat, ¿e vźechny v_i jsou skaláry.

operátor * (a vùbec binární operátory) potøeba nade˛novat smíźené operace pro konstanty (napøíklad typu double)^3 a doublet. Podobným zpùsobem pøetí¿íme dalźí aritmetické operace a pou¿ívané funkce. Poznamenejme jeźtì, ¿e pøetí¿ené operátory a funkce mají v jazyce C++ stejnou prioritu jako jejich nepøetí¿ení jmenovci.

Zmínìné de˛nice typù promìnných a funkcí budou uvedeny v souboru (balíku) s pomocnými de˛nicemi a funkcemi, nikoli v hlavním programu. Dále musíme upravit zadaný program, aby pracoval s promìnnými typu doublet a zajistit jejich korektní vstup a výstup.

Zamysleme se, co vźechno musí balík s pomocnými de˛nicemi a funkcemi vlastnì obsahovat.

• Zavedení nového typu promìnné (nazvali jsme ho doublet), který bude obsahovat nejen hodnotu v_i, ale i její derivaci _v_i.

• Pøetí¿ení obvyklých operátorù (funkcí) provádìných na bì¿né typy promìnných, aby pracovaly i s parametry typu doublet. Tyto nové operace budou navíc provádìt i sdru¿ené operace podle pravidla øetìzení s vyu¿itím slo¿ky vdot, kterou chápeme jako _v_i.

• Zajiźtìní správné inicializace obou slo¿ek promìnné typu doublet a naopak vyexportování hodnoty v a její derivace vdot.

• Pøípadnì také naètení a výstup promìnných typu doublet. Tyto èinnosti mù¿e ale také dìlat odvozený program bez pomocných procedur.

Je jasné, ¿e musíme zmìnit i derivovaný program. Logicky se sna¿íme o to, aby nutných zmìn bylo co nejménì. Nevyhnutelnì vźak musíme provést následující úpravy.

• Vźechny promìnné, jejich¿ derivace nás zajímají, musí být pøedeklarovány (napøíklad z typu double) na typ doublet. Toto se týká vźech nezávislých promìnných, závislých promìnných a promìnných, které jsou závislé na nezávislých a ovlivòují závislé.

• Pøi pøiøazení numerické hodnoty do nezávislé promìnné musí být také pøiøazena odpovídající hodnota její derivace (tj. smìru).

• Kromì tisku (obecnìji exportu) závislých promìnných musí být také hodnota pøísluźné derivace vypsána (vyexportována).

Je zøejmé, ¿e øídící pøíkazy (podmínky, cykly. . . ) se nemìní.^4

Je vhodné (nikoli vźak bezpodmíneènì nutné) mít funkci, která provede pøiøazení hodnoty nezávislé promìnné (resp. konstanty) a její derivace (resp. nulové

3Zde konstantou myslíme hodnotu, která nezávisí na nezávislých promìnných. 4Toto je nepøesné tvrzení. Pokud napøíklad v podmínce testujeme hodnotu promìnné z, která závisí na x, v pøetransformovaném programu musíme testovat hodnotu z.v. Jinak se ale øídící pøíkazy opravdu nemìní.

hodnoty místo derivace) do promìnné typu doublet. Tyto hodnoty bychom mohli do promìnných dosazovat i pøímo, ale z hlediska èistoty programování a následných dalźích zlepźení to není vhodné. Proto nade˛nujeme funkci makedoublet, která pøiøadí zadané hodnoty do slo¿ek promìnné typu doublet.

doublet makedoublet (double val, double dotval) { doublet c; c.v = val;

c.vdot = dotval; return c; }; Nade˛nujeme dalźí variantu této funkce, která provádí témìø to samé.

doublet makedoublet (double val) { doublet c; c.v = val; c.vdot = 0.0; return c; }; Tyto funkce pak mù¿eme volat napøíklad jako y = makedoublet(a,b); nebo z = makedoublet(2.0);.

Jisté zjednoduźení úprav derivovaného programu pøináźí pøetí¿ení operátoru pøiøazení. Pak budeme moci na jeho pravé stranì psát promìnnou typu double, zatímco na levé stranì promìnnou typu doublet s významem, jako by byla volána funkce makedoublet s promìnnou typu double.

doublet& operator= (doublet& a, double b) { a = makedoublet (b); return a; }; Jako þopaènouß k funkci makedoublet je vhodné zavést funkci value, resp.

dotvalue, která ze zadané promìnné typu doublet pøedá hodnotu její slo¿ky v, resp. vdot. Vytvoøení tìchto funkcí je snadné, proto je zde neuvádíme. Transformaci zadaného programu uká¿eme na jednoduchém pøíkladì.

Pøíklad

Chceme spoèítat derivaci funkce

z = ln n∑ i=1 [ (x − x_i)^2 + (y − y_i)^2 ]

v bodì (x, y) ve smìru s = (sin α, cos α). Hodnoty x_i, y_i a α jsou konstanty. Tato funkce mù¿e být vyhodnocena pomocí následující ukázky zapsané v C++.

double x, y, z; double xi, yi; cin >> x; cin >> y; z = 0.0;

for (int i=0; i<n; i++) { cin >> xi; cin >> yi;

z = z + (x - xi)**2 + (y - yi)**2; }; z = ln (z); cout << z;

Na okraj poznamenejme, ¿e pøíkazy cin >> x;, resp. cout << z; jsou operace s proudy (streamy), pomocí kterých pøeèteme, resp. zapíźeme hodnoty promìnných ze standardního vstupu, resp. na standardní výstup.

Tuto èást programu ztransformujeme, aby poèítal i ¿ádanou derivaci. Tak dostaneme

doublet x, y, z; * double xi, yi;

double alpha; * cin >> x; cin >> y;

cin >> alpha; * x = makedoublet (x, sin (alpha)); * y = makedoublet (y, cos (alpha)); * z = 0.0;

for (int i=0; i<n; i++) { cin >> xi; cin >> yi;

z = z + (x - xi)**2 + (y - yi)**2; }; z = ln (z);

cout << value (z); * cout << valuedot (z); *

Veźkeré zmìny, které jsme provedli, jsou pøede˛nování pøísluźných promìnných z typu double na doublet, inicializace promìnných x a y a výpis hodnot slo¿ek promìnné z. Navíc jsme jeźtì pøetí¿ili operátor >>, aby pracoval s promìnnými typu doublet. Pøi jeho pou¿ití je hodnota slo¿ky vdot nastavena jako nulová. Vźechny øádky, které jsou nové, nebo na kterých doźlo k nìjaké zmìnì, jsme oznaèili hvìzdièkou. Jádro programu, ve kterém probíhá vlastní výpoèet, zùstalo nezmìnìno. K úspìźnému bìhu (resp. slinkování výsledného programu) potøebujeme mít pøipravený soubor (balík) s pomocnými funkcemi atd., o kterém jsme se zmínili výźe v této kapitole.

Pokud derivovaný program volá nìjaké podprogramy, je nutné provést analogické úpravy i v tìchto podprogramech.

Snadnými úpravami navr¿eného postupu bychom dosáhli souèasného vyhodnocení derivace podle p smìrù najednou. Museli bychom nade˛novat nový typ promìnné (analogii doublet), znovu pøetí¿it numerické operace a obstarat správnou inicializaci, vstup a výstup sdru¿ených promìnných.

Zdaleka jsme se nezmínili o vźech aspektech implementace pøímého módu automatického derivování pomocí pøetí¿ení operátorù a funkcí. Nìkteré dalźí postøehy vyplynou z kapitoly 5.2, resp. 5.2.1.

5.1.2 Zpìtný mód

V této kapitole popíźeme jednoduchou implementaci nasèítávaného zpìtného módu automatického derivování, který jsme pøedstavili v kapitole 3.2. Tak budeme schopni spoèítat gradient libovolné slo¿ky zadané funkce F nebo gradient lineární kombinace —y · F tìchto slo¿ek.

V prùbìhu výpoètu hodnoty funkce F v bodì x budeme zaznamenávat ka¿- dou základní operaci, kterou provedeme, spolu s jejími argumenty. Tyto údaje budeme sekvenènì ukládat do dlouhého pole. Po dokonèení vyhodnocení F (x) projdeme polem zpìt a pro ka¿dou v nìm zaznamenanou operaci provedeme pøísluźné pøidru¿ené operace. Tím splníme po¿adavek na prùchod soupisem operací v opaèném poøadí, jak vy¿aduje zpìtný mód automatického derivování. Je zøejmé, ¿e tento pøístup není úplnì vhodný pro velké úlohy. Proto je nutné uplatnit nìjaká úsporná opatøení, napøíklad pou¿ít þsuper-základní funkceß, o nich¿ se zmíníme na závìr této kapitoly.

Balík s pomocnými de˛nicemi a funkcemi by mìl obsahovat následující.

• Zavedení typu element, ve kterém budeme uchovávat informace o provedené základní operaci (hodnota v_i a —v_i, kód operace, která v_i spoèetla, a odkazy (ukazatele) na své argumenty). Dále zavedeme pole trace tìchto elementù pro záznam vźech provedených základních operací. K tìmto typùm zavedeme jeźtì dalźí pomocné typy redouble (tøída s ukazatelem na element) a traceptr (ukazatel na prvek v poli).

• Pøetí¿ení základních operací, aby pracovaly s parametry typu redouble.

Takto nade˛nované operace nejen poèítají hodnotu v_i (jako jejich nepøetí- ¿ení jmenovci), ale také zaznamenají své zavolání vèetnì svých parametrù do zmínìného pole.

• Zavedení funkce reverse sweep, která po vyhodnocení F (x) projde polem trace nazpìt a spoèítá vźechny pøidru¿ené promìnné —v_i, jak urèuje pravidlo øetìzení.

• Zavedení funkcí pro korektní pøiøazení hodnot nezávislých promìnných x_i a vah —y_i do slo¿ek *redouble (tedy elementu) a naopak pro výstup spoètených derivací —x_i.

• Pøípadnì také naètení a výstup promìnných typu element. Tyto èinnosti mù¿e ale také dìlat ztransformovaný program bez pomocných procedur.

Musíme také provést zmìny pøímo v programu, který poèítá hodnoty funkce F (x). Máme snahu, aby jich bylo co nejménì, nicménì následující jsou bezpodmíneènì nutné.

• Vźechny nezávislé promìnné, závislé promìnné a promìnné, které závisí na nezávislých a ovlivòují závislé, musí být pøedeklarovány na typ redouble.

• Hodnoty nezávislých promìnných musí být na zaèátku pøiøazeny do správných slo¿ek promìnných typu redouble. Po vyhodnocení závislých promìnných musí být do jejich pøísluźných slo¿ek pøiøazeny váhy —y_i. A¿ pak mù¿e být zavolána funkce reverse sweep, po jejím¿ dokonèení je vyexportována hodnota derivace.

• Funkce reverse sweep (druhá èást soupisu operací) musí být zavolána, aby se spoèetly hodnoty —v_i a tím i po¿adované derivace. Toto zavolání mù¿e být provedeno z funkce, která vypisuje hodnoty derivací.

Je zøejmé, ¿e øídící pøíkazy (podmínky, cykly,. . .) se nemìní.^5 Nyní uvedeme, jak mohou vypadat de˛nice nových typù a funkcí, které jsme výźe popsali. Základní datové struktury jsou element, trace a redouble.

class element { double v;

double vbar; int opcode; element *arg1; element *arg2; }; class redouble; { element *ref; }; element trace [VelkéÈíslo]; element *traceptr = trace;

Tyto typy a promìnné jsme zavedli globálnì, tj. jsou pøístupné ze vźech funkcí celého programu. Pokud by velikost pole trace nestaèila (chtìli bychom provádìt více základních operací ne¿ VelkéÈíslo), je potøeba tuto hodnotu zvìtźit

5Toto je nepøesné tvrzení. Pokud napøíklad v podmínce testujeme hodnotu promìnné z, která závisí na x, v pøetransformovaném programu musíme testovat hodnotu slo¿ky promìnné z, která hodnotu pùvodní promìnné z obsahuje. Jinak se ale øídící pøíkazy opravdu nemìní.

a spustit odvozený program znovu, pøípadnì pou¿ít super-základní funkce nebo jiné spoøící techniky.

Dále potøebujeme de˛novat celoèíselné konstanty pro jednoznaèné urèení základní funkce, která byla zavolána. Tyto konstanty budeme ukládat do slo¿ky opcode ka¿dého prvku pole trace, který charakterizuje provedenou operaci. Díky tomu budeme schopni ve druhé èásti soupisu operací provádìt pøísluźné pøidru- ¿ené operace ve správném poøadí.

const int

emptyv = 0, constv = 1, indepv = 2, bplusv = 3, bminusv = 4, bmultv = 5, recipv = 6, ... expv = 11, lnv = 12, sinv = 13, ... ; Pøetí¿ené funkce mù¿eme de˛novat napøíklad takto. redouble sin (redouble a) { redouble b;

b.ref =traceptr;

traceptr->v = sin (a.ref->v); traceptr->vbar = 0.0; traceptr->opcode = sinv; traceptr->arg1 = a.ref; traceptr++; return b; }; redouble operator* (redouble a, redouble b) { redouble c;

c.ref =traceptr;

traceptr->v = (a.ref->v) * (b.ref->v); traceptr->vbar = 0.0; traceptr->opcode = bmultv; traceptr->arg1 = a.ref; traceptr->arg2 = b.ref; traceptr++; return c; }; Ka¿dá taková pøetí¿ená funkce vyèíslí hodnotu slo¿ky v, vynuluje hodnotu vbar, zaznamená se (co je zaè) a nakonec jeźtì ulo¿í ukazatele na své argumenty.

Pro operátor * (a dalźí binární operátory) je dále potøeba nade˛novat smíźené operace pro konstanty (napøíklad typu double)^6 a promìnné typu redouble. Podobným zpùsobem pøetí¿íme dalźí aritmetické operace a pou¿ívané funkce.

Je vhodné mít funkci, která pøiøadí hodnotu nezávislé promìnné na správné místo do promìnné typu redouble a doplní odpovídající operace. Nazvìme ji makeindepvar.

6Zde konstantou myslíme hodnotu, která nezávisí na nezávislých promìnných.

redouble makeindepvar (double a) { redouble b;

b.ref =traceptr; traceptr->v = a; traceptr->vbar = 0.0; traceptr->opcode = indepv; traceptr++; return b; }; Potom ji¿ mù¿eme psát napøíklad x = makeindepvar(a);. Stejnì jako v pøedchozí kapitole mù¿eme pøetí¿it operátor pøiøazení, co¿ pøinese pøíjemné výhody.

Dále musíme napsat funkci reverse sweep, která projde polem trace nazpìt a pro ka¿dou operaci provede pøísluźné pøidru¿ené operace. Tato procedura je vlastnì jen cyklus (polem odzadu), ve kterém pøíkaz switch tøídí provádìné funkce.

void reverse_sweep { double deriv;

while (traceptr-- > trace) { switch(traceptr->opcode) { ... case sinv:

deriv = cos(traceptr->agr1->v);

traceptr->arg1->vbar += traceptr->vbar * deriv; break; ... case bmultv:

traceptr->arg1->vbar += traceptr->vbar * traceptr->arg2->v; traceptr->arg2->vbar += traceptr->vbar * traceptr->arg1->v; break; ... } } }; Po probìhnutí této procedury jsou ve slo¿kách vbar tìch promìnných, do kterých jsme pøiøazovali nezávislé hodnoty, ¿ádané hodnoty gradientu.

Ètení spoètených hodnot závislých promìnných bude provádìt funkce value a pøiøazení pøísluźných pøidru¿ených hodnot (tj. vah) funkce setbarvalue. Tato funkce musí být provedena pøed zavoláním funkce reverse sweep. Hodnoty derivací zjistíme po probìhnutí funkce reverse sweep pomocí funkce barvalue. Tyto funkce si jsou velmi podobné, proto uká¿eme pouze napøíklad barvalue.

double barvalue (redouble a) { double b;

b = a.ref->vbar; return b; }; Je u¿iteèné zavést binární promìnnou (pøíznak), která bude vypovídat, zda u¿ probìhla funkce reverse sweep. Ve funkci barvalue pak budeme tuto promìnnou testovat a v pøípadì potøeby funkci reverse sweep zavoláme odtud. Tento pøístup má i svou dalźí výhodu { nebudeme muset vkládat volání funkce reverse sweep pøímo do transformovaného programu.

Zopakujme, ¿e v zadaném programu nemusíme dìlat ¿ádné jiné zmìny ne¿ pøedeklarování pøísluźných promìnných na typ redouble, správné pøiøazení hodnot nezávislých promìnných (lze provést pøetí¿ením operátoru pøiøazení), po spoètení hodnot F (x) musíme pøiøadit váhy —y_i a nakonec pøeèíst vypoètené hodnoty derivací (zavolání funkce reverse sweep jsme zautomatizovali). Jinak øeèeno, vlastní jádro programu, kde probíhá výpoèet, je stejnì jako v pøípadì pøímého módu nezmìnìno. Proto zde neuká¿eme pøíklad jako v minulé kapitole, byl by témìø shodný.

Pokud derivovaný program volá nìjaké podprogramy, je nutné provést analogické úpravy i v tìchto podprogramech.

Snadnou modi˛kací navr¿ených postupù mù¿eme vyhodnocovat q gradientù najednou. Za tímto cílem musíme zmìnit de˛nici typu element, dále funkce setbarvalue, barvalue a také reverse sweep. Vźimnìme si, ¿e de˛nice pøetì¿ovaných operací volaných v první èásti soupisu operací upravovat nemusíme, pokud pøetí¿íme pøiøazení —v_i = 0, resp. traceptr->var = 0.0, aby na jeho levé stranì bylo pole s q prvky.

Poznamenejme také, ¿e hodnoty vah —y staèí zadat a¿ po dokonèení vyhodnocení F (x). To znamená, ¿e pokud váhy —y závisí na vstupních datech x a jejich hodnotu zjistíme bìhem výpoètu F (x), nedojde ve výpoètu k ¿ádnému zdr¿ení nebo opakovanému výpoètu^7.

Po probìhnutí funkce reverse sweep je mo¿né pole trace znovu pou¿ít pro dalźí vyhodnocení derivace. K tomuto opìtovnému pou¿ití poslou¿í pøiøazení traceptr = trace;, které zajistí, ¿e údaje se do nìj budou zapisovat znovu od zaèátku.

Jinou mo¿ností, jak naimplementovat zpìtný mód automatického derivování, je poèítat derivace c_{ij} ihned v první èásti pøidru¿eného soupisu operací a ukládat je pro pou¿ití v druhé èásti. V tomto pøípadì se ve druhé èásti pøidru¿eného soupisu operací obejdeme bez hodnoty v_i a bez charakterizace operace opcode. Pøesnìji øeèeno, vyu¿íváme graf, jeho¿ vrcholy jsou —v_i a s ka¿dou hranou je spojena hodnota derivace c_{ij} . Struktura tohoto grafu se vytvoøí v první èásti soupisu operací. Funkce reverse sweep jen tímto grafem projde a vyhodnotí pøísluźné

7Pokud by v pøímém módu automatického derivování smìry závisely na vstupních datech x a poèítaly by se pøi výpoètu F (x), pak by se (nepøesnì øeèeno) pøísluźná èást výpoètu musela opakovat dvakrát.

pøidru¿ené operace, èím¿ urèí hodnoty —v_i. Tento pøístup má výhodu v menźí nároènosti na pamìż, ale po dokonèení vyhodnocení F (x) nelze tento postup vyhodnocení v plné míøe zrekonstruovat, tak¿e je nemo¿né napøíklad poèítat dalźí derivace.

Jak jsme slíbili, popíźeme jeden ze zpùsobù, jak uźetøit èást pole trace pomocí super-základních funkcí. Zatím jsme za základní funkce φ_i pova¿ovali elementární operace (plus, krát, sinus atd.). Pokud by vźak vyhodnocení funkce F v bodì x pou¿ívalo nìjaké postupy (nìkolik základních funkcí za sebou), které se opakují a které pou¿ívají mnoho pomocných promìnných, které nejsou pozdìji potøeba,^8 je úèelné tento postup oznaèit jako novou základní funkci φ_j a nazývat ji super-základní funkcí. Jednotlivé elementární operace provádìné bìhem jejího vyhodnocování by se nezaznamenávaly do pole trace, pouze výsledek celé superzákladní funkce. Pøi zpìtném prùchodu polem trace (tj. kumulaci pøidru¿ených hodnot) by se hodnota derivací super-základní funkce spoèítala pomocí lokálního automatického derivování pøímo na místì. Tímto postupem tedy omezíme vyu¿ívání pole trace.

Nezmínili jsme nìkteré aspekty transformace programu pøi zpìtném módu automatického derivování. Tento prohøeźek alespoò zèásti napravíme v kapitole 5.2, resp. 5.2.2.

5.1.3 Druhé a vyźźí derivace

Naznaèíme, jak naimplementovat výpoèet hodnoty F^{′′}(x) · s pro skalární funkci

F : R^n −→ R, kdy s nezávisí na x. K tomu pou¿ijeme metodu automatického

derivování, kterou jsme odvodili v kapitole 4.1. Pokud s bude i-tý vektor kartézské báze, spoèítáme tak i-tý sloupec Hessovy matice funkce F v bodì x.

Pou¿ijeme implementaci zpìtného módu z pøedcházející kapitoly, ale pozmìníme de˛nici typu element takto.

class element { doublet v; doublet vbar; int opcode; element *arg1; element *arg2; }; Slo¿ky v a vbar nyní nejsou typu double, ale doublet. Proto musíme pøede˛- novat nìkteré inicializaèní a naopak pøístupové (exportovací) funkce, napøíklad value nebo barvalue, které nyní budou vracet hodnotu typu doublet. Do balíku s pomocnými de˛nicemi a funkcemi pøidáme také pøetí¿ené funkce pro typ doublet.

Jednotlivé slo¿ky promìnné v typu element lze interpretovat (po dokonèení výpoètu pøísluźné hodnoty) takto.

8Jedná se napøíklad o øeźení soustavy lineárních rovnic.

value(value(v)) = v dotvalue(value(v)) = _v value(barvalue(v)) = —v dotvalue(barvalue(v)) = _—v

Díky pøetí¿ení operátorù a funkcí bude funkce reverse sweep napøíklad pro funkci sinus obsahovat

case sinv:

deriv = cos (traceptr->arg1->v);

traceptr->arg1->vbar += traceptr->vbar * deriv; break;

Slo¿ky v, vbar a deriv jsou typu doublet. Operace s nimi jsou pøetí¿ené a je snadné si rozmyslet, ¿e díky tomu provádí reverse sweep pøesnì to, co po¿adujeme v kapitole 4.1.

Pokud by slo¿ka vdot promìnné typu doublet byla vektor (pole) délky p, lze tak vyhodnotit p sloupcù Hessovy matice zároveò, tedy speciálnì napøíklad celou Hessovu matici. Je jasné, ¿e bychom pøi této modi˛kaci museli pøepsat de˛nice pøetì¿ujících funkcí pro typ doublet, stejnì jako inicializaèní, pøístupové, vstupní a výstupní funkce. Vźe je ale snadné.

Tak jako lze vnoøovat a na sebe aplikovat jednotlivé transformace pøímého a zpìtného módu (typicky napøíklad zpìtný, na nìj pøímý a jeźtì jednou pøímý pro výpoèet tøetí derivace), lze i výźe uvedené typy podobnì vnoøovat. Pokud správnì pøetí¿íme jednotlivé operace, dostáváme korektní výsledky. Napøíklad pro zmínìnou tøetí derivaci mù¿eme de˛novat typ triplet jako

class triplet { double v;

double vdot; double vdotdot; }; nebo

class triplet { double v;

doublet vdot; }; Je vhodné tento typ triplet (a také jeźtì obecnìjźí typy) pou¿ít v de˛nici typu element, proto¿e pak díky zpìtnému módu získáme hodnoty tøetích (pøípadnì vyźźích) derivací. Pøísluźné de˛nice pøetí¿ených operací je nutné nade˛novat obvyklým zpùsobem.

5.2 Pou¿ití preprocesoru

Implementaci metod automatického derivování mù¿eme kromì techniky pøetí¿ení operátorù a funkcí dosáhnout i pou¿itím preprocesoru, o kterém se zmíníme v této kapitole.

Preprocesor je program, jeho¿ vstupem je program v urèitém programovacím jazyce a výstupem je program ve stejném programovacím jazyce, který byl nìjakým zpùsobem pozmìnìn. V naźem pøípadì bude program na spoètení hodnot funkce F v bodì x zmìnìn na program, který bude navíc poèítat i derivace funkce F v bodì x. Nyní není úplnì jasný rozdíl mezi technikami pøetí¿ení a preprocesoru { v obou pøípadech pøece mìníme pùvodní program. Preprocesor analyzuje zdrojový program øádek po øádku, pøiøazovací pøíkazy rozlo¿í na jednotlivé základní funkce a podle nich vkládá pøísluźné operace, aby nový program poèítal také derivace (v pøímém módu napøíklad vkládá sdru¿ené operace). Tento výsledek ulo¿í do vznikajícího souboru (programu). Jinak øeèeno, výpoèet derivace je fyzicky vlo¿en preprocesorem do pùvodního programu. Programovací jazyk, ve kterém je program na vyhodnocení funkce F napsaný, mù¿e tedy být jakýkoliv bì¿ný programovací jazyk, který nemusí podporovat pøetí¿ení operátorù a funkcí.^9

Pøipomeòme, ¿e ztransformovaný program bude pou¿ívat nìkteré de˛nice a funkce ulo¿ené v externím souboru, podobnì jako pøi implementaci pøetí¿ením operátorù a funkcí.

Preprocesoru je nutné pøi jeho zavolání sdìlit oznaèení nezávislých a závislých promìnných, jaké derivace po¿adujeme a pokud mo¿no i mód automatického derivování, který má pou¿ít. Tyto údaje je mo¿né zadat nìjakým dohodnutým zpùsobem pøímo v tìle programu nebo v jiném (parametrickém) souboru (èím¿ nemusíme zasahovat do pùvodního programu).

V následujících odstavcích popíźeme pro pøímý i zpìtný mód automatického derivování zpùsob implementace, který není úplnì doslova pou¿itím preprocesoru. Je pøímou modi˛kací implementace pøetí¿ením, odkud jsme ale pøetì¿ování odstranili. Pak naznaèíme i þklasickouß implementaci pøetí¿ením.

5.2.1 Pøímý mód

Na pùl cesty mezi pøetí¿ením a preprocesorem

Vyjdeme z implementace, kterou jsme navrhli v kapitole 5.1.1 pomocí pøetí¿ení operátorù a funkcí. Toto øeźení zùstane prakticky zachováno, nahradíme vźak pøetí¿ení.

Preprocesor projde programem pro vyhodnocení funkce F (zdrojový soubor). Pro ka¿dé pøiøazení, které nalezne, provede rozklad jeho pravé strany na jednotlivé základní funkce. Volání ka¿dé této základní funkce nahradí voláním jiné

9Mù¿e nám pøijít zbyteèné dùraznì rozliźovat dva zpùsoby implementace automatického derivování, i kdy¿ si jsou velmi podobné a vzájemnì se þprolínajíß. Zdá se ale být praktické a nanejvýź názorné tyto techniky oddìlovat, proto tak budeme èinit.

funkce (s jiným názvem), která bude provádìt i sdru¿ené operace. Napøíklad volání funkce sin (x) nahradíme voláním funkce sint (x),^{10} která bude kromì vyhodnocení sinu provádìt i pøísluźnou sdru¿enou operaci. U funkcí (operátorù), které se zapisují v in˛xové notaci, budeme postupovat podobnì { binární násobení x * y nahradíme zavoláním funkce bmultt (x, y). Slo¿íme-li zpátky pozmìnìné volání funkcí do výrazu ve stejném poøadí (do stejné struktury), jak jsme ho rozebrali, dostaneme výraz, který bude provádìt vyhodnocení nejen své pùvodní hodnoty, ale také své derivace. K tomu je samozøejmì nutné, abychom nade˛- novali nový typ promìnné, se kterým budou tyto funkce pracovat. Její de˛nice mù¿e být naprosto shodná s de˛nicí typu doublet v kapitole 5.1.1., tj. dvojice reálných hodnot. Pokud je volána funkce, její¿ jeden argument je konstanta (tj. nezávisí na x), máme na výbìr dva pøístupy. Buï z konstanty udìláme promìnnou typu doublet s nulovou slo¿kou vdot a zavoláme funkci pro dva doublety, nebo zavedeme novou funkci, napøíklad bmulttconst (x,c), kdy druhý argument je konstanta. De˛nice nových funkcí spolu s de˛nicemi nových typù promìnných budou uvedeny v externím souboru (balíku). Napøíklad tedy

doublet sint (doublet a) { doublet b;

b.v = sin (a.v);

b.vdot = cos (a.v) * a.vdot; return b; }; doublet bmultt (doublet a, doublet b) { doublet c;

c.v = a.v * b.v;

c.vdot = a.vdot * b.v + a.v * b.vdot; return c; }; Dalźí úpravy jsou stejné jako u implementace pøetí¿ením, tak¿e je popíźeme jen struènì. Preprocesor musí v pùvodním programu zamìnit typy promìnných na doublet u vźech nezávislých promìnných, závislých promìnných a promìnných, které závisí na nezávislých a ovlivòují závislé.^{11} Dále musí zajistit pøiøazení smìrù

10Zde t znamená tangent.

11Zjiźtìní, kterou promìnnou pøede˛novat a kterou ne, je snadné. Staèí, aby si preprocesor pøi analýze výrazù vźímal, které promìnné jsou závislé na nezávislých. Ty je tøeba pøede˛novat. Tímto zpùsobem bychom mìli vybrat i závislé promìnné. Pokud se v programu pou¿ívají ukazatele na promìnné (nebo pøi slo¿itìjźí práci s poli) nemusí být v¿dy zøejmé, které promìnné se vzájemnì ovlivòují. V tom pøípadì je potøeba postupovat þco nejopatrnìjiß, tj. pøede˛novat ka¿dou promìnnou, která by snad mohla být závislá na nezávislých promìnných. Bohu¿el, tímto pøístupem mo¿ná pøede˛nujeme i promìnné, které jsme pøede˛novat nemuseli, èím¿ budeme provádìt zbyteèné aritmetické operace. I za této situace získaný výsledek bude správný. Podotknìme jeźtì, ¿e toto hledání závislostí promìnných se bude díky provádìné analýze výrazù provádìt mnohem lépe v pøípadì pou¿ití preprocesoru ne¿ v pøípadì pøetì¿ování.

do sdru¿ených promìnných (napøíklad funkcí makedoublet) na zaèátku programu a naopak výstup spoètených derivací na konci programu. Øídící pøíkazy zùstávají zachovány (a¿ na pøípad testování hodnoty v_i { viz poznámka pod èarou na stranì 49).

Soubor (balík) s pomocnými de˛nicemi typù promìnných a funkcí musí tedy obsahovat de˛nici typu doublet, de˛nice základních funkcí (s pozmìnìnými jmény) pro typ doublet (pøípadnì jeho kombinace s dalźími typy), inicializaci promìnných a výstup hodnot pro promìnné typu doublet.

Pokud program pro výpoèet hodnot funkce F pou¿ívá nìjaké podprogramy, je nutné i v tìchto podprogramech provést zmìnu typù promìnných a zmìnu jmen volaných funkcí. Nesmíme zapomenout na zmìnu v parametrech tìchto podprogramù.

Pokud bychom chtìli vyhodnotit derivaci v p smìrech najednou, snadno zmodi˛kujeme navr¿ené postupy { viz kapitola 5.1.1.

Dalźí implementace na pùl cesty mezi pøetí¿ením a preprocesorem (Implementace pøímého módu ve Fortranu 77)

Nìkteré programovací jazyky (napøíklad Fortran 77) neumo¿òují de˛nování nových typù promìnných. Pro tyto jazyky jsou tedy dosud popsané implementace nepou¿itelné. Jedno z celé øady mo¿ných øeźení je velmi podobné implementaci zpìtného módu pro Fortran 77, které je velmi podrobnì popsáno na stranách 63 a¿ 66. Proto implementaci pøímého módu automatického derivování pro Fortran 77 uvedeme a¿ na stranì 67.

Klasické pou¿ití preprocesoru

Dalźí z øady mo¿ných implementací pro Fortran 77 naznaèíme v tomto odstavci. Proto¿e vźak bude v mnoha rysech podobné ji¿ navr¿eným implementacím, budeme struèní.

Ke ka¿dé promìnné, která je buï nezávislá, nebo závislá, nebo ovlivnìná nezávislými a ovlivòuje závislé, nadeklarujeme novou promìnnou (zpravidla stejného typu), která bude mít význam její derivace. Její jméno vznikne pøidáním písmena D na zaèátek jména pùvodní promìnné. Napøíklad, pro promìnnou X vznikne nová promìnná DX. Preprocesor bude nyní procházet zdrojový program a pro ka¿dý pøiøazovací pøíkaz, který nalezne, rozlo¿í pravou stranu na základní operace. Podle toho urèí vzorec pro výpoèet derivace pravé strany. Do vznikajícího (výsledného) programu vlo¿í jak pùvodní pøiøazení (napøíklad Y=. . . ), tak i nové pro výpoèet derivace (DY=. . . ). Podmínky, cykly atp. preprocesor mìnit nebude. Pokud se pøi výpoètu pou¿ívá nìjaký podprogram, je nutné ho upravit stejným zpùsobem, aby poèítal derivace, a zajistit jeho volání. Dále je nutné pøipravit vstup a výstup promìnných, které uchovávají hodnoty derivací. Zobecnìní na vektory je ji¿ snadné.

5.2.2 Zpìtný mód

Znovu na pùl cesty mezi pøetí¿ením a preprocesorem

Tato implementace zpìtného módu automatického derivování pomocí preprocesoru vyjde z implementace pøetí¿ením operátorù a funkcí popsané v kapitole 5.1.2, pøièem¿ pou¿ijeme stejný nápad jako v pøedcházející kapitole 5.2.1. Veźkeré pøetì¿ování obejdeme pomocí funkcí s rùznými jmény, jinak vźe zùstane zachováno. Proto budeme ponìkud struèní.

Preprocesor bude pøi prùchodu programem, který poèítá hodnoty funkce F v bodì x, rozkládat pravé strany pøiøazovacích pøíkazù a volání jednotlivých základních funkcí bude nahrazovat voláním jiných funkcí, které budou kromì vyhodnocování hodnoty nahrazované funkce také zaznamenávat své zavolání vèetnì argumentù. Napøíklad, funkci sin (x) nahradíme funkcí sing (x) a operaci x * y nahradíme funkcí bmultg (x, y).^{12} Toto provedeme pro celé vyhodnocení F (x). Argumenty a výsledné hodnoty tìchto pozmìnìných operací jsou typu redouble, stejnì jako pøi implementaci pøetí¿ením v kapitole 5.1.2. Pokud argument nìjaké binární funkce bude konstanta, pak máme dvì mo¿nosti postupu. Buï vytvoøíme novou funkci, jejím¿ jedním argumentem bude konstanta, nebo z konstanty vytvoøíme promìnnou typu redouble a na ni zavoláme funkci pro situaci, kdy oba argumenty jsou typu redouble. De˛nice vźech nových typù promìnných (element, redouble, trace, traceptr) spolu s de˛nicemi funkcí budou uvedeny v externím souboru (balíku). Napøíklad tedy

redouble sing (redouble a) { redouble b;

b.ref = traceptr;

traceptr->v = sin (a.ref->v); traceptr->vbar = 0.0; traceptr->opcode = sinv; traceptr->arg1 = a.ref; traceptr++; return b; }; redouble bmultg (redouble a, redouble b) { redouble c;

c.ref =traceptr;

traceptr->v = (a.ref->v) * (b.ref->v); traceptr->vbar = 0.0; traceptr->opcode = bmultv; traceptr->arg1 = a.ref; traceptr->arg2 = b.ref; traceptr++;

12Písmenko g na konci jména volané funkce znamená gradient.

return c; }; Preprocesor dále musí pøedeklarovat na typ redouble vźechny nezávislé promìnné, závislé promìnné a také ty promìnné, které závisí na nezávislých a ovlivòují závislé. Je nutné pøiøadit vstupní hodnoty nezávislým promìnným pøed vyhodnocením F (x). Dále je nutné dosadit správné údaje do pøidru¿ených promìnných závislých hodnot (tj. —y), ale to je mo¿né a¿ po dokonèení vyhodnocení F (x). Pak se musí zavolat funkce reverse sweep a po jejím probìhnutí vyexportovat hodnoty derivací. Øídící pøíkazy zùstávají zachovány (a¿ na pøípad testování hodnoty v_i { viz poznámka pod èarou na stranì 49).

Soubor (balík) s pomocnými de˛nicemi typù promìnných a funkcí musí obsahovat de˛nici typù redouble, element, trace a traceptr, dále de˛nice základních funkcí (s pozmìnìnými jmény) pro typ redouble, inicializaci a výstup hodnot pro promìnné typu redouble a nakonec i funkci reverse sweep. Tato funkce je naprosto stejná jako pro implementaci pøetí¿ením v kapitole 5.1.2.

Pokud program pro výpoèet hodnot funkce F pou¿ívá nìjaké podprogramy, je nutné i v tìchto podprogramech provést zmìnu typù promìnných a zmìnu jmen volaných funkcí. Nesmíme zapomenout na zmìnu v parametrech tìchto podprogramù.

Implementace zpìtného módu pomocí grafu, kterou jsme uvedli na konci kapitoly 5.1.2, lze pomìrnì snadno naimplementovat také bez pøetí¿ení operátorù a funkcí.

Pokud bychom chtìli vyhodnotit q gradientù najednou, snadno zmodi˛kujeme navr¿ené postupy { viz kapitola 5.1.2.

Jeźtì jednou na pùl cesty mezi pøetí¿ením a preprocesorem (Implementace zpìtného módu ve Fortranu 77)

Jak jsme ji¿ zmínili výźe, nìkteré programovací jazyky neumo¿òují pracovat s ukazateli nebo de˛novat nové typy promìnných. Proto popíźeme modi˛kaci implementace automatického derivování z pøedchozího odstavce, která tyto vlastnosti obejde. Opìt tedy budeme zaznamenávat jednotlivé provádìné základní operace a informace o nich ukládat do dlouhého pole, kterým na závìr projdeme odzadu a provedeme pøísluźné pøidru¿ené operace. Uvedené ukázky jsou napsané v programovacím jazyce Fortran 77.

Tøída element obsahuje pìt slo¿ek, a to v, vbar, opcode, arg1 a arg2. Pole trace tìchto elementù nahradíme pìti samostatnými poli V, VBAR, OPCODE, ARG1 a ARG2 typu REAL, REAL, INTEGER, INTEGER a INTEGER (ve stejném poøadí), ve kterých budeme uchovávat stejné hodnoty jako v jednotlivých slo¿kách promìnné typu element v poli trace. Neboli, k-tý prvek v poli trace má stejné hodnoty slo¿ek jako k-té prvky polí V, VBAR, OPCODE, ARG1 a ARG2.

Pro odkaz na konkrétní provedenou základní funkci φ_k (a s ní související údaje) budeme namísto promìnné typu redouble pou¿ívat index polí^{13}. Proto

13Vźechny hodnoty v polích, které jsou pøísluźné jedné operaci, mají stejný index.

v polích ARG1 a ARG2 budeme uchovávat právì index na prvky polí s argumenty pøísluźné základní funkce.

Pole budeme deklarovat takto.

PARAMETER (LNGARR = 1000) REAL V(LNGARR), VBAR(LNGARR) INTEGER OPCODE(LNGARR), ARG1(LNGARR), AGR2(LNGARR) INTEGER INDARR

Konstanta LNGARR (délka polí) je nìjaké velké èíslo, které má stejný význam jako hodnota VelkéÈíslo na stranì 53. Pokud bychom provádìli více základních operací ne¿ LNGARR, je potøeba tuto hodnotu zvìtźit a spustit odvozený program znovu. Promìnná INDARR znamená index prvku v polích, kam budeme zapisovat následující provádìnou základní operaci.

Zavedeme konstanty, podle kterých rozeznáme, jakou základní funkci jsme volali.

PARAMETER (EMPV = 0, CONV = 1, INDV = 2, BPLUSV = 3, * BMINUV = 4, BMULTV = 5, RECIPV = 6, ... * EXPV = 11, LNV = 12, SINV = 13, ...)

Pøede˛nujeme vźechny elementární operace, aby jejich argumenty byly indexy polí (kde jsou ulo¿eny hodnoty argumentù atd.) a aby vracely index polí, pod kterým zaznamenaly své zavolání vèetnì výsledné funkèní hodnoty. Takto pozmìnìné funkce pøejmenujeme, napøíklad funkce SIN bude novì SING. Pro jistotu budeme pole se záznamy o provedených základních operacích spolu s promìnnou INDARR pøedávat pomocí parametrù.

INTEGER FUNCTION SING (IARG1, * V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR) REAL V(LNGARR), VBAR(LNGARR) INTEGER OPCODE(LNGARR), ARG1(LNGARR), AGR2(LNGARR)

V(INDARR) = SIN (V(IARG1)) VBAR(INDARR) = 0.0 OPCODE(INDARR) = SINV ARG1(INDARR) = IARG1 SING = INDARR INDARR = INDARR + 1 END INTEGER FUNCTION BMULTG (IARG1, IARG2, * V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR) REAL V(LNGARR), VBAR(LNGARR) INTEGER OPCODE(LNGARR), ARG1(LNGARR), AGR2(LNGARR)

V(INDARR) = V(IARG1) * V(IARG2) VBAR(INDARR) = 0.0 OPCODE(INDARR) = BMULTV

ARG1(INDARR) = IARG1 ARG2(INDARR) = IARG2 BMULTG = INDARR INDARR = INDARR + 1 END Pro binární operace nade˛nujeme jeźtì funkce, kdy jeden z argumentù je konstanta nezávislá na nezávislých promìnných.^{14}

Nezapomeòme, ¿e vźechna volání základních funkcí musí být v pùvodním programu nahrazena voláním modi˛kovaných funkcí, které jsme právì zmínili.

Vźechny nezávislé promìnné, závislé promìnné a promìnné, které závisí na nezávislých a ovlivòují závislé, pøedeklarujeme na typ INTEGER, neboli index prvku polí, ve kterých o nich budou uschovávány informace.

Hodnoty nezávislých promìnných je nutné pøed zaèátkem výpoètu dosadit do polí, spolu se vźemi pøísluźnými údaji. K tomu se hodí funkce MKINDP.

INTEGER FUNCTION MKINDP (VALUE, * V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR) REAL V(LNGARR), VBAR(LNGARR) INTEGER OPCODE(LNGARR), ARG1(LNGARR), AGR2(LNGARR)

V(INDARR) = VALUE VBAR(INDARR) = 0.0 OPCODE(INDARR) = INDV MKINDP = INDARR INDARR = INDARR + 1 END Nejpozdìji po dokonèení vyhodnocení funkce F v bodì x je potøeba pøiøadit hodnoty vah —y_i na správná místa v poli VBAR, aby se mohla spustit subrutina (podprogram) RVRSWP pro zpìtný prùchod poli a vypoètení vźech pøidru¿ených hodnot. Vytvoøení subrutiny pro pøiøazení vah je snadné, proto se tím zde nebudeme zabývat. Subrutina RVRSWP mù¿e mít napøíklad následující podobu.

SUBROUTINE RVRSWP (V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR) REAL V(LNGARR), VBAR(LNGARR) INTEGER OPCODE(LNGARR), ARG1(LNGARR), AGR2(LNGARR) REAL DERIV INTEGER I DO 999, I = INDARR-1, 1, -1

IF(OPCODE(I) .EQ. CONV) THEN . . . ELSE IF(OPCODE(I) .EQ. BMULTV) THEN

14Mù¿eme postupovat i jinak. Konstantu zaznamenáme do polí jako konstantu a pak provedeme þfunkci pro dva indexyß.

VBAR(ARG1(I)) = VBAR(ARG1(I)) + VBAR(I) * V(ARG2(I)) VBAR(ARG2(I)) = VBAR(ARG2(I)) + VBAR(I) * V(ARG1(I)) ELSE IF(OPCODE(I) .EQ. SINV) THEN DERIV = COS (V(ARG1(I))) VBAR(ARG1(I)) = VBAR(ARG1(I)) + VBAR(I) * DERIV ELSE IF(OPCODE(I) .EQ. COSV) THEN . . . END IF 999 CONTINUE END Po jejím provedení jsou ji¿ v prvcích pole VBAR pøísluźejících nezávislým promìnným spoètené hodnoty po¿adovaných derivací.

Øídící sekvence (podmínky, cykly atd.) se právì popsanou transformací nemìní, s výjimkou zmìny názvu promìnných, napøíklad ABC je potøeba zmìnit na V(ABC). Pokud se v programu pro vyhodnocení funkce F pou¿ívají nìjaké podprogramy, je nutné je upravit analogickým zpùsobem. Pøitom bychom nemìli zapomenout na zmìnu v jejich parametrech. Kdybychom po¿adovali vyèíslení q gradientù najednou, zmìníme pole VBAR na dvourozmìrné a zøejmým zpùsobem upravíme související funkce, zejména RVRSWP.

Klasické pou¿ití preprocesoru

Naznaèíme jinou implementaci zpìtného módu, ve které se vyhneme polím, zato bude velmi nároèná na preprocesor. Nápad je snad vùbec nejjednoduźźí, jaký mù¿e být. Naznaèíme myźlenky, technické detaily je snadné domyslet.

Pro ka¿dou nezávislou promìnnou, závislou promìnnou a promìnnou, která závisí na nezávislých a ovlivòuje závislé, nadeklarujeme novou promìnnou, která bude mít význam pøidru¿ené promìnné. Nazveme ji jako pùvodní promìnnou, jen na zaèátek jména vlo¿íme písmeno G. Preprocesor bude èíst øádek po øádku pùvodní program a pro ka¿dou operaci bude generovat pøísluźnou pøidru¿enou operaci. Ty je vźak potøeba vkládat do nového programu odzadu. Je tøeba øádnì oźetøit podmínky a cykly { ve stejné podobì jako jsou ve vstupním programu, musí být i ve výstupním programu, jen (pøidru¿ené) operace se budou provádìt v opaèném poøadí. Díky pøepisování promìnných není zaruèené, ¿e pøi prùchodu nazpìt by výsledek testù v podmínce nebo hranice cyklù byly stejné, jako pøi pùvodním vyhodnocení funkce F v bodì x. Proto je vhodné výsledky testù a hranice cyklù uschovat a pou¿ít je v prùchodu nazpìt. Je tøeba øádnì oźetøit vstup a výstup nezávislých, závislých a pøidru¿ených promìnných. Pokud se ve vyhodnocení funkce F v bodì x volají podprogramy, je nutné i tyto podprogramy upravit pro výpoèet derivace.

Velké nároky na preprocesor jsou vyvá¿eny velmi malými re¿ijními náklady pøi bìhu odvozeného programu, narozdíl od jiných zpùsobù implementace.

Implementace pøímého módu pro Fortran 77

V tomto odstavci struènì naznaèíme implementaci pøímého módu automatického derivování, které je velmi podobné pøedchozí implementaci zpìtného módu, ve které jsme pou¿ili pìt polí.

I zde budeme pou¿ívat pole pro uchování vypoètených hodnot základních funkcí a jejich sdru¿ených promìnných. Nazveme je V a VDOT. Pøede˛nujeme (a pøejmenujme) základní funkce, aby jejich argumenty byly index prvku pole (kde jsou ulo¿eny argumenty) a vracely index prvku pole, kam ulo¿ily spoètené hodnoty. Proto¿e není nutné uchovávat výsledné hodnoty vźech základních operací (ale jen ty, které pøi výpoètu hodnoty funkce F v bodì x ukládáme do promìnných), zavedeme jeźtì dalźí dvì pole VTMP a VDOTTM, do kterých budeme ukládat hodnoty spoètené uvnitø aritmetického výrazu a tudí¿ nepotøebné po dokonèení jeho vyhodnocení. Pøi zpracování ka¿dého výrazu budeme zapisovat do tìchto polí od jejich zaèátku. Do polí V a VDOT budeme tedy ukládat pouze ty hodnoty, které se ve vyhodnocení funkce F v bodì x ukládají do promìnných. I zde je nutné pøede˛novat nezávislé promìnné, závislé promìnné a promìnné, které závisí na nezávislých a ovlivòují závislé, na typ INTEGER jako index pole. Tento návrh implementace je nutné doplnit o dalźí technické podrobnosti^{15}, které vźak nejsou slo¿ité, proto je zde neuvádíme.

5.2.3 Druhé a vyźźí derivace

V kapitole 5.1.3 jsme uvedli implementaci výpoètu druhých a vyźźích derivací pomocí pøetí¿ení operátorù a funkcí. Tato vlastnost pøetì¿ování se pou¿ívala významným zpùsobem. Pokud chceme výpoèet druhých a vyźźích derivací implementovat pomocí preprocesoru, nahradíme veźkerá pøetí¿ená volání funkcí voláním funkcí s rùznými názvy. Jejich tìla budou (a¿ na zmìnìná pøípadná volání) stejná jako pøi implementaci pøetì¿ováním. De˛nice typù promìnných se také nezmìní.

Závìrem poznamenejme, ¿e lze vytváøet rùzné kombinace navr¿ených postupù pro výpoèet druhých i vyźźích derivací. Na základì zmínìných vlastností není tì¿ké takové kombinace promyslet a pøipravit.

Napøíklad, popsanou implementaci zpìtného módu ve Fortranu 77 na stranách 63 a¿ 66 lze velmi snadno upravit, aby poèítala i druhé derivace, pokud se inspirujeme postupem navr¿eným v kapitole 4.1. Staèí toti¿ pouze zavést dvì nová pole VDOT (pole sdru¿ených promìnných _v_i) a VBARDT (pole sdru¿ených promìnných k pøidru¿eným promìnným, _—v_i) a pozmìnit ji¿ jednou pozmìnìné základní funkce (aby nyní kromì spoètení své hodnoty a zaznamenání se provedly také spoètení sdru¿ených hodnot) a také subrutinu RVRSWP (aby vyhodnocovala i sdru¿ené pøidru¿ené promìnné).

15Napøíklad je tøeba zaøídit, aby základní funkce vìdìla, s jakými poli má pracovat { zda s V,

VTMP, VDOT nebo VDOTTM.

Shrnutí kapitoly 5

Naznaèili jsme nìkolik základních myźlenek a nápadù k implementaci automatického derivování. V ¿ádném pøípadì tento výèet není úplný { pøesvìdèili jsme se, ¿e lze neustále nacházet nové zpùsoby a cesty vedoucí k rùzným modi˛kacím a zlepźením. Implementace automatického derivování je ostatnì v¿dy závislá na vlastnostech konkrétního systému a pou¿itém programovacím jazyce. Ani proto nemù¿e být výklad úplný.

Kapitola 6

Dalźí vlastnosti, poznámky a zlepźení

V této kapitole uvedeme nìkolik zajímavých postøehù a dalźích rozźíøení metod automatického derivování. V kapitole 6.1 omezíme pou¿ívání zásobníku pro uchovávání informací o provedených základních operacích ve zpìtném módu. V kapitole 6.3 odvodíme metody automatického derivování pro øídké Jacobiho a Hessovy matice. Závìrem se zmíníme o výpoètu tøetích a vyźźích derivací a také o po¿adavku spojitosti základních funkcí a¿ do øádu d.

6.1 Omezení pou¿ívání zásobníku

Ve zpìtném módu automatického derivování je hodnota v_i pøed spoètením základní funkce v_i = φ_i(u_i) ulo¿ena na zásobník a pozdìji je z nìj vyzvednuta, dokonce i pro velmi jednoduché operace. Ve srovnání s rychlým provedením nìkterých základních operací mohou operace se zásobníkem trvat velmi dlouho.^1 Zamysleme se nyní nad tím, jak a kdy je mo¿né sní¿it poèet odkládaných (a obnovených) promìnných na zásobníku.

Za tímto úèelem nám velmi dobøe poslou¿í následující pøíklad. Uva¿ujme funkci f(x) = exp(x_1 ∗ x_n) + n∑ i=2 x_i ∗ x_{n−i+1}. (6.1)

Její vyhodnocovací procedura a druhá èást pøidru¿ené vyhodnocovací procedury získané nasèítávaným zpìtným módem automatického derivování^2 jsou uvedeny na obrázku 6.1.

Pøitom pøedpokládáme, ¿e &v_1 = &v_i a &—v_1 = &—v_i pro i = 2, . . . n + 1, neboli vźechna v_i, resp. vźechna —v_i pro i = 1, . . . , n + 1 sdílí spoleèné umístìní v pamìti. Bez toho by výźe uvedené vyhodnocovací procedury nedávaly správné výsledky. Tvrdíme, ¿e uvedená pøidru¿ená vyhodnocovací procedura, i kdy¿ neobsahuje ¿ádnou práci se zásobníkem, dává stejné výsledky v_i a —v_i, i = 1 − n, . . . , n + 1 jako

1Zále¿í ale na implementaci zásobníku a na konkrétní architektuøe poèítaèe. 2Pøidru¿ená vyhodnocovací procedura je pøidru¿ený soupis operací, který jsme pøepsali napøíklad pomocí cyklù do pøehlednìjźího tvaru.

originální vyhodnocovací procedura for i = 1 . . . n v_{i−n} = x_i v_1 = v_0 ∗ v_{1−n} v_2 = exp(v_1) for i = 2 . . . n

v_{i+1} = v_{i+1} + v_{1−i} ∗ v_{i−n} y = v_{n+1} pøidru¿ená vyhodnocovací procedura (2. èást) —v_{n+1} = —y for i = n . . . 2

—v_{1−i} = —v_{1−i} + —v_{i+1} ∗ v_{i−n} —v_{i−n} = —v_{i−n} + —v_{i+1} ∗ v_{1−i} v_{i+1} = v_{i+1} − v_{1−i} ∗ v_{i−n} —v_1 = —v_2 ∗ v_2 —v_0 = —v_0 + —v_1 ∗ v_{1−n} —v_{1−n} = —v_{1−n} + —v_1 ∗ v_0 for i = n . . . 1 —x_i = —v_{i−n}

Obr«azek 6.1: Vyhodnocovací procedura a druhá èást pøidru¿ené vyhodnocovací procedury pro funkci f(x) z kapitoly 6.1

pøidru¿ený soupis operací, který bychom získali nasèítávaným zpìtným módem automatického derivování pøi pou¿ití zásobníku. Dùvodem je to, ¿e v_i, i ≥ 2 jsme spoèetli na cestì zpìt postupným odeèítáním souèinù od celkového souètu y a v_1 není pro výpoèet pøidru¿eného soupisu operací potøeba.

Obecnìji lze øíci, ¿e pro nìkteré základní funkce (napø. exponenciálu v_2 = exp(v_1)) nepotøebujeme v pøidru¿ené operaci znát hodnotu argumentu (v_1), ale výslednou hodnotu (v_2). Naopak pro nìkteré jiné základní funkce, napøíklad násobení v_1 = v_0 ∗ v_{1−n}, musíme v jejich pøidru¿ené operaci znát hodnoty argumentù (v_0, v_{1−n}), kde¿to výsledná hodnota této základní operace je pro nás zbyteèná (v_1). Toté¿ platí pro operaci v = v +u ∗w, kde ani hodnota starého v (pøed pøepsáním), ani hodnota nového v (po pøepsání) nemusí být uschována, proto¿e její závislost je pouze lineární.

Uvedené poznatky a jednoduché úvahy mù¿eme shrnout do pravidla, ¿e promìnné v_i jsou potøebné ve druhé èásti pøidru¿eného soupisu operací, pokud jsou výsledkem napøíklad základní funkce pøevrácená hodnota, mocnina nebo exponenciála; nebo pokud se vyskytují jako nelineární argument v nìkteré základní funkci.

Jednoduchý zpùsob, jak popsaný výbìr naprogramovat, je pøipojit ke ka¿- dému místu v pamìti pro v_i pøíznak, který charakterizuje nutnost ulo¿ení pøísluźné hodnoty na zásobník, pokud by mìla být pøepsána. Tento pøíznak mù¿e být nastaven pøi spoètení hodnoty základní funkce nebo pozdìji pøi jejím pou¿ití jako (nelineární) argument v jiné základní funkci.

Ve zmínìné pøidru¿ené vyhodnocovací proceduøe jsme potøebnou hodnotu v_2 spoèetli postupným odèítáním pøísluźných souèinù od celkového souètu. Vlastnì jsme provádìli inverzní výpoèet. Bohu¿el, pøi pou¿ití tohoto pøístupu (nejen v tomto pøípadì) mohou vzniknout významné zaokrouhlovací chyby.

Tyto chyby nemohou vzniknout, pokud se pro výpoèet hodnot v_i ve druhé èásti pøidru¿eného soupisu operací pou¿ije stejný postup jako v pùvodním výpoètu, tj. v první èásti pøidru¿eného soupisu operací. V naźem pøíkladì tak nemusíme v cyklu provádìt operaci v_{i+1} = v_{i+1} − v_{1−i} ∗ v_{i−n}, ale tìsnì po jeho skonèení spoèteme v_1 = v_0 ∗ v_{1−n} a v_2 = exp(v_1). Tím jsme eliminovali mo¿ná zaokrouhlování a zrychlili prùbìh, pokud n je velké.

Proto je nutné, abychom pro ka¿dou promìnnou v_i urèili, jak s ní nakládat. Máme ètyøi mo¿nosti:

1. Promìnná není potøeba ve druhé èásti pøidru¿eného soupisu operací.

2. Promìnná je ulo¿ena na zásobník.

3. Promìnná je ve druhé èásti spoètena pomocí inverzní funkce.

4. Promìnná je ve druhé èásti spoètena stejnì jako v první èásti.

Pro výbìr nejlepźí strategie je nutná globální znalost celého soupisu operací. Je otázkou, nakolik se vyplatí navrhované pøístupy implementovat a pou¿ívat kvùli nákladùm, které tím vzniknou navíc. Rozumnìjźí pøístup se zdá být ulo¿it na zásobník vźechno to, co se pøi zpìtném prùchodu mù¿e jen trochu hodit.

Dalźí zpùsoby, kterými je mo¿né sní¿it mno¿ství hodnot ukládaných na zásobník, lze nalézt napøíklad v [4].

6.2 Dvakrát provedený zpìtný mód na lineární funkce

Uva¿ujme základní operace v = v ∗ c, resp. v = v + c · u, kde c je konstanta nezávislá na vstupních datech. Pøísluźné pøidru¿ené operace pøi nasèítávaném zpìtném módu jsou

—v = —v ∗ c, resp. —u = —u + c · —v.

Vidíme, ¿e v prvním pøípadì jsme dostali pøesnì stejnou operaci, jen s promìnnou —v. Ve druhém pøípadì jsme dostali operaci stejného tvaru, která by po jeźtì jednom provedení nasèítávaného zpìtného módu a po substituci v = —v a u = —u byla stejná jako pùvodní operace. Pro funkci slo¿enou pouze z tìchto základních funkcí budou platit analogické vlastnosti.

Pøedpokládejme, ¿e máme nìjakou metodu pro øeźení soustavy lineárních rov- nic Ay = x s regulární matici A ∈ R^{n×n} . Tedy y = F (x) = A^{−1}x. Aplikací nasèítávaného zpìtného módu dostáváme

—x = —x + —F (x, —y) = —x + —yA^{−1}, kde —x a —y jsou øádkové vektory délky n. Pokud byl na poèátku vektor —x vynulován, vyøeźili jsme tím systém lineárních rovnic

A^T —x^T = —y^T .

Uvìdomme si, ¿e jsme pøitom nepoèítali ani transpozici ani jakoukoli inverzní matici. Pokud bychom aplikovali nasèítávaný mód jeźtì jednou, dostaneme opìt výsledek A^{−1} —x, v tomto pøípadì vźak pøièítaný do promìnné —y. Neboli —y = —y + A^{−1} —x.

6.3 Vyu¿ití øídkosti Jacobiho a Hessovy matice pøi jejich výpoètu

V kapitole 3 a 4 jsme odvodili základní metody automatického derivování. Pro výpoèet celé Jacobiho matice je vhodné pou¿ít pøímý mód (pokud n ≤ m) nebo zpìtný mód (pokud n > m). Pomìr èasù pro výpoèet F^′(x) a F (x) je za této situace zhruba roven nejvýźe c min(n, m).

Existuje celá øada modi˛kací, které sni¿ují náklady pro výpoèet derivace. Bývají zalo¿eny na vyu¿ití øídkosti Jacobiho nebo Hessovy matice nebo na struktuøe (postupu výpoètu) derivované funkce. V této kapitole uvedeme dvì z tìchto modi˛kací. První z nich bude dynamická, která bude strukturu výpoètu F (x) (resp. øídkost F^′(x)) analyzovat pøímo pøi vyhodnocování derivace a podle toho provádìt dalźí operace. Druhá modi˛kace bude statická, její¿ prùbìh bude pevnì urèen ji¿ pøi kompilaci. Následující odstavce si z dùvodu znaèné rozsáhlosti tématu nekladou za cíl být detailním výkladem. Dalźí podrobnosti lze najít napøíklad v [4].

6.3.1 Dynamické vyu¿ití øídkosti

Nejprve zavedeme potøebné oznaèení. Mno¿inu indexù tìch nezávislých promìnných x_j , které netriviálnì ovlivòují hodnotu v_i, budeme znaèit X_i. Tedy X_i = {j ≤ n; j − n ≺^∗ i} pro i = 1 − n, . . . , l. (6.2) Je zøejmé, ¿e X_{j−n} = {j} pro j = 1, . . . , n a také X_k = ⋃ j≺k X_j pro k = 1, . . . , l. Jistì platí {j ≤ n; ∂v_k ∂x_j ≠ 0} ⊆ X_k. Snadno lze také ukázat, ¿e pokud vźechny základní funkce φ_j jsou unární nebo binární, pak |X_i| ≤ i + 1 pro i = 1, . . . , l.

Výraz |X_i| znamená poèet prvkù mno¿iny X_i. Analogicky de˛nujme Y_k jako mno- ¿inu indexù závislých promìnných y_i, které jsou netriviálnì ovlivòovány promìnnou v_k. Neboli Y_k = {i ≤ m; k ≺^∗ l − m + i} pro k = 1 − n, . . . , l. (6.3) Analogicky i zde platí, ¿e Y_j = {j − l + m} pro j = l − m + 1, . . . , l a také Y_k = ⋃ j≻k Y_j pro k = 1 − n, . . . , l − m. Je rozumné pøedpokládat, ¿e ka¿dá promìnná v_i závisí na nìjaké nezávislé a ovlivòuje nìjakou závislou promìnnou. Neboli pro i = 1 − n, . . . , l aż platí X_i ≠ ∅ a Y_i ≠ ∅. Z de˛nice X_i a Y_i je snadné odvodit, ¿e j ≺^∗ i =⇒ X_j ⊆ X_i a Y_j ⊇ Y_i. Jinak øeèeno, ka¿dé X_k je obsa¿eno v nìjaké X_{l−m+i} a ka¿dé Y_k je obsa¿eno v nìjaké Y_{j−n} . Mù¿eme tedy korektnì psát a zároveò oznaèit ^n = max_{1≤i≤m} p_i = max_{1≤i≤l} |X_i| (6.4) a také ^m = max_{1≤i≤n} q_i = max 1−n≤i≤l−m |Y i|, (6.5) kde p_i = |X_{l−m+i}| a q_i = |Y_{i−n}|. Tyto hodnoty ^n, resp. ^m lze interpretovat jako maximální poèet nenulových prvkù v ka¿dém øádku, resp. sloupci Jacobiho matice F^′(x). Dále nade˛nujeme hodnoty —n a —m, které se spolu s hodnotami ^n a ^m budou objevovat v odhadech slo¿itosti výpoètu Jacobiho matice.

—n = ∑_l k=1 |X_k|T IME{eval(φ_k)} ∑_l k=1 T IME{eval(φ_k)} . (6.6) Toto èíslo —n (average domain size) je vlastnì vá¿ený prùmìr hodnot |X_k| (velikostí (dimenzí) de˛nièního oboru^3 funkce v_k(x)) s vahami T IME{eval(φ_k)} a které obecnì není pøirozené èíslo. Lze ho také interpretovat jako pøevrácenou hodnotu míry vzájemné nezávislosti závislých promìnných. Je ihned vidìt, ¿e také platí —n ≤ ^n ≤ n. Analogicky de˛nujme vá¿ený prùmìr hodnot |Y_k | jako

—m = ∑_l k=1 |Y_k|T IME{eval(φ_k)} ∑_l k=1 T IME{eval(φ_k)} . (6.7)

3Nepøesná formulace, ale pro názornou pøedstavu u¿iteèná.

Tuto hodnotu —m (average range size) lze interpretovat jako míra provázanosti závislých promìnných vzhledem k nezávislým promìnným. Dále platí —m ≤ ^m ≤ m. Nyní ji¿ mù¿eme pøedvést algoritmy pro výpoèet prvních a druhých derivací za pou¿ití mno¿in X_i a Y_i.

Pøímý mód

Poèítejme Jacobiho matici _Y = _F (x, _X) = F^′(x)· _X pro _X = I_n pomocí soupisu operací na obrázku 3.1, který mírnì upravíme. Skaláry _v_i nahradíme vektory _V_i délky n. Pokud j ∈ X_i, pak j-tá komponenta _V_{i,j} vektoru _V_i mù¿e být nenulová. Pokud j ∉ X_i, nutnì _V_{i,j} = 0. Tak dostáváme soupis operací pro výpoèet øídké Jacobiho matice, který je uveden na obrázku 6.2.

v_{i−n} = x_i X_{i−n} = {i} _V_{i−n,i} = 1 } i = 1, . . . , n v_i = φ_i(u_i) X_i = ∪_{k≺i} X_k _V_{i,j} = ∑_{k≺i} c_{ik} · _V_{k,j} pro j ∈ X_i } i = 1, . . . , l y_{m−i} = v_{l−i} _Y_{m−i} = _V_{l−i} } i = m − 1, . . . , 0

Obr«azek 6.2: Pøímým módem automatického derivování odvozený soupis operací pro výpoèet øídké Jacobiho matice

Poznamenejme, ¿e toto není aditivní úkol. Lze ukázat, ¿e pro vyhodnocení Jacobiho matice F^′(x) podle soupisu operací na obrázku 6.2 platí T IME{eval(F^′)} ≤ (1 + 2—n)T IME{eval(F )}. Pokud se ji¿ nepotøebné promìnné v_i vzájemnì pøepisují, toté¿ mohou provádìt pøísluźné vektory _V_i a mno¿iny X_i. (Podmínku pøímé kompatibility pøedpokládáme ale splnìnou.)

Zpìtný mód

Pozmìníme soupis operací na obrázku 3.5, aby efektivnì vyhodnocoval øídké Jacobiho matice { mno¿iny Y_i vyu¿ijeme pro indikaci, kterou hodnotou se zabývat. Tak spoèítáme —X = —F (x, —Y) = —Y · F^′(x) pro —Y = I_m. Skaláry —v_i nahradíme vektory —V_i. Jeho j-tá komponenta —V_{i,j} mù¿e být nenulová pouze tehdy, kdy¿ j ∈ Y_i.

Y_i = ∅ —V_i = 0 } i = 1 − n, . . . , l v_{i−n} = x_i } i = 1, . . . , n v_i → S v_i = φ_i(u_i) } i = 1, . . . , l y_{m−i} = v_{l−i} } i = m − 1, . . . , 0 Y_{l−i} = {m − i} —V_{l−i,m−i} = 1 } i = 0, . . . , m − 1 v_i ← S Y_j = Y_j ∪ Y_i —V_{j,k} = —V_{j,k} + c_{ij} · —V_{i,k} pro k ∈ Y_i } j ≺ i i = l, . . . , 1 Y_i = ∅ —V_i = 0 —X_i = —V_{i−n} } i = 1, . . . , n

Obr«azek 6.3: Nasèítávaným zpìtným módem automatického derivování odvozený soupis operací pro výpoèet øídké Jacobiho matice

Tak dostáváme soupis operací pro výpoèet øídké Jacobiho matice, který je uveden na obrázku 6.3.

Lze ukázat, ¿e pro tento úkol platí T IME{eval(F^′)} ≤ (1 + 3 —m)T IME{eval(F )}. Upozornìme vźak na to, ¿e do tohoto odhadu (ani do odhadu pro pøímý mód v pøedcházejícím odstavci) nejsou zahrnuty náklady operací s mno¿inami X_i a Y_i, které mohou výsledek negativnì ovlivnit. Pokud program pro vyhodnocení F (x) neobsahuje ¿ádné vìtvení, lze mno¿iny X_i a Y_i urèit pøi kompilaci a tak napevno naprogramovat úpravy pro vyhodnocení øídké Jacobiho matice pro jeden konkrétní pøípad. Výsledky mohou být velmi zajímavé. Pokud se ji¿ nepotøebné promìnné v_i vzájemnì pøepisují, toté¿ mohou provádìt pøísluźné vektory —V_i a mno¿iny Y_i. (Podmínku pøímé kompatibility pøedpokládáme ale splnìnou.)

Druhé derivace

Soupis operací pro výpoèet druhých derivací na obrázku 4.1 lze upravit podobným zpùsobem, jaký jsme naznaèili v pøedcházejících dvou odstavcích. Dostaneme tak soupis operací, jeho¿ první èást je toto¿ná se soupisem operací na obrázku 6.2. Ve druhé èásti sestavujeme mno¿iny —X_i, které charakterizují, jaké prvky vektoru (∂—v_i/∂x_j )_{j=1,...,n} jsou nenulové a je s nimi tøeba poèítat. Pøitom je zvláźtní pozornost upøena na operace násobení a nelineární operace, pro které je druhá derivace nenulová. Ukázky soupisù operací a dalźí podrobnosti lze najít v [4].

Popsali jsme, jak lze sní¿it pomìr èasu výpoètu Jacobiho matice F^′(x) vzhledem k èasu výpoètu F (x) a¿ na zhruba c min(—n, —m). Díky èasté manipulaci s indexovými mno¿inami X_i a Y_i je vźak na místì otázka, jestli se to vùbec vyplatí.

6.3.2 Statické vyu¿ití øídkosti

V této kapitole popíźeme modi˛kaci automatického derivování, pomocí které lze velmi rychle spoèíst øídkou Jacobiho nebo Hessovu matici. Tento zpùsob budeme nazývat maticovou kompresí. Narozdíl od pøedcházející kapitoly vźak potøebujeme pøedem znát mno¿iny X_{l−m+i} pro i = 1, . . . , m nebo Y_{j−n} pro j = 1, . . . , n (v závislosti na druhu komprese). To není pøíliź omezující, proto¿e strukturu Jacobiho matice (èili mno¿iny X_{l+m−i} a Y_{j−n}) alespoò tuźíme.^4 Nejprve popíźeme øádkovou maticovou kompresi, pozdìji naznaèíme její pøesnou analogii, sloupcovou maticovou kompresi. Dále uká¿eme kombinovanou øádkovou a sloupcovou maticovou kompresi. Nakonec se zmíníme o maticové kompresi pøi výpoètu druhých derivací.

Øádková maticová komprese

Uva¿ujme matici S ∈ R^{n×p}. Dosadíme-li _X = S (tedy matice smìrù), pøímým módem automatického derivování spoèteme B = F^′(x) · S ∈ R^{m×p}. Oznaèíme-li e_i jako i-tý vektor kartézské báze v R^m, pro i-tý øádek matice B platí

b^T_i = e^T_i · B = e^T_i · F^′(x) · S = ∇F_i(x) · S ∈ R^p. (6.8)

Odvodíme podmínky, za kterých lze (pro ka¿dé i = 1, . . . , n) ze spoèteného vektoru b^T_i zrekonstruovat i-tý øádek Jacobiho matice F^′(x), tj. gradient i-té slo¿ky funkce F v bodì x.

Nutnou podmínkou je, aby délka p vektoru b_i nebyla menźí ne¿ poèet neznámých hodnot^5 v i-tém øádku Jacobiho matice F^′(x). Po¿adujeme tedy p ≥ p_i = |X_{l−m+i}|. (6.9) Chceme zrekonstruovat celou matici F^′(x) pomocí stejné matice S, tak¿e vztah (6.9) po¿adujeme splnìný pro ka¿dé i = 1, . . . , m. Neboli chceme, aby platilo p ≥ ^n, kde ^n = max_{1≤i≤m} |X_{l−m+i}| je de˛nováno v (6.4).

4Je rozumné pøistupovat k problému struktury Jacobiho matice opatrnì. Pokud si nejsme jistí nulovostí nebo nenulovostí urèitého prvku, pova¿ujme ho radìji za nenulový.

5Nepøesnì mù¿eme øíci þnenulových hodnotß.

Pro jednoduchost budeme dále znaèit matici F^′(x) jako A. Strukturu i-tého øádku Jacobiho matice F^′(x) charakterizuje indexová mno¿ina X_{l−m+i}. Pøepíźeme vztah (6.8) { vynecháme èleny, které nutnì musí být kvùli øídkosti nulové. Pro i = 1, . . . , m tak dostáváme

b^T_i = e^T_i · A · S = a^T_i · S_i, (6.10) kde a_i = (e^T_i · A · e_j )_{j∈Xl}�_{m+i} ∈ R^{pi} (6.11) a S_i = (e^T_j · S)_{j∈Xl}�_{m+i} ∈ R^{pi×p} (6.12)

a kde e_i je i-tý vektor kartézské báze^6.

Tím jsme dostali soustavu p lineárních rovnic

S^T_i · a_i = b_i (6.13)

pro p_i neznámých a_i. Proto¿e p_i ≤ p, je tato soustava pøeurèená; díky (6.8) je ale jistì konzistentní. Hodnoty a_i budeme moci jednoznaènì spoèíst, bude-li vźech p_i sloupcù matice S^T_i lineárnì nezávislých. Budeme tedy volit takovou S, aby byl tento po¿adavek splnìn. Podotknìme, ¿e pro rekonstrukci celé Jacobiho matice musíme vyøeźit m takových soustav lineárních rovnic.

Nyní uvedeme nìkolik mo¿ností, jak volit matici S.

CPR metoda pro volbu matice S (Curtis, Powell, Reid) Oznaèíme zobrazení c : {1, . . . , n} −→ {1, . . . , p} takové, ¿e pro ka¿dé j, k ≤ n platí Y_{j−n} ∩ Y_{k−n} ≠ ∅ =⇒ c(j) ≠ c(k). (6.14) Toto zobrazení rozdìluje sloupce Jacobiho matice F^′(x) do p skupin podle pøísluźnosti do mno¿iny c^{−1}(i) pro jednotlivá i = 1, . . . , p. Ka¿dé skupinì pøiøadíme barvu i. Po¿adavek (6.14) mimo jiné znamená, ¿e pokud j a k patøí do stejné skupiny (mají stejnou barvu), pak v ¿ádném øádku matice F^′(x) nemù¿e být nenulový prvek v j-tém a zároveò v k-tém sloupci.

Oznaème G_c = (V_c, E_c) neorientovaný graf, jeho¿ vrcholy jsou V_c = {1, . . . , n} a pro jeho¿ hrany platí (j, k) ∈ E_c ⇐⇒ Y_{j−n} ∩ Y_{k−n} ≠ ∅. Lze ukázat, ¿e nalezení zobrazení c je ekvivalentní úloze obarvit vrcholy grafu G_c tak, aby ¿ádné dva vrcholy spojené hranou nemìly stejnou barvu. Chceme,

6Velikosti vektorù e_i jsou takové, aby vźechny vztahy výźe uvedené dávaly smysl. Pro pøehlednost je radìji neuvádíme.

aby poèet barev byl co nejmenźí (vzápìtí uvidíme proè). Minimální mo¿ný poèet barev p, kterými lze graf obarvit, se nazývá chromatické èíslo χ(G_c) grafu G_c (chromatic number) a jeho urèení je velmi tì¿ké. Existují heuristické algoritmy pro urèení nepatrnì vyźźích hodnot ne¿ χ(G_c). Tyto jsou pro naźe úèely dostateèné.

Volme matici S zpùsobem S = ( e^T_{c(j)} ) j=1,...,n ∈ R n×p, (6.15) kde e_i je i-tý vektor kartézské báze v R^p. Submatice S_i de˛novaná vztahem (6.12) má tvar S_i = ( e^T_{c(j)} ) j∈Xm�l+i ∈ R pi×p. (6.16) Ka¿dý øádek matice S_i obsahuje právì jednu jednièku, ostatní hodnoty jsou nulové. Sporem se vztahem (6.14) lze snadno ukázat, ¿e ka¿dý sloupec matice S_i obsahuje nejvýźe jednu jednièku, ostatní hodnoty jsou opìt nuly. Proto má soustava (6.13) jediné øeźení

a_{i,j} = e^T_i · A · e_j = e^T_i · B · e_{c(j)} = b_{i,c(j)}. (6.17)

Neboli ka¿dý nenulový prvek Jacobiho matice F^′(x) = A lze najít mezi nenulovými prvky matice B.

NR metoda pro volbu matice S (Newsam, Ramsdell) Volme matici S zpùsobem S = ( λ^{k−1}_j )_{k=1,...,p} j=1,...,n ∈ R n×p (6.18)

pro p = ^n. Odtud S_i = ( λ^{k−1}_j )_{k=1,...,p} j∈Xl�m+i ∈ R pi×p. (6.19) Abychom dostali jediné øeźení a_i, musí mít matice S_i maximální hodnost. K tomu staèí, aby (pro ka¿dé i = 1, . . . , m) vźech p_i hodnot λ_j (pro j ∈ X_{l−m+i}) bylo navzájem rùzných. Lze volit napøíklad

λ_j = 2 j − 1 n − 1 − 1 pro j = 1, . . . , n. Pokud je n pøíliź velké, mohou být hodnoty λ_j pøíliź blízké. Proto je rozumné volit λ_j = μ_{c(j)} pro navzájem rùzné hodnoty μ_k , k = 1, . . . , χ(G_c), a pro þobarvujícíß funkci c de˛novanou vztahem (6.14). Potom má matice S_i opìt maximální hodnost.

K vyøeźení soustavy (6.13) s volbou matice S podle (6.18) je zapotøebí pouze 2.5p^2_i operací, jak je ukázáno v [8]. Bohu¿el, v tomto pøípadì èíslo podmínìnosti matice ^S_i roste exponenciálnì s její velikostí.^7

7Matici S_i rozdìlíme: prvních p_i sloupcù oznaèíme jako matici ^S_i a zbývajících p−p_i sloupcù oznaèíme jako matici ~S_i. Neboli S_i = ( ^S_i, ~S_i).

Oznaème T_k Èebyźevùv polynom stupnì k na intervalu [−1; 1]. Pak lze matici S polo¿it také jako S = ( T_{k−1}(μ_{c(j)}) )_{k=1,...,p} j=1,...,n ∈ R n×p. (6.20) Pøi této volbì je èíslo podmínìnosti mnohem menźí ve srovnání s (6.18), ale soustavu (6.13) ji¿ nelze øeźit tak levnì. Sloupcová maticová komprese Pomocí zpìtného módu automatického derivování umíme spoèítat matici C^T = W^T · F^′(x) ∈ R^{q×n} pro W ∈ R^{m×q} .

Vźechny vztahy odvozené v pøedcházejících odstavcích pro øádkovou maticovou kompresi mù¿eme tedy aplikovat na matici (F^′(x))^T = A^T ∈ R^{n×m}.

Analogicky tedy de˛nujme zobrazení d : {1, . . . , m} −→ {1, . . . , q}, aby pro ka¿dé j, k ≤ m platilo X_{l−m+j} ∩ X_{l−m+k} ≠ ∅ =⇒ d(j) ≠ d(k). V tomto pøípadì bychom barvili graf G_r = (V_r, E_r ) s vrcholy V_r = {1, . . . , m} a hranami E_r , pro které platí (j, k) ∈ E_r ⇐⇒ X_{l−m+j} ∩ X_{l−m+k} ≠ ∅. Oznaème e_i jako i-tý vektor kartézské báze pro R^q. Pak CPR metoda dává W = ( e^T_{d(j)} ) j=1,...,m ∈ R m×q, zatímco NR metodou dostáváme pro q = ^m W = ( μ^{k−1}_{d(j)} )_{k=1,...,q} j=1,...,m , respektive W = ( T_{k−1}(μ_{d(j)}) )_{k=1,...,q} j=1,...,m . Soustavy lineárních rovnic, které je nutné øeźit, mají tvar W^T_j · a_j = c_j = C^T · e_j ∈ R^q, kde a_j = (e^T_k · A · e_j )_{k∈Yj}�_n ∈ R^{qi} a W_j = (e^T_k · W )_{k∈Yj}�_n ∈ R^{qi×q}. Dalźí úvahy a vlastnosti platí analogicky jako pøi øádkové kompresi.

Kombinovaná øádková a sloupcová maticová komprese

Ani øádková ani sloupcová maticová komprese nepomù¿e v pøípadì Jacobiho matice tvaru

F^′(x) = A =

δ_1 0 0 α_1 0 δ_2 0 α_2 ... . . 0 0 δ_{n−1} α_{n−1} β_1 β_2 . . . β_{n−1} δ_n ,

proto¿e n = ^n = χ(G_c) = χ(G_r) = ^m = m. Naproti tomu vźak

A · 1 0 1 0 . . . . 1 0 0 1 = δ_1 α_1 δ_2 α_2 . . . . δ_{n−1} α_{n−1} ∑_{n−1} i=1 β_i δ_n a zároveò ( 0 0 . . . 0 1 ) · A = ( β_1 β_2 . . . β_{n−1} δ_n ) . Jak vidíme, ve tøech vektorech derivací^8 jsou ulo¿eny vźechny nenulové prvky Jacobiho matice F^′(x).

Chtìli bychom tedy obecnì najít postup, jak sestrojit matice S ∈ R^{n×p} a

W ∈ R^{m×q}, aby se z matic B = A · S ∈ R^{m×p} a C = A^T · W ∈ R^{n×q} daly

zrekonstruovat nenulové prvky matice A. Navíc tak, aby souèet p + q byl co nejmenźí.

Struènì naznaèíme jeden postup pro získání matic S a W a hodnot p a q. Podrobnosti lze najít napøíklad v [4], [7] nebo [9]. Uva¿ujme Jacobiho matici A = F^′(x), respektive její permutaci A = Q · F^′(x) · P . Matici A rozdìlíme na blokovì dolní trojúhelníkovou matici A_r a blokovì horní trojúhelníkovou matici A_c = A − A_r tak, aby matice A_r obsahovala poslední blokový øádek matice A. Poznamenejme, ¿e bloky tìchto matic nemusí být nutnì ètvercové. Matici S zvolíme jako matici pro kompresi a následnou rekonstrukci matice A_r, matici W pro kompresi a následnou rekonstrukci matice A_c.^9 Automatickým derivováním spoèteme matice B = A · S a C = A^T · W . Proto¿e poslední blokový øádek matice B nezávisí na matici A_c, lze z nìj zrekonstruovat poslední blokový øádek matice A_r, tedy i A. Potom opravíme hodnotu matice C (zhruba øeèeno, od matice C odeèteme ztransponovaný poslední blokový øádek matice A vynásobený zprava W ) a vyhodnotíme poslední blokový sloupec matice A_c. Dál postupujeme analogicky { upravíme hodnotu B a spoèteme pøedposlední blokový øádek A_r, upravíme C a spoèteme pøedposlední blokový sloupec A_c atd. Tímto zpùsobem spoèteme celou matici A. Podle pou¿ité metody komprese, hodnota p (resp. q)

8Dva vektory derivací jsme získali pøímým módem a jeden vektor zpìtným módem automatického derivování.

9Lze napøíklad pou¿ít CPR nebo NR metodu.

mù¿e být buï chromatické èíslo grafu G_{c,Ar} (resp. G_{r,Ac} ) pøísluźného matici A_r (resp. A_c) nebo maximální poèet nenulových èíslic ve vźech øádcích matice A_r (resp. sloupcích matice A_c).

Ve [4] a [9] je popsán algoritmus pro nalezení matic A_r a A_c a hodnoty q pro zadané p, resp. nalezení hodnoty p pro zadané q. Dále jsou v tìchto knihách uvedeny rady a postupy pro optimální výbìr kombinace hodnot p a q.

Výpoèet druhé derivace pomocí maticové komprese

Øídkost (struktura) Jacobiho matice F^′(x) ovlivòuje i strukturu (øídkost) tenzoru druhých derivací F^{′′}(x). Proto matice S a W , pomocí kterých poèítáme kompresi

F^′(x), lze pou¿ít i pro výpoèet komprese F^{′′}(x) a následnì celé F^{′′}(x).

Napøíklad, i-tá slo¿ka F_i funkce F závisí pouze na tìch x_j , pro které j ∈ X_{l−m+i}. Proto vźechny nenulové prvky Hessovy matice F^{′′}_i (x) jsou obsa¿eny v matici ^F ′′_i (x) = ( ∂^2F_i ∂x_k∂x_j (x) )_{j∈Xl}�_{m+i} k∈Xl�m+i ∈ R^{pi×pi} . De˛nujme S_i stejnì jako v pøedchozích odstavcích, tj. vztahem (6.12). Výraz S^T · F^{′′}_i (x) · S = S^T_i · ^F^{′′}_i (x) · S_i lze spoèíst pomocí automatického derivování popsaného v kapitole 4. Z tohoto výrazu je ji¿ mo¿né urèit matici ^F^{′′}_i (x), resp. celou F^{′′}_i (x).

Naznaèíme jeźtì jeden zpùsob výpoètu F^{′′}(x) maticovou kompresí. Pro j = 1, . . . , n oznaème

F^{(j)} = ∂F^′ ∂x_j (x) ∈ R^{m×n}. Automatickým derivováním mù¿eme pro i = 1, . . . , q a k = 1, . . . , p spoèíst vektory w^T_i · F^{′′}(x) · s_k , ze kterých sestavíme

W^T · F^{(j)}(x) · S pro j = 1, . . . , n.

Z tìchto hodnot mù¿eme díky struktuøe F^{(j)}(x) zrekonstruovat matice F^{′′}_i (x) · S a odtud ji¿ F^{′′}_i (x) pro i = 1, . . . , m. Podrobnosti o tìchto metodách lze nalézt napøíklad v [4].

Poznamenejme, ¿e urèení hodnoty ^n, resp. ^m (pro NR metodu) je mnohem snazźí ne¿ urèení chromatického èísla χ(G_c), resp. χ(G_r) nebo jeho aproximace (pro CPR metodu). Na druhou stranu, pøi dekompresi v pøípadì NR metody musíme øeźit soustavy lineárních rovnic pro rekonstrukci matice A.

Jak se zmiòuje mnoho autorù, náklady pro dekompresi spoètené matice jsou vzhledem k nákladùm na její spoètení velmi malé.

Dynamické vyu¿ití øídkosti Jacobiho matice, které jsme popsali v kapitole 6.3.1, se zdá být efektivnìjźí ne¿ statické, neboż —n ≤ ^n ≤ χ(G_c) a —m ≤ ^m ≤ χ(G_r). Kvùli znaèné manipulaci s mno¿inami X_i, resp. Y_j bude vźak tato lepźí efektivita zøetelná a¿ pro velké hodnoty ^n − —n, resp. ^m − —m.

6.4 Výpoèet vyźźích derivací

V kapitole 3 jsme odvodili transformaci soupisu operací pro výpoèet hodnot funkce F v bodì x na soupis operací, který bude poèítat navíc i její první derivace. Toho jsme vyu¿ili v kapitole 4, kde jsme popsali transformaci soupisu operací a¿ na výpoèet druhých derivací. Stejným zpùsobem lze postupovat dále k vyźźím derivacím. Pøitom mù¿eme libovolnì kombinovat pøímý i zpìtný mód automatického derivování. Pro pøehlednost je vhodné provést zpìtný mód pouze jednou a na vzniklý soupis operací aplikovat nìkolikrát za sebou pøímý mód.

Implementaci automatického derivování pro výpoèet vyźźích derivací lze provést podobným vnoøováním, k èemu¿ se výbornì hodí technika pøetí¿ení operátorù a funkcí. Buïme pøitom ale nanejvýź pozorní a dobøe si rozmysleme, co a jak vlastnì poèítáme.

Závìrem konstatujme, ¿e výpoèet tøetích a vyźźích derivací se v praktických úlohách témìø neprovádí. Pøesto lze o tomto tématu v literatuøe najít velké mno¿- ství zajímavých úvah.

6.5 Diferencovatelnost základních funkcí

Pøipomeòme jeźtì jednu vlastnost funkcí více promìnných.

Vìta 6.1 Nechż funkce f : R^n → R má totální diferenciál v bodì a. Pak existují vźechny parciální derivace funkce f v bodì a a jsou koneèné. 2

V kapitole 2.2 jsme uvalili pøedpoklady na základní funkce φ_i. Po¿adovali jsme, aby byly d-krát spojitì diferencovatelné na otevøené mno¿inì D_i v R^n, tj. splnìní vlastnosti 2.1.

Tento pøedpoklad lze zeslabit na po¿adavek spojitosti derivací základních funkcí φ_i a¿ do øádu n − 1 a souèasnì existence totálního diferenciálu pro (n − 1)- ní derivaci základních funkcí φ_i, oboje na otevøené mno¿inì D_i v R^n (stejné jako za pùvodních pøedpokladù). Pravidlo øetìzení (vìta 2.2) platí toti¿ i za tìchto slabźích pøedpokladù a vźechna odvození automatického derivování lze provést naprosto analogicky. Dostáváme tak stejné výsledky, jaké jsme získali za pùvodních pøedpokladù.

Pokud nejsou splnìny ani tyto slabźí pøedpoklady na základní funkce φ_i, nelze obecnì zaruèit platnost pravidla øetìzení a nelze tedy automatické derivování odvodit. V praktických úlohách ostatnì tato situace není pravdìpodobná, proto¿e základní funkce bývají na D_i spojité a¿ do øádu d.

Je mo¿né zavést zobecnìné derivace, pro jejich¿ výpoèet lze také pou¿ít jisté techniky automatického derivování. Viz napøíklad [4].

6.6 Poznámka o základních funkcích

Pøedpokládejme, ¿e derivovaný program provádí (mimo jiné) vyhodnocení funkce g(y) = { exp(y)^{1−cos(y)}_{y2} pro y ≠ 0, 1/2 pro y = 0.

Pro y = 0 bychom automatickým derivováním kvùli pøiøazení g(0) = 1/2 dostali nesprávný výsledek g^′(0) = 0. Správná hodnota je pøitom g^′(0) = 1/2. Tomuto problému se lze vyhnout, budeme-li de˛novat funkci g jako základní funkci φ. Ve výpoètu její derivace bychom opìt testovali, zda y = 0. V tom pøípadì bychom pøiøadili g^′(0) = φ^′(0) = 1/2.

Kapitola 7

Implementace automatického derivování v systému UFO

V této kapitole struènì popíźeme interaktivní systém UFO (Universal Functional Optimization system) pro optimalizaci funkcí. Dále navrhneme implementaci automatického derivování do tohoto systému s ohledem na jeho speci˛cké vlastnosti a pou¿ití.

7.1 Struèný popis systému UFO

Systém UFO byl vyvinut v Ústavu informatiky Akademie vìd Èeské republiky. Bli¿źí informace o tomto systému lze získat na internetové adrese http:// www.cs.cas.cz/vvvvedci/luksan/ufo.html, jeho podrobný popis je uveden v [5]. Pro operaèní systémy MS-DOS a Microsoft Windows je mo¿né jej stáhnout z adresy http://www.cs.cas.cz/vvvvedci/luksan/ufowin.zip.

Systém UFO je mo¿né pou¿ít pro

• formulaci a øeźení konkrétních optimalizaèních problémù (úloh);

• pøípravu speciálních optimalizaèních metod zalo¿ených na metodách ji¿ naimplementovaných;

• návrh a testování nových optimalizaèních metod.

Nejobecnìjźí problém, který lze systémem UFO øeźit, je (lokální i globální) minimalizace funkce F : R^n → R na mno¿inì X ⊆ R^n. Tvar této funkce je mo¿né blí¿e speci˛kovat, napøíklad jako souèet mocnin hodnot |f_k(x)|, maximum z hodnot |f_k (x)| atd. Mno¿inu X lze zvolit jako X = R^n nebo je mo¿né ji charakterizovat jako podmno¿inu R^n pomocí vazbových podmínek (rovnic a nerovnic) s lineárními i nelineárními (hladkými) funkcemi.

Díky modulární struktuøe systému UFO je mo¿né pou¿ít celou øadu optimalizaèních metod, které lze sestavit na základì zadaných po¿adavkù. Základní tøídy implementovaných metod jsou napøíklad metody s promìnnou metrikou nebo Newtonovy metody. Konkrétní metoda je urèena speci˛kací dalźích parametrù (napøíklad smìr a délka kroku).

Øeźení optimalizaèního problému probíhá ve ètyøech fázích.

1. Speci˛kace optimalizaèního problému a výbìr metody. Tyto údaje se popíźí pomocí øídícího jazyka systému UFO (UFO CL, UFO control language) ve vstupním souboru. O tomto jazyce se zmíníme pozdìji. Vstupní soubor (má pøíponu UFO) buï napíźe u¿ivatel, nebo je vytvoøen pomocí dialogového módu, tj. na základì otázek systému a odpovìdí u¿ivatele (v tom pøípadì u¿ivatel nemusí vùbec tuźit, ¿e UFO CL a vstupní soubor existuje). Asi nejlepźí variantou vzniku vstupního souboru je kombinovaný mód, kdy vstupní soubor je pøedpøipraven u¿ivatelem a následnì doplnìn v dialogovém módu.

2. Vstupní soubor zpracujeme UFO preprocesorem. Podle uvedených po¿adavkù vzniká øídící program ve Fortranu 77, který bude øeźit zadaný problém pomocí speci˛kovaných metod.

3. Tento vygenerovaný program je pøelo¿en a slinkován s knihovními podprogramy. Pro pøeklad se pod operaèními systémy MS-DOS a Microsoft Windows pou¿ívá Microsoft Fortran Power Station version 1.0, který není souèástí balíku vystaveného na internetu. Lze ale pou¿ít jiný pøekladaè Fortranu 77.

4. Pøipravený program je spuźtìn a jeho prùbìhem získáváme øeźení naźeho optimalizaèního problému.

Toto zpracování je mo¿né provést zavoláním nìkolika dávkových souborù anebo pøímo z integrovaného vývojového prostøedí, které bylo pro systém UFO (pod systémy MS-DOS a Microsoft Windows) vytvoøeno.

Proto¿e systém UFO je naprogramován v jazyce Fortran 77, lze ho pøelo¿it a pou¿ívat napøíklad i pod operaèními systémy typu UNIX.

Máme mo¿nost zjistit mno¿ství zajímavých údajù a hodnot získaných bìhem øeźení zadaného optimalizaèního problému (napøíklad hodnoty nezávislých promìnných, funkèních hodnot, gradientu, smìru atd.) { nejenom koneèné výsledky, ale i hodnoty získané bìhem jednotlivých iterací. Tato data lze znázornit na monitoru v textové nebo gra˛cké podobì nebo je lze ulo¿it do textového souboru (standardní pøípona je OUT). Speci˛kace po¿adovaného výstupu je uvedena ve vstupním souboru.

Pro ilustraci uká¿eme jednoduchý pøíklad. Chceme lokálnì minimalizovat Rosenbrockovu funkci

F (x) = 100(x^2_1 − x_2)^2 + (x_1 − 1)^2,

pøièem¿ poèáteèní bod pro iterace nechż je x = (−1.2, 1.0). Pøipravíme vstupní soubor P.UFO, který bude obsahovat

$SET(INPUT)

X(1)=-1.2D0; X(2)=1.0DO $ENDSET $SET(FMODELF)

FF = 1.0D2*(X(1)**2-X(2))**2+(X(1)-1.0DO)**2 $ENDSET $NF=2 $NOUT=1 $BATCH $STANDARD

Tím jsme nastavili poèáteèní bod a minimalizovanou funkci a speci˛kovali jsme tvar výstupu. Zpracujeme-li tento soubor systémem UFO, dostáváme soubor P.OUT s po¿adovanými výsledky.

0 NIT= 43 NFV=147 NFG= 0 NDC= 0 NCG= 0 F= .233D-15 G= .164D-07 FF= .2333078060D-15 X= .9999999847D+00 .9999999694D+00 TIME= 0:00:00.66

V bodì X bylo nalezeno lokální minimum s funkèní hodnotou FF. Volbu metody, jakou byl náź problém vyøeźen, provedl systém automaticky, proto¿e jsme ¿ádnou ve vstupním souboru nespeci˛kovali.

Velké mno¿ství variant implementovaných metod je mo¿né díky struktuøe systému UFO zalo¿ené na modulech. Tyto moduly se obvykle skládají ze dvou èástí { ze źablony napojení (interface template) a vlastního kódu ve Fortranu 77. ľablonu pou¿ívá pouze UFO preprocesor, který pomocí ní generuje výsledný program^1 øeźící zadaný optimalizaèní problém. ľablona zajistí správné volání vlastního kódu (druhá souèást modulu), kterým modul provede to, co má. Mimo tyto źablony, které jsou souèástí modulù, existují i speciální źablony, které øídí bìh UFO preprocesoru. Jednou z nich je napøíklad soubor UZDCLP.I nebo vstupní soubor s popisem øeźeného optimalizaèního problému. V źablonách jsou také ulo¿eny informace pro automatický výbìr optimalizaèní metody.

Nyní blí¿e popíźeme vstupní soubor, øídící jazyk systému UFO (ve kterém je vstupní soubor napsán), a zpracování vstupního souboru UFO preprocesorem. Øídící jazyk systému UFO obsahuje ètyøi typy instrukcí: pøíkazy Fortranu 77, pøíkazy Fortranu 77 obsahující makropromìnné, instrukce øídící UFO preprocesor (mohou obsahovat makropromìnné) a speciální makroinstrukce (substituce).

Makropromìnné jsou v systému UFO velmi podstatné. Jsou typu textový øetìzec a jejich jméno v¿dy zaèíná znakem $. Hlavní význam makropromìnných je v substituci jejich hodnot v pøíkazech Fortranu nebo v øídících pøíkazech UFO CL. Pøiøazení hodnoty do makropromìnné provedeme pøíkazem $JMÉNOMAKROPROMÌNNÉ=’hodnota’. Pokud hodnota je èíslo, není nutné pou¿ívat uvozovky. Napøíklad pøiøadíme-li $HESF=’D’, $TYPE=’L’, $DECOMP=’G’ a $NUMBER=1, pak se z výrazu CALL UD$HESF$TYPE$DECOMP$NUMBER po zpracování UFO preprocesorem díky substituci stane CALL UDDLG1. Jiný zpùsob, jak nastavit hodnotu makropromìnné, je

$SET(JMÉNOMAKROPROMÌNNÉ)

1Pøesnìji øeèeno, èást programu, která odpovídá volanému modulu.

hodnota $ENDSET

Hodnota hodnota nemusí být právì jeden øádek, mù¿e jich obsahovat libovolnì mnoho. Tento zpùsob se hodí zejména pøi vkládání nìkolika pøíkazù Fortranu. Hodnoty makropromìnných lze mìnit pomocí instrukcí jazyka UFO CL.

Obecnì øeèeno, pomocí instrukcí jazyka UFO CL je mo¿né napøíklad de˛novat a mìnit hodnoty makropromìnných, vkládat dalźí soubory (se souèasným provedením nebo neprovedením jejich zpracování UFO preprocesorem), vìtvit prùbìh zpracování a provádìt cykly (i zde se napøíklad jako øídící promìnná cyklu pou- ¿ívá makropromìnná). Dalźími instrukcemi jsou speciální substituce, které ovlivòují bìh UFO preprocesoru. Jedná se napøíklad o instrukce $BATCH, $METHOD, $STANDARD atd. Napøíklad uvedení $METHOD zpùsobí vygenerování optimalizaèní metody (vlastnì slo¿ení z jednotlivých modulù) podle pøedem speci˛kovaných po¿adavkù. Instrukce $STANDARD provede (zhruba øeèeno) deklaraci a inicializaci promìnných, sestavení metody a výpis jejích výsledkù. Pro úplnost dodejme, ¿e ka¿dá instrukce zaèíná znakem $.

UFO preprocesor je zalo¿en na interpretru BEL (Batch Editor Language), který byl vyvinut jako souèást systému UFO. BEL je urèen hlavnì pro dávkové zpracování textù (programù, tiskových výstupù atd.). Jeho hlavní pøíkazy jsou buï øídící instrukce (podmínka, cyklus, operace s makropromìnnými atd.) nebo substituce hodnot makropromìnných. Vidíme tedy, ¿e nìkteré øídící pøíkazy UFO CL jsou vlastnì øídícími pøíkazy BELu. Jeho podrobnìjźí popis je uveden v [5].

Vrátíme-li se nyní k pøíkladu na stranì 85, je ji¿ témìø celý jasný. Makropromìnnou $INPUT speci˛kujeme poèáteèní hodnoty promìnné x, makropromìnnou $FMODELF postup pro výpoèet optimalizované funkce. Kdybychom speci˛kovali hodnoty makropromìnných $GMODELF, a $HMODELF jako postup výpoètu gradientu a Hessovy matice optimalizované funkce, pou¿il by se pro jejich výpoèet tento pøedpis. Tyto makropromìnné jsme ale nezadali, tak¿e se gradient i Hessova matice spoète numericky (pomocí pomìrných diferencí). Makropromìnná $NF urèuje poèet nezávislých promìnných a $NOUT podrobnosti výstupu spoètených hodnot. Instrukce $BATCH zpùsobí, ¿e se nebude volat dialogový mód, a $STANDARD vytvoøí program ve Fortranu, který bude øeźit náź optimalizaèní problém.

V tomto vstupním souboru jsme neurèili, jaká metoda se má pou¿ít. Byla systémem vybrána automaticky podle údajù o metodách, které jsou ulo¿eny v źablonách. Metodu, kterou chceme pou¿ít, speci˛kujeme volbou hodnot makropromìnných $CLASS, $TYPE, $DECOMP, $NUMBER a $UPDATE.

Vźechny funkce, které souvisí s øeźeným optimalizaèním problémem^2, se zadávají pomocí makropromìnných, jejich¿ jméno se skládá ze tøí èástí. První èást je nìkteré z písmen F, G, D, H nebo jejich kombinace (FG, FD, GD, FGD nebo FGH). Písmeno F znamená hodnotu funkce, G gradient vzhledem k základním promìnných, D gradient vzhledem k stavovým promìnným a H Hessovu matici vzhledem

2Jedná se napøíklad o minimalizovanou (maximalizovanou) funkci, funkce urèující vazbové podmínky atd.

k základním promìnným. Kombinace tìchto písmen znamená, ¿e jsou zadány pøísluźné funkce zároveò. Druhá èást jména makropromìnné je v¿dy MODEL. Tøetí èást je jedno z písmen F, A, C, E, Y, navíc ka¿dé z nich (kromì F) mù¿e být následováno písmenem S. Podle tohoto jednoho (dvou) písmen speci˛kujeme, jakou funkci (pøípadnì její derivace) zadáváme. F znamená minimalizovanou (modelovou) funkci, C znamená funkci z vazbových podmínek atd. Pokud na konci jména makropromìnné není písmeno S, zadáváme pøísluźnou funkci pro konkrétní index, jinak zadáváme funkce pro vźechny indexy najednou. Libovolné kombinace první, druhé a tøetí èásti jména makropromìnné nejsou mo¿né. Jména makropromìnných, které lze z tìchto tøí èásti slo¿it, vèetnì dalźích podrobností jsou uvedeny v [5]. Jménem makropromìnné se øídí také oznaèení závislých a nezávislých promìnných funkce, kterou makropromìnná de˛nuje.

7.2 Návrh implementace

Jak ji¿ víme, systém UFO pou¿ívá ke svým výpoètùm také hodnoty derivací funkcí. Ty je mo¿né zadat analyticky pomocí makropromìnných, které jsme popsali na konci pøedchozího odstavce, jinak jsou jejich aproximace poèítány pomocí pomìrných diferencí (viz makropromìnná $MCG). V této kapitole popíźeme návrh implementace automatického derivování v systému UFO, pomocí kterého se budou po¿adované derivace vyhodnocovat pøesnì a rychle. Automatickou transformaci výpoètu hodnot funkce na výpoèet hodnoty funkce a její derivace bude provádìt BEL preprocesor. V následujících odstavcích popíźeme detaily této implementace.

Zavedeme nové makropromìnné $AMODELF, $AMODELA, $AMODELC, $AMODELE a $AMODELY, které budou obsahovat postup výpoètu hodnot funkce, který chceme automaticky derivovat.^3 Tento výpoèet je zároveò postupem, jak poèítat hodnoty funkcí speci˛kovaných posledním písmenem ve jménì této makropromìnné. Proto UFO preprocesor dosadí hodnotu tìchto nových makropromìnných do makropromìnných, kde jsme poèáteèní písmeno A vymìnili za F, tedy $FMODELF, $FMODELA, $FMODELC, $FMODELE a $FMODELY. Po¿adujeme, aby zadaný postup byl napsán ve Fortranu 77, a to nikoli v jeho volném formátu. Makropromìnné mohou být v postupu výpoètu pou¿ity, ve výsledném programu budou nahrazeny svou hodnotou.

Podle posledního písmena ve jménu nové makropromìnné víme, jakou funkci tato makropromìnná de˛nuje. Proto také víme, jaké jsou její nezávislé promìnné a jak je oznaèena závislá promìnná (viz [5]). Výsledkem výpoètu v novì zavedených makropromìnných je skalární hodnota, spoètená pro zadané parametry a nezávislé promìnné. Podle zvolené optimalizaèní metody, pøípadnì podle makropromìnné $KDS, UFO preprocesor sám urèí, kolikáté derivace a¿ potøebuje.^4 Proto¿e v makropromìnných $GMODELF, $HMODELF atd. se poèítají celé gradienty,

3Pokud tìmto makropromìnným nepøiøadíme hodnotu, nebudou se derivace generovat automatickým derivováním. Je samozøejmì mo¿né vyu¿ít automatické derivování jen pro nìkterou nebo nìkteré z uvedených pìti skupin funkcí.

4Nejvyźźí derivace, pou¿ívané v systému UFO, jsou druhé derivace.

respektive celé Hessovy matice, budeme tak automatickým derivováním èinit i my, pokud budou potøeba.

Zamysleme se nyní, jaký mód automatického derivování je výhodnìjźí v naźí situaci pou¿ít. Poèítáme gradienty pouze skalárních funkcí, proto budeme pro výpoèet první derivace pou¿ívat mód zpìtný. Druhé derivace budeme poèítat kombinací pøímého a zpìtného módu, kterou jsme popsali v kapitole 4.

Vlastní transformaci pùvodního postupu výpoètu na nový (který bude navíc poèítat i derivace) provede BEL preprocesor pøi svém druhém prùchodu zdrojovým souborem (který je napsán v øídícím jazyce systému UFO). Volíme radìji druhý prùchod, aby vźechny makropromìnné pou¿ité v derivovaném kódu ji¿ byly známé. Konkrétní postup transformace mù¿e být shodný s postupem, který jsme navrhli a podrobnì popsali v kapitole 5.2.2 na stranách 63 a¿ 66. Délku polí, které se ve zmínìné implementaci pou¿ívají, mù¿eme pøedem speci˛kovat v makropromìnné $DIMCL. Ve struènosti zopakujme, ¿e tato transformace pøedeklaruje nezávislé a závislé promìnné a promìnné, které závisí na nezávislých a ovlivòují závislé. Dále nahradí volání základních funkcí jinými funkcemi, které se budou navíc zaznamenávat do dlouhých polí. Nakonec je nutné projít tìmito poli odzadu, aby se nastøádaly vźechny hodnoty do pøidru¿ených promìnných a tím se spoèetla hodnota hledaného gradientu.

Je-li potøeba postup výpoètu ztransformovat pro výpoèet Hessovy matice, BEL preprocesor pou¿ije postup navr¿ený v kapitole 5.2.3, který zároveò spoète i gradient.

Tímto zpùsobem jsme odvodili postup pro výpoèet prvních, resp. druhých derivací zadaných funkcí. Pøistupujme k nìmu podobnì, jako kdyby byl zadaný analyticky pomocí makropromìnných $GMODELF, $HMODELF atd.

Systém UFO doká¿e podstatným zpùsobem vyu¿ívat øídkosti Hessových matic (viz napøíklad makropromìnná $HESF). U¿ivatel pøitom zadá pomocí makropromìnných umístìní jejich nenulových prvkù. Této struktury mù¿eme vyu¿ít pøi automatickém derivování, jak jsme popsali v kapitole 6.3.2. BEL preprocesor ze zadané struktury vygeneruje matice S a W a s nimi provede výpoèet zkomprimované Hessovy matice. Nakonec jeźtì zajistí její dekompresi. V pøípadì velkých úloh mù¿eme tímto zpùsobem dosáhnout znaèného zrychlení výpoètu derivací.

Nìkolik slov závìrem

V této práci jsme popsali transformaci programu pro výpoèet hodnot funkce F v bodì x na program, který bude pøesnì a velmi rychle poèítat také hodnoty jejich derivací. Mimo jiné jsme se zmínili o vyu¿ití øídkosti Jacobiho a Hessovy matice pøi jejich výpoètu. Dále jsme podrobnì popsali implementaci automatického derivování v systému UFO.

V literatuøe je mo¿né se doèíst o dalźích vylepźeních automatického derivování. Pøi jejich implementaci vźak rostou re¿ijní náklady a je otázkou, zda se je vyplatí pro bì¿né úlohy pou¿ívat.

Doufejme, ¿e se postupem èasu technika automatického derivování rozźíøí a zaøadí po bok klasických metod pro výpoèet hodnot derivací (resp. jejich aproximací), toti¿ symbolického derivování a pomìrných diferencí. Má k tomu toti¿ veźkeré potøebné pøedpoklady.

Literatura

[1] Kim K. V., Nesterov I. E., Skokov V. A., Cherkasskii B. V. (1984): An E‹cient Algorithm for Computing Derivatives and Extremal Problems. Anglický pøeklad z þE¸ektivnyi algoritm vychisleniia proizvodnykh i ekstremal’nye zaduchiß, Ekonomika i matematicheskie metody, 2, 309{318.

[2] Jarník V. (1984): Diferenciální poèet II. Academia, Praha.

[3] Virius M. (1999): Programování v C++. ÈVUT, Praha.

[4] Griewank A. (2000): Evaluation Derivatives: Principles and Techniques of Algorithmic Di¸erentiation. SIAM, Philadelphia.

[5] Lukźan L., Tùma M., ľiźka M., Vlèek J., Rameźová N. (2000): UFO 2000, Interactive System for Universal Functional Optimization, Technical Report 826. Institute of Computer Science, Academy of Sciences of the Czech Republic. Viz té¿ http://www.cs.cas.cz/ics/reports/v826-00.ps

[6] Automatic Di¸erentiation of Algorithms: Theory, Implementation, and Application. Sborník. Ed. Griewank A., Corliss G. F. SIAM, Philadelphia, 1992.

[7] Verma A. (1998): Structured Automatic Di¸erentiation. Disertaèní práce, Cornell University.

[8] Golub G. H., Van Loan C. F.(1996): Matrix computations. Johns Hopkins University Press, Baltimore.

[9] Computational di¸erentiation { techniques, applications, and tools. Sborník.

Ed. Berz M., Bischof C. H., Corliss G. F., Griewank A. SIAM, Philadelphia, 1996.

[10] Griewank, A. (1988): On Automatic Di¸erentiation. Preprint ANL/MCS- P10-1088, Argonne National Laboratory, Illinois, USA.