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Abstrakt: V celé fadé aplikaci se setkdvame s potiebou fesit linearni apro-
ximac¢ni tlohy Ax =~ b, kde matice A i vektor b jsou zatizeny chybami. Sou-
stavy casto mivaji netiplnou numerickou hodnost a klasickd metoda tplnych
nejmensich ¢tverctt mnohdy neposkytuje pouzitelné vysledky. Jednou z moz-
nosti, jak uvedené tlohy v praxi fesit, je pouziti metody tplnjch nejmensich
¢tvercti s omezenim hodnosti, kdy ptivodni systém aproximujeme dobte pod-
minénym systémem nizsi hodnosti. V predlozené praci se zabyvame metodou
uplnych nejmensich ¢tverci s omezenim hodnosti v kontextu dalsich metod
urcenych k feseni linarnich aproximacnich problémi. Zahrnuty jsou rovnéz
poznatky o vlastnostech metody, které jsou demonstrovany na numerickych
experimentech.
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Uvod

Reseni systému linedrnich algebraickych rovnic
Ax =b

patii k jednomu ze zakladnich problémt numerické matematiky i matema-
tiky viibec. V numerické matematice ziskdvame tyto soustavy z celé rady
aplikaci v oblastech jakymi jsou napfiklad pocitacova tomografie [10], rada-
rové a sonarové zobrazovani, zpracovani obrazu, seizmologie, astronomicky
vyzkum nebo statistické aplikace. Matice vzniklych systémi zpravidla byvaji
silné obdélnikové, jsou zatizeny chybami a ¢asto mivaji neiplnou hodnost.
Existuje fada numerickych metod, jimiz lze tyto soustavy fesit. V ptipadé
systému s netplnou hodnosti vsak nékteré klasické pristupy, jako metoda
nejmensich ¢tvercu [1] ¢i metoda tplnych nejmensich étverci [13], selhavaji
a je nutné problémy jistym zpiisobem regularizovat. V praci se zaméfime na
jednu z regularizacnich metod a to na metodu upinych nejmensich ctverci
s omezenim hodnosti [3], [4], uréenou k feSeni soustav, kde matice A i vek-
tor b obsahuji chyby. Shrneme vlastnosti metody vcetné vlastnosti regula-
riza¢nich [5], [14], a popiSeme jeji souvislost s dalsi regularizacni matodou
- metodou nejmensich ¢tvercti s omezenim hodnosti [13]. Déle se zaméfime
na vliv perturbaci na feSeni diskutovanou metodou [3], [15], [16]. Budeme
uvazovat pouze soustavy realné, ale velkou ¢ast nasledujici analyzy je mozné
rozsifit i na soustavy komplexni.

Prace je usporadana nasledujicim zpiisobem. V kapitole 1 popisujeme
blize problémy, jejichz fesenim se v této praci budeme zabyvat. V kapi-
tole 2 se vénujeme metodam nejmensich ¢tverci, pricemz se zamérujeme na
otazku existence a konstrukce feseni. Kapitola 3 je vénovana metodé (tpl-
nych) nejmensich ¢tverci s omezenim hodnosti. Kapitola 4 obsahuje stru¢ny
prehled konkrétnich vlastnosti metody tuplnych nejmensich ¢tvercti s ome-
zenim hodnosti v zavislosti na vlastnostech soustavy. V kapitole 5 uvadime



numerické experimenty, na kterjch demonstrujeme nékteré teoretické po-
znatky obsazené v kapitole 4.



Znaceni
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Kapitola 1
Linearni aproximacni problémy

Uvazujme soustavu
Ax =D, AeR™" beR™, (1.1)

kde A je matice pfislusného modelu a b vektor pozorovani. Budeme navic
predpokladat, ze matice A i vektor b jsou nenulové. Pokud b € R(A), pak
existuje presné feseni = (obecné nejednoznacné). Takovy systém se nazyva
kompatibilni. V opaéném pfipadé, tedy v piipadé kdy b ¢ R(A) (systém
nazveme nekompatibiln{), feSeni neexistuje.

Pokud je soustava (1.2 zatiZena chybami, piSeme

Az =~ b. (1.2)

Ve statistice jsou tyto modely znamy jako errors-in-variables models. Ci-
lem bude tedy najit néjakou vhodnou aproximaci presného reseni. Aby néco
takového meélo vitbec smysl, je zfejmé nutné vyloucit pfipad, kdy b_LR(A)
(ekvivalentné ATb = 0), nebof v tomto ptipadé nelze b aproximovat sloupci
matice A (a tedy nejbliz$i aproximace presného feSeni x je nulovy vektor).
Pro soustavy vzniklé néjakym meéfenim, napf. v pocitacové tomografii, ob-
vykle plati m > n (Casto m > n). Pro jednoduchost budeme nadale uvazovat
jen tyto soustavy, vétsinu uvah lze v tomto sméru ale jednoduse zobecnit i
na pripad m < n.

Pokud zndme model (tedy matici A) a chyby jsou obsazeny pouze ve
vektoru pravé strany b, pak mizeme vyuzit nejjednodussi metodu a to me-
todu nejmensich ¢tvercii (viz kapitola 2.1), ve statistice zndmou jako linedrni
regrese. Casto viak matici A ziskdme také jako vysledek néjakého (nepies-
ného) méreni a je tedy také zatiZena chybami. V tomto pfipadé lze jako
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nejjednodussi metodu uplatnit metodu aplnych nejmensich ¢tverct (viz ka-
pitola 2.2), ve statistice ortogondlni regrese. V piipadech, kdy je matice A
Spatné podminéna, neposkytuje tento pristup dobré vysledky a prostor zde
dostéva pravé metoda uplnych nejmesich ¢tverct s omezenim hodnosti (viz
kapitola 3).

Singularni rozklad
Singularni rozklad (SVD) mé zasadni teoreticky i prakticky vyznam pro

feseni soustavy (1.2).
Necht A mé singularni rozklad

A=USVT =) “wow], (1.3)
i=1
U=luy, Uy € R™™ V =v,-,0,] € R
En mXn N
Y= 0 e R™" %, =diag(oy, -, 0n),
kde U a V jsou unitarni, u;, v; jsou levé resp. pravé singularni vektory a
012 20,20

jsou singularni ¢isla matice A. Pro konstrukei tohoto rozkladu viz napf. [5].
Ozna¢me r = rank(A) pocet nenulovych singularnich ¢isel o; matice A.
Obdobné nyni zavedme SVD matice [b, A]

b, Al =USVT =) ;6,0 . (1.4)

Pro singularni ¢isla matic A a [b, A] plati nasledujici dtlezita véta o pro-
kladani.

Véta 1 (Interlacing theorem): Singularni ¢isla matic A a [b, A] spliuji
012012022+ 20p2 0pt1 2> 0.

Dikaz 1ze nalézt napt v [5].
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Kapitola 2

Metody nejmensich étverct

Abychom mohli lépe pochopit podstatu metody uplnych nejmensich ctverci
s omezenim hodnosti, je treba ji uvést do souvislosti s ostatnimi metodams
nejmensich ctverci uréenymi k resent systéma (1.2). Na dvé zdkladni metody
se zameérime v této kapitole. Budeme uvazZovat nekompatibilni systemy.

2.1 Metoda nejmensich ¢tvercu

Metodu nejmensich étverctt (Ordinary least squares - LS) pouZijeme k fe-
Seni soustavy (1.2) v piipadé, kdy chyby jsou obsazeny pouze ve vektoru
pravé strany (pozorovani). Metoda LS hleda vektor &' tak, aby byla splnéna
nasledujici podminka

V' = arg min ||b— b|s. (2.1)

DER(A)

Jinak feceno, hleddme minimalni zménu, neboli perturbaci, h = b’ —b vektoru
b tak, aby soustava Az = b’ byla feSitelna. ReSeni metodou nejmensich
¢tvercu je pak jakékoli x € R™ splnujici Az = b'. Je zfejmé, ze 2’ je feSeni
ve smyslu metody LS prave, kdyz splnuje

"= in ||AT — : 2.2
o = arg min || A7 — b (22)

Z podminky (2.1) vyplyva, ze vektor b’ je ortogonalni projekci vektoru b do
podprostoru R(A), tedy do prostoru generovaného sloupci matice A. Z vlast-
nosti ortogonalni projekce vyplyva, ze i’ definované v (2.1) vzdy existuje a je
jednoznac¢né. Reseni metodou LS vSak jednozna¢né neni, protoze k feseni 2’/
lze pricist libovolny vektor z jadra matice A a prislusny soucet je opét feSe-
nim (1.2) ve smyslu nejmensich ¢tverci. Obvykle hledame FeSeni s nejmensi
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euklidovskou normou, tedy s nulovym primétem do jadra N'(A), oznacime
ho 19, Lze ukazat (viz [13], véta 2.1), Ze

' je feseni metodou LS < AT (b — Az') = 0.
Reseni 2’ metodou LS tedy spliuje
AT Az" = ATb.
Pokud navic pfedpoklddame, Ze rank(A) = n, pak
o5 = ATp, (2.3)
kde AT = (ATA)"'AT. V obecném piipadé vyuzijeme singularni rozklad
(1.3) matice A a podle [13], véta 2.5, plati

r ‘Tb
— Z ul—vi, (2.4)

i=1 !

coz je konzistentni s (2.3).
Numerické metody vypoctu z2° jsou jak piimé (zalozené na pouziti si-
guldrniho rozkladu nebo QR-rozkladu matice A), tak itera¢ni, viz [1].

2.2 Metoda uplnych nejmensich ¢tvercu

Metodu uplnych nejmensich ¢tverci (Total Least Squares - TLS) pouZijeme
k FeSeni soustavy (1.2) v ptipadé, kdy chyby jsou obsaZzeny jak ve vektoru
pravé strany b (pozorovani), tak v matici A (modelu). Metoda TLS hled4
matici [b, A] tak, aby byla splnéna nasledujici podminka

b, A] = arg x min ||[b, A] — [b, A]|| p. 2.5
[b, A] = argp; 5 Sin I[b, A] — [b, Al[ (2.5)
Jinak feceno, hleddme minimalni zménu, neboli perturbaci, [g, E] = [Z;, Al -

b, A] matice [b, A] tak, aby soustava Az = b byla FeSitelni. Podrobné se
touto metodou zabyvaji napt. autoii v [13]. Cislo ||[g, E]||r nazyvame TLS
vzdélenosti. Podminku (2.5) mizeme také pfepsat do nésledujici podoby

0 6.4 (G )=o) -0

b) [9,E] = arg; s min ||[g, E]||r pfi splnéni a). (2.6)
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S touto podminkou budeme dale budeme déle pracovat. V této kapitole vy-
uzijeme jeden dulezity vysledek, jehoz dikaz lze nalézt napf. v [2].

Véta 2 (Eckart-Young-Mirsky): Necht » = rank(A) a necht A ma SVD
(1.3). Pak V [ < r

min ||B—Bl|lr =B~ Blr=
brank(B)=

kde B; = ZZ L UioV]

Véta tika, jakym zptusobem sestrojit nejblizsi aproximaci (ve smyslu Frobe-
niovy normy) matice A matici nizsi, pfedem dané, hodnosti.

2.2.1 Existence a jednoznacnost reseni

Existence a jednoznac¢nost feseni tulohy (2.5) resp. (2.6) je ddna tvarem pod-
prostoru generovaného pravymi singularnimi vektory piislusnymi nejmen-
Simu siguldrnimu ¢islu matice [b, A]. V kapitole 2.2.1 a 2.2.2 budeme pted-
pokladat, ze matice A systému (1.2) ma plnou sloupcovou hodnost, tedy
r = n. V opatném piipadé feseni ulohy (2.5) neexistuje, jak bylo ukazano
v [13]. Sledujme nyni postup v [13]. ProtoZze hodnost matice A je rovna n
a systém (1.2) je nekompatibilni, je hodnost matice [b, A] rovna n + 1. Je
ziejmé, Ze k tomu, aby systém Az = b byl Fesitelny, musi hodnost matice
[b, A] byt mensi nebo rovna n. Nejblizsi aproximace matice [b, A] hodnosti n
je podle véty 2 s B = [b, A] matice

b, A] = w5;0!. (2.7)

Matice atice opravy je
(9, E] = [0, A] = [0, A] = ~Tn 180110y (2.8)

a norma této matice je
Ilg; Elllr = Gnt1.

Systém [b A] = 0 je Tesitelny a jeho Tesenim je v,,1. Aby soustava
Az = byla Tesitelna, je nutné, aby byla splnéna nasledujici podminka
JyeR":[bAly=0 A y',, #0. (2.9)
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Pokud 6,41 je jednoduché vlastni éislo, tak se podminka (2.9) redukuje na
podminku

5l #0. (2.10)

Pokud je podminka (2.10) splnéna, pak feseni metodou uplnych nejmen-
sich ¢tvercl existuje, je jednoznac¢né a ma tvar
ath = _@n+1/77111+1-
Pro podrobnosti viz [13] str. 33-37. ReSeni metodou tplnych nejmensich
¢tvercil lze napsat podle [13], véta 3.7, také v tzv. uzavieném tvaru

275 = (ATA — G 1)L ATD.

Ptipadu, kdy podminka (2.10) neni splnéna, se budeme vénovat na konci
této podkapitoly.

Pokud je 7,11 nasobné, oznacme jeho nasobost k, pak reseni neni jed-
nozna¢né, protoze neni jednozna¢né urcena matice [g, F] v (2.8). To plyne
z nejednoznacnosti matice V v singularnim rozkladu(1.4). Oznaéme V' pravy
singularni podprostor pfislusny &,,1. Aby existovalo feSeni, je podle pod-
minky (2.9) nutné, aby asleporti jeden vektor z V' mél nenulovou prvni slozku,
tedy

elV' #0. (2.11)

Predpokladajme, Ze podminka (2.10) je splnéna, pak pododobné jako u

metody nejmensich ¢tvercti budeme hledat feseni s nejmensi euklidovskou

normou. MuZeme ho ziskat napiiklad Hausholdervou transformaci na V’,
kdy maximalizujeme prvni slozku vektoru o,,.1, tedy

V'Q = < 0 o 07 > , (2.12)

z

kde @ mé ortonormalni sloupce, v € R, Y € R "% » ¢ R" Regeni s
nejmensi normou pak ziskame jako

2718 = _TZ a [g,E] = b A < ! ) (7, 27). (2.13)

Detailné opét viz [13] str. 57-60.
Ptipadu, kdy podminka (2.11) neni splnéna, se budeme vénovat na konci
této podkapitoly.
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Je zajimavé, ze pokud plati o, > 7,1 , pak jsou podminky (2.10) resp.
(2.11) jsou splnény, jak bylo dokazano v [13], véta 3.2. Tato podminka je
postacujici, nikoli nutna.

Vratme se k piipadu, kdy e; 7V’ = 0. V takovém piipadé feseni neexistuje
a tato problematika byla podrobné zkouméana v [12]. Tuto situaci nézorné
demonstruje nasledujici priklad pro n =1 a m = 2. Bud

A= (5 o).

pak 0y =1 a vy = (0,1)7. Podle véty 2 je

i-(5 o).

tedy soustava Az = b neni Fesitelna. Na druhou stranu je feSitelna soustava

()=(2)

s feSenim z = 2/e. Tedy libovolné malo zménénd sosutava uz je fesitelna,
ale pro normu feseni této soustavy plati

€ — 0= |z — oo.

Sabine Van Huffel pro tento ptipad definovala tzv.nongeneric solution, o
kterém se podrobnéji zminime v dalsi podkapitole. Toto feSeni vSak neni
fesenim tlohy (2.5).

2.2.2 Negenerické reseni

Pro piipad eIV’ = 0, kde V' je jako v piedchozi kapitole, zavedla Sabine
Van Huffel tzv. nongenric solution problému (2.6) (viz [13], str. 66-76). Cela
konstrukce vychazi z nasledujici myslenky: necht napiiklad & > Gr.1 je
nejmensi singuldrni ¢islo matice [b, A] takové, ze pravy podprostor pfislusny
tomuto singularnimu c¢islu obsahuje vektor s nenulovou prvni slozkou, pak
pro jednoduché singularni ¢islo definujeme

n+1
l9.El = —w&i), bA= Y w60,
i=1,i#l

15



a TLS distance ||[g, E]||r je v tomto pFipadé rovna &; a ddle postupujeme jako
v pfedchozi podkapitole. V pripadé nasobného singularniho ¢isla vyuzijeme
k hledani feseni s minimalni normou Hausholderovu transformaci podobné

jako pro klasické feseni.
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Kapitola 3

Metody nejmensich étverct
s omezenim hodnosti

V mnoha aplikacich, napr. v oblasti zpracovani signalu nebo v pocitacoveé to-
mografii, se setkavame s takzvangmi ill-posed problémy, tedy problémy (1.2),
které jsou v néjakém smyslu Spatné postaveny Abychom ziskali néjaké smys-
lupné resent téchto problémi, musime prislusny problém reqularizovat. Jed-
nou z moznosti reqularizace je nahradit puvodni systém systémem niZsi hod-
nosti.

3.1 Ill-posed problémy

[ll-posed jsou vétsinou oznacovany problémy, kde mala zména vstupnich dat
vede k velkym zménadm v feseni. Pro ilustraci vlastnosti ”ill-posed” uvedeme
nasledujici ptriklad: Predstavme si, Ze fesime problém s nepfesnou pravou
stranou, tedy

Az ~ b, b= bea:act + bnoisea Axe:cact = be:cact7 (31)
kde 0 bpoise vime pouze ||bezact|| > ||bnoise||- Pokud budeme soustavu (3.1)

fesit metodou nejmensich c¢tvercti, ziskavame feseni

T

T r T r T
U; b Us bexact Uy bnoise
Tr = V; = —_—; + —;. (32)
o - op X g
i=1 i=1

=1

Prvni ¢len pravé strany tedy odpovida presnému feSeni x.,.. a podle dis-
krétni Picardovy podminky pravé strany (viz [6]) soudiny u;7begee klesaji

17



k nule rychleji nez singularni ¢isla o;. Pro druhy ¢len vSak zadnou podobnou
podminkou pouzit nemtzeme a déleni malymi singularnimi ¢isly v kombinaci
s nekelsajici nebo pomalu klesajici velikosti projekci vektoru b do podpro-
stortl levych singularnich vektortt mutze vést k tomu, Ze ¢len odpovidajici
broise zcela zastini presné feSeni. Z uvedeného prikladu vidime, ze v nékte-
rych pripadech metoda LS neni vhodnym nastrojem k urceni pfiblizného
feSni. Podobny zavér bychom ziejmé mohli udélat i pro TLS.

Ofezavani, tzv. truncation, je uréeno k feseni soustav typu (1.2), kde ma-
tice A resp. [b, A] ma netplnou numerickou hodnost, tedy jedno nebo vice
singularnich ¢isel v rozkladu (1.3) resp. (1.4) je velmi malych. Idea ofezévani
je vytvorit z matice A resp. [b, A] ,blizkou” matici s iplnou numerickou hod-
nosti. Abychom mohli aplikovat vySe uvedenou tuvahu, bude napfed nutné
stanovit numerickou hodnost matice A resp. [b, A| - ur¢it tzv. truncation le-
vel. Existuje vice zptisobti, kterymi je mozné truncation level urcit, nékteré
lze nalézt napt. v [14], avSak neexistuje metoda, kterd by poskytovala dobré
vysledky pro vSechny matice. Jako nejjednodussi zptisob se ziejmé nabizi ur-
¢it pfedem toleranci, tedy c¢islo, které jiz budeme povazovat za nulu (napf.
107%%) a singulérni ¢isla mensi nez tato tolerance budeme brat za nulové.
Tato metoda selhava napt. v pripadé, kdy budou véechna singularni ¢isla nad
nebo pod hranici tolerance nebo budou vsechna koncentrovana pobliz této
hranice. Jinou moznosti je stanovit truncation level az na zakladé rozlozeni
singularnich cisel. Toho vyuzijeme predevsim v prpadé, kdy jsou "velkd” a
"mald” singularnimi ¢isla dobfe oddélena, tedy numericka hodnost je dobte
definovana. U nékterych typt matic optiméalni truncation level prakticky
nelze zvolit.

Obréazek (3.1) ukazuje piiklady rozloZeni singularnich ¢isel matic 100x100,
prvni matice byla vytvorena pro demonstraci uméle s dobte oddélenymi sin-
gularnimi ¢isly, posledni t¥i matice pochazeji z [7]. Matice vlevo nahofe ma
dobfe definovanou numerickou hodnost 63, u matice Wing je vhodné zvolit
trunaction level 10, tedy v misté ohybu. U zbyvajicich 2 matic optimalni
truncation level neexistuje. Ill-posed problémy vedouci k maticim, které ne-
maji dobfe uréeny numericky rank, nazyvame diskrétni ill-posed problémy.
V nésledujicim textu budeme predpokladat, Ze jsme jiz néjakou vhodnou
metodou truncation level urcili a oznac¢ime ho /.
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Obrazek 3.1: Singuarni ¢isla vybranych matic
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Metoda truncated SVD (dale T-SVD), nebo také truncated least squares,
cesky metoda neymensich ctverci s omezenim hodnosti, je prvnim a nejjed-
nodussim pripadem vyuziti truncation. Stejné jako u metody LS predpokla-
déme, Ze chyby jsou obsazeny pouze ve vektoru pravé strany b systému (1.2).
Tato metoda miize byt povazovana za nejjednodussi regularizacni metodu
zalozenou na SVD. U metody T-SVD nahradime matici A nejblizsi matici
hodnosti [, kde [ je zvoleny truncation level, a aplikujeme ptivodni metodu
nejmensich ¢tverci. Nejblizsi aproximace matice A hodnosti [ je podle véty

2

1
A = g uiaiviT.
i=1
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Metodu T-SVD pak formulujeme pomoci podminky

= arg%g% | Aiz — bl|2. (3.4)

Pouwzitim (2.4) pro A = A; ihned vidime, Ze feseni metodou T-SVD s
nejmensi euklidovskou normou vzdy existuje a ma tvar

_at l Uin
n=Ab=> ——uv. (3.5)

O’.
i=1 v

3.3 Metoda tuplnych nejmensich ¢tvercii s ome-
zenim hodnosti

Podobné jako u metody T-SVD, budeme pii metodé uplnych nejmensich
¢tverct s omezenim hodnosti (Truncated TLS - T-TLS) matici [b, A] nahra-
zovat matici s hodnosti [, kde [ je zvoleny truncation level. Metodu formu-
lujeme tak, Ze k podminkadm (2.6) piidame jesté dodate¢nou podminku

rank([b, A]) =1 < r + 1. (3.6)

Zakladni myslenka je podobna jako u metody T-SVD, tedy ze ptvodni ma-
tici, v tomto pfipadé [b, A], nahradime jeji nejblizsi aproximaci hodnosti [
a aplikujeme ptivodni metodu TLS. Nejblizsi aproximace matice [b, A] hod-

nosti [ je podle véty 2
!

b, Al = 060 (3.7)
i=1
a matice opravy je
n+1
9. Bl == > wod]. (3.8)
i=l+1

Tedy

Z vlastnosti metody TLS plyne, ze T-TLS feSeni nemusi byt jednoznacné
a nemusi ani existovat. My se zaméfime opét na hledani feseni s nejmensi
euklidovskou normou. Mizeme ho ziskat Hausholedrovou transformaci na
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podprostor pravych singularnich vektort piislusnych poslednim n + 1 —
singularnim ¢éislim (podobné jako v (2.12)), my ale uvedeme jiny zptisob,
prevzaty z [4], ktery mize byt v nékterych pripadech vyhodnéjsi. Necht (1.4)
je singularni rozklad matice [b, A]. Ozna¢me nyni

l n+1-—1
[ m—1
— —
e 5. 0N 1
1
U:(Ul U2)7 o= (O i2> I m—1 )
l n+1—1
— —

o (oY) - (o Ve 11
V_<V1 V2>_(V21 V22) I n
Zapisy (3.7) a (3.8) pak pfepiSeme na
b, Ai) = 53V, (g, B] = Ua5, V5

Reseni bude existovat, pokud podprostor pravych singularnich vektort pii-
slusnych poslednim n + 1 — [ singularnich ¢islim bude obsahovat vektor
s nenulovou prvni slozkou. To mtizeme zafidit tim, Ze zvolime truncation
level [ tak, aby

1) o > 6’1+1
2) | < numRank([b, A]) (3.11)
3) Viz # 0.

Reseni ve smyslu metody T-TLS mé tvar
= (V)" Vi = —Vaa V. (3.12)

Norma feseni a velikost T-TLS vzdalenosti jsou pak dany vztahy

Izl =/ 1Vial| 72 = 1 (3.13)

llg, Elllr =
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Odvozeni (3.12) lze najit v [8].

Nékteri autori, napt. v [13] a [15] resp. [16], metodu neoznacuji jako
truncated TLS, ale pouze jako TLS pro nasobna singularni ¢isla ;.1 =
coo = 0py1 a tedy

n+1
~ o~ T o~ . ST
9, E] = — U0V, = —U4101410U4 1,

1=[+1

coz vSak neméa vliv na tvar feSeni.
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Kapitola 4

Vlastnosti metody uplnych
nejmensich ¢étvercti s omezenim
hodnosti

Z predchozich kapitole jsme se sezndmili s metodou uplngych nejmensich
Ctvercu s omezenim hodnosti. Zatim nevime, jaké vlastnosti Teseni touto
metodou muzeme ocekdvat. V kapitole se zamerime na reqularizacni vlast-
nosti metody a ddme ji do souvislosti s dalsimi regularizacnimi metodamai
zaloZenymi na singuldrnim rozkladu. Pokusime se také popsat systémy, pri
jejichz resent poskytuji metody T-TLS a T-SVD podobné vysledky. Z kapi-
toly 3 vime, Ze omezeni hodnosti sniZuje u uvaZované metody citlivost na
data ulohu, v této kapitole uwvedeme konkrétni odhady pro zménu Teseni pri
perturbact dat.

4.1 Regularizace pomoci T-TLS a T-SVD

Vratme se nyni k tomu, jak je mozno ill-posed problémy regularizovat. Nej-
jednodussi regulariza¢ni metody vychézeji piimo ze singularniho rozkladu
(1.3) matice A a FeSeni témito regulariza¢nimi metodami lze zapsat ve tvaru

“ulb
T = Zfz‘7% (4.1)
i=1 ¢

kde ¢isla f; jsou tzv. filter factors. Srovndme-li nyni (4.1) s (3.5), vidime, Ze
metoda T-SVD je ptikladem tohoto typu regulariza¢nich metod s f; = 1 pro
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1=1,...,la f=0proi=10+1,...,r, pfiCemz [ zde chapeme jako regulari-
zacni parametr. Dalsi znamou moznosti je pouziti Tichonovovy regularizace,
ktera balancuje chybu rezidua a euklidovskou normu feseni, tedy hledame

arg,cpn Minx € R"{HAQ:—sz—i—)\HLtz}, (4.2)

kde )\ je ”penaliza¢ni” parametr a matice L ma plny fadkovy rank. Casto
volime za L jako matici jednotkovou a neni tezké ukazat, ze pro tento ptipad
muzeme FeSeni zapsat ve tvaru

Tik _ - oi?  uib 43

x _;Ui2+)\2 aivl. (4.3)

Tak je (pfi vhodném \) odstranén problém déleni malymi singularnimi ¢isly.
V nésledujicim textu se zaméfime na metodu T-TLS. Uvazujme feSeni

ve tvaru (3.12) a kromé podminek (3.11) budeme navic [ volit takové, aby
|[Viz|| > 7, kde pomoci 7 bude budeme kontrolovat normu feseni. Nejdiive
se zaméfime na to, zda metoda T-TLS skutecné funguje jako filtra¢ni me-
toda. Nabizi se srovnat FeSeni metodu T-SVD a T-TLS. Pro ||z; — &;||, kde
Z; a x; jsou T-TLS resp. T-SVD feseni, mame podle kapitoly 4.2 rizné od-
hady, avSsak ve vSech prava strana zavisi alespon nepfimo na podilu (ﬁ_—f)

Aby pro nas mél tedy tento odhad vyznam, je zapotiebi aby 1 > Ul’;l To
by ovSem znamenalo, ze o; > 0,.1, coz ziejmé neodpovida diskrétnim ill-
posed problémim. Jind moZnost je pokusit se pfevést tvar feSeni (3.12) na
tvar (4.1) pro vhodné f;. Abychom mohli néco takového vibec provést, je
nejdiive nutné ovérit, zda ¥; neméa nenulové projekce do prostorii generova-
nych pravymi singularnimi vektory matice A, které nejsou obsazeny s sumé
(4.1). Jinak feceno ovéfit implikace

w'hb=0=0v"F=0a i>r=uv"% =0.

ODbé tyto implikace byly pro jednoduché singularni ¢isla &; a o; ovéfeny v [4]
sérii technickych lemmat. Timto je zfejmé dokadzano, ze Z; je tvaru (4.1).
Nyni uvedeme diilezity vysledek o tvaru filtrac¢nich faktort.

Véta 3 (Filter factors): Nechtf (1.3) a (1.4) je singularni rozklad matice
A resp. [b,A] a necht vSechna singulérni ¢isla obou matic jsou jednoducha,
pak filtracni faktory v (4.1) maji pro metodu T-TLS tvar

+1 ~1)2 ! ~1\2
f = n}: o} (Uj) @ )
1 T — =~
G710 =07 Va2 Z o2 Va2
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Dikaz této véty lze nalézt v [4] stejné jako nasledujici odhady. Pfi splnéni
predpokladi véty 3 plati pro f; nasledujici nerovnosti

Ul+1 , )
0<fi—1<—"-—a f; rostou monoténné pro i <[, (4.4)

0< f; < ||f/12||—2% pro 1 <i<r. (4.5)
9r — 95
Z odhadt rovnéz plyne, ze pro dobfe definovany numericky rank [ budou pro
i =1+1,...,r budou hodnoty f; ~ 0 (vyuzijeme-li navic ptedpoklad kladeny
na ||Viz||), nicméné i kdyz neexistuji mezi singularnimi ¢isly velké mezery,
bude zachovana regulariza¢ni vlastnost metody T-TLS a vyznamnou vy-
hodou oproti metodé T-SVD je, ze v takovém piipadé zistava v omezené
mife zachovan i vliv prvkid s indexem vétSim nez [. Zistava vsak dilezita
otazka, jaky zvolit regularizacni parametr [, aby na jedné strané bylo potla-
¢eno destruktivni chovani Sumu a na druhé strané nebyly ztraceny uzitecné
informace z ptvodni tlohy. Vice o této problematice 1ze nalézt napt. v [14].

4.2 Souvislost T-TLS a T-SVD

V této kapitole se zamérime na zkoumani vztahi mezi dvéma na prvni pohled
rozdilnymi metodami. Sledujme postup uvedeny v [3]|. Protoze tvary (3.12)
a (3.5) nam piili§ prostoru pro srovnavani téchto dvou pfistupt nedavaj,
pokusime se feseni metodou T-TLS prevést do tvaru podobného T-SVD
feSeni. Truncation level bude stejny u obou metod, bude spliiovat (3.11) a
oznacime ho opét .

Pfipomenme, ze feseni metodou T-SVD spliiuje rovnost

kde A; nejblizsi aproximace matice A hodnosti [ definovana ve vété 2. Necht
[bl, Al] je stejné jako v predchozim textu nejbliz$i aproximace matice [b, A]
hodnosti /. Jednoduchou ivahou zjistime, ze T-TLS feseni Z; mtizeme ziskat
jako LS Feeni s matici A;. #; tedy spliiuje
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Nyni je zfejmé tieba jistym zptsbem porovnat matice A, a A;. My to
udélame tak, Ze si matici A, vyjadiime jako perturbaci matice 4;, tedy
A; = A, + E. Pokud se budou sloupcové a Fadkové vektory uvedenych dvou
matic vyrazné lisit, budou metody poskytovat velmi rozdilnéa feseni a proto
se v dalsim textu zaméfime pouze na matice, které jsou si blizké ve smyslu
nésledujici definice uvedené v [3].

Definice (Acute perturbation): Rekneme, Ze matice A je acute pertur-
baci matice B, pokud jsou splnény nasledujici podminky

HPA_PBH <1

|Par — Ppr| <1,
kde P je ortogonalni projekce na R(C).

Neni tézké ovérit, ze A je acute perturbaci B pravé kdyz uhly mezi pro-
story tvofenymi sloupci resp. fadky matic jsou ostré. Zrejmé ale neni prilis
vyhodné ovérovat acute podminku timto zptsobem ani piimo z definice.
Autofi v [3] dokazali, Ze pro to, aby matice A; a A; byly acute, je postacu-
jici, aby byla splnéna podminka 6;,1 < o, (tedy stejnd podminka, ktera je
postacujici pro existenci T-TLS Feseni). V dalsim textu jiz budeme pracovat
pouze s maticemi A, pro které je tato podminka splnéna.

Rozdélme nyni matici U, V a Y podobné jako jsme rozdélili matice
vzniklé singuldrnim rozkladem matice [b, A].

l n—1
l m —
> —
—> —>
_ _ 2 0 ] l
U—(U1 Uz) 2—(0 22) i m— 1
l n—1
Vi Vip I 1 '
V=MW WV =
(1 2) ( Var Vao ) I n
Pomoci novych matic pak prepiSeme rovnice (4.6) a (4.7) do tvaru
VSIS Vilie = ATh — VuXTUT b (4.9)

%12{21‘7271—‘53[ = ATb - %gigﬁgb = ATb - ‘7222522‘71721
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a dosazenim prvni rovnice do druhé, odec¢tenim a zanedbanim rozdilovych

¢lentd vyssich 7adt ziskame

VSIS Vi (2—7)) = VST AVI L AVET S VIV ASVE Ve ST 50 VE Va2 TUT b,
. o (4.10)

kde AV = Vo — Vi a AS = XIS, — 375, Tuto rovnici mtzeme déle

odhadnout (podle definice spektralni normy)

- 1 . - -
lz = &l < S[IAV]6T + [ASIDIZ + 61 + o [UZ B (411)
l
Odhad neni sice nejlepsi mozny, ale zptisob jakym jsme ho odvodili ndm
napovida, ze feSeni se budou velmi lisit v pripadech, kdy:

e neexistuje znatelnd mezera mezi malymi a velkymi singularnimi ¢isly
matice A

e systém je znacné nekompatibilni, tedy &, je velké
e A, je Spatné podminéna a tedy o; je malé

e jsou velké rozdily mezi singuldrnimi ¢isly matice A a matice [b, 4],
specialné pokud |u] b| roste, pak roste i rozdil 57 — o7, podrobné viz

[3].

Nyni uvedeme nékolik konkrétnich vysledkt pro odhad normy ||z; — Z||
vzhledem k ||z;]|. Podrobnou analyzu tohoto problému lze nalézt v [15] a
[16].

Véta 4: Bud z; T-SVD feseni s minimalni normou a Z; T-TLS feSeni s mi-
nimalni normou. Necht ;4 < 303, pak plati

r—I o b— Ax
|| l l|| < l+~1 3—|—I€(Ak)|| l||
[zl 01— 0141 6]
Diikaz: viz [3], véta 3.2.
Véta 5: Necht x; a 7; jsou jako ve vété 4 a necht plati 6, > 641 = -+ = G,
pak plati
~ Ot
|20 — 2| < #sz\l

l n+1
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Un+1
2
0;

[ — & < 2]

Dikaz: viz [16], véta 3.1.

Dalsi vysledek, ktery zde uvedeme se uz netyka reseni s minimalni nor-
mou, ale libovolného feseni. Necht S7_svp a Sr_rrs je mnozina vSech T-
SVD, resp. T-TLS feSeni systému (1.2), tedy

Sr_svp = {z|lr = Alb+ (I — AJA)y;y € R™)}

ST—TLS = {l’|(L’ = A;Fb + ([ — /ﬁfll)y, Yy e Rn)},
piidemz (I — CTC) je projekce na N (C).

Véta 6: Necht x je libovolny prvek S7_gyp a necht plati 6; > 6,01 = - =
i1, Pak existuje takovy prvek & € Sp_rpg, Ze plati

- o -
o — 7 < 27,
0

kde 7; je jako ve vété 4.
Diikaz: viz [16], véta 3.2.

Podobnym zptsobem jako jsme zkoumali ||z; — #;|| miZeme zkoumat
také vztah rezidui r, = b — Ax; a 7, = b — AZ;. Uvedeme pouze jeden
vysledek tykajici se tohoto problému, dalsi odhady lze opét nalézt v [15] a
[16].

Véta 7: Necht z; a ; jsou jako ve vété 4 a necht 6,1 < 0y, pak
s 0141
[y = 7l < 2————1|b]|-
O — 0141

Dikaz: viz [3], véta 3.3.

4.3 VIiv perturbaci na reseni metodou T-TLS

V této kapitole se budeme zabyvat predevsim citlivosti feSeni metodou T-
TLS na data tlohy, tedy matici A a vektor pozorovani b. Jesté pred tim vsak
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zminime jeden zajimavy a dtlezity vysledek uvedeny v [13] z jiné, p¥ibuzné
oblasti - aproximace T-TLS feseni T-SVD fesenim.

Véta 8: Bud z je LS feSeni systému Agz = by s miniméalni euklidovskou nor-
mou a bud rank(Ag) = [. Necht [b, A] je matice stejného fadu jako [by, Ao, A
matice s rank(A) = [ a [b, A] ortogonalni projekce [b, A] na R(A). Necht navic
existuje € takové, ze ||[b, A] — [bo, Ao]||lr <€, ||[A — A||F <eae<iA4Mn
Bud [bl, Al] jako v (3.7) a &; bud feseni systému Ax =bs nejmensi euklidov-
skou normou. Pak pro Z feSeni Az = b s nejmensi normou plati nasledujici

odhad

o Aot
& — 2| < 2€0*(VIT TzolP + llzoll), kde @ = —I20

1 — 2¢| Aot

a tedy
T =3+ O().

Véta tika, ze pokud zname hodnost matice Ay, pak feseni, které spoci-
tame z libovolné matice A spnujici predpoklady véty 4, bude blizké T-TLS
fesSeni systému Ax ~ b s truncation levelem rovnym hodnosti matice A.

Vratme se nyni k otézce citlivosti T-TLS FeSeni na zmény v matici A
a pravé strané b systému (1.2). Vyjdeme z analyzy, kterou provedli autofi
v [13] pro metodu tplnych nejmensich ¢tverci a vyuzijeme konkrétnich vy-
sledkt pro metodu T-TLS uvedenych v [3], [15] a [16].

Oznacéme

Ax ~b (4.12)
soustavu vzniklou perturbaci soustavy (1.2),

b, A] = Zﬁi& v} Zu o'l (4.13)

prislusny singulérni rozklad a

[Ab, AA] = [b, A] — [b, A], ||[b, A|| > ||[Ab, AA]]| (4.14)
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matici pfislusné perturbace. U obou feSeni (pivodniho i perturbovaného)
uvazujeme stejny truncation level a oznac¢ime ho (.
Mize se stat, ze
di>1:0; >0 (4.15)

nebo
T<li+1:0; <o, (4.16)

tedy zZe se perturbovanim ”promichaji” mala a velka singularni ¢isla. Stejné
¢islo pak miize byt v singularnim rozkladu povazovano za aproximaci nuly,
zatimco v druhém ho povazujeme za c¢islo nenulové. Takova situace ziejmeé
neni zadouci. Nadale budeme proto uvazovat, Ze perturbace (4.14) spliuje
podminku

I[Ab, AA][| < 61— G141, (4.17)

ktera zarucuje, Ze nenastane ani jeden z piipadu (4.15) a (4.16). Zaméfme
se nyni na existenci T-TLS feSeni perturbované soustavy (4.12). Abychom
méli zarucenu existenci T-TLS feSeni soustavy (1.2), budeme podle kapitoly
2.2.1 predpokladat pro dalsi uvahy, ze o, > 6;51. Pokud podminku (4.17)
zesilime na podminku

I[Ab, AA][| < 01 = G141, (4.18)

pak o] > 0,41 a tedy FeSeni perturbované soustavy (4.12) metodou T-TLS
existuje. Podrobné viz [3]. V nésledujicim textu predpokladame, ze matice
perturbace (4.14) spliiuje podminku (4.18).

Protoze problematika citlivosti metody T-TLS na perturbace nebyla jesté
zcela vyTesena, budeme se dale zabyvat dvéma dil¢imi problémy

e citlivost Tfeseni metodou T-TLS na specidlni perturbace

e citlivost A'([b;, 4;]) na perturbace
V této ¢asti bude z; znacit T-TLS feseni s nejmensi euklidovskou normou

puvodni soustavy (1.2) a z; T-TLS feSeni s nejmensi euklidovskou normou
perturbované soustavy (4.12).
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Citlivost feseni metodou T-TLS na specialni perturbace

V této sekci uvedeme vysledek, ktery prezentoval Wei v [15] a [16].

Véta 9: Necht [|[[Ab, AA]|| < 2 (01 — Gnt1), pak plati

o Ab, AA| + 5, o 6(||[Ab, AA]| + 5 _

o1+ Ony1 o1+ Ony1

Autor v [15] rovnéz ukézal, Ze pro libovolné T-TLS feseni  perturbovaného
problému (4.12) 1ze nalézt T-TLS feSeni Z ptivodniho problému (1.2) tak, ze

je stejného radu jako
120 — |

2]

Citlivost N ([b;, A;]) na perturbace

Protoze feSeni ; je linedrni kombinaci vektorti z N ([b;, 4;]) a 7; je linearni

kombinaci vektorti z N'([b;, A;]), kde

l

[51, A = Zﬂﬁz‘@?,

=1

nabizi se pro srovnani téchto feseni porovnat tyto prostory. Touto proble-
matikou se podrobné pro metodu TLS zabyvali autoti v [13] v kapitole 7.3.
Disledky pro metodu T-TLS lze najit v [3|. Zde uvedeme pouze jeden za-
kladni vysledek, jehoz dikaz lze nalézt pravé v [3].

Véta 10: Necht |

[Ab, AA]|| < 0y — 6141, pak plati

b aq)
01 — 0141 — ||[[AD, AA]||

dist (N ([br, i), N ([, A1) ) <
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Kapitola 5

Numerické experimenty

V této kapitole prakticky demonstrujeme poznatky o regqularizacnich vlast-
nostech metod T-TLS a T-SVD uvedené v sekci 4.1 a soucasné poznatky o
souvislosti téchto metod uvedené v sekci 4.2. Experimenty byly vyhotoveny
v programu MATLAB R2008a s vyuZitim balicku Regularization Tools [7].
K urceni optimdlniho truncation levelu jsme vyuzili metodu L-krivky, vice o
této metodé lze nalézt v [14].

Experiment 1. V prvnim experimentu ukazeme, jak se lisi naivni feSeni
systému (1.2) ziskané jako z = AT a feSeni ziskané metodami s omezenim
hodnosti, pokud matice A mé netplnou, ale dobfe definovanou numerickou
hodnost. Pro demonstraci jsme vybrali problém Heat z balicku [7]. Pomoci
prikazu [A,b,x]=heat (52) jsme setrojili matici A velikosti 52 x 52 a feSeni
x. Vektor pravé strany b.,..; jsme setrojili jako b_exact=A*x. Pomoci funkce
rand jsme vytvoiili vektor by, tak, aby M = 1072 a vektor b jsme
pak ziskali jako b = bepaer + Dnoise- Na obrazku 5.1 vlevo vidime, Ze posledni
dvé singularni ¢isla matice A jsou vyrazné mensi nez cisla predchozi. Nu-
merickd hodnost matice je tedy 50 a je dobtfe definovana. K feseni systému
Az = b jsme pouzili metodu nejmensich ¢tverctt a metodu uplnych nejmen-
Sich ¢tverct s omezenim hodnosti (T-TLS) s truncation levelem 50. Grafické
porovnani téchto vysledkil najdeme na obrazku 2.1 vpravo. Vidime, ze me-
toda T-TLS aproximuje pfesné feSeni x puvodniho systému (nezatiZeného
Sumem) velmi dobfe, zatimco FeSeni ziskané metodou LS bez regularizace os-
ciluje a k pfesnému feSeni se ani nepfiblizilo. Urcita regularizace je v tomto
pripadé nutna.
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Obrazek 5.1: Singularni ¢isla matice Heat (vlevo) a porovnani neregularizo-
vaného feseni a T-TLS feseni se skutetnym ptvodnim fesenim (vpravo).

V druhé casti experimentu se zaméfime na porovnani metody T-TLS
s metodou T-SVD pfi riiznych hladinach Sumu. Protoze mala a velka singu-
larni ¢isla matice A jsou dobfe oddélena, lze predpokladat, ze pokud nebude
prava strana prilis porusena, budou T-TLS a T-SVD feseni dobfe aproxi-
movat ptuvodni pfesné feseni x. Podle (4.11) miizeme rovnéz predpokladat,
ze metody T-SVD a T-TLS budou poskytovat feseni, ktera si budou blizka.
Jako zkuSebni hladiny $umu ”Z%Zj‘ jsme zvolili hodnoty 1078, 107% a 1072,
Obrazek 5.2 ukazuje, ze pro prvni dvé hodnoty Ssumu, kdy truncation level
urceny L-kiivkou byl 50, jako v pfedchozi ¢asti, se T-TLS a T-SVD feseni
témér neligi. Pfi hladiné sumu 1072 a truncation levelu 33 (uréeného po-
moci L-kifivky) uz pfesné feseni bylo aproximovano podstatné hite a feSeni
pomoci metod T-TLS a T-SVD se lisila vice. Odlisnost T-TLS a T-SVD
feseni mize byt zplisobena tim, Ze singularni ¢isla o33 a 034 jsou si blizka a
rozdil o — 651 ve vété 4 je tedy maly. Vysledky numerického experimentu
s matici Heat jsou tedy konzistentni s odhady, které jsme ucinili na zacatku
této casti.

Experiment 2. V tomto uvazujeme soustavu s matici se singularnimi
¢isly rozlozenymi do tvaru ,L.”. Takova matice ma dobfe definovanou nu-
merickou hodnost, ale velkd a mala singularni ¢isla nejsou oddélena tak
dobre, jako v predchozim experimentu. Pro demonstraci jsme vybrali pro-
blém Shaw z balicku [7]. Matici, pfesné FeSeni a pravou stranu jsme sestrojili
stejnym zptsobem jako pro matici Heat v experimentu 1. Hladina Sumu je

broise _ . e .
H = 1072, Na obrazku 5.3 vlevo vidime, Ze k ohybu dochézi v oy,
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Obrazek 5.2: Porovnani metod T-TLS a T-SVD pii feSeni problému Heat
pii hlading sumu 10~® (vlevo nahofe), 10~° (vpravo nahote) a 1072 (vlevo

dole).

numericky rank této matice je tedy 19. K feseni systému Ax = b jsme opét
pouzili metodu nejmensich ¢tvercii a metodu uplnych nejmensich ¢tverct
s omezenim hodnosti s truncation levelem 19. Protoze matice A méa neupl-
nou numerickou hodnost, o¢ekavame, ze feseni metodou nejmensich ¢tverct
bude oscilovat podobné jako v experimentu 1, tuto ivahu potvrzuje obra-
zek 5.3 vpravo. Opét je nutna regularizace. Protoze matice Shaw méa dobfe
urc¢enou numerickou hodnost feseni metodou T-TLS aproximuje pfi nizké
hladiné Sumu presné feseni dobfe.

Druhé cast experimentu bude totozna s druhou ¢asti experimentu 1.

V pripadé matice Shaw ocekavame, ze k postifehnutelnému zhorsovani vlast-
nosti aproximace bude dochézet jiz u nizsi hladiny Sumu, protoze ptechod
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Obréazek 5.3: Singularni ¢isla matice Shaw (vlevo) a porovnani neregularizo-
vaného Feseni a T-TLS feseni se skute¢nym pivodnim feSenim (vpravo).

mezi velkymi a malymi singuldrnimi ¢isly je hladsi, ale zhorSovani bude po-
zvolné, ne skokovité. To potvrzuje obrézek 5.4. Vyuzijeme - li (4.11) mizeme
se domnivat, ze metody T-SVD a T-TLS budou poskytovat feseni, ktera si
budou v piipadé vyssi hladiny Sumu bliz§i nez u matice Heat, nebot sin-
gularni ¢isla o; jsou zde 1épe oddélena. To samoziejmé nemusi platit vzdy.
Zkusebni hladiny budou opét 1078, 1075 a 10~2. Truncation level pro tyto
hladiny byl postupné 14,10, a 7. P¥i hodnoté $umu 1078 jiz byly postieh-
nutelné odchylky od presného feseni. Metody T-TLS a T-SVD poskytovaly
podobna Teseni.

Experiment 3. V tomto experimentu se zamérime na stejné otazky jako
v experimentu 1, ale matici soustavy bude matice Ilaplace z [7]. RozloZenim
singlarnich ¢isel (viz obézek 5.5 vlevo) se na prvni pohled podobd matici
Shaw. Je tfeba si vSak uvédomit, ze u matice Ilaplace je rozdil mezi o1 a 097
(singulérni ¢islo v ,,ohybu”) fadové vétsi, viz obrazky 5.3 a 5.5 vlevo. Je prav-
dépodobné, Ze i pii malé perturbaci pravé strany (hladina $umu napi. 10720),
budou singularni ¢isla matice Ilaplace vétsi nez oy7 ,,0fezédna” a truncation
level bude mensi nez 27. Naptiklad pii hlading sumu 1072 byl truncation
level pro metodu T-TLS roven 19. Srovnani T-TLS feSeni s fesenim metodou
nejmensich ¢tvercli a pfesnym fesenim vidime na obrazku 5.5 vpravo.

Protoze singularni ¢isla o, . . . , 096 klesaji k nule postupné a nejsou dobte

oddélena, lze podle (4.11) oc¢ekévat, ze T-TLS a T-SVD feseni se budou lisit.
Na druhé strané aproximacni vlastnosti T-TLS a T-SVD fesSeni se nebudou
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Obrazek 5.4: Porovnani metod T-TLS a T-SVD pfi feseni problému Shaw
pii hlading sumu 10~® (vlevo nahofe), 10~° (vpravo nahote) a 1072 (vlevo

dole).

s rostouci hladinou Sumu pfili§ zhorsovat, protoze mirna zména truncation
levelu mezi hodnotami 1 a 27 nezptlisobi vyraznéjsi zménu aproximace. Ji-
nymi slovy nenastane situace, kdy po pfekroceni optimalniho truncation
levelu (snizeni) T-TLS a T-SVD feSeni rychle ztraceji aproximacéni schop-
nost (jako napf¥. v experimentu 1). Pro hladiny $umu 1078, 107° a 1072 ur¢ila
L-kfivka truncation levely postupné jako 16,12 a 6. ReSeni jsou vykreslena
v obrazku 5.6.
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Obréazek 5.5: Singularni ¢isla matice Ilaplace (vlevo) a porovnéani neregula-
rizovaného feseni a T-TLS FeSeni se skuteénym ptvodnim feSenim (vpravo).
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Obrazek 5.6: Porovnani metod T-TLS a T-SVD pii feseni problému Shaw
pii hladiné $umu 107® (vlevo nahote), 1075 (vpravo nahote) a 1072 (vlevo

dole).
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7. aver

V predlozené praci jsme se seznamili s metodami nejmensich ¢tverct, vysvet-
lili jsme, pro¢ neregularizované metody nejmensich ¢tvercii mohou v ptipadé
ill-posed problému poskytovat nepouzitelné feseni a jak lze tyto metody re-
gularizovat nahrazenim ptivodniho systému systémem nizsi hodnosti. Zamé-
fili jsme se na regularizacni vlastnosti téchto metod a na srovnani metody
uplnych nejmensich ¢tverci s omezenim hodnosti s metodou truncated SVD.
Jedna sekce prace byla dale vénovana citlivosti metody tplnych nejmensich
¢tvercit s omezenim hodnosti na perturbace matice soustavy (modelu) a
pravé strany (vektoru pozorovani). V zévérecné kapitole jsme demonstro-
vali vysledky teoretické analyzy sumarizované v predchozich kapitolach na
numerickych experimentech.
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