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Martin Holeňa (9.10., 23.10., 6.11., 20.11., 27.11., 4.12. )
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1 Aproximace I. - S-W

• modul spojitosti

• approxinmace v C〈0,1〉

• Stone-Weierstrass lemma

• aproximace v CK̄
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zimńı semestr 2018/2019, KM FJFI ČVUT
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Definice. Nechť f̃ : K̄ → < , kde K̄ ⊂ <n je kompaktńı množina. Potom definujeme modul

spojitosti jako č́ıslo

ω
(
f̃ , δ
)

def

= sup
~x, ~y ∈ K̄
‖~x− ~y‖ < δ

∣∣∣f̃ (~x)− f̃ (~y)
∣∣∣.
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Tvrzeńı. Nechť σ̃ : < → < je spojitá a nechť plat́ı limx→−∞ σ̃ (x) → 0 a limx→+∞ σ̃ (x) → 1.

Potom pro libovolnou funkci f̃ ∈ C〈0,1〉 plat́ı nerovnost

∥∥∥f̃ − g̃n
∥∥∥
∞
≤ ω

(
f̃ ,

1

n

)(
4 + 2 sup

x∈<
|σ̃ (x)|

)
,

kde posloupnost funkćı {q̃n}∞1 je definována předpisem

q̃n (x)
def

= f̃ (0) +

n∑

v=1

(
f̃
(v
n

)
− f̃

(
v − 1

n

))
σ̃ (An(nx− v)) (1)

a pro č́ıselnou posloupnost {Ai}∞1 plat́ı, že An je nejmenš́ı kladné celé č́ıslo, pro které plat́ı

|σ̃ (x)| ≤ 1

n
pro x ≤ −An a 1− 1

n
≤ σ̃ (x) ≤ 1 +

1

n
pro x ≥ An.

Důkaz byl prezentován na přednášce.
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Tvrzeńı (Stone-Weierstrass). Nechť K̄ je kompaktńı množina v <n a B je lineárńı podprostor v

prostoru CK̄ takový, že obsahuje konstantńı nenulovou funkci a v množině K̄ odděluje libovolné

dva body (t.j. pro libovolné ~x, ~y ∈ K̄, ~x 6= ~y existuje f̃ ∈ B tak, že f̃ (~x) 6= f̃ (~y)) a nechť nav́ıc

plat́ı, že pro libovolné f̃ , g̃ ∈ B je i f̃ · g̃ ∈ B. Potom B je hustá v prostoru CK̄ .

Důkaz byl prezentován na přednášce.
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Tvrzeńı. Předpokládejme, že K̄ je kompaktńı podmnožina prostoru <n . Potom lineárńı obal

množiny funćı Θ̄
def

=
{
ρ̃ (~x) = e〈~a| ~x〉 |~a ∈ <n

}
je hustý v prostoru CK̄ .

Důkaz byl prezentován na přednášce.
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Tvrzeńı. Nechť K̄ je kompaktńı podmnožina prostoru <n a nechť σ̃ : < → < je spojitá funkce

pro kterou plat́ı limx→−∞ σ̃ (x)→ 0 a limx→+∞ σ̃ (x)→ 1. Potom množina funkćı tvaru

g̃ (~x)
def

=

k∑

j=1

bjσ̃ (〈~wj |~x〉 + cj),

je hustá v prostoru CK̄ , kde k ∈ N , cj, bj ∈ <, ~wj ∈ <n, j∈{1, . . . , k} .

Důkaz byl prezentován na přednášce.
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Figure 1: Odpov́ıdaj́ıćı neuronová śı̌t s jednou výpočetńı vrstvou.
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2 Approximace II. - Konvoluce

• aproximace konvolućı

• konvolučńı jádro

• volba konvolučńıho jádra
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Tvrzeńı. Předpokládejme, že f̃ je omezená, stejnoměrně spojitá funkce na <n a že pro g̃ ∈ L<n1

plat́ı
∫
<n g̃ (~x)d (~x) = 1. Dále definujme funkce g̃m (~x)

def

= mng̃ (m~x). Potom plat́ı:

1.
(
f̃ ∗ g̃m

)
=
∫
<n f̃

(
~x−~t

)
g̃m

(
~t
)
d
(
~t
)

konverguje stejnoměrně k funkci f̃ pro m→∞ na <n
.

2. pro libovolné č́ıslo R > 0 plat́ı:
∥∥∥
(
f̃ ∗ g̃m

)
− f̃

∥∥∥
∞
≤ ω

(
f̃ , 2R

m

)
‖g̃‖1 + 2

∥∥∥f̃
∥∥∥
∞

∫
‖~s‖>R |g̃ (~s)|d~s,

kde norma ‖.‖∞ je brána vzhledem k celému <n .

3. Nechť f̃ Lipstichovská s konstantou λ a nechť M
def

=
∫
<n ‖~x‖|g̃ (~x)|d~x <∞. Potom plat́ı odhad∥∥∥

(
f̃ ∗ g̃m

)
− f̃

∥∥∥
∞
≤ Mλ

m .

Důkaz byl prezentován na přednášce.
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přednášej́ıćı: Frantǐsek Hakl, hakl@cs.cas.cz



Definice. Pro libovolnou spojitou funkci φ̃ ∈ C< definujme konvolučńı jádro jako funkci G̃Φ̃ :

<n → < definovanou předpisem

G̃φ̃ (~x)
def

=
1

αn

∫

‖ ~u‖=1

φ̃ (〈~x |~u〉)d (~u), kde αn
def

=

∫

‖ ~u‖=1

d (~u), (2)

(αn je povrch jednotkové koule v prostoru <n ).
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Tvrzeńı. Nechť pro nějaké a > 0 je K̄
def

= 〈a, a〉n a φ̃ ∈ C< je stejnoměrně spojitá. Předpokládejme,

že G̃φ̃ (~x) je definována podle 2. Nechť G̃φ̃ (·) ∈ L<n1 a současně
∫

<n
G̃φ̃ (~x)d (~x) 6= 0 .

Potom lineárńı obal funkćı ve tvaru φ̃ (〈~x |~a〉 − c) , ~a ∈ <n, c ∈ <, je hustý v prostoru CK̄ .

Důkaz byl prezentován na přednášce.
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Lemma. Nechť p,R ∈ <, R > 0 a ~x ∈ <n. Potom plat́ı, že
∫

‖ ~x‖≥R
1

‖~x‖p
d (~x) <∞

právě když p > n.

Důkaz byl prezentován na přednášce.
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Lemma. Nechť G̃φ̃ (~x) je definováno dle 2.Potom G̃φ̃ (~x) = g̃0

(
φ̃, r
)

, kde r
def

= ‖~x‖ a

g̃0

(
φ̃, r
)

def

= αn−2
αn−1

∫ 1

−1 φ̃ (rs)
(
1− s2

)n−3
2 d (s)

= αn−2
αn−1

∫ r
−r r

2−nφ̃ (t)
(
r2 − t2

)n−3
2 d (t), r 6= 0.

(3)

Důkaz byl prezentován na přednášce.
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Lemma. Nechť n je liché a pro ψ̃ (t)
def

= φ̃ (1 + t) + φ̃ (1− t) a pro nějaké η > 0 plat́ı
∣∣∣ψ̃ (t)

∣∣∣ ≤ η
|t|p ,

p > n− 2. Potom G̃φ̃ (·) ∈ L<n1 tehdy a jen tehdy, je-li

∫ ∞

0

ψ̃ (t)t2jd (t) = 0, j∈{0, . . . , n− 3

2
}. (4)

Důkaz byl prezentován na přednášce.
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Lemma. Předpokládejme, že n je liché a že funkce ψ̃ splňuje předpoklady a tvrzeńı lemmy . Dále

předpokládejme, že ψ̃ je sudá funkce. Potom plat́ı
∫

<n
G̃φ̃ (~x)d (~x) = −2αn−2τn

∫ ∞

0

ψ̃ (t)tn−1d (t), (5)

kde je

τn
def

=

∫ 1

0

r
(
1− r2

)n−3
2 d (r) > 0.

Důkaz byl prezentován na přednášce.
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Tvrzeńı. Nechť σ̃ ∈ C< je stejnoměrně spojitá na < a ψ̃ (t)
def

= σ̃ (1 + t)+σ̃ (1− t). Předpokládejme,

že n je liché a K̄ = 〈−a, a〉n, a > 0 a pro nějaké η > 0 plat́ı
∣∣∣ψ̃ (t)

∣∣∣ ≤ η
|t|p , p > n− 2. Dále nechť

∫ ∞

0

ψ̃ (t)tn−1d (t) 6= 0.

Potom lineárńı obal množiny funkćı ve tvaru σ̃ (〈~x |~w〉 + c) , kde ~w ∈ <n a c ∈ <, je hustý v

prostoru CK̄ .

Důkaz byl prezentován na přednášce.
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3 Approximace III. - Duálńı prostory

• věta o vztahu hustoty funkćı a nulového funkcionálu

• aplikace na prostor LK̄p
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Tvrzeńı. Nechť X je úplný normovaný vektorový prostor nad tělesem < , V̄ je jeho podprostor.

Potom V̄ je hustý v X , právě když jediný lineárńı omezený funkcionál na X , v jehož nulovém

prostoru je V̄ obsažen, je nulový funkcionál.

Důkaz byl prezentován na přednášce.
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přednášej́ıćı: Frantǐsek Hakl, hakl@cs.cas.cz



Lemma. Nechť g̃ je funkce definovaná na kompaktńı množině K̄ ⊂ <n splňuj́ıćı následuj́ıćı

podmı́nku:

(∀~a ∈ <n, ‖~a‖ = 1)
(
∀~y ∈ K̄

)
(∫

〈~a| ~x〉<〈~a|~y〉
g̃ (~x)d (~x) =

∫

〈~a| ~x〉>〈~a|~y〉
g̃ (~x)d (~x).

)

Potom g̃ je skoro všude na K̄ rovna nule.

Důkaz byl prezentován na přednášce.
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c

ω̃ (b, c)

K̄
K̄

b

B̄n,i

Figure 2: Definition of sets B̄n,i and of the mapping ω̃.
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4 Approximace IV. - Binárńı neuronové śıtě

• pojem prahového vektoru

• základńı vlastnosti prahového vektoru

• odhad počtu vektor̊u

• dolńı odhad počtu vektor̊u
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Definice. Nechť funkce s̃gn : <n → {−1,+1} je definována jako

s̃gn (z)
def

=

{
1 pro x > 0

−1 x ≤ 0
.
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Definice. Nechť ~x1, . . . , ~xS jsou vektory z {−1,+1}n . Potom ř́ıkáme, že vektor ~y je prahovým

vektorem systému ~x1, . . . , ~xS právě když existuj́ı č́ısla w1, . . . , wS tak, že vektor
∑S

i=1wi · ~xi
má pouze nenulové složky a plat́ı:

~y
def

= s̃gn

(
S∑

i=1

wi · ~xi

)
.

(Funkce s̃gn je aplikována na vektory po složkách).
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Lemma. Nechť ~yT (~x1, . . . , ~xS) = ~0
T

. Potom ~y neńı prahovým vektorem systému (~x1, . . . , ~xS).

Důkaz byl prezentován na přednášce.
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Lemma. Nechť ~yT je prahovým vektorem systému (~x1, . . . , ~xS), ~xi 6= ~0, i∈{1, . . . , S} a sloupce

matice X jsou rovny vektor̊um ~xi. Potom pro všechny vektory ~z ∈ {−1,+1}n, ~y 6= ~z, plat́ı

~yT ·X 6= ~zT ·X.

Důkaz byl prezentován na přednášce.
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Lemma. Existuje nejvýše (n + 1)S r̊uzných prahových vektor̊u systému ~x1, . . . , ~xS ∈ {−1,+1}n.

Důkaz byl prezentován na přednášce.
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Definice. Předkpokládejme, že vektory ~x1, . . . , ~xS jsou lineárně nezávislé a nechť

~y
def

=

S∑

i=1

βi~xi + ~y⊥,

kde ~y⊥ je z ortogonálńıho doplňku [~x1, . . . , ~xS]λ . Označme vektor ~β
def

= (β1, . . . , βS) jako

zobecněné spektrum vektoru ~y a č́ıslo

βmax
def

= max {|βi| |i∈{1, . . . , S}}

jako maximum zobecněného spektra vektoru ~y .
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Lemma. Je-li ~y prahovým vektorem systému (~x1, . . . , ~xS) tak plat́ı

S∑

i=1

∣∣∣~βi
∣∣∣ ≥ 1.

Důkaz byl prezentován na přednášce.
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Tvrzeńı. Nechť ~y je prahový vektor systému ortogonálńıch vektor̊u ~x1, . . . , ~xS ∈ {−1,+1}n.

Potom

S ≥ n

maxi |〈~y |~xi〉|
. (6)

Důkaz byl prezentován na přednášce.
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zimńı semestr 2018/2019, KM FJFI ČVUT
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5 Symetrické prahové vektory

• vlastnosti prah̊u základńıch vektor̊u parity

• obvod pro symetrické vektory
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Definice. Nechť A je reálná matice o rozměrech r×s a B je reálná matice o rozměrech m×n .

Potom tensorový součin matic A a B je matice A�B o rozměrech mr×ns definovaná

jako

A�B def

=




Ab1,1 Ab1,2 . . . Ab1,n

Ab2,1 Ab2,2 . . . Ab2,n
... ...

Abm,1 Abm,2 . . . Abm,n


 .
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Definice. Čtvercová matice A je rostoućı , jestli-že jej́ı prvky v každém řádku a v každém

sloupci tvoř́ı neklesaj́ıćı posloupnost. Matice A je potenciálně rostoućı , jestli-že existuj́ı

permutačńı matice P a Q tak, že matice P ·A ·Q je rostoućı.
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Lemma. Čtvercová matice A s prvky z {−1, 1} je potenciálně rostoućı právě když neobsahuje jako

svoj́ı podmatici matici
(

1
−1
−1

1

)
nebo

(−1
1

1
−1

)
.

Důkaz byl prezentován na přednášce.
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Definice. Nechť n je přirozené, i∈{1, . . . , n} , a e(k) označuje vektor jedniček délky 2k. Potom

i-tý základńı vektor parity je definován jako
˜
~(n)pi

def

= e(i−1) � (1,−1)� e(n−i).
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Definice. Předpokládejme že n
def

= 2k, ~y ∈ {−1,+1}2n a M ~y je čtvercová matice řádu 2
n
2 , jej́ı̌z

sloupce jsou tvořeny po sobě jdoućımi podvektory vektoru ~y délky 2
n
2 . Potom matici M ~y

nazveme sdruženou matićı vektoru ~y .
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Lemma. Nechť
˜
~(n)p1, . . . ,

˜
~(n)pn jsou základńı vektory parity pro n

def

= 2k. Dále nechť E(i) je

čtvercová matice jedniček dimenze 2i. Potom:

1. pro 1 ≤ j ≤ k plat́ı

M ˜
~ (n)pj

= E(j−1) �
(

1

−1

1

−1

)
�E(k−j) a M ˜

~ (n)pk+j

= E(j−1) �
(

1

1

−1

−1

)
�E(k−j).

2. Pro 1 ≤ j ≤ k plat́ı

M ˜
~ (n)pk+j

= MT
˜

~ (n)pj

.

Důkaz byl prezentován na přednášce.
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Tvrzeńı. Je-li n
def

= 2k a ~y ∈ {−1,+1}2n je prahový vektor základńıch vektor̊u parity a konstantńıho

vektoru, tak sdružená matice M ~y je potenciálně rostoućı.

Důkaz byl prezentován na přednášce.
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přednášej́ıćı: Frantǐsek Hakl, hakl@cs.cas.cz



Definice. Nechť ~x = (~x1, ~x2, · · · , ~xn) ∈ {−1,+1}n a definujeme č́ıslo nint (~x) ∈ {0, . . . , 2n − 1}
jako

nint (~x)
def

=

n∑

k=1

(
~xk + 1

2

)
2n−k.

Dále nechť i∈{0, . . . , 2n − 1} a ~α ∈ {0, 1}n jsou taková, že i =
∑n

j=1 ~αj2
n−j. Potom

vbin (i)
def

= ~α and vpm (i)
def

= 2 · ~α− ~1.
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Definice. Nechť n ∈ N , ~y ∈ {−1,+1}2n a α ∈ {0, . . . , 2n − 1} . Potom vektor ~y nazveme

α-symetrický vektor když (∀i, j∈{0, . . . , 2n − 1})
(

n∑

k=1

(vbin (i))k · (vbin (α))k =

n∑

k=1

(vbin (j))k · (vbin (α))k

)
⇒ ~yi = ~yj .
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Tvrzeńı. Nechť n ∈ N a vektor ~y ∈ {−1,+1}2n je (2n − 1)–symetrický vektor. Nechť d1, . . . , dm
jsou délky po sobě jdoućıch konstantńıch úsek̊u posloupnosti ~y0, ~y21−1, ~y22−1, . . . , ~y2n−1. Dále pro

každé k∈{1, . . . ,m} definujme funci ṽk : {−1,+1}n → {−1,+1} jako

ṽk (~x)
def

= s̃gn




n∑

j=1

~xj + n− 2

k∑

j=1

dj +
1

2


 (7)

a nav́ıc definujme S̃ (~x)
def

= ~y0

(
1 +

∑m
j=1 (−1)j (ṽj (~x) + 1)

)
. Potom pro všechna ~x ∈ {−1,+1}n

plat́ı S̃ (~x) = ~ynint( ~x).

Důkaz byl prezentován na přednášce.
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zimńı semestr 2018/2019, KM FJFI ČVUT
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Figure 3: Př́ıklad neuronové śı̌tě pro výpočet symetrických vektor̊u.
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6 Vapnik-Chervonenkova dimenze

• Vapnik-Chervonenkova dimenze

• Radonovo lemma, VC dimenze poloprostor̊u a kouĺı

• odhady Vapnik-Chervonenkovy dimenze neuronových śıt́ı
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Definice. Nechť X̄ je libovolná množina. Potom c̄ ⊂ X̄ nazveme koncept (nad X̄ ). Neprázdný

systém množin C ⊂ 2X̄ nazveme tř́ıdou koncept̊u (nad množinou X̄ ). Prvky této tř́ıdy c̄ ∈ C

nazýváme koncepty z tř́ıdy C .
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Definice. Nechť f̃ je zobrazeńı z X̄ do {−1,+1} . Potom definujeme koncept c̄f̃ jako

c̄f̃
def

=
{
x ∈ X̄

∣∣∣f̃ (x) = 1
}
.

Definice. Předpokládejme, že F̄ je libovolná množina funkćı zobrazuj́ıćıch X̄ do {−1,+1} .

Potom řekneme, že F̄ reprezentuje tř́ıdu koncept̊u

CF̄
def

=
{
Ā ⊂ X̄

∣∣∣(∃f̃ ∈ F̄ )(Ā = c̄f̃)
}
.
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Definice. Nechť n je přirozené č́ıslo a

F̄
def

=
{
f̃ : <n → {−1,+1}

∣∣∣f̃ (~x) = s̃gn (〈~x |~w〉 − t), t ∈ <, ~w, ~x ∈ <n
}
.

Potom definujeme HALFSPACEn
def

= CF̄ .

Definice. Nechť n je přirozené č́ıslo a

F̄
def

=
{
f̃ : <n → {−1,+1}

∣∣∣f̃ (~x) = s̃gn (‖~x− ~c‖E − r), r ∈ <+, ~c, ~x ∈ <n
}
.

Potom definujme BALLn
def

= CF̄ .
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Definice. Nechť X̄ je daná množina, Ȳ ⊂ X̄, C ⊂ 2X̄. Potom Ȳ je rozdělena tř́ıdou C

právě když:

(∀z̄ ⊂ Ȳ )(∃c̄ ∈ C)(c̄ ∩ Ȳ = z̄).

Dále definujme pojem Vapnik-Chervonenkova dimenze systému množin C jako

VCdim (C)
def

= sup
{∣∣Ȳ

∣∣ ∣∣ Ȳ je rozdělena tř́ıdou C
}
.

Prezentace z přednášky Neuronové śıtě II.
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Lemma. Nechť C je konečná tř́ıda koncept̊u. Potom VCdim (C) ≤ log2 (|C|).

Bez d̊ukazu.
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Lemma (Sauer). Nechť X̄ je konečná množina a C ⊂ 2X̄. Potom

|C| ≤
VCdim(C)∑

i=0

(∣∣X̄
∣∣
i

)
.

Dále existuje C ⊂ 2X̄ taková, že plat́ı rovnost.

Bez d̊ukazu.
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Důsledek. Nechť X̄ je konečná množina, C ⊂ 2X̄ a VCdim (C) > 0. Potom

VCdim (C) >
ln
(∣∣C̄
∣∣)

1 + ln
(∣∣X̄

∣∣).

Bez d̊ukazu.
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Lemma (Radon). Nechť S̄
def

= {~x1, . . . , ~xk} ⊂ <n, k ≥ n+2, ~xi jsou vzájemně r̊uzné. Potom existuj́ı

množiny S̄1 a S̄2 tak, že S̄1 ∪ S̄2 = S̄, S̄1 ∩ S̄2 = ∅ a

[S̄1]κ ∩ [S̄2]κ 6= ∅

(symbol [S̄]κ označuje konvexńı obal množiny S̄ ).

Bez d̊ukazu.
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Tvrzeńı. VCdim (HALFSPACEn) = VCdim (BALLn) = n + 1.

Bez d̊ukazu.
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Definice. Nechť C ⊂ 2X̄ je tř́ıda koncept̊u. Pak pro každé přirozené č́ıslo k definujeme množiny

Uk,C
def

=

{
k⋃

i=1

c̄i |(∀i∈{1, . . . , k}) (c̄i ∈ C)

}
a Ik,C

def

=

{
k⋂

i=1

c̄i |(∀i∈{1, . . . , k}) (c̄i ∈ C)

}
.
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Lemma. Nechť C ⊂ 2X̄ je tř́ıda koncept̊u, nechť VCdim (C) = d ≥ 1 je konečná a k ≥ 1. Potom

VCdim (Uk,C) ≤ 2dklog2 (3k) a VCdim (Ik,C) ≤ 2dklog2 (3k).

Bez d̊ukazu.
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Definice. Předpokládejme, že je dán souvislý orientovaný acyklický graf s množinou vrchol̊u V̄ a

množinou hran Ē. Nechť pro vrchol j ∈ V̄ označuje č́ıslo d+
j počet hran vedoućıch do vrcholu j a

d−j počet hran vedoućıch z vrcholu j. Dále nechť plat́ı:

1. Existuje právě jeden vrchol s d−j = 0 (tzv. výstupńı vrchol ) a existuje alespoň jeden vrchol

s d+
j = 0 (tzv. vstupńı vrcholy ). Ostatńı vrcholy nazveme vnitřńı vrcholy .

2. Pro každý vrchol j ∈ V̄ existuje zobrazeńı Z̃j :
{
<d

+
j ×Wj

}
→ < , kde W̄j je daný parametrický

prostor zobrazeńı Z̃j .

Potom
(
V̄ , Ē,

(
Z̃j, W̄j

)
, j ∈ V̄

)
nazveme složené zobrazeńı .

Označme vrcholy grafu pevným vlastńım oč́ıslováńım. Nechť
(
~w1, . . . , ~w|V̄ |

)
∈ W̄1× W̄2 · · · × W̄|V̄ |

a (
∀j ∈ V̄

)(
vj = Z̃j

((
vj1 · · · vjd+j

,

)
, ~wj

)
a

(
∀i∈{1, . . . , d+

j }
) (

(ji, j) ∈ Ē
))

.

Potom hodnotu v|V̄ | nazveme hodnotou složeného zobrazeńı pro parametrizaci(
~w1, . . . , ~w|V̄ |

)
.
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Př́ıklad: s̃ : <3×W̄s×W̄f×W̄g×W̄h → < , kde W̄s, W̄f , W̄g, W̄h jsou parametrické prostory zobrazeńı

s̃ , f̃ , g̃ , h̃ , a

s̃
(
f̃ (x, y, z, ~wf), g̃

(
y, h̃ (z, ~wh), ~wg

)
, ~ws

)
.

Odpov́ıdaj́ıćı graf je uveden na následuj́ıćım obrázku:

x y z

f̃ (x, y, z, ~wf ) h̃ (z, ~wh)

g̃
(
y, h̃ (z, ~wh), ~wg

)

s̃
(
f̃ (x, y, z, ~wf ), g̃

(
y, h̃ (z, ~wh), ~wg

)
, ~ws

)

Figure 4: Corresponding graph for composed mapping.
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Tvrzeńı. Nechť D
def

=
(
V̄ , Ē,

(
Z̃j, W̄j

)
, j ∈ V̄

)
je složené zobrazeńı a z ≥ 2 je počet nevstupńıch

vrchol̊u. Dále nechť pro každý nevstupńı vrchol je VCdim

(
CZ̃k

)
= dk > 0, dk < +∞, k∈{1, . . . , z}

a definujme

q
def

=

z∑

k=1

dk . (8)

Potom plat́ı

VCdim (CD) < 2qlog2 (ez) . (9)

Bez d̊ukazu.
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7 Odhady vzorové složitosti PAC modelu učeńı

• Probably Approximately Correct (PAC) učeńı - schéma

• tř́ıdy koncept̊u a hypotéz, chyba hypotézy v̊uči konceptu

• (ε, δ)-algoritmus

• odhady vzorové složitosti pro (ε, δ)-učeńı
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Moudro

Realita

Proces Algoritmus

X̄ , P̃ C

xi

0 or 1

xi

0 or 1

c̄

vybere xi ∈ X̄
na dotaz

podle P̃

dotazuje Process

je-li třeba

na konci
vybere h̄ ∈ C

h̄ by měla být

else

return 0

return 1

”podobná” c̄

pravděpodobnost́ı P̃ na X̄ a ćılovou množinou c̄ ∈ C

universum X̄ s podmnožinou C ⊂ 2X̄ , definovanou

if xi ∈ c̄
nebo Moudro

výpočet

hypotéza h̄ ∼ c̄

provád́ı

Figure 5: Učeńı s učitelem s dotazy na př́ıslušnost .
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Definice. Nechť C je tř́ıda koncept̊u a systém množin H splňuje podmı́nku C ⊂ H ⊂ 2X̄. Potom H

je tř́ıda hypotéz pro tř́ıdu koncept̊u C.
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Definice. Nechť X̄ je pravděpodobnostńı prostor s pravděpodobnostńı funkćı P̃ . Dále nechť C

je tř́ıda koncept̊u nad množinou X̄ a H je tř́ıda hypotéz pro C . Potom pro každé c̄ ∈ C a h̄ ∈ H

je č́ıslo

eP̃
(
c̄, h̄
)

def

= ProbP̃
(
h̄4 c̄

)

chybou hypotézy h̄ v̊uči konceptu c̄ při pravděpodobnosti P̃ (symbol h̄4 c̄ označuje

symetrickou diferenci množin h̄ a c̄ , t.j. h̄4 c̄ =
(
c̄
.
−h̄
)
∩
(
h̄
.
−c̄
)

).
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” h̄ by měla aproximovat c̄ ”

h̄2

P̃ = 0.1

h̄1

c̄ c̄

P̃ = 0.1 P̃ = 0.1

P̃ = 0.1

Figure 6: Př́ıklad dvou hypotéz se stejnou chybou.
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zimńı semestr 2018/2019, KM FJFI ČVUT
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Definice. Nechť
^
x

def

= {x1, . . . , xm}, xi ∈ X̄, i∈{1, . . . ,m} , ~z ∈ {−1,+1}m a nechť c̄ ⊂ X̄. Potom

uspořádaná dvojice
(
^
x, ~z

)
je vzorek konceptu c̄ délky m právě když

(∀i∈{1, . . . ,m}) ((xi ∈ c̄)⇔ (~zi = 1)) .

Pro tř́ıdu koncept̊u C definujme prostor vzork̊u tř́ıdy koncept̊u jako

S̄C
def

=
⋃

m≥1

{⋃

c̄∈C

{(
^
x, ~z

) ∣∣∣
(
^
x, ~z

)
je vzorek délky m konceptu c̄

}}
.

Množina b̄ ⊂ X̄ je konzistentńı množina se vzorkem
(
^
x, ~z

)
právě když pro všechna i ∈

{1, . . . ,m} plat́ı
(
xi ∈ b̄⇔ ~zi = 1

)
.
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Definice. Nechť funkce m̃ (ε, δ) zobrazuje množinu (0, 1) × (0, 1) do množiny přirozených č́ısel

a nechť H je tř́ıda hypotéz pro tř́ıdu koncept̊u C definovanou nad množinou X̄ . Potom učićı

algoritmus složitosti m̃ (ε, δ) tř́ıdy koncept̊u C je každé zobrazeńı Ã∗ : S̄C → H takové,

že pro všechny c̄ ∈ C, pro všechna 0 < ε < 1, 0 < δ < 1 a pro libovolnou pravděpodobnost P̃

definovanou na X̄ je pravděpoddobnost množiny
{
^
x ∈ X̄m

∣∣∣
(
^
x, ~z

)
je vzorek c̄ a eP̃

(
c̄, Ã∗

((
^
x, ~z

)))
≥ ε
}

menš́ı než č́ıslo δ. Jestli-že takovýto algoritmus existuje, ř́ıkáme že C je uniformně naučitelná

podle tř́ıdy hypotéz H . Každý takovýto algoritmus nazveme (ε, δ)-učićı algoritmus .
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Tvrzeńı. Nechť C netriviálńı, dobře utvořená tř́ıda koncept̊u. Potom plat́ı následuj́ıćı:

1. Je-li VCdim (C) = d a d <∞ tak

(a) pro 0 < ε < 1
2 neexistuje (ε, δ)-uč́ıćı algoritmus, který použije méně než

max

(
1− ε
ε

ln

(
1

δ

)
, d (1− 2 (ε (1− δ) + δ))

)
(10)

uč́ıćıch vzor̊u.

(b) pro libovolné 0 < ε < 1 každý uč́ıćı algoritmus, který použije alespoň

max

(
4

ε
log2

(
2

δ

)
,

8d

ε
log2

(
12.611

ε

))
(11)

uč́ıćıch vzor̊u a vždy generuje konzistentńı hypotézu je (ε, δ)-uč́ıćı algoritmus.

2. C je uniformně naučitelná právě když VCdim (C) <∞.

Bez d̊ukazu.
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