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1 Aproximace I. - S-W

e modul spojitosti
e approxinmace v (')
e Stone-Weierstrass lemma

e aproximace v ('
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Definice. Necht f: K = R, kde K C R" je kompaktni mnozina. Potom definujeme MODUL
SPOJITOSTI jako cislo

) £ sup f(:ﬁ) — f@) :
x,ye K
|2 — gl <9
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Tvrzeni. Necht 7 : R — R je spojitd a necht plati lim, , o0 (x) = 0 a lim, ., o0 () — 1.
Potom pro libovolnou funkci | € C 1y plati nerovnost

~ _ ~ _
T (f, —) (4 + 25up 5 <x>) ,
oo n zeR

kde posloupnost funkci {q,}7° je definovdana predpisem

(@) = F )+ F(3) - () ) uno — o)

a pro c¢iselnou posloupnost {A;}° plati, zZe A, je nejmensi kladné celé cislo, pro které plati
1

n n

- " 1
o (x)] < pro x < —A, og(x)<1+— pro x> A,.

Dtukaz byl prezentovan na prednasce.
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Tvrzeni (Stone-Weierstrass). Necht K je kompaktni mnoZina v R" a B je linedrni podprostor v

prostoru Cp takovy, Ze obsahuje konstanini nenulovou funkci a v mnoziné K oddéluje libovolné
dva body (t.j. pro libovolné B,§ € K, & # § existuje f € B tak, ze f( L) # f( y)) a necht navic
plati, Ze pro libovolné f,g e B jet f g € B. Potom B je hustd v prostoru Cpg .

Dtukaz byl prezentovan na prednasce.
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Tvrzeni. Predpoklddejme, e K je kompakini podmnozina prostoru R" . Potom linedrni obal
5 (& alz)

mnoziny funci © = {p (®) = el

la € 3?’”} je husty v prostoru Cg .

Dtukaz byl prezentovan na prednasce.
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Tvrzeni. Necht K je kompakini podmnozina prostoru R" a necht o :R — R je spojitd funkce
pro kterou plati lim, , o (x) — 0 alim, ;0 (z) — 1. Potom mnoZina funkci tvaru

je hustd v prostoru Cg , kdek € N, ¢;,b; e R, w; e R", je{l,...,k} .

Dtukaz byl prezentovan na prednasce.
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2 Approximace II. - Konvoluce

e aproximace konvoluci
e konvolucni jadro

e volba konvoluéniho jadra
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, o , . . e o P . - . e , o ~ n
Tvrzeni. Predpoklddejme, e f je omezend, stejnomérné spojitd funkce na R" a Ze pro g € LT

plati [, g (Z)d (Z) = 1. Ddle definujme funkce g, (£) = m"g (ma&). Potom plati:

~

1. (f* @7/1) = fw f(:ﬁ — E)@; <Z>d (E) konverguje steynomérné k funkci f pro m — oo na R

2. pro libovolné ¢islo R > 0 plati: H (f* @;) — ]?H < w (N, %) lall; + 2 ]?H fHS,H>R g (8)|ds,

kde norma ||.||,, je brdna vzhledem k celému R" .

3. Nechi f Lipstichovskd s konstantou X a nechi M 2 Jin ||12] g (£)|dE < 00. Potom plati odhad
e s
O

Dtukaz byl prezentovan na prednasce.
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Definice. Pro libovolnou spojitou funkct 5 € Cy definujme KONVOLUCNI JADRO jako funkci év(i) ;
R" — R definovanou predpisem

~ ~

G (&) = ¢ (€ |a))d (u),

=

(o, je povrch jednotkové koule v prostoru R" ).
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n

Tvrzeni. Necht pro néjaké a > 0 je K = {(a,a)" a 5 € Cy je steynomeérné spojitda. Predpokladejme,
e G~ (&) je definovdna podle 2. Necht G () € LY a soucasné

Potom linedarni obal funkci ve tvaru 5(( ) —c),aeR", ceR, je husty v prostoru Cg .

Dtukaz byl prezentovan na prednasce.
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Lemma. Necht p, R€ R, R >0 a & € R". Potom plati, Ze

1
——d (&) < 00
/H.@HZR ER

praveé kdyz p > n.

Dtukaz byl prezentovan na prednasce.
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Lemma. Nechi G- (&) je definovdno dle 2.Potom é(g (Z) = g0 (gg, 7“), kde r = ||Z|| a

. n—3
Go (A7) L2l 6(rs) (1—57) 7 d(s)

— Zad f r2- ”gb ( 2)%d(7§), r # 0.

Qanp—1

Dtukaz byl prezentovan na prednasce.
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Lemma. Nechi n je liché a pro i (t) 2 ¢ (1+1t) + ¢ (1 —t) a pro néjaké n > 0 plati ‘J(z‘)‘ <
p>n—2. Potom é(;() c LT tehdy a jen tehdy, je-li

n—3

/%z}@)t%d(t)—o, jef{o,..., 5 ) (4)
0

Dtukaz byl prezentovan na prednasce.
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~

Lemma. Predpokladejme, Ze n je liché a Ze funkce v splnuje predpoklady a tvrzeni lemmy . Dadle
predpokladesme, Ze 1 je sudd funkce. Potom plati

/ G3(@)d (@) = —20,9m, /0 TS ),

Dtukaz byl prezentovan na prednasce.
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def ~

Tvrzeni. Necht o € Cy je stejnomérné spojitd na R a @Z( )=0(1+t)+0 (1 —1t). Predpokldidejme,

Ze n je liché a K = (—a,a)", a >0 a pro néjaké n > 0 plati ‘1;(75)’ < #, p >n — 2. Ddle necht

/O h U ()" (t) £ 0.

Potom linedrni obal mnoZziny funkci ve tvaru o ((Z|w) +c) , kde w € R" a ¢ € R, je husty v
prostoru Cp .

Dtukaz byl prezentovan na prednasce.

Prezentace z prednasky Neuronové sité 11.

zimni semestr 2018/2019, KM FJFI CVUT

prednasejici: FrantiSek Hakl, hakl@cs.cas.cz



3 Approximace III. - Dualni prostory

e véta o vztahu hustoty funkci a nulového funkcionalu

e aplikace na prostor Lf
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Tvrzeni. Necht X je dplni normovany vektorovy prostor nad télesem R, V je jeho podprostor.

Potom V' je husty v X , prdvé kdyz jediny linedrni omezeny funkciondl na X , v jehoZ nulovém
prostoru je V' obsazen, je nulovy funkciondl.

Dtukaz byl prezentovan na prednasce.
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~

Lemma. Necht ¢ je funkce definovand na kompaktni mnoziné K C R" spliujici ndsledujici
podminku:

(Va e R, |ld@]| = 1) (V§ € K) </<d|j><<d|y> g (Z)d (Z)

Potom ¢ je skoro vsude na K rovna nule.

Dtukaz byl prezentovan na prednasce.
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4 Approximace IV. - Binarni neuronové sité

e pojem prahového vektoru
e zakladni vlastnosti prahového vektoru
e odhad poctu vektoru

e dolni odhad poctu vektoru
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Definice. Nechit funkce sgn : R" — {—1,+1} je definovdna jako

it { 1 pro x>0

sgn(z) = —1 x <0
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Definice. Necht #1,...,%s jsou vektory z {—1,+1}" . Potom rFikdme, Ze vektor 4§ je PRAHOVYM
VEKTOREM Systému &1,...,&s prdavé kdyz existuji cisla wq,...,ws tak, Ze vektor 2735:1 w; - &
ma pouze nenulové slozky a plati:

S
1=1

(Funkce sgn je aplikovdna na vektory po slozkdch).
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—

;. — — ~T — s, s, s —
Lemma. Necht yT (Z1,...,Z5) =0 . Potom Yy mneni prahovym vektorem systému (&1, ...

Dtukaz byl prezentovan na prednasce.
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Lemma. Necht §' je prahovym vektorem systému (&1, . . . ,Tg), T; # 0, ie {1,...,S} a sloupce
matice X jsou rovny vektorum &;. Potom pro vsechny vektory Z € {—1,+1}", §y # Z, plati

g X £z X.

Dtukaz byl prezentovan na prednasce.
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Lemma. Eristuje nejogse (n+1)° riznych prahovych vektori systému &, ..., &s € {—1,+1}".

Dtukaz byl prezentovan na prednasce.
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Definice. Predkpoklddejme, Ze vektory &i,...,&s jsou linedrné nezdvislé a necht

kde §- je z ortogondlniho dopliku [&i,...,%&s]x . Oznacme vektor B = (i, .
ZOBECNENE SPEKTRUM vektoru ¥y a ¢islo

5‘771(1:’1’7 = 111&X{|5j| |2€ {1, c ooy S}}

jako MAXIMUM ZOBECNENEHO SPEKTRA vektoru 1 .
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Lemma. Je-li y prahovym vektorem systému (&1, ..., Tg) tak plati

.
> 1B > 1.
1=1

Dtukaz byl prezentovan na prednasce.
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Tvrzeni. Necht 4 je prahovy vektor systému ortogondlnich vektori @, . ..

Potom
n

Sz

Dtukaz byl prezentovan na prednasce.
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5 Symetrické prahové vektory

e vlastnosti prahu zakladnich vektoru parity

e obvod pro symetrické vektory
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Definice. Necht A je redlnd matice o rozmérech rxs a B je redlnd matice o rozmérech mxn .
Potom TENSOROVY SOUCIN matic A a B je matice A® B o rozmérech mrxns definovand
jako

Abl,l Ablﬂg Abl,n

Abg’l Abg)g Abgqn

AOB=
Abm.l Abm,Q 0 o Abm,n
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Definice. Ctvercovd matice A je ROSTOUCI , jestli-Ze jeji proky v kazdém tddku o v kaZdém

sloupci tvori neklesajict posloupnost. Matice A je POTENCIALNE ROSTOUCH , jestli-Ze ewistuji

permutacni matice P a @Q tak, Ze matice P - A - Q je rostouct.
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Lemma. Ctvercovd matice A s proky z {—1,1} je potencidlné rostouct prdvé kdyz neobsahuge jako

svoji podmatici matici ( 1_1) nebo (_1 1).

-1 1 1-1

Dtukaz byl prezentovan na prednasce.
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Definice. Necht n je prirozené, i1€{l,...,n} , a e(f) oznacuje vektor jednicek délky 2F. Potom

I-TY ZAKLADNI VEKTOR PARITY je definovdn jako *(”’}5 Zelt-1) o (1,-1) @ er .

7
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Definice. Predpoklddejme e n < 2k, 4 € {—1,+1}*" a Mg je ¢tvercovd matice Fddu 22, jejiz

sloupce jsou tvoreny po sobé jdoucimi podvektory vektoru g délky 22. Potom matici Mg
nazveme SDRUZENOU MATICI vektoru ¥ .
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Lemma. Necht _,(%17 e H(‘”ﬁn jsou zdkladni vektory parity pro n 2 2k. Ddle nechi EY je
Stvercovd matice jednicek dimenze 2'. Potom:

1. pro 1 <5 <k plati
— gpU-b
25

2. Pro1 <35 <k plati

Dtukaz byl prezentovan na prednasce.
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Tvrzeni. Je-lin =2k a g € {—1,+1}>" je prahovy vektor zdkladnich vektori parity a konstantniho

vektoru, tak sdruzend matice M 7 je potencialné rostouct.

Dtukaz byl prezentovan na prednasce.
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Definice. Necht & = (&1, %o, ,&,) € {—1,+1}" a definujeme cislo nint (€) € {0, ...

. n - ? 1 -
nint (&) = Z <ml‘2+ ) P

jako

k=1
Ddle necht i€{0,...,2" =1} a a € {0,1}" jsou takovd, Zei =Y 6;2"). Potom

vbin (i) =& and vpm (i) =2 @& —
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Definice. Necht n € N, § € {-1,+1}* o a € {0,..., 2" — 1} . Potom wvektor Y nazveme
a-SYMETRICKY VEKTOR kdyZ (Vi,j€{0,...,2" —1})

(Z (vbin (i), - (vbin (@), = Y _ (vbin (5)), - (vbin ( )),{) =G, =4,

k=1 k=1
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Tvrzeni. Necht n € N a vektor § € {—1,+1}>" je (2" — 1)-symetrickyj vektor. Necht di,..., d
gsou délky po sobé jdoucich konstantnich useki posloupnosti Yo, Yor_1,Yo2_1, - - -, Yon_1. Ddle pro
kazdé ke{l,...,m} definujme funci vy :{—1,+1}" = {—=1,+1} jako

k

o — def ——~— L — ].
(&) = sgn lej+n_22dj+§ (7)
1=

=

a navic definujme S (&) 2 " (1) (05 () + 1)) . Potom pro vSechna & € {—1,+1}"

plati S (Z) = g’m@).

Dtukaz byl prezentovan na prednasce.
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6 Vapnik-Chervonenkova dimenze

e Vapnik-Chervonenkova dimenze
e Radonovo lemma, VC dimenze poloprostoru a kouli

e odhady Vapnik-Chervonenkovy dimenze neuronovych siti
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Definice. Necht X je libovolnd mnozina. Potom ¢ C X nazveme KONCEPT (nad X ). Neprdzdni

systém mnozin C C 2 nazveme TRIDOU KONCEPTU (nad mnoZinou X ). Pruky této tridy ¢ € C
nazyvame koncepty z tridy C .
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~

Definice. Necht f je zobrazeni z X do {—1,+1} . Potom definujeme koncept Cy jako

f(z) = 1}.

Definice. Predpoklddejme, Ze F je libovolnd mnoZina funkci zobrazugicich X do {—1,+1} .
Potom rekneme, ¢ ' REPREZENTUJE TRIDU KONCEPTU

Cp {A cX ‘(EI}VE F)(A = af)}.
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Definice. Necht n je prirozené ¢islo a
P {f: R (1,41} | F (@) =sgn ((Z|D) — 1), teR, @ Fc 3%}

Potom definujeme HALFSPACE, = Cj;.

Definice. Necht n je prirozené cislo a

P {f; R {1, +1} |J(@) =sgn (| — €|, —1), reR, &Fc 3%}

Potom definugme BALL, = Cp.
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Definice. Necht X je dand mnozina, Y C X, C C 92X Potom Y JE ROZDELENA TRIDOU C
prave kdyz:
(VzCcY)FceQenY = 2z).

Dale definuyme pojem VAPNIK-CHERVONENKOVA DIMENZE systému mnozin C jako

VCyim (C) = sup {}Y‘ | Y je rozdélena tridou C}.

Prezentace z prednasky Neuronové sité I1.

zimni semestr 2018/2019, KM FJFI CVUT

prednasejici: Frantisek Hakl, hakl@cs.cas.cz



Lemma. Nechi C je konecnd trida koncepti. Potom VCgyy, (C) < log, (|C|).

Bez dukazu.
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Lemma (Sauer). Nechi X je koneénd mnozina a C C 2X. Potom

(1)

Ddle existuje C C 2% takova, Ze plati rovnost.
]

Bez dukazu.
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Disledek. Necht X je koneénd mnozina, C C 2X ¢ VCyim (C) > 0. Potom

ln(‘CD
1+ln(‘X’)'

VCiim (C) >

Bez dukazu.
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Lemma (Radon). Necht S = {®;,... &} CR", k > n+2, B; jsou vzdjemné rizné. Potom existuji
mnoziny S a Sy tak, Ze S;US; =8, S1NSy=0a

[S1]x N [So]x # 0

(symbol [S]. oznacuje konvexni obal mnoZiny S ).

Bez dukazu.
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Tvrzeni. VCy;,, HALFSPACE, ) = VCy,, ( BALL,) =n + 1.

Bez dukazu.
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Definice. Nechi C C 2% je trida konceptiu. Pak pro kazZdé prirozené c¢islo k definujeme mnozZiny

k k
U;\,Cﬂ{Uci\(w’e{l,...,k})(ciEC)} a |A.,Cﬂ{ﬂci(We{g...,k})(qec)}.

i=1
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Lemma. Necht C C 2X je trida koncepti, necht VCgyin (C) =d > 1 je konecnd a k > 1. Potom

92X J
VCaim (Uk.c) < 2dklog,y (3k) a VCain, (lx.c) < 2dklog, (3k).

Bez dukazu.
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Definice. Predpoklddejme, Ze je ddn souvisly orientovany acyklicky graf s mnozinou vrcholis V. a
mnozinou hran E. Necht pro vrchol j € V oznacuje ¢islo d;r pocet hran vedoucich do vrcholu j a
dj_ pocéet hran vedoucich z vrcholu j. Ddle necht plati:

1. Existuje pravé jeden vrchol s d; =0 (tzv. VYSTUPNI VRCHOL ) a existuje alespori jeden vrchol
sdj =0 (tzv. VSTUPNI VRCHOLY ). Ostatni vrcholy nazveme VNITRNI VRCHOLY .

—

2. Pro kazdy vrchol j € V' existuje zobrazeni Z; : {?Rdj X Wj} — R, kde W, je dany parametricksj
prostor zobrazeni Z ,
Potom (V, E, (Z, Wj) ] € V) nazveme SLOZENE ZOBRAZENT .

Oznacéme vrcholy grafu pevnym vlastnim oéislovdnim. Necht (1131, . ,TIJ|‘—/‘) cWi x Wy x Wm

(VjeV) <vj=§}((vjl-~vjdj,),mj> a (WE{l,...,dj})((ji,j)EE)).

Potom hodnotu vm nazveme HODNOTOU SLOZENEHO ZOBRAZENI pro parametrizaci

(wl,...
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Pifklad: 5 : X Wy x W x W, x W), = R, kde Wy, W, W,, W), jsou parametrické prostory zobrazeni
o / g fr Vg

~

S?fﬂg7h7a

~

g(f ('xaya Z7wf)7§ (y7 h(Z,’lI)h),’lfjg

Odpovidajici graf je uveden na nasledujicim obrazku:

~

g(f(ﬂ?,y, 2y '&}f)ag (yvﬁ (Zv ﬁ}h)v ﬂ}g) ) 11}5)

S
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Tvrzeni. Necht D = (V,E, (Z, Wj) RS V) je slozZené zobrazeni a z > 2 je pocet nevstupnich

vrcholi. Ddle necht pro kazdy nevstupni vrchol je VCgipn, (CZJ =dp >0, d, < +oo, ke{l,..., z}
a definujme

Potom plat?
VCaim (CD) < 2q10g2 (62) :

Bez dukazu.
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7 Odhady vzorové slozitosti PAC modelu uceni

e Probably Approximately Correct (PAC) uceni - schéma
e tridy konceptu a hypotéz, chyba hypotézy vuci konceptu
e (¢,0)-algoritmus

e odhady vzorové slozitosti pro (¢, d)-uceni
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Realita

universum X s podmnozinou C C 24, definovanou

~

pravdépodobnosti P na X a cilovou mnozinou ¢ € C

na dotaz
vybere z; € X
podle P

o
»

aZaran 'IJ

i
\

Algoritmus

provadi
vypocet

dotazuje Process
nebo Moudro
je-li treba

ifz; €c
return 1

else

na konci
vybere heC

return 0O

h by méla byt
"podobna’ ¢ J

AAWmAN lq.‘ VAN = BA Y Vel

hypoteza h ~




Definice. Necht C je trida koncepti a systém mnozin H splriiuje podminku C C H C 29X Potom H

je TRIDA HYPOTEZ pro tridu konceptu C.
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~

Definice. Necht X je pravdépodobnostni prostor s pravdépodobnostni funkci P . Ddle necht C
je trida koncepti nad mnoZinou X a H je trida hypotéz pro C . Potom pro kazdé ¢ € C a h € H

je ¢islo
ex (é, h) = Probs (h AN E)
CHYBOU HYPOTEZY h VUCI KONCEPTU ¢ pfi pravdépodobnosti P (symbol h A ¢ oznacuje

symetrickou diferenci mnozin h a ¢, tj. h/A¢= (0471) N (h¥c)).
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)

" h by méla aproximovat ¢
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Definice. Necht © £ {z1,...,xpn}, z, € X, i€{l,....,m} , Z € {—1,+1}" a necht ¢ C X. Potom
usporddand dvojice (ié’) je VZOREK KONCEPTU ¢ DELKY m prdvé kdyz

(VZE {1, N m}) ((l’, < 5) = (21 = 1)) .

Pro tridu konceptii C definujme PROSTOR VZORKU TRIDY KONCEPTU jako

Sc = U {U {(5, 2’) |(5, Z) je vzorek délky m konceptu c}} :

m>1 eeC

MnoZina b C X je KONZISTENTNI MNOZINA se vzorkem (53}2) prdveé kdyz pro vSechna i €
{1,...,m} plati (x, €bs Z = 1).
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Definice. Necht funkce m(e,0) zobrazuje mnozinu (0,1) x (0,1) do mnoZiny prirozengch cisel
a necht H je trida hypotéz pro tiidu koncepti C definovanou nad mnozinou,_ X . Potom ucici
ALGORITMUS SLOZITOSTI m (€,8) tridy koncepti C je kaZdé zobrazeni A* : Sc — H takové,
zZe pro vSechny ¢ € C, pro vSechna 0 < ¢ < 1, 0 < 0 < 1 a pro libovolnou pravdépodobnost P
definovanou na X je pravdépoddobnost mnoziny

{56)_(’” <5,2) je vzorekc a ep (E,E‘((E,Z))) 26}

mensi nez éislo 8. Jestli-Ze takovyto algoritmus existuje, ikdme Ze C JE UNIFORMNE NAUCITELNA
podle tridy hypotéz H . Kazdy takovijto algoritmus nazveme (€,0)-UCICI ALGORITMUS .
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Tvrzeni. Necht C netrividlni, dobre utvorend trida koncepti. Potom plati ndsledujici:
1. Je-li VCyjr, (C) =d a d < oo tak

(a) pro 0 < € < 1 neeistuje (e, 8)-ucici algoritmus, ktery pouZije méné nez

max (1_61n <%>,d(1—2(6(1 —5)+5))>

€
ucicich vzoru.

(b) pro libovolné 0 < € < 1 kaZdy ucici algoritmus, ktery pouZije alespon

(4 (2) 8d (12.611))
max | —log, | = |, —log,
€ 0/ € €

ucicich vzori a vidy generuje konzistentni hypotézu je (€,d)-ucici algoritmus.

2. C je uniformné naucitelnd prdvé kdyz VCyn, (C) < oo.

Bez dukazu.
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