Logika pro pedagogy

(P. Hájek)

Logika studuje pojem dùsledku mezi výrazy (mno¿inami výrokù) Výroky pravdivé, nepravdivé (zále¿í na významu slo¿ek) Kalkuly: výrokový poèet, predikátový poèet. Symboly výrokového poètu: výrokové promìnné p, q, . . .

logické spojky &, ∨, →, ≡, ¬ (a závorky). Pravdivostní tabulky spojek.

Formule. Ohodnocení výrokových promìnných, jednoznaènost rozźíøení na ohodnocení vźech formulí respektující pravdivostní tabulky spojek.

Tautologie (pø. φ → φ); sémanticky ekvivalentní ‚e.

Lemma: φ, ψ jsou sém. ekvivalentní, právì kdy¿ (φ ≡ ψ) je tautologie. Dùle¿ité tautologie (ovìøit) (φ&ψ) ≡ (ψ&φ), (φ&(ψ&χ)) ≡ ((φ&ψ)&χ) { komutativita a asociativita konjunkce; podobnì disjunkce. (φ&(ψ ∨ χ) ≡ ((φ&ψ) ∨ (φ&χ)), (φ ∨ (ψ&χ)) ≡ ((φ ∨ ψ)&(φ ∨ χ)) { distributivita ¬(φ&ψ) ≡ (¬φ ∨ ¬ψ), ¬(φ ∨ ψ) ≡ (¬φ&¬ψ) { de Morgan (φ&¬φ) → ψ (ex falso quodlibet) φ ∨ ¬φ (tertium non datur) (φ&ψ) ≡ ¬(φ → ¬ψ) (φ ∨ ψ) ≡ (¬φ → ψ) (φ ≡ ψ) ≡ ¬((φ → ψ) → ¬(ψ → φ)) Dùsledek: ka¿dá ‚e je sémanticky ekvivalentní ‚i neobsahující spojky &, ∨, ≡ Dalźí tautologie:

(A1) φ → (ψ → φ) (A2) (φ → (ψ → χ)) → ((φ → ψ) → (φ → χ)) (A3) (¬φ → ¬ψ) → (ψ → φ) (A1){(A3) jsou axiomy výr. poètu.

Dedukèní pravidlo modus ponens (odlouèení): z φ a φ → ψ odvoï ψ. Fakt: Pro libovolné ohodnocení e, jestli¿e e(φ) = e(φ → ψ) = 1, pak e(ψ) = 1.

Tedy: Jsou-li φ, φ → ψ tautologie, je i ψ tautologií.

Pojem dùkazu (ve výr. poètu) a dokazatelné formule. Znaèení: ⊢ φ. Pøíklad: dùkaz formule φ → φ (má 5 èlenù).

Korektnost výr. poètu: ka¿dá dokazatelná ‚e je tautologií. Problém úplnosti: je ka¿dá tautologie dokazatelná? (ANO) Teorie ve výr. poètu; dùkaz v teorii, T ⊢ φ. Pøíklad: φ, φ → ψ, ψ → χ ⊢ χ. Model teorie T je ohodnocení e takové, ¿e e(ψ) = 1 pro ka¿dé ψ ∈ T.

Silná korektnost: Je-li T ⊢ φ, pak e(φ) = 1 pro ka¿dý model e teorie T. Problém silné úplnosti: lze obrátit? (ANO, bude).

Vìta o dedukci: T teorie, φ, ψ ‚e. T ∪ {φ} ⊢ ψ, právì kdy¿ T ⊢ (φ → ψ). (Dùkaz.)

Vìta: Následující ‚e jsou dokazatelné ve výrokovém poètu: (dùkaz u¿itím vìty o dedukci) (1) (φ → ψ) → ((ψ → χ) → (φ → χ)) (2) φ → ((φ → ψ) → ψ) (3) (φ → (ψ → χ)) → (ψ → (φ → χ)) (4) ¬φ → (φ → ψ) (neboż ⊢ ¬φ ⊢ ¬ψ → ¬φ) (5) ¬¬φ → φ (neboż ⊢ ¬¬φ → (¬φ → ¬¬¬φ)) (6) φ → ¬¬φ (neboż ⊢ ¬¬¬φ → ¬φ) (7) (φ → ψ) → (¬ψ → ¬φ) (neboż φ → ψ ⊢ ¬¬φ → ¬¬ψ) podobnì (φ → ¬ψ) → (ψ → ¬φ) atd.)

(8) φ ⊢ ¬¬φ (z(6)) (9) ψ ⊢ φ → ψ (z ax. (1)) (10) ¬φ ⊢ φ → ψ (viz. (4)) (11) φ, ¬ψ ⊢ ¬(φ → ψ) (neboż ⊢ φ → ((φ → ψ) → ψ), tedy ⊢ φ → (¬ψ → ¬(φ → ψ)) (12) (¬ψ → ψ) → ψ (neboż ⊢ ¬ψ → (ψ → ¬χ) (viz (4)), ⊢ (¬ψ → ψ) → (¬ψ → ¬χ) ⊢ (¬ψ → ψ) → (χ → ψ) ⊢ (χ → ((¬ψ → ψ) → ψ), zvol za χ axiom)

Vìta: (rozbor pøípadù) Kdy¿ T, φ ⊢ ψ a T, ¬φ ⊢ ψ, pak T ⊢ ψ. (T ⊢ φ → ψ, T ⊢ ¬φ → ψ, T ⊢ ¬ψ → φ, T ⊢ ¬ψ → ψ, T ⊢ ψ) Def.: (0)φ je ¬φ, (1)φ je φ.

Lemma. Buï e ohodnocení promìnných p_1, . . . , p_n, buï φ ‚e vybudovaná z tìchto promìnných. Pak

(e(p_1))p_1, . . . , (e(p_n)) ⊢ (e(φ))φ.

D. indukcí: u¿ij (8) { (11).

Pøíklad: e(p) = e(r) = 1, e(q) = 0. p, ¬q, r ⊢ (p → q), ¬(r → (p → q). Vìta o úplnosti výrokového poètu. Je-li φ tautologie, pak ⊢ φ. Dle lemmatu:

p_1, p_2, . . . p_{n−1}, p_n ⊢ φ p_1, p_2, . . . p_{n−1}, ¬p_n ⊢ φ, tedy p_1, . . . , p_{n−1} ⊢ φ . . . ¬p_1, ¬p_2, . . . ¬p_{n−1}, p_n ⊢ φ ¬p_1, ¬p_2, . . . ¬p_{n−1}, ¬p_n ⊢ φ tedy ¬p_1, . . . ¬p_{n−1} ⊢ φ atd.

Dùsledek: Silná úplnost (zatím) pro koneèné teorie. (následuje: konjunktivní a disjunktivní norm. formy) Silná vìta o úplnosti: Pro ka¿dou teorii T a formuli φ výrokového poètu platí:

T ⊢ φ, právì kdy¿ e(φ) = 1 pro ka¿dý model e teorie T.

Staèí dokázat: Kdy¿ T nedokazuje φ, pak existuje model e teorie T, pro nìj¿ e(φ) = 0. K tomu

De˛nice. T je sporná, jestli¿e existuje formule φ taková, ¿e T ⊢ φ a T ⊢ ¬φ. Je bezesporná, jestli¿e není sporná. T je (deduktivnì) úplná, jestli¿e pro ka¿dou formuli φ platí T ⊢ φ nebo T ⊢ ¬φ.

Poznámka. T je sporná, právì kdy¿ ka¿dá formule je dokazatelná v T . Lemma: T ⊬ φ, právì kdy¿ T ∪ {¬φ} je bezesporná (Dùkaz.) Tedy staèí dokázat, ¿e ka¿dá bezesporná teorie T^∗ má model. Nechż T = {φ_0, φ_1, φ_2, . . .}, buï T_0 = T . Je-li de˛nována (bezesporná) teorie T_n ⊇ T a T_n ⊢ φ_n, pak T_{n+1} = T_n; je-li T_n ⊬ φ_n, pak T_{n+1} = T_n ∪ {¬φ_n}. Buï T^∗ = S_n T_n. T^∗ je úplná a bezesporná teorie. Polo¿me e(p_i) = 1, kdy¿ T^∗ ⊢ p_i; jinak e(p_i) = 0. U¿itím (8)-(11) plyne, ¿e pro libovolnou ‚i φ je e(φ) = 1, právì kdy¿ T^∗ ⊢ φ. Tedy e je model teorie T^∗, a tedy i model teorie T . Tím je silná vìta o (sémantické) úplnosti dokázána.

Dalźí u¿iteèná fakta (14) \Modus tollens": φ → ψ, ¬ψ ⊢ ¬φ (viz. (7)) Pozn. Uka¿te, ¿e p → q ⊬ q → p (pomoci vlastního ohodnocení) (16) χ ⊢ ψ, právì kdy¿ ¬ψ ⊢ ¬χ χ ⊢ ¬ψ, právì kdy¿ ψ ⊢ ¬χ ¬χ ⊢ ψ, právì kdy¿ ¬ψ ⊢ χ V dalźím pova¿ujeme φ&ψ za zkratku za ¬(φ → ¬ψ); formuli φ ∨ ψ pova¿ujeme za zkratku za ¬φ → ψ. (Proè mù¿eme?) (17) φ&ψ ⊢ φ, φ&ψ ⊢ ψ, φ, ψ ⊢ φ&ψ. (Víme ¬φ ⊢ φ → ¬ψ a ¬ψ ⊢ φ → ¬ψ, tedy ¬(φ → ¬ψ) ⊢ φ, a ¬(φ → ψ) ⊢ ψ, neboli (φ&ψ) ⊢ φ, (φ&ψ) ⊢ ψ. Dále víme φ, φ → ¬ψ ⊢ ¬ψ, tedy φ, ψ ⊢ ¬(φ → ψ), èili φ, ψ ⊢ φ&ψ.) (18) φ ⊢ φ ∨ ψ, ψ ⊢ φ ∨ ψ (Víme ⊢ φ → (¬φ → ψ) a také ⊢ ψ → (¬φ → ψ).) (19) φ → χ, ψ → χ ⊢ (φ ∨ ψ) → χ

Chceme φ → χ, ψ → χ, (¬φ → ψ) ⊢ χ (stále u¿íváme vìtu o dedukci). Buï T = {φ → χ, ψ → χ, ¬φ → ψ}, Zøejmì T, φ ⊢ χ a také T, ¬φ ⊢ χ, tedy T ⊢ χ (rozbor pøípadù). (20) φ ∨ ψ, ¬φ ⊢ ψ, φ ∨ ψ, ¬ψ ⊢ φ ¬φ → ψ, ¬φ ⊢ ψ je zøejmé; ¬φ → ψ ⊢ ¬ψ → φ, tedy ¬φ → ψ, ¬ψ ⊢ φ. Cvièení.

(1) Uka¿te, ¿e následující formule jsou tautologie (bez u¿ití dokazatelností (17){ (20)): (φ&ψ) → φ; φ → (ψ → (φ&ψ)); φ → (φ ∨ ψ); ψ → (φ ∨ ψ); (φ → χ) → ((ψ → χ) → ((φ ∨ ψ) → χ)). (2) Rozhodnìte, zda následující tvrzení jsou správnì: (i) ¬¬p, r → s, p → q, ¬q ∨ ¬s, (t&u) → r ⊢ ¬(t&u) (ii) (¬p ∨ ¬r ∨ ¬t) → z, r → z, t → q, p → s ⊢ z (iii) ¬¬p, r → s, q → p, ¬q ∨ ¬s, (t&u) → r ⊢ ¬(t&u) (3) Uka¿te, ¿e φ ∨ ψ, ¬ψ ∨ χ ⊢ φ ∨ χ. (Tzv. princip resoluce) (Napø. uka¿te, ¿e kdy¿ e(φ ∨ ψ) = e(¬ψ ∨ χ) = 1, pak e(φ ∨ χ) = 1, co¿ staèí díky silné úplnosti)

(4) Uka¿te, ¿e existují φ, ψ, χ taková, ¿e φ ∨ ψ, ψ ∨ χ ⊬ φ ∨ χ.

Predikátový poèet

Nejprve studujme monadický predikátový poèet.

Jazyk: predikáty P, Q, . . . , konstanty c, d, . . . , promìnná x (jen jedna); logické spojky a kvanti˛kátory ∀ (velký, universální), ∃ (malý, existenèní).

Otevøené formule: atomické { tvaru P (x), kde P je predikát. Neatomické otevøené formule se tvoøí z otevøených atomických pomocí logických spojek (napø. P (x) → (Q(x)&R(x)). Uzavøené formule: atomické { tvaru P (c), kde P je predikát a c je konstanta.

Je-li φ(x) otevøená formule, pak (∀x)φ(x), (∃x)φ(x) jsou uzavøené formule. Dalźí uzavøené formule vznikají z právì popsaných pomocí logických spojek. Napø. (∀x)(P (x) → Q(x)), (∃x)(P (x)&¬Q(x)), apod. Interpretace jazyka je struktura M = (M, (X_P )_{P predikt}, (m_c)_{c konstanta}), kde M ≠ 0, X_P ⊆ M pro ka¿dé P a m_c ∈ M pro ka¿dé c.

Splòování otevøených formulí: znaèení M |= φ[m], kde m ∈ M (èti \v M je formule φ splnìna prvkem m").

M |= P (x)[m], jestli¿e m ∈ X_P ;

M |= (φ → ψ)[m], jestli¿e M |= ψ[m] nebo M |̸= φ[m];

M |= ¬φ[m], jestli¿e M |̸= φ[m].

Pravdivost uzavøených ‚í: (znaè M |= φ, φ je pravdivé v M)

M |= P (c), jestli¿e m_c ∈ X_P

M |= (∀x)φ jestli¿e pro ka¿dé m ∈ M je M |= φ[m]

M |= (∃x)φ jestli¿e existuje m ∈ M tak, ¿e M |= φ[m].

Indukèní krok pro logické spojky zøejmý.

Pøíklad P Q m_1 1 1 m_2 0 1 m_3 0 0 m_4 1 1

M |= P [m_1], M |= ¬P [m_2], . . . M |= (P (x) → Q(x))[m_i], i = 1, . . . , 4, M |= (∀x)(P (x) → Q(x)) M |= ¬(∀x)(Q(x) → P (x)) apod.

Oznaèení. Buï (M, (X_P )_{P pred.}, (m_c)_{c konst.}) interpretace. Ka¿dé otevøené formuli φ pøiøadíme mno¿inu X_φ vźech prvkù, které je splòují. Pro atomické je to dáno pøímo interpretací; dále de˛nujeme X_{¬φ} = M − X_φ, X_{φ&ψ} = X_φ ∩ X_ψ, X_{φ→ψ} = X_{¬φ} ∪ X_ψ atd.

Tautologie jsou ‚e pravdivé ve vźech interpretacích. Lemma. Následující ‚e jsou tautologie: (1) ¬(∀x)φ(x) ≡ (∃x)¬φ(x) (2) ¬(∀x)(φ(x) → ψ(x)) ≡ (∃x)(φ(x)&¬ψ(x)) (3) (∀x)φ(x) → φ(c) (c konstanta) (4) (∀x)(φ(x) → ψ(x)) → (∀x)(¬ψ(x) → ¬φ(x)) (5) φ(c) → (∃x)φ(x) (6) (∀x)(φ(x) → ψ(x)) → ((∀x)φ(x) → (∀x)ψ(x)) (7) (∀x)(φ(x) → ψ(x)) → ((∃x)φ(x) → (∃x)ψ(x)) Dùkazy: pomocí de˛nice pravdivosti a splòování, napø. (1) øíká, ¿e X_φ ≠ M, právì kdy¿ X_{¬φ} ≠ ∅; (2) øíká, ¿e X_φ není èástí X_ψ, právì kdy¿ X_φ ∪(M −X_ψ) ≠ ∅ atd. (proveïte).

Dedukèní pravidlo: má pøedpoklady (‚e) a závìr. Je korektní, kdy¿ platí: kdykoli jsou pravdivé pøedpoklady, je pravdivý závìr.

Pøíklady: (∀x)(φ(x) → ψ(x)), (∀x)(ψ(x) → χ(x)) (∀x)(φ(x) → χ(x)) (∀x)(φ(x) → ψ(x)) (∀x)(¬ψ(x) → ¬φ(x)) apod.

Aristotelovy sylogismy

{ korektní dedukèní pravidla jistého tvaru, vyjádøitelná v monadické logice. Buïte P, Q predikáty. Aristoteles má ètyøi výroky (uzavøené formule) z nich vytvoøené:

A (∀x)(P (x) → Q(x)), struènì AP Q (vźechna P jsou Q) I (∃x)(P (x)&Q(x)), struènì IP Q (nìkterá P jsou Q) E (∀x)(P (x) → ¬Q(x)), struènì EP Q (¿ádné P není Q) O (∃x)(P (x)&¬Q(x)), struènì OP Q (nìkterá P nejsou Q)

A, I jsou ze slova \a‹rmo"; E, O jsou ze slova \nego". A øíká: X_P ⊆ X_Q;

I øíká: X_P protne X_Q (X_P ∩ X_Q ≠ ∅); E øíká: X_P je disjunktní s X_Q; O øíká: X_P není èástí X_Q.

Sylogismy obsahují tøi predikáty: M, S, V (èti: malý, støední, velký { pozor: neplést s oznaèením struktury). Ètyøi typy: SV V S SV V S MS MS SM SM MV MV MV MV Konkrétní sylogismus vznikne tak, ¿e ka¿dému øádku pøipíźeme A, I, E nebo O, napø. sylogismus \Barbara" { první typ, AAA : ASV AMS AMV neboli (∀x)(S(x) → V (x)) (∀x)(M(x) → S(x)) (∀x)(M(x) → V (x)) Zøejmì je korektní; pochopitelnì mù¿ete dostat nekorektní sylogismus. Aristotelská logika má \básnièku", která vypoèítává vźecky korektní sylogismy (pøesnìji viz ní¿e) vźech ètyø typù a dává jim jména; samohlásky ka¿dého jména dávájí pøísluźnou trojici z A, I, E, O.

Barbara, Celarent primae, Darii, Ferioque; Cesare, Camestres, Festino, Baroco secundae; Tertia grande sonans recitat: (Darapti, Felapton), Disamis, Datisi, Bocardo, Ferison. Quartae sunt: (Bamalip), Calemes, Dimatis, (Fesapo), Fresison.

Tedy napø. Fresison je EV S (∀x)(V → ¬S) ISM (∃x)(S&M) OMV (∃x)(M&¬V ) (ovìøte korektnost) Sylogismy v závorce jsou korektní pouze za pøedpokladu neprázdnosti interpretace nìkterého predikátu; napø. Fesapo je korektní, jen kdy¿ k pøedpokladùm pøidáme (∃x)S (co¿ není formule Aristotelova typu). Øíká:

Kdy¿ disj (X_V , X_S ), X_S ⊆ X_M [ a X_S ≠ ∅], pak X_M ⊈ X_V . Cvièení: Napiźte ka¿dý korektni sylogismus (z \básnièky") ve struèné formì i v jazyce monadické logiky a ovìøte korektnost. (Jako pomùcku uveïte význam nìkterých z nich; piźme místo X_M , X_S , X_V prostì M, S, V.)

Typ I:

Barbara: Kdy¿ S ⊆ V a M ⊆ S pak M ⊆ V. Celarent: Kdy¿ disj(S, V ) a M ⊆ S, pak disj(M, V ) Darii: Kdy¿ S ⊆ V a protne (M, S), pak protne (M, V ) Ferio: Kdy¿ disj(S, V ) a protne (M, S), pak M ⊈ V.

Typ II:

Cesare: Kdy¿ disj(V, S) a M ⊆ S, pak disj(M, V )

Typ III:

Ferison: Kdy¿ disj(V, S) a protne (M, S), pak M ⊈ V atd.

Klasický predikátový poèet

Jazyk: predikáty P, Q, . . . , ka¿dý má èetnost { pøirozené èislo (kladné) konstanty c, d, . . . , promìnné x, y, . . . , dále logické spojky a kvanti˛kátory.

Termy jsou konstanty a promìnné.

Atomické formule mají tvar P (t_1, . . . , t_n), kde P je predikát èetnosti n a t_1, . . . , t_n jsou termy. Jsou-li φ, ψ ‚e, jsou i ¬φ, φ → ψ (atd.) ‚e. Je-li φ ‚e a x promìnná, pak (∀x)φ, (∃x)φ jsou ‚e.

Interpretace jazyk je struktura M = (M, (r_P )_{P predikt}, (m_c)_{c konstanta}), kde M ≠ ∅, pro ka¿dý predikát P èetnosti n je r_P ⊆ M^n, a pro ka¿dou konstantu c je m_c ∈ M. Ohodnocení promìnných v M, je zobrazení v pøiøazující ka¿dé promìnné x prvek v(x) ∈ M. Tarského de˛nice splòování a pravdivosti. Význam termu: |x|M_{,v} = v(x), |c|M,v = mc. M |= P (t_1, . . . , t_n)[v] jestli¿e n-tice významù termù t_1, . . . , t_n je v relaci r_P ; tj. (|t_1|M_{,v}, . . . |t_n|M_{,v}) ∈ r_P . M |= ¬φ[v], jestli¿e M |̸= φ[v].

M |= (φ → ψ)[v], jestli¿e M |̸= φ[v] nebo M |= ψ[v].

M |= (∀x)φ[v], jestli¿e pro ka¿dé v^′ ≡_x v je M |= φ[v^′] (kde v^′ ≡_x v znamená, ¿e pro vźecky promìnné y rùzné od x je v^′(y) = v(y)).

M |= (∃x)φ[v], jestli¿e existuje v^′ ≡_x v tak, ¿e M |= φ[v^′]. Volné a vázané promìnné. x je volné v atomické formuli, kdy¿ se v ní vyskytuje. őádná promìnná není vázaná v atomické formuli.

x je volné/vázané v ¬φ, právì kdy¿ je volné/vázané v φ x je volné/vázané v φ → ψ, právì kdy¿ je volné/vázané v φ nebo v ψ. x je vázaná ve ‚i (∀x)φ a není v ní volná. Je-li y promìnná rùzná od x, pak y je volná/vázaná v (∀x)φ, právì kdy¿ je volná/vázaná ve ‚i φ. Podobnì pro (∃x)φ. Lemma. Kdy¿ M |= φ[v], x není volné v φ a v^′ ≡_x v, pak M |= φ[v^′]. (Dùkaz indukcí.)

Indukèní krok pro ∀ : aż x není volné v (∀y)φ, v^′ ≡_x v, v^′ = v(x/a). Nechż x je rùzné od y; pak následující podmínky jsou ekvivalentní: M |= (∀y)φ[v], pro ka¿dé b ∈ M : M |= φ[v(y/b)], pro ka¿dé b ∈ M : M |= φ[v(y/b, x/a)] (indukèní pøedpoklad) pro ka¿dé b ∈ M : M |= φ[v(x/a, y/b)], pro ka¿dé b ∈ M : M |= φ[v^′(y/b)] a tedy M |= (∀y)φ[v^′]. Pro pøípad, ¿e x je y, je dùkaz evidentní:

φ je pravdivá v M jestli¿e M |= φ[v] pro ka¿dé ohodnocení v. Teorie je mno¿ina formulí (speciálních axiomù). M je model teorie T, jestli¿e M |= φ pro ka¿dé φ ∈ T. Pøíklad Teorie lineárního kvasiuspoøádání.

φ je tautologie (predikátového poètu), je-li pravdivá v ka¿dé interpretaci. Lemma. Buï ψ(p_1, . . . , p_n) tautologie výrokového poètu, nechż φ vzniká z ψ substitucí formulí φ_1, . . . φ_n pred. poètu za výrokové promìnné p_1, . . . , p_n. Pak je tautologie predikátového poètu. Pøíklad (∀x)(∃y)P (x, y) → (∀x)(∃y)P (x, y) Substituce. φ(x/c) znaèí výsledek substituce konstanty c za volné výskyty promìnné x v φ. Podobnì φ(x/y) pro promìnnou y. (Pedantická de˛nice indukcí podle slo¿itosti formule.) Pø.φ je (∀z)(x < z), φ(x/c) je (∀z)(c < z), φ(x/y) je (∀z)(y < z), φ(z/y) je (∀z)(x < y). Lemma. M |= φ(x/c)[v], právì kdy¿ M |= φ[v(x/m_c)], kde v(x/m_c) je ohodnocení v^′ ≡_x v takové, ¿e v^′(x) = m_c.

Dùkaz: Zøejmé pro φ atomické; indukèní krok pro log. spojky søejmý. Nechż φ je (∀z)ψ(x, y). Pak následující øádky jsou ekvivalentní: M |= (∀z)ψ(x, z)(x/c)[v] M |= (∀z)ψ(c, z)[v] pro lib. v^′ ≡_z v M |= ψ(c, z)[v^′] pro lib. v^′ ≡_z v M |= ψ(x, z)[v^′(x/m_c)] pro lib. v^{′′} ≡_z v(x/m_c) M |= ψ(x, z)[v^{′′}] M |= (∀z)ψ(x, z)[v(x/m_c)] Podobnì pro φ(x/y), ale pozor:

Def. y je substituovatelné za x do φ, jestli¿e φ neobsahuje ¿ádnou podformuli tvaru (∀y)ψ nebo (∃y)ψ, v ní¿ je x volné.

Lemma Je-li y substituovatelné za x do φ, pak

M |= φ(x/y)[v], právì kdy¿ M |= φ[v(x/v(y))].

Pø. y není subst. za x do (∃y)(x < y). V pøirozených èíslech je (∃y)(x < y) splnìna ka¿dým ohodnocením, ale (∃y)(y < y) ¿ádným.

Dùsledek:

(1) Formule (∀x)φ → φ(x/c) je tautologie.

(2) Pokud je y substituovatelné za x do φ, pak formule (∀x)φ → φ(x/y) je tautologie. (3) Podobnì φ(x/c) → (∃x)φ, φ(x/y) → (∃x)φ. Neboż kdy¿ M |= (∀x)φ[v], pak pro libovolné v^′ ≡_x v je M |= φ[v^′], speciálnì M |= φ[v(x/v(y)], tedy M |= φ(x/y)[v]. Lemma. Nechż x není volné v ν. Pak ‚e (∀x)(ν → φ) → (ν → (∀x)φ) je tautologie.

Dùkaz. Aż M |= (∀x)(ν → φ)[v], tj. pro ka¿dé v^′ ≡_x v, M |= (ν → φ)[v^′], tedy [M |̸= ν[v^′] nebo M |= φ[v^′]], tedy (pro ka¿dé v^′ ≡_x v)[M |̸= ν[v] nebo M |= φ[v^′]], tedy [M |̸= ν[v] nebo pro ka¿dé v^′ ≡_x v M |= φ[v^′]], tedy (M |̸= ν[v] nebo M |= (∀x)φ(x)), tedy M |= (ν → (∀x)φ[v]. Axiomy predikátového poètu pro libovolné ‚e φ, ψ, χ pred. poètu φ → (ψ → φ), (φ → (ψ → χ)) → ((φ → ψ) → (φ → χ)), (¬φ → ¬ψ) → (ψ → φ), (axiomy výrokového poètu) a dále (∀1) (∀x)φ → φ(x/c), (∀1) (∀x)φ → φ(x/y), pokud y je substituovatelné za x do φ, (∀2) (∀x)(ν → φ) → (ν → (∀x)φ), kde x není volné v φ.

Dedukèní pravidla: modus ponens a generalizace: z φ odvoï (∀x)φ. Dùkaz, dokazatelnost.

Pozor: φ&ψ, φ ∨ ψ, φ ≡ ψ jsou zkratky; (∃x)φ je zkratka za ¬(∀x)¬φ. Lemma. Následující ‚e jsou dokazatelné v predikátovém poètu: (1) φ(x/c) → (∃x)φ; φ(x/y) → (∃x)φ pokud y je substituovatelné za x do φ. (2) (∀x)(φ → ψ) → ((∀x)φ → (∀x)ψ) (3) (∀x)(φ → ψ) → ((∃x)φ → (∃x)ψ) (4) ν ≡ (∀x)ν, ν ≡ (∃x)ν, pokud x není volné v ν. Návod:

(1) Postupnì doka¿te: (∀x)¬φ → ¬φ(x/c) φ(x/c) → ¬(∀x)¬φ. (2) Postupnì doka¿te: (∀x)(φ → ψ) → (φ → ψ) (∀x)(φ → ψ) → ((∀x)φ → ψ) (∀x)[(∀x)(φ → ψ) → ((∀x)φ → ψ)] (∀x)(φ → ψ) → (∀x)((∀x)φ → ψ) (∀x)(φ → ψ) → ((∀x)φ → (∀x)ψ)

(3) (∀x)(φ → ψ) → (∀x)(¬ψ → ¬φ) (výrokový poèet, generalizace a (2)) (∀x)(¬ψ → ¬φ) → ((∀x)¬ψ → (∀x)¬φ) ((∀x)¬ψ → (∀x)¬φ) → (¬(∀x)¬φ → ¬(∀x)¬ψ)

(4) (∀x)ν → ν, (∀x)(ν → ν), ν → (∀x)ν. Podobnì ∃. Lemma. Dalźí dokazatelné formule: nechż x není volné v ν.

(5) (∀x)(ν → φ) ≡ (ν → (∀x)φ) (6) (∃x)(ν → φ) ≡ (ν → (∃x)φ) (7) (∀x)(φ → ν) ≡ ((∃x)φ → ν) (8) (∃x)(φ → ν) ≡ ((∀x)φ → ν) Návod: (5) → je axiom (∀2); doka¿te ← tím, ¿e doká¿ete (ν → (∀x)φ) → (ν → φ), generalizujte a u¿ijte axiom (∀2). (6) (ν → φ) → (ν → (∃x)φ) ¬(ν → (∃x)φ) → ¬(ν → φ) ¬(ν → (∃x)φ) → (∀x)¬(ν → φ) (∃x)(ν → φ) → (ν → (∃x)φ). Obrácenì: ¬ν → (ν → φ), (∃x)¬ν → (∃x)(ν → φ), ¬ν → (∃x)(ν → φ); φ → (ν → φ), (∃x)φ → (∃x)(ν → φ); (¬ν ∨ (∃x)φ) → (∃x)(ν → φ); (ν → (∃x)φ) → (∃x)(ν → φ). (7) Doka¿te sérii ekvivalencí: (∀x)(φ → ν) ≡ (∀x)(¬ν → ¬φ) ≡ (¬ν → (∀x)¬φ) ≡ (¬(∀x)¬φ → ν) ≡ ((∃x)φ → ν) (8) Podobnì.

Lemma. (pøejmenování promìnných). Kdy¿ y se nevyskytuje v φ, pak (∀x)φ ≡ (∀y)φ(x/y) je dokazatelné. Návod: Doka¿te postupnì (∀x)φ → φ(x/y), (∀y)((∀x)φ → φ(x/y)), (∀x)φ → (∀y)φ(x/y) a podobnì zpìt.

Formule v prenexní normální formì (PNF). Otevøené ‚e jsou v PNF; je-li a v PNF a x je promìnná, pak (∀x)φ, (∃x)φ jsou v PNF. Jiné nejsou.

Vìta o PNF. Ke ka¿dé ‚i φ existuje ‚e φ^′ v PNF taková, ¿e φ ≡ φ^′ je dokazatelná.

Dùkaz u¿itím (5){(8) a pøejmenování vázaných promìnných. Teorie (jako výźe:) mno¿ina formulí (spec. axiomù). Dùkaz v teorii; T ⊢ φ. Vìta o dedukci pro predikátový poèet. Buï T teorie, φ, ψ ‚e, φ uzavøená. Pak T ∪ {φ} ⊢ ψ, právì kdy¿ T ⊢ φ → ψ. Dùkaz jako ve výrok. poètu, pøibude indukèní krok pro generalizaci. Teorie T je sporná, jestli¿e existuje formule φ taková, ¿e T ⊢ φ a T ⊢ ¬φ.

Jinak je bezesporná. (Stejnì jako ve výrokovém poètu.)

Lemma. T je sporná, právì kdy¿ ka¿dá ‚e je dokazatelná. Gödelova vìta o (sémantické) úplnosti predikátového poètu. (1) Pro ka¿dou ‚i φ platí: ⊢ φ (φ je dokazatelné v predikátovém poètu), právì kdy¿ φ je tautologií pred. poètu (tj. je pravdivá v ka¿dé interpretaci).

(2) Silná vìta o (sémantické) úplnosti: Buï T teorie, φ ‚e. Pak T ⊢ φ, právì kdy¿ M |= φ pro ka¿dý model M teorie T.

(Pozn. (1) je speciální pøípad silné vìty.)

Implikace ⇒ je (silná) korektnost { viz výźe. K obrácení implikace staèí dokázat:

Lemma o modelu. Ka¿dá bezesporná teorie T má model.

Proè staèí: Aż platí lemma a aż T ⊬ φ. Lze pøedpokládat φ uzavøené. Pak T^′ = T ∪ {¬φ} je bezesporná teorie (proè? { u¿ijte dokazatelnost (12) vy výrokovém poètu), tedy existuje její model M. Tedy M je model teorie T, v nìm¿ φ není pravdivé.

V dalźím pracujeme na dùkazu lemmatu.

T je rozźíøení teorie T, jestli¿e jazyk teorie T je podjazykem teorie T^′ a ka¿dý axiom teorie T je dokazatelný v T^′. Rozźíøení T^′ teorie T je konservativní, proto¿e ka¿dá ‚e jazyka teorie T dokazatelná v teorii T^′ je dokazatelná v T.

Lemma. Buï T teorie, φ(x) ‚e jejího jazyka s jedinou volnou promìnnou x, buï c konstanta, která není v jazyku teorie T. Pak teorie T ∪ {(∃x)φ(x) → φ(c)} je konservativní rozźíøení teorie T. (Pozn. pøidaný axiom lze pedanticky psát (∃x)φ → φ(x/c).) Dùkaz. Aż T^′ ⊢ ψ, kde ψ je uzavøená ‚e neobsahující konstantu c. Pak T ⊢ ((∃x)φ(x) → φ(c)) → ψ (vìta o dedukci), T ⊢ ((∃x)φ(x) → φ(y)) → ψ, kde y je promìnná nepou¿itá v pøedcházejícím dùkazu, T ⊢ (∀y)[((∃x)φ(x) → φ(y)) → ψ], T ⊢ (∃y)((∃x)φ(x) → φ(y)) → ψ, T ⊢ [(∃y)φ(x) → (∃y)φ(y)] → ψ, T ⊢ ψ. Poznámka. Mlèky pøedpokládejme, ¿e pracujeme s teoriemi, jejich¿ jazyk je nejvýźe spoèetný, tudí¿ i mno¿ina vźech ‚í je spoèetná.

Teorie T je Henkinovská, jestli¿e pro ka¿dou uzavøenou ‚i (∃x)φ(x) jejího jazyka existuje konstanta c taková, ¿e T ⊢ (∃x)φ(x) → φ(c).

Iterací pøedchozího lemmatu dostáváme:

Lemma. Ka¿dá teorie má konservativní henkinovské rozźíøení. Teorie T je (deduktivnì) úplná, jestli¿e pro ka¿dou uzavøenou ‚i φ je T ⊢ φ nebo T ⊢ ¬φ. (Pozor na rozdíl proti výrokovému poètu.)

Lemma. Ka¿dá bezesporná teorie T má bezesporné úplné rozźíøení. Dùkaz (jako ve výr. poètu). Buï φ_0, φ_1, φ_2, . . . posloupnost vźech uzavøených ‚í, buï T_0 = T. Je-li T_n sestrojeno a T_n ⊢ φ_n, buï T_{n+1} = T_n, jinak buï T_{n+1} = T_n ∪ {¬φ_n}. Buï ^T = S^∞_{n=0} T_n; ^T je hledaná teorie.

Lemma. Ka¿dá bezesporná úplná henkinovská teorie má model M. Dùkaz. Buï M mno¿ina vźech konstant teorie T. Pro libovolné konstanty c_1, . . . c_n, c z M buï (c_1, . . . , c_n) ∈ r_P , právì kdy¿ T ⊢ P (c_1, . . . , c_n); buï m_c = c. Tím je M dáno; ovìøte indukcí dle slo¿itosti formulí, ¿e pro ka¿dou uzavøenou ‚i φ platí M |= φ, právì kdy¿ T ⊢ φ.

(Dùkaz pro negaci u¿ívá bezespornost a úplnost, pro kvanti˛kátory henkinovskost.)

Dùsledek. Tedy ka¿dá bezesporná teorie má model. Tím je dokázáno lemma o modelu a tedy: (silná) Gödelova vìta o úplnosti.

Vìta o kompaktnosti. Buï T libovolná teorie. T má model, právì kdy¿ ka¿dá její koneèná podteorie má model. (Neboż nemá-li T model, pak je sporná, tedy nìjaká její koneèná podteorie T_0 je sporná a tedy nemá model.)

De˛nice.

(1) Teorie daného modelu M je mno¿ina T h(M) = {φ|M |= φ} (mno¿ina vźech formulí pravdivých v M).

(2) Buïte M, M^′ dva modely. M je elementárnì ekvivalentní s M^′ (znaèení M ≡ M^′, jestli¿e T h(M) = T h(M^′).

(3) Buï M model jazyka L, M^′ model jazyka L^′ ⊇ L. M^′ je expanze modelu M, mají-li oba modely tý¿ nosiè (universum) a tyté¿ interpretace predikátù a konstant z L.

Vìta. Buï T teorie v jazyce L, T^′ teorie v jazyce L^′ ⊇ L. T^′ je konservativní rozźíøení teorie T, právì kdy¿ ke ka¿dému modelu M teorie T existuje elementárnì ekvivalentní model M^′ a expanze M^{′′} modelu M^′ taková, ¿e M^{′′} je model teorie T^′. Dùkaz { návod. Kdy¿ T^′ není konservativní rozźíøení T, pak buï φ uzavøená formule jazyka T dokazatelná v T^′, ale ne v T ; buï M model teorie T ∪ {¬φ}. K nìmu neexistují M^′ a M^{′′} splòující podmínky vìty. Kdy¿ T^′ je konservativní rozźíøení T a M je model T, pak T h(M) ∪ T^′ je bezesporná (proè?) a má model M^{′′} který (se svou restrikcí M^′ na jazyk L) splòuje podmínky vìty.

Klasický predikátový poèet s funkcemi a rovností

Symboly: predikáty, promìnné, konstanty, logické spojky a kvanti˛kátory { jako døíve. K tomu: speciální binární predikát = (rovnítko); funkèní symboly F_1, F_2, . . . , ka¿dý se svou èetností (kladné pøirozené èíslo).

Termy: Promìnné a konstanty jsou atomické termy. Je-li F n-ární funkèní symbol a jsou-li t_1, . . . , t_n termy, pak F (t_1, . . . t_n) je term.

Interpretace:

M = (M, (r_P )_P predikát, (m_c)_c konstanta, (f_F )_F fèní symbol) kde vźe je jako døíve, a pro ka¿dý n-ární funkèní symbol F je f : M^n → M n-ární operace na m; dále r_= = {(a, a)|a ∈ M}. Hodnota termu |t|M_{,v}. Pro atomické termy jako døíve; |F (t_1, . . . , t_n)|M_{,v} = f_F (|t_1|M_{,v}, . . . , |t_n|M_{,v}). ‖φ‖M,v jako døíve.

Axiomy logiky: jako døíve, jen (∀1) se zmìní na (∀x)φ → φ(x/t) kde t je term substituovatelný za x do φ, tj. ¿ádná promìnná y termu t se nevyskytuje v ¿ádné podformuli formule φ tvaru (∀y)ψ (nebo (∃y)ψ) takové, ¿e x je volné v ψ.

Dalźími axiomy logiky jsou axiomy rovnosti, x = x (re‚exivita) x = y → y = x (symetrie) (x = y&y = z) → x = z (transitivita)

(x_1 = y_1& . . . &x_n = y_n) → (P (x_1, . . . x_n) ≡ P (y_1 . . . y_n))

pro ka¿dý n-ární predikát P,

x_1 = y_1& . . . &x_n . . . y_n) → (F (x_1, . . . , x_n) = F (y_1, . . . , y_n)

pro ka¿dý n-ární funkèní symbol F.

Pojem dùkazu v logice, teorie dùkazu v teorii, dokazatelnosti, modelu teorie { zøejmé.

Lemma (1) Buï φ(x_1, . . . , x_n) formule s volnými promìnnými x_1, . . . x_n. Pak ⊢ (x_1 = y_1& . . . &x_n = y_n) → (φ(x_1 . . . x_n) ≡ φ(y_1, . . . , y_n))

(2) Buï t(x_1, . . . , x_n) term s promìnnými x_1, . . . x_n. Pak ⊢ (x_1 = y_1& . . . &x_n = y_n) → (t(x_1 . . . x_n) = t(y_1, . . . , y_n))

Gödelova vìta o úplnosti platí ve stejném znìní. Pøi sestrojování modelu k bezesporné henkinovské teorii T vezmìte za M mno¿inu vźech uzavøených termù (vybudovaných z konstant a funkèních symbolù); de˛nujte f_F (t_1, . . . t_n) = F (t_1, . . . t_n). Jinak vźe stejné. Tím dostanete model s neabsolutní rovností;

Zbývá faktorizovat: [t]M = {s|M |= t = s}, ^M = {[t]M|t uzavøený term}, ^r_P = {([t_1]M . . . [t_n]M)|(t_1, . . . , t_n| ∈ r_P } ^f_F ([f_1]M, . . . , [t_n]M) = [F (t_1, . . . , t_n)]M.

Pak uka¿te ^M |= φ(t_1, . . . t_n) právì kdy¿ M |= φ(t_1, . . . t_n); nadto ^r_= = {([t]M, [t]M)| t uzavøený term}.

Pøíklad: Axiomatická aritmetika Jazyk: predikáty =, ≤ (binární), konstanta —0, funkèní symboly S (unární), dále + a ∗ (binární).

Standardní interpretace: mno¿ina pøirozených èísel s rovností, relací menźí{ rovno, nulou, následníkem (pøièítání jednièky), sèítáním a násobením.

Metamatematika aritmetiky (pøehled)

Axiomy Robinsonovy aritmetiky Q : (Q1) S(x) ≠ —0 (Q2) S(x) = S(y) → x = y (Q3) x ≠ 0 → (∃y)(x = S(y)) (Q4) x + —0 = x (Q5) x + S(y) = S(x + y) (Q6) x ∗ —0 = —0 (Q7) x ∗ S(y) = (x ∗ y) + x (Q8) x ≤ y ≡ (∃z)(z + x = y) (Vźechny jsou pravdivé ve standardním modelu N.)

Peanova aritmetika P A : axiomy (Q1) − (Q8) a pro ka¿dou formuli φ (jazyka aritmetiky) axiom indukce (φ(—0)&(∀x)(φ(x) → φ(S(x))) → (∀x)φ(x). Doka¿te: Q ⊢ —0 + —0 = —0;

Q ⊢ —0 + x = x → —0 + S(x) = S(x); P A ⊢ (∀x)(—0 + x = x) P A ⊢ (∀y)(S(x) + y = S(x + y)) P A ⊢ x + y = y + x T r(N) = {φ|N |= φ}. Korektnost: Kdy¿ P A |= φ pak φ ∈ T r(N). (Formule dokazatelné v P A jsou pravdivé ve standardním modelu N aritmetiky.)

Lze obrátit?

Uva¿ujme teorie T ⊇ Q. T je rekursivnì axiomatizovaná, jestli¿e existuje algoritmus, který pro ka¿dou ‚i φ rozhodne, zda je nebo není axiomem teorie T.

Numerály: —n je S(. . . S(—0) . . .) (n symbolù S). Zøejmì —n znamená v N èíslo n. Formule jsou jisté koneèné posloupnosti symbolù, lze je kódovat pøirozenými èísly. Také dùkazy lze kódovat èísly (jsou to jisté posloupnosti formulí). Má tedy smysl —φ pro formuli φ, —d pro dùkaz d. Pøi vhodném kódování je mno¿ina vźech formulí rekursivní; pokud je T rekursivnì axiomatizovaná, je mno¿ina vźech dùkazù v teorii T rekursivní. (Pozor: mno¿ina vźech formulí dokazatelných v T nemusí být rekursivní!)

Gödelovo diagonální lemma: Pro ka¿dou ‚i ψ(x) jazyka aritmetiky s jedinou volnou promìnnou x existuje uzavøená ‚e φ taková, ¿e Q ⊢ φ ≡ ψ( —φ) (autoreferenèní ‚e: øíká \já mám vlastnost ψ").

Omezené kvanti˛kátory: (∀x ≤ y)φ je (∀x)(x ≤ y → φ). Podobnì (∃x ≤ y)φ je (∃x)(x ≤ y&φ). Omezená formule: vźechny kvanti˛kátory v ní jsou omezené. φ je ˚_1-formule, jestli¿e má tvar (∃x)φ, kde φ je omezená.

˚_1-úplnost aritmetiky: Je-li φ uzavøená ˚_1-formule pravdivá v N, pak Q ⊢ φ. Fakt: Je-li T rekursivnì axiomatizované, pak existuje ˚_1-formule D(x) de˛- nující v N formule dokazatelné v T : pro ka¿dou ‚i φ,

T ⊢ φ, právì kdy¿ N |= D( —φ).

Gödelova ‚e G : splòuje Q ⊢ G ≡ ¬D( —G) (øíká: \já nejsem dokazatelná").

První Gödelova vìta o (deduktivní) neúplnosti. Buï T teorie v jazyce aritmetiky, T ⊇ Q, T rekursivnì axiomatizovaná, buï N model T. Pak Gödelova ‚e G není v T ani dokazatelná ani vyvratitelná (T nedokazuje G, T nedokazuje ¬G).

Dùkaz: Kdy¿ T ⊢ G, pak N |= D(G), tedy T ⊢ D(G), tedy T ⊢ ¬G a T je sporná. Kdy¿ T ⊢ ¬G, pak T ⊢ D(G), tedy N |= D(G), tedy T ⊢ G a T je sporná.

Tedy ka¿dá bezesporná rekursivnì axiomatizovaná teorie T obsahující Q je (deduktivnì) neúplná.

Dùsledek (nerozhodnutelnost aritmetiky). Ka¿dá taková teorie T je nerozhodnutelná, tj. neexistuje algoritmus, který by pro ka¿dou ‚i φ rozhodoval, zda je èi není dokazatelná v T. (Kdyby T byla rozhodnutelná, źlo by sestrojit její bezesporné rekursivní deduktivnì úplné rozźíøení.)

Dalźí dùsledek. Existují nestandardní modely aritmetiky P A. (Buï φ uzavøená taková, ¿e P A ⊬ φ, P A ⊬ ¬φ, nechż napø. N |= φ. Pak P A ∪ {¬φ} má model M neisomorfní s N.)

Buï φ ‚e —0 = —1 (tj. —0 = S—0)), buï Con_T ‚e ¬D( —φ) (vyjadøuje bezespornost: øíká, ¿e ‚e —0 = —1 není dokazatelná.

Fakt. Za dalźích rozumných podmínek na T (splnìných napø. teorií P A) platí T ⊢ Con_T ≡ G, tedy T ⊬ Con_T a T ⊬ ¬Con_T . (Nedokazatelnost bezespornosti: ¿ádná \rozumná" matematická teorie nemù¿e dokázat svou vlastní bezespornost.)

To je tzv. Druhá Gödelova vìta o (deduktivní) neúplnosti.