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Abstract: The paper is devoted to standard multivariate statistical methods
for dimension reduction. Their common basis is the eigendecomposition (i.e.
computation of eigenvalues and eigenvectors) or, more generally, the singu-
lar value decomposition of specific matrices. These matrix decompositions
possess excellent properties from the point of view of numerical mathema-
tics. The paper overviews some results of numerical linear algebra on the
numerical stability of methods for the computation of these decompositions.
After that, it discusses various dimension reduction methods based on the
decompositions, like principal component analysis, correspondence analysis,
multidimensional scaling, factor analysis, and linear discriminant analysis for
high-dimensional data.
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Abstrakt: Clanek je vénovén standardnim mnohorozmérnym statistickym
metoddm pro redukci dimenze. Jejich spolecnym rysem je spektralni roz-
klad urc¢ité matice (tj. vypocet vlastnich ¢isel a vlastnich vektori) anebo
obecnéji singuldrni rozklad. Takové rozklady maji vynikajici vlastnosti z hle-
diska numerické matematiky. Tento ¢lanek shrnuje nékteré vysledky nume-
rické linearni algebry o numerické stabilité metod pro vypocet popsanych roz-
kladu. Poté diskutuje moznosti pouziti metod pro redukci dimenze zalozenych
na téchto rozkladech jako analyzy hlavnich komponent, korespondenc¢ni ana-
lyzy, mnohorozmeérného skdlovani, faktorové analyzy a linearni diskriminaéni
analyzy v kontextu vysoce dimenzionalnich dat.
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1. Problematika redukce dimenzionality

Redukce dimenze predstavuje dulezity krok statistické analyzy ¢i extrakce
informace z mnohorozmérnych dat, ktery muze byt v piipadé vysoce di-
menziondlnich dat zcela nezbytny. Jednotlivé metody slouzi ke zjednoduseni



Metoda Vlastnosti

Analyza hlavnich komponent Linearni Nesupervidovana
Korespondenéni analyza Linedrni Nesupervidovana
Mnohorozmérné skalovani Nelinedrni | Nesupervidovana
Faktorové analyza Linedrni Nesupervidovana
Linearni diskriminaé¢ni analyza || Linedrni Supervidovana

Tabulka 1: Ptehled statistickych metod pro redukci dimenze

dalsich analyz (jako napf. klasifika¢ni nebo shlukové analyzy) a soucasné i
umoznuji ptimo extrakci informace z dat, popisuji rozdily mezi skupinami,
odhaluji dimenzionalitu separace mezi skupinami i vyjadiuji piispévek jed-
notlivych proménnych k této separaci. Z anglicky psanych knih muzeme
k danému tématu doporucit [15, 28] anebo [16, 22], kde jsou tytéz metody
diskutovdny spiSe z hlediska dolovéan{ znalost{ (data mining). Nékteré metody
pro redukci dimenze jsou popsény i v ¢eskych ucéebnicich [2, 25, 33].

Metody pro redukci dimenze se nékdy déli do dvou rozsahlych skupin,
zejména v aplikacich dolovéni znalosti [22]:

1. Selekce proménnych (selekce piiznaku, wvariable selection, feature se-
lection, variable subset selection)

2. Extrakce pfiznaku (feature extraction)

e Linearni

e Nelinedrni

Selekci proménnych se rozumi vybér jen téch proménnych, které jsou re-
levantni. Naproti tomu metody pro extrakci piiznaka nahrazuji pozorovand
data jejich kombinaci. Jsou zaloZeny na takovém zobrazeni, které prevadi
pozorovana data z vysoce rozmérného prostoru do prostoru mensi dimenze.
Vypocty tak sice probéhnou v prostoru mensi dimenze, ale pfesto je nutné
napozorovat hodnoty vSech proménnych. Podle charakteru tohoto zobrazeni
rozlisujeme metody linedrni a nelinedrn{ [22].

Podle jiného kritéria délime metody pro redukci dimenze na supervido-
vané a nesupervidované. Supervidovanymi jsou takové, které jsou urceny
pro data pochdazejici ze dvou nebo vice skupin a soucasné vyuzivaji infor-
maci o tom, které pozorovani patii do které skupiny. To umoznuje zachovat
oddélitelnost mezi skupinami. Néktefi autofi varuji, ze kupiikladu analyza



Metoda Vlastnost
Hierarchicka shlukova analyza Nesupervidovana
k prumeéru (k-means) Nesupervidovana

[ooys

k nejblizsich sousedu (k-nearest neighbour) || Supervidovana

Tabulka 2: Pfehled metod shlukové analyzy

hlavnich komponent jako piiklad nesupervidovanych metod neni vhodné pro
redukci dimenze dat pochézejicich ze dvou nebo vice skupin v situaci, kdy
cilem je klasifikacn{ analyza [7].

Spoleénym rysem linedrnich metod pro redukci dimenze je skutecnost,
ze naleznou nejdulezitéjsi transformace pozorovanych dat pomoci néstroju
linearni algebry a nésledné i nahradi puvodni data témito novymi transformo-
vanymi proménnymi. VSechny metody v tomto ¢lanku provadéji transformaci
dat pomoc{ vypoctu vlastnich a/nebo singuldrnich vektoru. Pfitom pouziti
vlastnich/singuldrnich vektort zpusobi i nekorelovanost transformovanych
proménnych. Snizenim poc¢tu proménnych se snizi redundance v puvodnich
datech. To muze napravit potize se spolehlivosti zavéru nasledné statistické
analyzy.

Tento ¢lanek struéné popisuje klasické mnohorozmeérné statistické metody
pro redukci dimenze uvedené v tabulce 1 a vénuje se i jejich vhodnosti pro
vysoce dimenziondlni data. V kapitole 2 shrneme metody linearni algebry,
které tvori spoleény zaklad ruznych statistickych metod pro redukei dimenze.
Ptitom pro vysoce rozmérna data je dulezity i pohled numerické linedrni al-
gebry, ktery se tykd numerické stability vypoctu jednotlivych rozkladi matic.
Jednotlivé metody pro redukci dimenze jsou pak popsany ve zbyvajicich ka-
pitolach. Nejde pfitom o vycerpavajici pfehled poznatki o klasickych me-
todach, ale spiSse o zamysleni nad jejich pouzitelnosti pro vysoce dimen-
zionalni data, kdy pocet proménnych p prevysuje pocet pozorovani n. Témto
aspektim se vénuje zna¢nd pozornost i v bioinformatice nebo analyze obrazu.

Mezi dalsi metody, které by si zaslouzily pozornost, patii i kanonicka ko-
relacni analyza, kterd zkouma linedrni vztah mezi dvéma skupinami promén-
nych, nebo shlukové analyza, kterd provadi pruzkum dat s cilem najit néjaké
jejich shluky [16, 30, 20]. Na rozdil od metod popsanych v tomto ¢lénku tedy
shlukova analyza neni zaloZena na prevodu dat do prostoru mensi dimenze za
pomoci né&jakého (linedrniho ¢i nelinedrniho) zobrazeni [22]. Piehled ruznych
metod shlukové analyzy uvadi tabulka 2. Mezi dalsi postupy pro redukci
dimenze patii napiiklad metoda locally linear embedding anebo metoda self-



organizing maps zalozend na neuronovych sitich, coz jsou metody oblibené
napiiklad v analyze obrazu [19]. Z grafickych metod pro exploratorni analyzu
dat stoji za zminku biplot, zobrazujici soucasné data i proménné a byva pouzit
napf. pro interpretaci vysledku analyzy hlavnich komponent [22].

V ¢lanku budeme pouzivat nasledujici znaceni. Jednotkovou matici o ve-
likosti p ozna¢ime Z,,, piipadné Z, pokud je dimenze jasnd z kontextu. Prvek
matice M € R™*P na i-tém fadku a v j-tém sloupci piSeme jako m;;. Déle
oznacime

n p
m;. = E ™mij, m.; = E mij, m.. = E E mij. (1)
j ] i=1 j=1

Normou vektoru i matice vzdy rozumime euklidovskou normu.

2. Singularni a spektralni rozklad matice

Zakladem celé fady statistickych metod pro redukci dimenze jsou sin-
guldrni a spektralni rozklad matice. Oba pojmy se ve statistice ¢asto povazuji
za synonyma, ale v linedrni algebie pfedstavuji odlisné matematické kon-
cepty. V této sekci je popiSeme postupné a uvedeme vlastnosti (vétsinou bez
dikazu), které jsou pro nés dulezité. Pro odvozeni, dukazy a detailnéjs{ popis
odkézeme na [32, kap. 4, 5 a 6] a [12, kap. 2.4, 7 a 8] anebo na ¢eské prace [11,
kap. 2] a [9, kap. 2 a 5]. Ruzné algoritmy pro vypocet rozklada matic byly
popsény napi. v piehledu vypocetn{ statistiky [6]. Naproti tomu v této kapi-
tole klademe duraz na numerickou stabilitu algoritmu, coz je klicova vlastnost
pri aplikacich na vysoce rozmérnd data.

2.1. Spektralni rozklad

Nejprve definujeme vlastni ¢isla a vlastni vektory. Pro redlnou étvercovou
matici A € RP*? nazveme ¢islo A € C vlastnim ¢islem (charakteristickym
¢islem, eigenvalue) matice A, pokud existuje nenulovy vektor q € CP takovy,
7e Aq = \q. Vektor q nazveme vlastnim vektorem (eigenvector) matice A.
Kazdé vlastni ¢islo A s prislusnym vlastnim vektorem q matice A ziejmé
spliuje vztah (A — AZ)q = 0. Matice A — AT je proto singularni a jeji deter-
minant je nulovy. Rovnice det(A — A\Z) = 0 piedstavuje polynomidlni rovnici
s nezndmou . Jelikoz kazdy nekonstantni polynom mé alespon jeden kom-
plexni kofen, vime, ze existuje vzdy alespon jedno vlastni ¢islo. Vlastni ¢isla
realné matice mohou byt komplexni, protoze kofeny polynomu s realnymi
koeficienty jsou obecné komplexni.



7 existence alespon jednoho vlastniho ¢isla vyplyva, ze lze k danému
linedrnimu zobrazeni z linedrniho prostoru do stejného prostoru vzdy najit
vektor, ktery pfi zobrazeni neméni svij smér. V piipadé, kdy existuje ma-
ximalni pocet p navzajem linedrné nezavislych vlastnich vektort, ziejmé exis-
tuje baze prostoru R? slozena z vlastnich vektoru. Matici A muzeme potom
pomoci této baze transformovat na jakysi kanonicky tvar, tj. na diagonalni
matici, jejiz vSechny vlastni vektory jsou jednotkové vektory (sloupce jed-
notkové matice). Spektrdlnd rozklad ¢tvercové matice A popisuje prévé tuto
transformaci, a to ve tvaru

A=QAQ, (2)
kde A je diagonalni matice s vlastnimi €isly Aq, ..., A, na diagondle. RozepiSe-
me-li ekvivalentni vztah AQ = QA po sloupcich, dostaneme

Aqi:)‘iqiy 7::17"'7pa (3)

kde q; znaéi i-ty sloupec matice Q. Vidime, ze sloupce matice Q jsou tvofeny
vlastnimi vektory A.

Tiidou matic, pro kterou spektralni rozklad vzdy existuje, je tiida sy-
metrickych pozitivné semidefinitnich matic. Empiricka varianéni matice i
korela¢ni matice patif k této tiidé. Pro symetrické pozitivné semidefinitni
matice plati, ze vSechna vlastni ¢isla jsou redlnd a nezapornd. Navic existuje
tim padem vzdy béaze vlastnich vektori, které jsou navzdjem ortogonalni,

V tomto piipadé plati QT Q = Z, tedy Q! = QT a spektralni rozklad (2)
Ize psat jako

A =QAQT. (5)
2.2. Singularni rozklad

Singuldrni rozklad (singular value decomposition, SVD) je narozdil od
spektralniho rozkladu definovan pro libovolnou obdélnikovou matici A €
R™*P. Je-li r < min{n, p} hodnost matice A, pak m4 tvar

A =UxVT, (6)

kde U € R™™ a V € RP*P jsou ortonormélni matice, tj. UTU = Z,, a
VTV =T, a matice ¥ € R"*? m4 na prvnich r diagonalnich pozicich prvky

oy >0, t=1,...,r (7)



a je nulové jinde. Cisla oy; se nazyvaji singuldrni ¢isla a plati, Ze se rovnaji
odmocniné nenulovych vlastnich ¢isel matice AAT (i ATA). Jsou tedy vidy
redlnd a kladnd. Je konvenci uvaddét singuldrni ¢isla matice 3 tak, aby byla
sestupné usporadand. Sloupce matice U obsahuji takzvané levé singuldrni
vektory a jsou zdroven vlastnimi vektory matice AAT. Sloupce V se nazyvaji
pravé singuldrni vektory a jsou i vlastnimi vektory AT A. Neni tézké videét,
7e pro symetrické matice (A = AT) predstavuje spektrélni a singuldrni roz-
klad totéz. V linearni algebfe se pro symetrické matice pouziva vzdy pojem
spektralni rozklad, kdyzto statisticka literatura pouziva i pojem singularni
rozklad.

Ze singularniho rozkladu (6) dostaneme po jednoduchém (ale dlouhém)
rozepsani po prvcich ekvivalentni vyjadieni

T
A= Z oz—iuiviT. (8)
i=1
Pro jednotlivé éleny pritom plati ||o;u;vE|| = 0y a tudiz
oriuivy || = o11 > ||o2euava || = 020 > -+ > ||lopu, Vi || = 0. (9)

Ve vztahu (8) nahlizime na matici A jako na soucet celkového poctu r kom-
ponent. Jde vlastné o ekvivalentni vyjadieni pozorovanych dat vaéi jinym or-
tonormalnim bazim. Lze Fici, ze komponenty piislusné nejvétsim singularnim
¢islim maji v pozorovanych datech nejvétsi vahu.

Statistické metody pro redukei dimenze zaloZené na singuldrnim (popf.
pro symetrické pozitivné semidefinitni{ matice spektralnim) rozkladu urcité
matice A lze interpretovat i tak, ze samotnou matici A nahradi aproximaci
podle

s
A~ Zaiiuiv?, (10)
i=1

v némz s < r. To znamenad, Ze se zcela ignoruje vliv takovych komponent
z (8), které piislusi nejmensim (a tedy v ur¢itém smyslu nejméné dulezitym)
singuldarnim ¢islum.

2.3. Numerické vlastnosti

Singularni rozklad je velmi silny néstroj nejen z teoretického hlediska, ale
i vypocetné, paklize je spravné implementovan. Standardni metoda pro jeho
vypocet je sice drazsi (ale ne fddové) nez metody pro jiné rozklady jako napf.
LU rozklad (Gaussova eliminace), ale ze vSech rozkladi si nejlépe dokaze



poradit v situacich, kdy dana matice je singularni nebo téméf singularni.
Napiiklad uréeni hodnosti matice je v fadé pfipadu mozné jen pomoci SVD.
Spravna implementace SVD je totiz schopnd najit veskera singularni ¢isla
véetné téch nejmensich s presnosti stejnou jako strojové presnost [3].

Navic singuldrni (v symetrickém pozitivné semidefinitnim piipadé spek-
traln{) rozklad lze spocist tzv. zpétné stabilné. To znamend, Ze existuji metody
pro SVD dané matice A, které spo¢tou v konetné aritmetice vzdy rozklad,
ktery je presnym rozkladem (tj. rozkladem v presné aritmetice) pro matici
velmi blizkou puvodni matici A. Zduraznime, Ze tato vlastnost neni vlastnosti
singularniho rozkladu, ale vlastnosti metody jejtho vypoctu.

Na vybéru nejvhodnéjsi metody maticového vypoctu velice zalezi. Ty-
pickym piikladem je feSeni problému nejmensich ¢étvercu

mIip{l |Ax — b||, AceR"™, beR", n>p. (11)
xeRP

Matematicky pfesnym fesenim je x = A'b, kde AT je Mooreova-Penroseova
pseudoinverze k matici A. Naivni piistup spociva v tom, zZe se nésobi in-
verze matice AT A s vektorem ATb. Jsou-li sloupce matice A téméi linedrné
zévislé, pak miize dojit k obrovskym chybam pti vypoctu (AT A)~t. Vhodna
implementace zalozend na SVD vyuziva vzorec
" u’b

x=Ab=VEUTb=> —t—v, (12)

=
i=1 "

obdobny vzorci (8), pficemz vypocet SVD je numericky stabilni.

Pro nejstabilngjsi a casto zaroven nejrychlejsi maticové metody dopo-
ruc¢ujeme sofware Matlab [23], ktery obsahuje nejmodernéjsi implementace
maticovych metod pfimo od védecké komunity numerické linedrni algebry,
tedy komunity, kterd se specializuje pravé na efektivni (computationally ef-
ficient) maticové vypocty. Alternativné lze pouzit populdrni statisticky soft-
ware R [26], ktery je narozdil od Matlabu zdarma. I kdyz samotné metody
maticového poctu byly jiz ddvno podrobné popsany v statistické literatute
[27], zatim se jim vénovalo mdlo pozornosti z numerického hlediska a nenf
ani vzdy zaruceno, ze metody jsou efektivné implementovany v R. To plati
zejména pro praci s vysoce dimenziondlnimi daty.

Vypocet singularniho rozkladu ¢tvercové matice velikosti p stoji pfiblizné
16/3 - p? aritmetickych operaci. Pro vysoce dimenzionalni data (napi. p >
10000) obecné plati, ze vypocet nelze provést v rozumném ¢ase anebo dochdzi
k vycerpani tlozného prostoru v paméti poéitace. Casto jsou data viak ridkd,
tzn. mnoho prvku dané matice je nulovych, coz muze vypocet usnadnit. Exis-
tuji iteracni metody, které vyzaduji v kazdé iteraci jen jedno pomérné levné



néasobeni vektoru s danou fidkou matici. Vysledkem itera¢niho procesu jsou
aproximace singuldrnich ¢isel a vektort s tim, ze zpravidla nejrychleji konver-
guji nejvétsi singularni ¢isla. Takovy postup je pro redukci dimenze vhodny
vzhledem k (10) a ¢asto i umoznuje vyhnout se regularizaci [16, 10].

3. Analyza hlavnich komponent

Analyza hlavnich komponent (PCA, principal component analysis) pred-
stavuje nejcastéji pouzivanou metodu pro redukci dimenze. Predpoklddame,
ze mame k dispozici nezavislé stejné rozdélené p-rozmérné ndhodné vektory
X1,...,X, € RP.

Metoda je zalozena na spektralnim rozkladu empirické varianéni matice

1
n—1

S = Zn:(xi - X)(X; - X)T € RP*?, (13)

kde X oznaéi vektor vybérového priméru. Tato matice je symetrickd a po-
zitivné semidefinitni s nezdpornymi vlastnimi ¢isly. Hodnost S je nejvyse
min{n, p}. Protoze soucet vlastnich ¢isel matice je roven souctu jejich dia-
gonalnich prvka (tj. jeji stopé), je v piipadé varian¢ni matice roven souétu
rozptylu jednotlivych proménnych.

Cilem analyzy hlavnich komponent je nahradit p-rozmérnd pozorovani
malym poctem s (s < min{n,p}) hlavnich komponent, které predstavuji
navzajem nekorelované linearni kombinace naméfenych proménnych vysvét-
lujici velkou (maximélni moznou) ¢dst variability dat [2]. Hlavn{ komponenty
Ize interpretovat i tak, ze jednotlivé namérené pozorovani se sklada z prameéru
spocitaného pfes vSechna pozorovani plus néjaka linedrni kombinace vSech
jednotlivych hlavnich komponent. Pfitom existuji ruzna doporuceni, jak volit
vhodnou hodnotu s.

Analyza hlavnich komponent promitéd jednotlivd pozorovani X; na pod-
prostor generovany s vlastnimi vektory qi,...,qs matice S, které prislusi
nejveétsim vlastnim ¢éislam,

Xi — [q17"'aqs][qla"'aqS]TXi' (14)

Nésledujici vypocty pak probihaji v prostoru malé dimenze generovaném vek-
tory qi,...,qs a misto X; se pracuje s linearni kombinaci

[q17 s 7(13}TX17 (15)

tedy se skalarnimi souciny s vlastnimi vektory qi,...,qs. Prispévek i-té

hlavni komponenty (i = 1, ..., p), tj. komponenty piislusné i-tému nejvétsimu



vlastnimu ¢&islu, k vysvétleni celkové variability v datech pfitom vyjadiime
jako

Ag
== (16)
?:1 /\j
kde A1, ..., A, jsou vlastni ¢isla matice S. Alternativné lze pocitat hlavni kom-

ponenty z empirické korela¢ni matice, coz se doporucuje spiSe jen v ptipadé
velkych odlisnosti ve variabilité jednotlivych proménnych [28].

Vypocet hlavnich komponent lze provést numericky stabilné i pro vysoce
dimenziondlni data (n < p). V softwaru je vSak mozné narazit na tako-
vou implementaci, kterd pro n < p selhdva. V softwaru R jsou k dispozici
specializované knihovny HDMD ¢&i FactoMineR pro vypocet (nejen) hlavnich
komponent pro vysoce dimenzionalni data, které 1ze doporucit pred béznymi
implementacemi [24].

4. Koresponden¢ni analyza

Korespondené¢ni analyza predstavuje obdobu analyzy hlavnich kompo-
nent pro kategoridlni data [14, 25, 28]. Nékteii autofi ji ponékud prekvapive
oznacujf i jako korespondenéni faktorovou analyzu [13].

Tzv. jednoducha korespondencni analyza studuje vztah mezi dvéma ka-
tegoridlnimi proménnymi. Oznaé¢me pomoci N € R'*” kontingenéni tabulku
pozorovanych ¢etnosti n;; s I fadky a J sloupci. Pomoci x? budeme znacit
testovou statistiku Pearsonova x? testu nezavislosti (nebo homogenity) pro
stanoveni vztahu mezi sloupci a Fadky. Dejme tomu, ze x? test zamfitad nu-
lovou hypotézu nezéavislosti mezi kategoridlni proménnou v tadcich tabulky
a kategoridlni proménnou v jejich sloupcich. Cilem korespondencni analyzy
je déle redukovat mnohorozmérny prostor radkové a sloupcové proménné a
prostudovat interakci mezi obéma proménnymi.

Statistika x? se obvykle pocitd jako

e JIEh JICT

To lze napsat pomoci relativnich ¢etnosti p;; = n;;/n.. jako

X2 zn,.z

i=1j

(Pij — Pips) /Pips - (18)

J
=1

Matice P, jejiz prvky jsou relativni ¢etnosti p;;, se v tomto kontextu oznacuje



jako korespondenéni matice. Dalsi zapisy téhoz jsou
I J » 2 J I » 2
=n. sz Z (p” —p-j) /b =n.> p; Y (” —pz) /pi
v i=1

kde &isla tvaru p;j/pi. a pi;/p.; jsou prvky tzv. profila.
Vektory margindlnich pravdépodobnosti ozna¢ime jako

C:(p_l,,,,’p,J)T, r:(pl-a"'apl-)T (20)

a definujeme Fadkové a sloupcové profily jako
n iy ’ p biJ ’
i1 . i1 .
r, = ( l,.‘.,z> :<l,..., Z> , (21)
. . Dbi. pi.

T T
c, = (nlJ nIJ) :<plj plﬂ) ) (22)
! ng g P Dy

Ze vztahu (19) dostaneme

2=n. Zpl ri—c)'D 1 (r;—c)=n. ij c,—r)'D;(c; —1), (23)

kde D, = diag(r), D, = diag(c) a diag zna¢i diagondlni matici. Zfejmé
plat{ Zle P = Z}I:1 p.; = 1 a testovou statistiku x? lze tedy interpre-
tovat jako vazeny primeér x? vzdalenosti mezi fddkovymi profily r; a mar-
ginalnimi sloupcovymi pravdépodobnostmi c. Stejné tak lze na hodnotu x?
nahlizet jako na vézeny priumér x2? vzdéalenosti mezi sloupcovymi profily c;
a margindlnimi fadkovymi pravdépodobnostmi r.

V rdmci redukce mnohorozmérného prostoru lze vzorec (18) s vyuzitim
toho, Ze ¢isla p;; — pi.p.; jsou prvky matice P — rc™, vyjadrit jako

x> =n.tr [D;Y(P —rc")D (P — )], (24)
kde tr znaéf stopu matice. Jsou-li A2, ..., A2 nenulovéd vlastni éisla matice
D 'P —rc"DH(P —rch)T, (25)

pak s vyuzitim véty o stopé mame
s
Z=n.) AN (26)
i=1
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Dalsi vypocty pak vedou ke grafickému znézornéni vztaht mezi fadky a
sloupci kontingenéni tabulky za pomoci redukce dat do dvou dimenzi [25].
Potiebné dvé hlavni komponenty jsou preskalovanymi levymi a pravymi sin-
guldrnimi vektory v SVD rozkladu matice D, 1/ 2(P —rc)D. 1/ 2. pro kterou
Ize dokézat, ze ma singuldrni ¢isla Ay, ..., A,. Tyto dvé hlavni komponenty
pifslusi vlastnim éfslim A2 a A3 matice (25) a jejich pifspévek k vysvétlend
vSech dimenzi lze vyjadrit jako podil

2 2
1N (27)
D=1 4
kde >0, A2 = x%/n.. se nazyvé celkovd inercie. Zde je na misté upozor-
nit na dal$i nekonzistenci mezi terminologii ve statistice a linedarni algebfe.
Inercie v linedrni algebie je pojem spojeny s pocty (a ne soucty) vlastnich
Cisel, presnéji jde o pocty zapornych, nulovych a kladnych vlastnich ¢&isel.
Celkové inercie Y ;_; A? = x?/n.. je oblibenou mirou asociace mezi dvéma
kategoridlnimi proménnymi, kterd se bézné oznacuje jako ¢ (koeficient fi) [1].
Inercie odpovidd stupni rozptyleni boda v mnohorozmérném prostoru a rovné
se vazenému pruméru x? vzdalenosti fadkovych profili od svého priméru.

Jednotlivé trovné fadkové i sloupcové proménné se zobrazuji do jediného
spoleéného grafu. Vodorovné ose v grafu odpovida prvni hlavni komponenta a
svislé ose druhd hlavni komponenta transformovanych dat. Rédky zobrazené
blizko u sebe pak maji podobné profily a obdobné i sloupce zobrazené blizko
sebe.

Soucasné plati, ze bod odpovidajici konkrétnimu fadku a bod odpovidajici
konkrétnimu sloupci jsou si blizko tehdy a jen tehdy, kdyz se dana kom-
binace objevuje castéji, nez by se ocekavalo v modelu nezavislosti. Polohy
bodu tak vyjadiuji asociaci mezi konkrétnimi drovnémi radkového a sloup-
cového profilu a tato asociace se oznacuje jako stupen korespondence. Gra-
ficky vystup tedy hodnoti rozdil pozorované tabulky éetnosti oproti situ-
aci, kdyby platil model nezavislosti mezi obéma proménnymi. To nasledné
umoznuje napi. shlukovani kategorii nominalnich proménnych.

Zobecnénim na vice nez dvé kategoridlni proménné je mnohorozmérnd
korespondenéni analyza, kterou podrobné studuje kniha [29]. Korespondenén{
analyza je numericky stabiln{ i pro vysoce dimenziondln{ data [5].

5. Mnohorozmeérné skalovani

Mnohorozmérné skélovani (vicerozmeérné skdlovani) je metoda pro re-
dukci dimenze mnohorozmérnych dat a jejich grafické zobrazeni, které co
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mozna nejpresnéji zachova vzdalenosti mezi pozorovanimi. Nejéastéji se jednd
o dvourozmérnou vizualizaci [22], tedy o redukci dimenzionality dat do dvou
dimenzi.

Ptredpokladejme, Ze jsou k dispozici mnohorozmérna spojitd data mérena
na n objektech. Metoda pak pracuje s matici euklidovskych vzdalenosti mezi
objekty. Metodu vsak lze pouzit i v piipadé, ze jsou k dispozici pouze vzdale-
nosti mezi objekty, zatimco puvodni naméfené hodnoty nejsou zndmy. Jinou
moznosti je situace, kdy jsou naméreny spise podobnosti mezi objekty, pokud
je lze snadno prevést na nepodobnosti (vzdélenosti).

Nejjednodussim piipadem je tzv. klasické mnohorozmeérné skalovani, které
se téz oznacuje jako analyza hlavnich soufadnic (téz analyza hlavnich ko-
ordinét, principal coordinate analysis). To pfedstavuje linedrn{ metodu pro
redukei dimenze [22]. Necht d;; pfedstavuje vzddlenost mezi i-tym a j-tym
pozorovanim a nechf D € R™*™ zna&i symetrickou ¢tvercovou matici s prvky

1, . )
dij:_i(sij’ i=1,....,n, j=1,...,n. (28)
Pomoci C € R™*™ oznacime symetrickou ¢tvercovou matici s prvky ¢;;, kde
proi,j=1,...,n,

Cij = dij — (dl — d) — (d] - d) = dij - dl - d.j + d... (29)

Klasické mnohorozmérné skalovani je zalozeno na spektralnim rozkladu ma-
tice C, kterd je pozitivné semidefinitni [15]. Vlastni vektory piislusné prave
dvéma nejvétsim vlastnim ¢éislum poslouzi k transformaci souradnic dat a
jejich néslednému grafickému zobrazeni [25].

Dulezitou roli hraje i metrické mnohorozmérné skalovéni, které umozinuje
transformovat vzdalenosti pomoci monoténni funkce, a je tedy nelinedrni me-
todou pro redukci dimenze. Vypocet je pak zalozen na iterativnim feSeni mi-
nimalizace ztratové funkce, kterd vyjadiuje odliSnost mezi transformovanymi
vzdélenostmi (po redukci dimenze) a puvodnimi naméfenymi vzdélenostmi.
Kromeé toho existuje nemetrické (ordindln{) mnohorozmérné skdlovani, které
bylo podrobnéji popsdno napt. v knihach [25, 22].

Obecné lze mnohorozmérné skélovani popsat jako soubor mnoha ruznych
metod a algoritmu. Pfitom jsou nékteré z nich vhodné i pro analyzu vysoce
dimenziondlnich dat. V tomto kontextu se za nejvhodnéj$i povazuji pravée
algoritmy zalozené na singuldrnim rozkladu [4]. Jako vyhodu metod mnoho-
rozmérného skalovani lze uvést i jejich schopnost odhalit shluky v datech.
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6. Faktorova analyza

Faktorova analyza je zalozena na ptfedpokladu, ze lze pozorovand data
vysvétlit pomoci malého poctu latentnich proménnych (faktora) [2, 33]. Pred-
stavuje ¢asty nastroj pii vyhodnocovani psychologickych testiu ¢i v ekonomii.
Faktorovéa analyza vzbuzuje ur¢ité kontroverze i kvuli problematické inter-
pretaci vzniklych faktor.

Model faktorové analyzy pro i-té pozorovani zapiseme jako

Xi—m = mufa+-+mefie + e,

Xip—tp = prfir + -+ vpefir + €ip, (30)
kde i = 1,...,n. Pozorovéni X; = (Xj1,..., X;p)T zde vysvétlujeme pomoci
latentnich faktori fi1,..., fit, parametrd g, ..., tp & Yi1,...,7pt & Sumu
€il, - - -, €ip. Model mizeme vyjadrit maticové jako

Xz—[,L:I‘fZ—Fe“ ZZL,TL (31)

Oproti analyze hlavnich komponent se nepredpokldda, ze by latentni promén-
né vysvétlily veskerou variabilitu pozorovanych dat. Cést variability jednot-
livé proménné, kterd je vysvétlena latentnimi proménnymi, se oznacuje jako
komunalita.

Nyni struéné popiseme mozny zpusob pro odhad parametra v (30). Oznac-
me pomoci S empirickou varianéni matici spocitanou ze vSech pozorovani
X1,...,X,. Predpoklddd se, ze S = I'TT + vare a ze matice vare je dia-
gonalni. Diky tomu se odhadnou mimodiagonalni prvky matice T =S —vare
piimo pomoci mimodiagonalnich prvka S. Pokud jde o diagonalni prvky T,
1ze je odhadnout iteraénim postupem [2]. Tim se ziskd odhad celé matice T
a déle se hledd takovd matice I', kterd spliuje vztah TT? = T. Kompli-
kaci je i to, Zze také pro matici I' = T'U plati I*I*7T = T, pokud U je
(libovolnd) ortonormdlni matice. To znamend, ze latentni proménné nejsou
uréeny jednoznacné. Byly navrzeny ruzné metody pro odhad matice T':

1. Metoda hlavnich komponent

2. Metoda hlavnich faktoru

3. Tterovana metoda hlavnich faktoru
4. Metoda maximalni vérohodnosti
5

. Metoda minimalizace rezidui
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Metodu hlavnich komponent pro odhad parametru ve faktorové analyze
1ze nastinit pomoci spektralniho rozklad matice T ve tvaru

T = QAQT. (32)

Ozna¢me napied pomoci Q; matici obsahujici prvnich ¢ sloupci Q a po-
moci Ai /2 diagonalni matici, jejiz diagonalni prvky jsou rovny odmocninam
t prvnich diagondlnich prvku matice A. Matice T se pak uréi jako

T = Q> (33)

Alternativné lze matici S nahradit empirickou korelaén{ matici [28].

Pro vysoce dimenzionalni data (n < p) lze faktorovou analyzu pouzit,
pokud se zvoli vhodng metoda pro odhad matice I'. Casto pouzivana metoda
maximalni vérohodnosti zde vsak selhdva. Vhodné implementovanou metodu
nabizi napt. knihovna HDMD v softwaru R.

7. Linearni diskriminac¢ni analyza

Prestoze linedrni diskrimina¢ni analyza (LDA) predstavuje klasifikaén{
metodu, 1ze ji interpretovat jako metodu, kterd jiz v sobé automaticky zahr-
nuje supervidovanou redukei dimenze [22].

Predpokladejme, ze mame k dispozici celkovy pocet K ruznych skupin,
v nichz jsou pozorovany nezavislé p-rozmérné ndhodné veliciny Xq,..., X,
pochézejici z p-rozmérného normalniho rozdéleni. Predpokladame, ze kazdé
skupiné prislusi odlisny vektor stfednich hodnot, ale varian¢ni matice 3
je spole¢na pro vsechny skupiny. Jeji odhad oznac¢ime jako S. V k-té sku-
piné oznaéime vybérovy primér pozorovanych dat jako X a celkovy primér
napii¢ skupinami jako X. LDA zafadf nové pozorovéni do té skupiny, k jeji-
muz prumeéru ma nejbliz ve smyslu Mahalanobisovy vzdéalenosti.

Ekvivalentné lze vypocet LDA zalozit na tzv. diskriminacénich skoérech,
kterych je pravé s = min{K — 1, p}. Tento pristup se typicky vyuzivé v soft-
warovych implementacich [18, 8]. Matice B o rozmérech p X p je definovand
jako

K
B=> (X, - X)X - X)". (34)
k=1

Dalsi vypocet je zalozen na spektralnim rozkladu matice S™'B. Diskrimi-
naéni skéry se rovnaji tém hlavnim vektoriim S™'B, které piislusi nenulovym
vlastnim ¢islum.
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Véta: Uvazujme p-rozmérné pozorovani Z. Oznacme vlastni vektory matice
S~!B piislusné nenulovym vlastnim é&islim jako vy, ..., v,. Pak linedrni dis-
kriminaé¢ni analyza klasifikuje pozorovani Z do skupiny k pravé tehdy, kdyz

S

Z[VJ-T(Z—XM]QSZ[VJ»T(Z—Xi)]Q, i=1,...,K. (35

J=1

Dukaz je uveden napf. v knize [18]. Dusledkem véty je pak ndsledujici
tvrzeni, které ukazuje, jak LDA specidlné pro K = 2 redukuje dimenzi na
hodnotu 1.

Véta: Uvazujme K = 2 a mé&jme k dispozici p-rozmérné pozorovani Z. Pak mé
matice S™1B jediné nenulové vlastni ¢islo, jemuz piislusi vlastni vektor, ktery
ozna¢ime v. Pfedpokliddejme dale vI'X; > vTXj. Linedrni diskriminaéni
analyza klasifikuje pozorovani Z do skupiny 1 pravé tehdy, kdyz

VTX1 + VTXQ

T
7>
v D

(36)
Pokud vsak plati vI'X; < vI'Xj, linedrni diskrimina¢ni analyza klasifikuje
Z do skupiny 1 pravé tehdy, kdyz

VT)_Cl + VTXQ

T
7 <
v 2

(37)

Pro vysoce dimenzionalni data za predpokladu n < p trpi linedrni diskri-
minacni analyza tzv. prokletim dimenzionality. Pfi vypoctu diskrimina¢nich
skoru je velmi obtizné nejprve spocitat potifebna vlastni ¢isla, pficemz od-
povidajici vlastni vektory nemus{ v tomto kontextu ani byt definovény [10].
Moznym feenim je pouzit regularizovany odhad varianén{ matice [16] anebo
vhodné modifikovat Fisherovo optimalizaéni kritérium, které stoji v pozadi
metody LDA a vyzaduje vypocet vlastnich &fsel matice S™1B [10].
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