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10 Paritni OBDD

Paritni OBDD je nedeterministické OBDD, coz znameni, Ze vypocet mize mit
v nékterych situacich vice moznych pokracovani. Pro jeden vstup tedy mtze
existovat vice prijimajicich vypocti. Pro nedeterministické vypocty je tfeba
jesté specifikovat, kdy je vstup prijat. V pfipadé paritnich OBDD se vstup po-
vazuje za prijaty, pokud pro néj existuje lichy pocet vypocti, které vedou z
pocate¢niho do koncového uzlu. Presné definice paritniho 7-OBDD je néasledu-
jici.

Definice 10.1 Paritni 7-OBDD je acyklicky orientovany graf, jehoz uzly a
hrany mohou byt labelovany nasledujicim zptisobem:
1. Uzly mohou byt nelabelované nebo labelované né€kterou proménnou.
2. Pravé jeden nelabelovany uzel je oznacen jako pocatecni.
3. Pokud graf obsahuje dalsi uzly, pak je pravé jeden dalsi nelabelovany
uzel oznacen jako koncovy.
4. Pocet hran vychazejicich z jednoho uzlu neni omezen.
5. Hrany z nelabelovaného uzlu jsou nelabelované.
6. Hrany z uzlu labelovaného z; jsou labelované bud z; nebo —z;.
7. Pokud dvé hrany spojuji tutéz dvojici uzll, pak musi byt obé labelované
a mit rizné labely.
8. Labely uzlti na libovolné orientované cesté v diagramu tvoii podposloup-

nost Tr(g),- s Tr(n-1) -

Hranu v paritnim 7-OBDD nazveme konsistentni s danjm vstupem, jestlize
je bud nelabelovana nebo je labelovana literdlem, ktery je pro dany vstup spl-
nén. Paritou prirozeného ¢isla rozumime jeho zbytek pti déleni dvéma.

Definice 10.2 Prijimajici cesta pro dany vstup v paritnim 7-OBDD je libo-
volna cesta z pocatecniho uzlu do koncového uzlu, ktera obsahuje pouze hrany
konsistentni s danym vstupem. Hodnota reprezentované funkce pro dany vstup
je rovna parité poctu prijimajicich cest pro tento vstup.

Specialné, graf obsahujici pouze pocatecni uzel definuje nulovou funkci a
graf, ktery obsahuje pocatecni a koncovy uzel spojené nelabelovanou hranou,
definuje konstantni funkci s hodnotou 1. Velikost paritntho OBDD budeme
méfit poctem uzld véetné pocateéniho uzlu. Pro tuto miru velikosti existuje
polynomialni algoritmus, ktery nalezne minimalni paritni 7-OBDD pro danou
funkci. Je tfeba ovsem upozornit, Ze pocet uzli neni pro paritni OBDD prak-
ticky pouzitelnou mirou slozitosti. Bitova slozitost paritntho OBDD odpovida
poctu hran, ktery mutze byt vzhledem k pocétu uzli kvadraticky. Neni znam
polynomialni algoritmus pro minimalizaci po¢tu hran.

Kromé pozadavku z definice miZzeme na paritni 7-OBDD klast dodatecny
pozadavek, ze kazdy uzel grafu je na néjaké cesté z pocatecniho uzlu do kon-
cového. Vypusténim uzli, které tento pozadavek nespliuji, se nezmeéni funkce,
kterou graf reprezentuje.

Kazdému uzlu v paritnitho 7-OBDD mtzeme prifadit funkci tak, ze z po-
¢atecniho uzlu vedeme hranu do v a vSechny ostatni hrany z pocatec¢niho uzlu
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odstranime. Funkci, kterou takto ziskané paritni m-OBDD pocita, ozna¢me jako

fo-

Jestlize u je libovolny nelabelovany uzel diagramu a V' mnozina jeho nésled-

nikd, pak plati
fu = @ fv-
veV

Necht u je libovolny uzel labelovany z;, a necht Vy a Vi jsou mnoziny jeho
naslednikt pres hrany labelované —z; a z; v uvedeném poradi. Pak plati

fu = @(1 - m'z)fv @ @ xifv-

veVp veV

S vyuzitim téchto vztahi lze pro konkrétni vstup vy¢islit hodnotu funkce, kterou
paritni m-OBDD reprezentuje. Postupujeme od koncového uzlu postupné az k
pocateCnimu uzlu a pro kazdy uzel vypocteme hodnotu funkce, kterd je uzlu
prifazena. Lze snadno ovéfit, ze celkova slozitost vypoctu je linedrni v poctu
hran diagramu.

10.1 Separace paritnich a deterministickych OBDD

Ukazeme priklad funkce, kterou lze reprezentovat polynomialné velkym parit-
nim OBDD, ale kterd vyzaduje exponencialné velky read-once diagram a tedy
také OBDD. Pouzijeme funkci x(,), pro kterou byl dokdzan exponencidlni dolni
odhad pro velikost read-once diagramu v kapitole 4.5. Pro pouzitou funkci p(z)
a libovolné ¢ = 0,...,n — 1 plati, Ze predikat p(x) = i lze testovat pomoci de-
terministického m-OBDD velikosti O(n?) pro libovolné usporadani 7. Oznaéme
jako I,;)—; Booleovskou funkei, kterd je rovna 1 pravé tehdy, kdyz je splnéna
podminka v indexu. Ziejmé plati z,,) = @?;01 i Iy(2)=i, protoze pro kazdy
vstup z je splnéna pravé jedna z podminek p(x) = i. Kazdou z funkci 1 p(a)=i 12€
vyjadrit polynomialnim deterministickym 7-OBDD pro libovolné . Z tohoto
OBDD vytvoiime OBDD pro z; I,,)—; tim, Ze vSechny hrany, které testuji
x; = 0, presmérujeme do koncového uzlu s hodnotou 0. Ziskané OBDD lze
snadno upravit na paritni OBDD pro tutéZ funkci. Jestlize paritni OBDD pro
jednotlivé funkce x; I)(;)—; spojime do jednoho paritniho OBDD, z jehoz poca-
te¢niho uzlu vedou hrany do ptivodnich pocéatecnich uzlii, ziskdme reprezentaci
Tp(y) pomoci paritniho OBDD velikosti O(n?).

Jiny pfiklad funkce, pro kterou jsou paritni OBDD polynomialni a determi-
nistické OBDD je exponencialni, je funkce “parita poctu trojuhelnikta v grafu”.

10.2 Charakterizace velikosti paritnich OBDD

Veéta 10.3 Pro kazdou funkci f o n proménnych a kaZdé uspordaddani w plati

parity-m-OBDD(f) = 1 + dim span U S(foAZr(ys - Tain—1)})-
=0
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Dukaz. Necht P je parity-m-OBDD pro f. Ozna¢me jako func(P) mnozinu
funkci, které jsou pocitany v jednotlivych uzlech P kromé pocatec¢niho uzlu.
Déle, necht

n
H= U S(f? {1'7r(i)7 s 71'7r(n—1)})'
1=0
Dokazeme nejprve, ze span func(P) 2O H.

Necht g € S(f,{Zx(i)s- - -»Trn(n—1)}) Pro néjaké i. Pak existuje castecny vstup
a, ktery fixuje proménné x.(g),...,Zr(;—1) @ pro ktery plati fla = g. Uzly P,
které jsou labelované proménnymi z,(g), ..., Zr(;—1) zménime na nelabelované.
Hrany, které z nich vychazely, zménime tak, ze hrany nekonsistentni s a vypus-
time a ostatni zménime na nelabelované. Ziskany diagram ziejmé pocita f|,.
Navic je tento diagram mozné upravit tak, ze nové vzniklé nelabelované uzly
vypustime a vedeme pfimé hrany z pocatecniho uzlu do jejich néasledniku tak,
aby se zachovala funkce, kterou diagram pocita. Pritom je potfeba vypustit
také dvojice hran, které spojuji stejné dva uzly. Opakovanim tohoto postupu
dostaneme diagram, ktery obsahuje jen uzly ptivodniho diagramu a ve kterém
jsou zménény hrany vychazejici z pocateéniho uzlu. Timto zptsobem vyjadiime
fla jako soudet modulo 2 funkci pocitanych uzly pivodniho diagramu, tedy
g = fla € span func(P). Jako dusledek dostaneme, 7e |P| > 1 + dimspan H,
protoZze musime vzit v ivahu i pocatecni uzel.

K dtikazu opa¢né nerovnosti zkonstruujeme paritni 7-OBDD P tak, ze |P| =
1 4+ dimspan H. Vyjadreme H ve tvaru H = HoU ... U H,, kde H; pro i =
0,...,n—1 jsou funkce podstatné zavisejici na x; a nezavisejici na predchozich
proménnych. H, je mnozina konstant, které jsou obsazeny v H. Z definice
mnoziny H plyne, Ze pro kazdé i, kazdou funkci ¢ € H; a kazdou hodnotu
a € {0,1} plati g|z,—a € Uj_; 11 Hi-

Pro kazdé ¢ = 0,...,n nalezneme H, C H; tak, Ze U?:Z H} je bazi
span U;L:@ H;. Tohoto lze dosdhnout tim, Ze vybirdme bézi span H z mnoZin
H, H, 1,...,Hyvuvedeném poradi. ProtoZze f je jedina funkce z H, ktera za-
visi na stejné mnoziné proménnych jako funkce f, je f jedingm prvkem mnoziny
H; v této posloupnosti, ktera ma nejmensi index ¢ mezi neprazdnymi mnozinami
v posloupnosti.

Prvky mnozin H] pouZijeme jako uzly paritniho OBDD pro f. To umoziiuje
skutecnost, ze f je prvkem prvni neprazdné mnoziny H] a ze pro kazdé i =
0,...,n—1,kazdé g € H aa € {0,1} je glz;=a € Uj_; 11 H; C span Uj_;, Hj.
Pridanim pocate¢niho uzlu ziskame paritni OBDD pozadované velikosti. O

Protoze pro libovolnou mnozinu funkei F' plati dimspan F' < |F|, dosta-
neme jako dusledek, ze parity-m-OBDD(f) < m-OBDD(f). Vyse byly uvedeny
priklady funkci, pro které je rozdil ve velikosti paritniho a obyc¢ejného 7-OBDD
exponencialni.

10.3 Algoritmus minimalizace

Necht V' je mnozina vSech uzli vstupniho paritniho 7-OBDD P kromé pocatec-
niho, necht V; proi = 0,...,n—1 je mnozina uzli P, které testuji proménnou x;,
a necht V,, je mnozina obsahujici jen koncovy vrchol. Je tedy V = VyU...UV,,.
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K popisu algoritmu pouzijeme téz mnoziny subfunkci H a H; prot =0,...,n
z dikazu Véty 10.3.

Algoritmus se sklada ze dvou fazi. Pro jeho popis budeme pro jednoduchost
ztotoznovat uzel v v diagramu a funkci f,, kterou pocita. V prvni fazi algorit-
mus vybere pro kazdé i = n,n—1,...,0 (v tomto pofadi) podmnozinu V; C V;
tak, ze pro kazdé i = 0,...,n je Jj_; V] bazi span J;_; V;. Pfi hleddni V/
pfitom vyuzivame toho, ze |Jj_;,, V] je bazi, ktera byla nalezena v piedchozich
krocich algoritmu. Pro jednoduchost ji budeme zapisovat jako {g1,g2,...,Gm}-
Funkce pocitané ve vrcholech V; vyjadiime jako linearni kombinace 2m funkci
ze SezZNamu ;g1 , Lig2, - - - , LiJm, Tigl, Tig2, - - - s Tigm (PTipomenme, Ze T; je alter-
nativni oznaceni pro —z;). Kromé funkei ve vrcholech V; vyjadiime téz funkce
gj ve tvaru g; = x;9; + Z;g;. Ziskdme matici rozméru (m + |V;|) x (2m), ve
které pomoci Gaussovy eliminace vybereme bazi fadkového prostoru obsahujici
vSechny fadky odpovidajici funkcim g; a nékteré fadky odpovidajici funkcim z
V;. Radky odpovidajici funkcim z V; uréuji mnozinu V.

Protoze linedrni obal funkei poéitanych v uzlech V/ proi = 0,...,n je stejny
jako linearni obal func(P), obsahuje funkci f. Vytvorime paritni OBDD, jehoz
uzly budou uzly z mnozin V; a pocéteéni uzel spojeny hranami s uzly, které
davaji v souctu funkci f. Toto paritni OBDD pocita stejnou funkci jako P,
ale jeho uzly reprezentuji linedrné nezavislé funkce. Ziskané OBDD vsak jesté
nemusi byt minimalni, protoze ptislusny prostor funkci miiZe obsahovat i funkce
mimo H. Abychom tyto nadbytec¢né funkce eliminovali, provedeme druhou fazi
algoritmu.

Ve druhé fazi postupujeme v potadi i = 0,...,n a konstruujeme V; tak, ze
ziskané OBDD je ekvivalentni pivodnimu, ale V" C span H. Jestlize jsou jiz
zkonstruovany mnoziny V', V4’ ... V", pak V" zkonstruujeme tak, ze nejprve
vytvorime mnozinu W;, kterd obsahuje dost funkci k tomu, aby mohla nahradit
V! v OBDD, spliiuje W; C span H, ale nemusi byt linearné nezévisld. Z mnoziny
W; pak vybereme pomoci Gaussovy eliminace linearné nezavislou podmnozinu
stejné jako v prvni fazi algoritmu a oznacime ji V.

Mnozina W; bude obsahovat nejvyse 2(2;;% [V]) prvki a zkonstruujeme ji
tak, Ze pro kazdou funkci g € Vj' pro kazdé j < i vyjadiime g|; ;=0 i g|+,;=1 jako
linearni kombinaci funkci z U;;lj 11 V! a nejvyse jedné funkce ze span |Ji_, V;.
Préveé tuto posledni funkci priddme do W;, coz l1ze chapat tak, ze vytvorime uzel
testujici z; a vhodné zvolime mnozinu jeho néasledniki pres hrany labelované
x; a —x;. Lze snadno ovérit, ze uzel pridany do W; pocita funkci ze span H.

Po vytvoreni mnoziny W; odstranime z OBDD vsechny hrany z uzld Vj” pro
J < i, které vedly do V/, a misto nich vytvofime hrany do uzla W; tak, aby se
funkce pocitand diagramem nezmeénila. Pak muZzeme vypustit vS§echny vrcholy
V! a vytvorit mnozinu V;” vybérem vhodnych uzlt z W, jak bylo fedeno vyse.

Tim je algoritmus popsan. Jeho spravnost lze dokézat na zékladé jeho po-
pisu.



